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Три столетия разделяют задачу 

классической механики об упругом 
столкновении шаров и замечательное 
открыгие ХХ века — эффект Комптона. 

Что общего у этих явлений? Как они связаны? 
Об этом читайте в статье на с. 3. 
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С Новым годом! 


Наступил 1987 год — второй год ХИ пятилетки, 
год семидесятилетия Великого Октября. Он будет 
годом напряженного труда в условиях непрерыв- 
но углубляющейся перестройки, ускорения со- 
циально-экономического развития нашей страны. 
Необходимо закрепить успехи, достигнутые после 
апрельского (1985 года) пленума ЦК КПСС и 
ХХУП съезда партии, и уверенно двигаться впе- 
ред по пути интенсификации народного хозяйства. 
Предстоят революционные преобразования про- 
изводительных сил и совершенствование произ- 
водственных отношений. всей социальной жизни 
общества. Многое придется изменить и в совре- 
менной системе образования и подготовки кад- 
ров. Социализм обладает огромными резервами 
во Всех сферах жизни общества, и эти резервы не- 
обходимо ввести в действие как можно быстрее. 

Впереди ХХ съезд ВЛКСМ. Он обсудит пробле- 
мы, которые жизнь ставит перед комсомолом и 
молодежью на этапе коренной перестройки на- 
шей экономики. На повестке дня — расигирение 
прав комсомола (в том числе и многомиллион- 
ной армии учащихся), развитие его инициативы, 
самостоятельности, повышение ответственности 
перед страной. Это позволит еще активнее при- 
влечь к решению общенародных задач моло- 
дежь — самую динамичную, напористую часть 
общества. 

Дорогие наши читатели! Вам предстоит инте- 
реснейшая жизнь в условиях непрерывно разви- 
вающейся и усложняющейся научно-технической 
революции. Как сказал Генеральный секре- 
тарь ЦК КПСС М. С. Горбачев, нынешняя пяти- 
летка — труднейшая, сложнейшая, но и самая 
интересная пятилетка. Вдумайтесь в эти слова 
ведь в них ваше ближайшее будущее. Оно потре- 
бует от вас немалых знаний и умений. Одним из 
самых главных требований жизни становится 
умение самостоятельно обучаться. Стране нужны 
высокообразованные работники, влюбленные в 
процесс приобретения новых знаний и хорошо 
владеющие технологией этого процесса. И наш 
журнал будет стремиться помогать вам в развитии 
этих важнейших навыков. 

Желаем вам успехов в новом году! 
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О СТОЛЕНОВЕНИИ 


ШАРОВ 


И «СЕРЬЕЗНОЙ» ФИЗИКЕ 


(Сложен ли эффект Комптона?) 


Кандидат физико-математических наук 
С. Р. ФИЛОНОВИЧ 


Когда-то было сказано, что всякая 
научная идея проходит в своей исто- 
рии три этапа: в момент появления 
она кажется безумной, затем стано- 
вится общепризнанной и, наконец, 
рассматривается как тривиальная. 
{От себя добавим, что в конечном сче- 
те идея может оказаться и ошибоч- 
ной.) Если не обращать внимания на 
резкость формулировки, присущую 
всякому афоризму, то с таким общим 
представлением судеб многих физиче- 
ских идей и теорий нельзя не согла- 
ситься. Можно привести немало при- 
меров того, как положения и форму- 
лировки, из-за которых когда-то яро- 
стно «ломались копьяь, теперь встре- 
чаются на страницах школьных учеб- 
. ников. Вероятно, один из самых све- 
жих примеров такого рода — так на- 
зываемый эффект Комптона, расемот- 
рение которого предусматривается но- 
вой школьной программой по физике. 
А ведь каких-нибудь шестьдесят лет 
назад вокруг самого эффекта буше- 
вали страсти, а в адрес его перво- 
открывателя высказывались резкие, 
незаслуженные обвинения. Теперь 
же... Однако прежде чем рассказать 
о самом эффекте, нам необходимо об- 
судить вопрос, уже отчасти знакомый 
многим читателям. 


Об одной классичеекой задаче 


Задумывались ли вы о том, почему 
в задачниках по физике так часто 
встречаются задачи на столкновения 
шаров? Для этого есть много основа- 
ний. Прежде всего, удар, происходя- 
щий при столкновении птаров, с пози- 
ций механики — один из простейших 
видов взаимодействий, законы кото- 
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рого можно относительно просто ис- 
следовать на опыте. Именно поэтому 
при формировании классической ме- 
ханики в ХУН столетии установление 
законов удара считалось важнейшей 
задачей. В то время наибольших успе- 
хов в исследовании этой задачи до- 
бился знаменитый голландский фи- 
зик и математик Х. Гюйгенс, написав- 
ший сочинение «О движении тел под 
влиянием удара», в котором были рас- 
смотрены многие случаи столкнове- 
ния шаров. 

Значение задач об ударе состоит и в 
том, что в них в наиболее простой и 
отчетливой форме можно проследить 
действие законов сохранения энергии 
и импульса. Этими законами мы и вос- 
пользуемся при решении очень про- 
стой задачи: шар массой п! налетает 
на неподвижный шар массой то со 
скоростью г!. Найти относительное из- 
менение кинетической энергии перво- 
го шара после столкновения, если из- 
вестно, что удар абсолютно упругий 
и вращением шаров можно пре- 
небречь. 

Поскольку в условии задачи не ого- 


ворено, что удар центральный, мы 
должны предположить, что после 
_.-Ф” 


Рис. 1. Диаграмма импульсов для столкновения 
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Х. Гюйгенс (1629— 
1695). 


Рис. 2. Зависимость относи- 
тельного изменения кинети- 
‚ческой энергии налегающего 
шара от отношения масс 
сталкивающихся шаров для 0 
различных углов рассеяния. 


удара шары разлетаются под. некото- 
рыми углами (и В к направлению 
первоначального движения шара ту. 
На рисунке 1 треугольник АВС обра- 
зован векторами импульсов Ра=и в, 
р!=тиё! и Р5=т>5$ (р›=0) — тако- 
во геометрическое представление за- 
кона сохранения импульса в нашей 
задаче. Применяя теорему косинусов 
к треугольнику АВС, получаем: 
(пни } = (тэ)? — (тигр -Е 

Е 2т1о10} с0$ 0. (1) 
Закон сохранения энергии в данном 
случае, очевидно, можно записать в 
виде 
ви талой 


то 


с 2 * (2). 


В систему двух уравнений (1)— (2) 
входят три неизвестные величины: 
и, и 0, поэтому выразить их неза- 
висимо друг от друга нельзя. Однако 
если задаться конкретным значением 
угла ()} — его называют углом рассея- 
ния, — то путем несложных преобра- 
зований можно выразить скорость 
5! как функцию этого угла: 
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Отсюда нетрудно найти и относитель- 
ное изменение кинетической энергии 
шара п: 
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Проанализируем полученное реше- 
вие для простейшего случая лобового 
столкновения шаров (0—0 или О=л). 
При т: < ть АТ>0; это означает; что 
шар т, отскакивает от шара т. в на- 
правлении, противоположном перво- 
начальному (0—1), со скоростью, по 
абсолютной величине равной и!. При 
т, > тз также АГ-+0; в данном слу- 
чае столкновение с шаром т. практи- 
чески не влияет на движение шара 
т: (0—0). Во всех промежуточных 
случаях АТ--0. Следовательно, при 
некотором значении отношения по/ти 
величина АТ достигает максимума. 
Простой расчет показывает, что мак- 
симум АТ соответствует условию 
тз/пи =1. 

На рисунке 2 приведены кривые 
зависимости относительного измене- 
ния кинетической энергии первого 
пара от величины п›/т! для не- 
скольких углов рассеяния. Видно, что 
для различных 0 кривые несколько 
различаются, но у всех у них есть 


общая черта — они имеют максимум 
при п›/пи =1. Отметим, что рассея- 
ние на угол, отличающийся от 0 или л, 
возможно лишь при по/т, > |эт 09| 
(см. (3)), поэтому соответствующие 
кривые резко обрываются; в частно- 
сти, рассеяние на угол @—=1/2 проис- 
ходит только при т. < т.о. 
Рассмотренная задача, хотя и по- 
лезна, все-таки представляет собой не 
более чем упражнение из школьного 
задачника, И все же о ней пришлось 
вспомнить молодому американскому 
физику Артуру Комптону в начале 
20-х годов нашего столетия, когда он 
занимался исследованиями, весьма 
далекими от классической механики. 


Открытие эффекта 


Конец ХХ и первые годы ХХ века 
ознаменовались серией открытий, по- 
следствия которых нельзя было пред- 
видеть; более того, и сейчас, много де- 
сятилетий спустя, практически невоз- 
можно перечислить все следствия от- 
крытия рентгеновских лучей и элек- 
трона, выдвижения идеи о кванте 
энергии. Знаменательно, однако, что 
все три перечисленные открытия тес- 
нейшим образом переплелись в исто- 
рии обнаружения принципиально но- 
вого эффекта, названного впоследст- 
вии эффектом Комптона. 

Рентгеновские лучи сразу привлек- 
ли к себе большое внимание, прежде 
всего — возможностью их практиче- 
ского использования в медицине. Од- 
нако на протяжении многих лет нере- 
шенным оставался вопрос об их при- 
роде. Лишь в 1912 году по инициативе 
М. Лауэ были проведены опыты, убе- 
дительно доказавшие волновую при- 
роду рентгеновских лучей. Тогда же 
стало ясно, что к рентгеновским лу- 
чам должна быть применима теория 
рассеяния электромагнитного излуче- 
ния, созданная задолго до этого перво- 
открывателем электрона Дж. Дж. Том- 
соном. Основные черты этой классиче- 
ской теории рассеяния таковы. 


Электроны вещества под действием 
переменного электрического поля па- 
дающей на вецество электромагнит- 
ной волны приходят в состояние вы- 
нужденных колебаний, которые про- 
исходят с частотой волны. Согласно 
представлениям классической элек- 
тродинамики всякий движущийся с 
ускорением заряд — источник волн. 
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Значит, электроны вецества становят- 
ся источниками вторичных волн. На- 
правление распространения волн мо- 
жет не совпадать с направлением пер- 
вичной возбуждающей волны — это 
и называют рассеянием излучения. 
Томсон рассчитал зависимость ин- 
тенсивности рассеянного излучения от 
угла рассеяния (то есть от угла между 
направлением первичной волны и на- 
правлением наблюдения), исследовал 
характер его поляризации и т. д. Од- 
нако все эти выводы, хотя и имели 
большое значение, относились все же 
к деталям теории. Ее важнейшим по- 
ложением было равенство частот па- 
дающего и рассеянного излучения. 
И многочисленные наблюдения рас- 
сеяния видимого света подтверждали, 
что это действительно так. 
Совершенно естественно, что после 
выяснения природы рентгеновских 
лучей ученые решили проверить при- 
менимость теории Томсона к этому ви- 
ду электромагнитного излучения. Од- 
ним из физиков, занимавшихся про- 
блемой рассеяния рентгеновских лу- 
чей, и был А. Комптон. Начиная с 
1917 года, он пытался проверить коли- 
чественные выводы Томсона. Экспери- 
ментальные данные не очень хорошо 
согласовывались с теорией, но Комп- 
тон не придавал этому особого значе- 
ния до тех пор, пока расхождения ка- 
сались частных выводов классической 
теории рассеяния. Но в 1923 году он 
обнаружил уже нечто совершенно 
удивительное: из опытов следовало, 
что рассеянное излучение имеет дли- 
ну волны, отличную от длины волны 
первичных лучей! Комптон понимал, 
что любому грамотному физику его 
результаты должны показаться совер- 
шенно ‹еретическими», и если они 
обусловлены погрентностями экспери- 
мента, то их поспешная публикация 
может погубить его репутацию. По- 
этому молодой исследователь еще и 
еще раз проверял данные измерений. 
Схема экспериментальной установ- 
ки Комптона. показана на рисунке 3. 
Результаты, полученные Комптоном 
в многократно повторенных опытах, 
сводились к следующему (см. рису- 
нок 4). В рассеянном излучении при- 
сутетвует не только компонента с дли- 
ной волны падающего излучения ^, 
но и компонента с длиной волны 
А’ >А. Разность длин волн ЛА=А—А 
(так называемое «комптоновское сме- 
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Рис. 3. Схема установки 
А. Комптона- 

Пучок рентгеновских лучей. 
выходивший из трубки Т, рас- 
сеивался на объекте В. Чтобы 
выделить ил рассеянного из- 
лучения часть, рассеянную 
под заданным углом 0. ис: 
пользовалась система щелей 
(рисунок соответствует = 
==90°). Прошедшее черел ще- 
ли излучение анализирова- 
лось Специальным спеоктро- 
метром. Важнейшей частью 
спектрометра являлся кри- 
сталл. образующий для 
рентгеновского излучения 
пространственную — Эифрак- 
ционную решетку. Вследствие 
Эифракции на этой решетке 
отраженные от кристалла лу- 
чи распространялись по но- 
правлениям. зависящим от 
длины волны отраженного 
излучения. Для анализа про- 
странственного расп ределе- 
ния лучей применялась иони- 
зационная камера. Попадая в 
нее, кванты рентгеновского 
излучекия вызыввли иониза- 
цию газа. заполнявшего ка- 
мери. В результате возрастал 
ток. протекавший через газ. 
Меняя ориентацию камеры 
относительно кристалла и сле- 
дя за током, можно опре- 
делить относительную интен- 
сивность рентгеновских лу- 
чей разных длин волн. при- 
сутствовавших в рассеянном 
излучении. 


Рис. 4. Результаты экспери- 
ментов А. Комптона. 

а) — зависимость компто- 
новского смещения от угла 
рассеяния {|}: А — слектр 
падающего излучения; Б. В, 
Г — спектры рассеянного из- 
лучения при 0-=45°. 90° и 
1357. соответственно. 
Смещение увеличивается с 
ростом угла рассеяния. 

6) — резильтаты исследова- 
ния эффекта Эля различных 
рассеивателей; А — спектр 
падающего излучения. 

Чем  массивнее атомы эле- 
мента-рассеивателя. тем мень- 
ше интенсивность смещенной 
компоненты и больше — не- 
смещенной. Величина смеще- 
ния остается постоянной. 
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щение») зависит от угла рассеяния: 
с ростом 60 увеличивается и АХ (рису- 
нок 4,а). Для данного угла 0 вели- 
чина АХ не зависит от природы рассеи- 
вателя, то есть при рассеянии на раз- 
ных веществах А) оказывается одина- 
ковым. При смене рассеивателей ме- 
няется соотношение между интенсив- 
ностями смещенной (с длиной волны 
А) и несмещенной (/) компонент: 
с увеличением номера элемента в таб- 
лице Менделеева, соответствующего 
материалу рассеивателя, интенсив- 
ность несмещенной компоненты рас- 
тет, а смещенной — падает (рису- 
нок 4,6). 

Убедившись в правильности экспе- 
риментальных данных, Комптон, не- 
смотря на возражения некоторых кол- 
лег, опубликовал свои результаты. 
Однако мысль о необходимости дать 
им физическую интерпретацию не по- 
кидала ученого. И вскоре Комптон 
публикует новую работу, в которой 
дает теорию эффекта. Физик-экспе- 
риментатор предлагает теорию, осно- 
вывающуюся на самых современных 
для того времени представлениях! 
Случай в истории физики крайне 
редкий. 


«Рассеяние рентгеновских лучей 
как частиц» 


Так озаглавил Комптон свои воспо- 
минания, в которых рассказывается 
о событиях, связанных с открытием 
эффекта, названного его именем. Это 
заглавие отражает суть предложен- 
ного Комптоном объяснения эффекта. 

Комптон получил неплохое образо- 
вание на родине, а затем был направ- 
лен на стажировку в Англию, в зна- 
менитую Кавендишскую  лаборато- 
рию, где познакомился с важнейши- 
ми проблемами физики начала ХХ ве- 
ка. В частности, он знал о теории 
квантов света Эйнштейна, в основе ко- 
торой лежало представление о свете 
как потоке частиц, характеризующих- 
ся частотой ух и энергией Ау (#= 
—6,63-10-” Дж-с — постоянная 
Планка). Знал он также и о дополне- 
нии к этой теории, сделанном самим 
Эйнштейном, согласно которому квант 
света обладает не только энергией, но 
и импульсом р=йу/с, где с — ско- 
рость света. Идея об импульсе фотона 
была высказана еще в 1916 году, но 
до начала 20-х годов она не получила 


Куапетесте.ги 


экспериментального подтверждения. 
Комптон решил использовать кван- 
товые представления 0б излучении 
для объяснения обнаруженного им 
эффекта. Он высказал предложение, 
что рассеяние рентгеновских квантов 
происходит на покоящихся свободных 
электронах твердого тела, причем 
столкновение кванта с электроном по- 
добно упругому соударению шаров, в 
результате которого меняются величи- 
ны энергии и импульса как у кванта, 
так и у электрона. Фактически диа- 
грамма импульсов (рисунок 5), соот- 
ветствующая элементарному акту 
рассеяния, выглядит так же, как и в 
случае столкновения шаров, посколь- 
ку в векторной форме уравнение, от- 
ражающее закон сохранения импуль- 
сов, также записывается в виде 
р=р:-+р. (р2=0). Надо только 
учесть, что импульс кванта до и после 
рассеяния — соответственно р, =А\/с 
и р=йу’/с, а импульс, приобретае- 
И, 
1 —#,с 
где 7% — масса покоя электрона (вви- 
ду высокой энергии рентгеновских 
квантов электрон при столкновении 
может приобрести скорость, сравни- 
мую со скоростью света; поэтому ири 
записи уравнений следует пользовать- 
ся релятивистскими формулами). На 
основе диаграммы можно записать 
уравнение, отражающее закон сохра- 
нения импульса: 
(9) ( той } 
Г — 2 ра 


УЕ — ис 
Вх" 2 < й 2 и & 
—-) +2 уу’ 0$ {). (4) 
с с 
Релятивистское уравнение для закона 


сохранения энергим записывается в 
таком виде: 


мый электроном, — 


Ву тис = Вх" ы (5) 


1 с 





р 
г 
р: 


Рис. 5. Диаграмма импульсов для 
фотона на покоящемся злектроне. 


рассеяния 


й 





А. Комптон (1892— 1962). 


Рис. 6. Зависимость относи- 
тельного изменения энергии 
фотова при комптоновском 
рассеянии от энергии фото- 
на Оля разных углов рассея- 0 р 
ния. 


(в левой части уравнения, отражаю- 
щей состояние системы фотон — 
электрон до взаимодействия, учтено, 
что электрон обладает энергией покоя 
пис°). Эти уравнения позволяют найти 
величину комптоновского смещения 
АЛ для данного угла рассения 0. Учи- 
тывая, что У=</А, УЛ — 
—=<с/(^-- АА), из (4) и (5) получаем: 


—= й Е 
АХ= г (1 —соз 60). (6) 


О чем говорит этот результат? Преж- 
де всего, величина АЛ оказывается не 
зависящей от А и определяется только 
углом рассеяния 0 и фундаментальны- 


ми постоянными по, сий *). Из форму- 
лы (6) к тому же ясно, почему эффект 
Комптона практически не наблюдает- 
ся для фотонов видимого света. Если 
для рентгеновской области отношение 
АЛ и,«/А (АЛи.х = 2й/тис при рассеянии 
на угол 0=л) составляет несколько 
процентов (для ^=10 м АЛ „‚/А= 
—=5-10 *°), то для видимого света 
АЛ,„.х/А очень мало (для ^=5-10 "м, 
например, АЛ..„/^=10 5). С другой 
стороны, из формулы (6) следует, что 
А^/А. должно возрастать при переходе 
от рентгеновского к }-излучению. Это 
подтверждается наблюдениями: в 


%) Величина А=й/(тос), равная для электрона 
2.42. 10 м, получила назвавие комптоновской 
длины волны. Она играет важную роль в совре- 
менной теоретической физике. 
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у-диапазоне Ал„.„/^>1. Формула для 
А?. объясняет и тот факт, что компто- 
новское смещение не зависит от приро- 
ды рассеивателя: рассеяние происхо- 
дит на электронах — частицах, вхо- 
дящих в состав всех веществ. 

Можно понять и изменения относи- 
тельной интенсивности смещенной и 
несмещенной компонент при смене 
рассеивателя. Наличие несмещенной 
компоненты обусловлено рассеянием 
излучения не свободными электрона- 
ми, а электронами, сильно связанны- 
ми с ядрами атомов. В этом случае 
рассеяние происходит так, как будто 
фотон сталкивается не с электроном, 
а с частицей гораздо болышей массы, 
по порядку величины равной массе 
ядра. Отсюда следует, что Ал ничтож- 
но мало (см. (6)). Чем больше порядко- 
вый номер элемента, тем большую 
долю в общем числе электронов со- 
ставляют змассивные» электроны, 
вследствие чего относительная интен- 
сивность несмещенной компоненты 
растет. 

Итак, теория Комптона хорошо объ- 
ясняла основные черты обнаруженно- 
го эффекта. Не следует, однако, ду- 
мать, что она была встречена едино- 
душным одобрением. Ученый в своих 
воспоминаниях рассказал об одном 
эпизоде, хорошо отражающем отноше- 
ние ученого мира к открытию молодо- 


го американца. В 1924 году на еже- 
годной встрече ученых англоязычных 
стран, где присутствовали такие из- 
вестные физики, как Резерфорд, Брэгг 
и другие, вокруг работы Компгтона 
разгорелась столь оживленная дис- 
куссия, что пунктуальные англичане 
однажды даже пожертвовали обеден- 
ным перерывом ради ее продолжения. 
И все же после встречи к Комптону 
подошел известный индийский физик 
Ч. Раман и сказал: «Комптон, вы 
прекрасный спорщик, но правда не на 
вашей стороне». По иронии судьбы 
через три года Раман оказался одним 
из авторов открытия еше одного вида 
рассеяния, при котором меняется час- 
тота излучения— так называемого 
комбинационного рассеяния света *). 

Лишь с течением времени теория 
Комптона, подтвержденная результа- 
тами многочисленных экспериментов, 
завоевала признание. 

Эффект Комптона сыграл важную 
роль в становлении квантовой тео- 
рии излучения. Заслуги его первоот- 
крывателя были отмечены присужде- 
нием Нобелевской премии по физике 
за 1927 год. Впоследствии ученые 
выяснили, что этот факт имеет важное 
значение для астрофизики. Было уста- 
новлено, что в космосе наблюдается 
не только прямой эффект Комптона, 
о котором шла речь выше, но н так 
называемое обратное рассеяние. По 
бесконечным просторам Вселенной 
движется множество очень быстрых 
электронов, которые могут сталки- 
ваться с фотонами. Диаграмма им- 
пульсов для таких столкновений мо- 
жет выглядеть так же, как и на ри- 
сунке 5, но направления всех импуль- 
сов необходимо сменить на обратные. 
В результате столкновения электрон 
останавливается (или почти останав- 
ливается), а импульс и, следовательно, 
энергия фотона увеличиваются. Та- 
ким образом, при обратном компто- 
новском рассеянии происходит умень- 
птение длины волны фотона, а не воз- 
растание, как в прямом эффекте. 


В чем отличие? 


Прежде чем закончить разговор об 
эффекте Комптона, зададимся вопро- 


*) Независимо от Рамана комбинационное 
рассеяние было открыто и объяснено советскими 


физиками Г. С. Ландебергом н Л. И. Мандельшта- 
мом. 
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сом; имеются ли какие-либо принци- 
пиальные различия между рассея- 
нием фотона на свободном электроне 
и столкновением шаров? Рассмотрим, 
например, задачу, аналогичную об- 
суждавшейся ранее. Запишем относи- 
тельное изменение энергии фотона 
при рассеянии: 
[АЕ] _ Му-- Ах Е 
№ 3 — 

с =. Ву (1 —с05 0 
уе АА) — 


тис? 11 — 603 0) ° 

На рисунке 6 показаны графики 
зависимости |АЕ|/Ёу от отношения 
Ру/тос? для нескольких значений 1. 
Из рисунка видно, что кривые, опи- 
сывающие рассеяние фотона, суще- 
ственно отличаются от кривых на ри- 
сунке 2. Прежде всего, рассеяние на 
определенный угол 05-0 возможно 
при любом отношении Ву/тс’. Но 
главное — у кривых на рисунке 6 нет 
максимумов! Монотонность кривых 
означает, что с ростом энергии фотона 
все большая и большая ее часть пере- 
дается при рассеянии электрону. Од- 
нако к пределу, равному единице, кри- 
вые приближаются лишь при 
Р^—=со — фотон не может полностью 
передать свою энергию электрону 
{в отличие от случая столкновения 
шаров равной массы). - 

В чем же причина столь существен- 
ного различия? В том, что фотон — 
особая частица, у которой масса покоя 
равна нулю. Фотон в покое не суще- 
ствует — он не может остановиться, 
как это делает шар, налетая на покоя- 
щийся шар равной массы. 

Таким образом, качественно понять 
эффект Комптона можно на основе 
аналогии со столкновением шаров, но 
детали эффекта вывести из аналогии 
нельзя, поскольку они определяются 
своеобразными свойствами фотона. 
Итак, прост ли эффект Комптона? 
Да, но простота эта оказывается... 
сложной. 
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Всё — во всем. Однако. в. каждом — ‘особым 


образом. 
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О ЗАДАЧЕ ПИФАГОРА 


Доктор Физико-математических паук 
С. М. ВОРОНИН. 
А. Г. КУЛАГИН 


В этой статье мы рассмотрим задачу 
о нахождении решений уравнения 


| а? с? | 


в натуральных числах. Частные ре- 
шения этой задачи были найдены за- 
долго до появления математики как 
науки. Так, древние вавилоняне зна- 
ли решение (а, 5, © —(3, 4, 5) и целый 
ряд других решений уравнения (1), 
в ТОМ числе такие сложные, как 
(105, 36, 111) или 

(12709, 13500, 18541). 
Хотя существуют различные точки 
зрения на математику догреческого 
периода, нет никаких оснований 
приписывать вавилонянам владение 
дедуктивным методом математики. 
Математика как дедуктивная наука 
появилась в \У[ веке до нашей 
эры в Древней Греции. Традиция 
связывает первые постановки матема- 
тических задач в современном пони- 
мании с именем Пифагора. Вполне 
возможно, что математики древнего 
Египта и Вавилона могли бы вы- 


числить число \/2 с очень высокой точ- 
ностью, но постановка вопроса о том, 
является ли -/2 рациональным чи- 
слом, была для них чужда. Точно 
так же для них была чужда 
постановка вопроса об описании всех 
решений уравнения (1). Вопрос этот 
был поставлен и решен в школе 
пифагорейцев. 

Поэтому, а возможно, также из-за 
очевидных связей с геометрической 
теоремой Пифагора, уравнение (1) на- 
зывается задачей Пифагора. а тройки 
натуральных чисел, удовлетворяю- 
щих этому уравнению, называются 
пифагоровыми тройками. Из теоре- 
мы Пифагора следует, что каждому 
прямоугольному’ треугольнику с це- 
лочисленными катетами а, 6 и гипо- 
тенузой с соответствует некоторая 
пифагорова тройка такая, что 
О<а<Ь<с, и наоборот. Таким обра- 
зом, задача Пифагора имеет прозрач- 
ный геометрический смысл (рис. 1). 


(1) 


Арифметический способ 
решения задачи Пифагора 


Ясно, что если тройка натуральных 
чисел (а, 6, с) является пифагоровой, 
то при положительном целом А тройка 
чисел (а, ЕЬ, Ёс) также будет пифаго- 
ровой. Поэтому для решения задачи 
Пифагора нет нужды перечислять все 
пифагоровы тройки (а, 65, с) — доста- 
точно перечислить примитивные трой- 
ки, Т. е. такие пифагоровы тройки 
(а, Ь, с), для которых нет ни одного 
целого &>1, делящего все три числа 
а, 5, с. без остатка. 

А перебрать примитивные пифаго- 
ровы тройки совсем несложно. Для 
этого имеется простой рецепт, извест- 
ный еще пифагорейцам; основанный 
на следующем утверждении: 


если риа — взаимно простые 
числа разной четности, р>а, то 
тройка чисел 


а=р’—9`, 6=2ра, с=р’ 9? (*) 
будет примитивной пифагоровой 
тройкой. 





Например, если взять 4==2.3.1-= 
—42, р=163, то получим пифагорову 
тройку (24805, 13692, 28333). 

Доказательство обведенного в рам- 
ку утверждения очевидно. Действи- 
тельно, в силу (=) 

а -Н’=(р’— 9-49’ = (реа =’, 
т. е. тройка (а, 6, с) пифагорова. Она 
к тому же и примитивна: общий мно- 











житель чисел а, Ь,с был бы общим 
множителем чисел с Та=?р' ис — а= 
—=24?, вопреки взаимной простоте 
ри. 

Мы доказали, что указанный способ 
всегда дает примитивную тройку. Ока- 
зывается, что: 


Все пифагоровы тройки могут 


быть получены способом (*}. 





Ниже мелким шрифтом приводится 
зарифметическое» доказательство 
этого замечательного факта; из дока- 
зательства видно, как можно было 
догадаться до формул (+). Читатели, 
не любящие арифметические рассуж- 
дения, могут сразу перейти к следую- 
щему, геометрическому разделу. 

Пусть дана примитивная тройка (в, 6, с). 


Условие примнтивности можно записать в виде 
равенства 


НОД (а, В, с) =1, (2) 


где символ НОД, как обычно, обозначает 
наибольший общий делитель написанных вслед 
за ним чисел. Обратите внимание, что здесь 
имеются в виду делители, общие для всех 
трех чисел в, Ь, с, а не попарно общие дели- 
тели. Так, из равенства (2) в общем случае 
не следует, что 


НОД (а, 5} =НОД $, с) =НОД (с.а) =, (3) 
однако для любой примитивной пифагоровой 
тройки равенство (3) выполнено. Действитель- 
но, пусть, например, НОД (а, В) =#>1. Тогда 
в силу (1) с’ делится на Ё*, значит, с делится 
на К, что невозможно в силу (2). 

Заметим теперь, что для любой примитив- 
ной тройки (а, 6, с) числа аи Ь — разной чет- 
ности. Действительно, они оба не могут быть 
четными в силу (3). Если же они оба нечетны, 
скажем, а-=2Е--Ё, = 21+ 1, то 

а 6 = 4 (Е ЕРЕ-О-2, 
т. е. в ‚делится на 2. но не на 4. Тогда 
в силу (1) с?’ обладает тем же свойством, зна- 
чит, с четно (с=23), и тогда с’=43' делится 
на 4 — противоречие! р 

Мы установили, чтоа и Ь разной четно- 
сти; для определенности будем считать, что а 
нечетно; тогда Ь четно и с нечетно. 

Тогда уравнение (1) можно перепнсать в виде 
са = (еа){е— а) =(2т)‹2п)=Ата, (4) 
где ти л — натуральные числа (двойки появи- 
лись вследствие четности чисел сфа(=2т 
и са (= 2п)). 

Лемма. 
квадратами 


Числа т и п являются точными 


тр, па: 


двух взвимно простых чисел ри а разной чет- 
ности. 

Доказательство леммы мы оставляем чита- 
телю. Указание: покажите, что т ип 
взаимно просты, воспользовавшись равенствами 
(3), разложите т и п иа простые множители 
и подетавьте в (4). 

Вспомнив, что 2т=с-|а и 2п=ес—а, мы 
получаем 
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2р?=с-а, 247 =е-—а, 
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откуда с-- р? о’ и сэр? 4". Воспользовав- 


шись (1), получаем и 6-=2рд — формулы (*) 
доказаны. 


Геометрический способ 
решения задачи Пифагора 


Следуя методу координат Р. Декарта, 
дадим уравнению (1) геометрическую 
интерпретацию. Пусть тройка чисел 
(а, Б, с) удовлетворяет уравнению (1) 
и является примитивной. Все осталь- 
ные решения этого уравнения будут 
получаться из примитивных умноже- 
нием на натуральное число Ё, т. е. 
будут тройками вида (Ка, ЁБ, Ёс). Из 
уравнения (1) следует, что 
а\№ (+ у= 

(*+(2} = (5) 
Поскольку а, 6, с >0 — целые числа, 
числа а/с и Ь/с будут рациональны- 
ми числами. Поскольку х+ у *—1 
есть уравнение окружности единично- 
го радиуса, каждому примитивному 
решению (а, $, с) уравнения (1) соот- 
ветствует точка с рациональными ко- 
ординатами (х=а/с; у-=Ь/с), лежа- 
щая на окружности К с уравнением 
х? -+- у`=1. Точку с рациональными 
координатами будем в дальнейшем 
называть рациональной точкой. И на- 
оборот, если у нас есть рациональная 
точка (х; у) с координатами х=т,:/п! 
и у=то/п, лежащая на окружно- 
сти К, то, приводя дроби па/п: и 
тз/п> к наименьшему общему знаме- 
нателю с 0, получим равенство (5), 
которое дает нам примитивную трой- 
ку. Таким образом, 


имеется взаимно однозначное со- 
ответствие между рациональными 


точками, лежащими на окружности 
К, и примитивными пифагоровыми 
тройками. 





Тем самым получена геометриче- 
ская формулировка задачи Пифаго- 
ра, а именно: найти все рациональные 
точки, лежащие на окружности К с 
уравнением х’{ у’ —=1. 

Займемся вопросом о нахождении 
всех таких точек. Для этого будем 
проводить прямые (рис. 2) через точку 
(х; у) =(—1; 0). Всякая прямая, про- 
ходящая через точку (—1;0) и не 
являющаяся касательной к окруж- 
ности, пересечет окружность еще ров- 
но в одной точке, скажем (хо; у2). 
Уравнение каждой такой прямой 





Рис. 2. 


имеет вид 
у=и (х +1), 
где Ё — угловой коэффициент прямой. 
Таким образом, координаты точки 
(х-; уг) будут удовлетворять системе 
уравнений 


{ х--у’=1, 
уи=Ё (ХИ. 
Решим эту систему относительно х и у. 
Подставляя значение у=®и(х- 1) из 
второго уравнения в лервое уравнение 
системы, получим 
ЖЕ? (х- 1 =1, 
или 
Е”). 2-22. ХА —1=0. 


Если х удовлетворяет последнему 
уравнению, то х является абсциссой 
точки пересечения прямой и=А (Хх 
с окружностью КЁ, т. е. либо х=х! = 
—,—1, либо х=х.. Из теоремы Виета 
следует, что 


2? 
же хо — 
"Е х2 1’ 
откуда 
ы 1 —&? 
р 


Поскольку точка (хо; у?) лежит на 
прямой и=й (х + 1), 
2 
ЕЕ 

Последние две формулы каждому чис- 
лу К ставят в соответствие точку 

1—^. 28 

Бе Е) 6 

(жыр уе)=(кй те (6) 
лежащую на окружности х?-Р у’ =1. 
Обратно, каждой точке (х; у) == 
=(—1; 0), лежащей на окружности 
К, соответствует одно и только одно 
значение углового коэффициента Ё: 
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0 

и - (7) 
Заметим здесь, что если Ё — рацио- 
нальное число, то точка (х2; у2), опре- 
деляемая формулой (6), имеет рацио- 
нальные координаты, и обратно, если 
х. и у рациональны, то в силу фор- 
мулы (7) Ё рационально. Таким об- 
разом, 


между точками с рациональными 
координатами окружности единич- 
ного радиуса (за исключением точ- 


ки (—1;0)) и рациональными точ- 
ками вещественной прямой установ- 
лено взаимно однозначное соответ- 
ствие. 





Заставляя величину # пробегать все 
рациональные значения интервала 
от —<. до с, мы переберем все 
точки с рациональными координата- 
ми на окружности К единичного ра- 
диуса (за исключением точки (—1; 0)) 
и тем самым найдем все примитив- 
ные решения задачи Пифагора. 

Приведем соответствующие форму- 
лы. Пусть # =р/а, а > 0, НОД. (р,4)= 
—1. Тогда из формулы (6) следует, 
что 


(жж | 





Мы вновь получили, по существу, 
формулы (+)! Чтобы получить тот же 
результат в точности, осталось немно- 
го повозиться с четностью. 


В случае разной четности р и а формула 
{«*) соответствует примитивной лифагоровой 
тройке (а, 8, с}=(4'— р’, 2ра, 4*- р”). Если же 
р и 9 одновременно нечетные, то, переходя 
к новым переменным а:=(9-р)/2, р}—{9—Р)/2, 
НОД (р, 9=1. получим ара 
4*—р’=4р.9, 2ра=2(4!—р!). После сокра- 
щения на 2 в (**) получим 

Чей) 


(ен ид, 

ЧН ° ЧР! 
Заметим, что формула (8) отличается от фор- 
мулы (»*) перестановкой х. и у2. Если окажет- 
ся, что р и а: оба нечетны, то перейдем к пере- 
менным 92 == ри 91/2, Р= (9: — ри 2, 
НОД (9-, р2) =1 ит. д. В итоге получим либо 
формулу типа (++), либо формулу типа (8), 
в которых р. и а. имеют радную четность, 
НОД (р., 4,)=1. Таким образом, примитивное 
решенне, соответствующее рациональной точке 
(хз; у2) = (—1; 0), задается либо формулой типа 
{**), либо формулой типа (8), в которых риа — 
взаимно простые чнсла разной четности. В си- 
лу взаимно однозначного соответствия между 
примитивными решениями уравнения Нифаго- 
ра и рациональными точками окружности 
ху’ =1 (исключая точку (—1; 0)) из формул 
(*«) и (8) следует утверждение (*). 





(8) 





Рациональная параметризация 
конических сечений 


Для нахождения рациональных то-_ 
чек, лежащих на окружности с урав- 
нением х? у’ —1=0, мы вывели фор- 
мулу (6). Она устанавливает взаим- 
но однозначное соответствие между 
параметром #, принимающим всевоз- 
можные действительные значения, и 
точками окружности (за исключением 
точки (—1; 0)), причем координаты 
(х; у) точек, лежащих на окружности, 
являются рациональными функциями 
от Ё. Возникает вопрос: можно ли ана- 
логичным образом задавать точки, ле- 
жащие на других кривых, скажем на 
эллипсе, параболе или типерболе? 
(Эллипс, парабола и гипербола явля- 
ются коническими сечениями; отсю- 
да название этого раздела.) 

Для ответа на этот вопрос раесмот- 
рим кривую на плоскости, заданную 
уравнением К (х, у) = 0, где К (х, у) — 
квадратный многочлен от х и от 9. 
Точки, лежащие на параболе, эллипсе 
и гиперболе, как раз удовлетворяют 
такого рода соотношению. Пусть 
(х;и,) — какая-нибудь фиксирован- 
ная точка такой кривой. Проведем 
через эту точку прямую с угловым 
коэффициентом, равным # (рис. 3). Бу- 
дем искать точки (х; и) пересечения 
кривой и прямой. Координаты (х; и) 
этих точек удовлетворяют системе 
уравнений 


{ К (х, у =0, 

УИ (х—х). 

Решая эту систему относительно 
(х; и) так же, как мы это делали рань- 
ше для окружности, выразим коорди- 
наты (х-; у2) второй точки пересечения 
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прямой у=и! +Ё(х— хи} с кривой К 
через параметр Ё. Легко проверить, 
что получится выражение вида 





А(®) ВК) 
(Е) С!) 





(х2; у2)= (+** 





где А (®), В (®), С (Е) — многочлены сте- 
пени не выше 2 от параметра А. Эта 
формула задает рациональную пара- 
метризацию кривой К, т. е. выражает 
координаты точки на кривой через 
рациональные функции от одного па- 
раметра К. 

Формула (*»*), как и формула (++), 
позволяет находить целые точки на 
кривой К. Однако сейчас нас интере- 
сует другое — совсем неожиданное — 
применение этой формулы, к которо- 
му мы переходим. 


Применение 
к вычислению интегралов 


Оказывается, что такие безнадежные 
с виду интегралы, как 


т= ( Ах 





ЕЕ ЕЕ | 


мх? + 3х — 
берутся, если воспользоваться рацио- 
нальной параметризацией подходяще 
выбранной кривой. Именно, если в 
данном случае взять кривую 

К (х, у)= у? — (х?-+Зх—4), 
заметить, что точка (ж; и) =(—4; 0) 
лежит на кривой 


у (х)= ух? + 3х—4 
и рассмотреть всевозможные прямые 
у=Е(х + 4), 
то получится следующая параметри- 
зация (проделайте выкладки само- 
стоятельно!): 


О 


РЕНА ВЕ 
ит ен) 
Тогда Чай, и поэтому (пос- 
ле сокращений) получим 
Е И 
хх —4 у (х) 1" 


Последний интеграл уже легко вы- 
числить: 


2ав _( ак ак _ 
+ яя 
—ш [1-8 |-— м |1—#[-+С= 
И 
= м Е С. 








{Окончание см. на с. 28} 


> 
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Наш журнал ежегодно 
проводит конкурс на луч- 
шее решение задач из 
«Задачника «Кванта». 
Итоги конкурса подводят- 
си в декабре. Победите- 
ли получают право уча- 
ствовать в республикан- 
ских турах Всесоюз- 
ной фнзико-математичес- 
кой олимпиады  школь- 
ников. 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с мо- 
мента основания журнала. 
Публикуемые в нем за- 
дачи нестандартны, но 
для их решения не тре- 
буется знаний, выходящих 
за рамки школьной про- 
граммы. Нанболее труд- 
ные задачи отмечаются 
звездочкой. После форму- 
лировкн задачи мы обыч- 
но указываем, кто нам 
ее предложил. Разумеется, 
не все эти задачи публи- 
куются впервые. 

Решения задач низ этого 
номера можно отправлять 
не позднее 15 марта 
1987 года по адресу: 
103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, 
«Квант». В графе «Кому» 
напишите: «Задачник 
«Кванта» № 1 — 8» и 
номера задач, решения ко- 
торых вы посылаете, на- 
пример *«М1021, М1022. 
или «Ф1033». Решения за- 
дач из разных номеров 
журнала или по разным 
предметам (математике и 
физике) присылайте в раз- 
вых коивертах. В письмо 
вложите конверт © напи- 
санным на нем вашим ад- 
ресом (в этом конверте 
вы получнте результаты 
проверки решений). Усло- 
вие каждой оригинальной 
задачи, предлагаемой для 
публикации, присылайте 
в отдельном конверте в 
двух экземплярах вместе с 
вашим решением этой за- 
дачи (на конверте пометь- 
те: «Задачник +*Кванта», 
новая задача по физике» 
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задачи 


М1021—мМ1025; 41033—Ф$1037 


М102Е. Альпинист хочет подняться на скалу высотой 
1000 м. После ночевки в лагере у подножья скалы 
он может подниматься, навешливая веревку, со ско- 
ростью 40 метров в час, а после холодной ночевки 
на скале — 30 метров в час. По готовой веревке он под- 
нимается со скоростью 400 метров в час. За сколько 
дней он сможет достичь вершины, если будет работать на 
скале (включая подъем по веревке) 6 часов в день? 
(Временем спуска и другнх олераций пренебречь.) 


М1022. Первые 8 натуральных чисел можно расста- 
вить в две строки так, что сумма чисел в верхней 
строке равна сумме чисел в нижней, а суммы чи- 
сел в столбцах также равны между собой. Можно ли 
расставить подобным образом первые а} десять, 6) две- 
надцать натуральных чисел? 


врятниме > Жил # 





в) При каких натуральных л можно расставить таким 
образом числа от 1 до 21? 


М. И. Штеренберг 


№М1023. Всегда ли из 100 треугольников найдется 
хотя бы один такой, что его можно целиком по- 
крыть остальнымн 992? 


Г. А. Гуревич 
№М1024*. Докажите, что для любых двух треугольников 
с углами а, В, } и а, В, \ выполнено неравенство 

соз а, ©соЗ В, 
эта эт В 


+ 3 \ ха ара Вей у. 
эту, 
Р. П. Ушаков 


М1025*. Две прямые, проведенные через одну и другую 
точку пересечения продолжений противоположных сто- 
рон выпуклого четырехугольника, разрезают его на че- 
тыре меньших четырехугольника. Докажите, что если 
в два из них, не имеющие общей стороны, можно впи- 
сать окружности, то и в исходный четырехугольник 
можно вписать окружность. 

И. Ф. Шарыгин 


Ф!0З3. Через блок радиусом АЯ перекинут однород- 
ный гибкий канат массой т и длиной [› прикреплен- 
ный к двум крюкам на потолке, расположенным на 
расстоянии 2Ё (рис. 1). На оси блока висит груз, масса 
которого вместе с блоком М. Трение между канатом 
и блоком отсутствует. Найти минимальную силу натя- 
жения каната. 

В. И. Чивилев 


41034. Моль идеального газа из начального состояния 
1 с температурой Т,=100 К, расширяясь через турбину 
в пустой сосуд, совершает некоторую работу и переходит 
в состояние 2 (рис. 2). Этот переход происходит без 
подвода либо отвода тепла. Затем газ сжимают в про- 
цессе 2—3, в котором давление является линейной функ- 
цией объема, и наконец, в изохорическом процессе 
3—1 газ возвращается в исходное состояние. Найти 
работу, совершенную газом при расширении через 
турбину в переходе 1-2, если в процессах 2-31 
к тазу в итоге подведено @ 72 Дж тепла. Из- 
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9? 
а— 


Яратниме ы Фил 


или +... новая задача по 
математике»). В начале 
каждого письма просим 
указывать номер школы 
н класс, в котором вы 
учитесь. Фамилию и нмя 
пишнте, пожалуйста, пе- 
чатными буквами. 








Рис. 1 Рис. 2. 
О 
-в+—- 
Рис. 3. Я Я 
\№е Науе Бееп  рчЪЁзьтя 


КуапГ 3 сотёс8{ ргоШетз еуегу 
топ {гот Фе уегу Ги 
1334е 0 оцг тмаразте. ТЬе 
ргоетз аге  попуапаатг@ 
опез. Би Фехг зошИойп ге- 
дштез по иМогтаноп офые 
{Не зсоре оГ Фе (558. весоп- 
дагу зсйоо! зуНафиз. Т\е то- 
ге ЧИЯсий ргоетз аге таг- 
Кед \ИЬ а’ $4аг (»). АНег 
ФВе зёжетепе сё Ще ргоЫет, 
зе ивцаЙу така Во рго- 
ро5ей 1 №0 из. И яоев ч“ИПоч 
зауше {ЧНаЁ поЁё аП  Шезе 
ргоетз аге га руб ИсаНол$. 
Тке зом опз 0ё ргоетз (гота 
Ч: 133це (т Виздап ог ш 
ЕоеНзп) шяу Бе ромеё по 
Лла1ег Щап Магсв 1545 1987. 


40 Ше ГоЙомшя —аф4гезх: 
03$ к, Мовсо\м. 103006. 
Москва К-6, ул. Горького, 


ЗЛА, «Квант». Р]еазе зепа Фе 
зошИопз ой рБузКз апё таФе- 
та с$ ркоБетз, аз меП аз рго- 
Ъ1етз (гом ЗИФеголе 183463, 
иупфег зерага{е соуег; оп {Вееп- 
у@оре мгие Ше ’ог@з: 
“`К\ИАМТ'$ РКОВЬЕМ$” апв 
{Не пцтьегь оЁ аП 4е зоГуед 
ргоб\етз; зп усцг 1еИег епсю- 
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вестно также, что Т,-—Т., У›--3ЗУ,; газовая постоян- 
ная Я—8,81 Дж/(моль - К). 
А. А. Шеронов 


$1035. Электрический диполь из двух жестко свя- 
занных точечных зарядов {и — 804, расположенных на 
расстоянии { друг от друга, пролетает плоский кон- 
денсатор, пластины которого подключены к источнику с 
ЭДС * (рис. 3). Определите скорость диполя в центре 
конденсатора, если известно, что его скорость вдали от 
конденсатора равна по. Расстояние между пластинами 
конденсатора 4, масса диполя т. Силой тяжести пре- 
небречь. 

А. В. Шелагин 


Ф1036. К телу массой т—20 г, лежащему на гладком 
горизонтальном полу, привязаны две одинаковые 
упругие нити жесткостью #=10 Н/и. Одна нить при- 
креплена к стене, свободный конец второй нити начи- 
нают тянуть в горизонтальном направлении со ско- 
ростью 2=10 м/с. Какая нить порвется, если разрыв 
каждой нити происходит при абсолютном удли- 
нений А, —=5 см? Считать, что закон Гука выполняется 
для нитей вплоть до их разрыва, трения нет. 

Е. П. Соколов 


$1037. В полой сфере проделано маленькое отвер- 
стие, через которое внутрь проникает узкий парал- 
лельный пучок света. Внутренняя поверхность сферы 
отражает свет во все стороны одинаково (диффузно) 
и не поглощает его. Как будут различаться в этом 
случае освещенности в точке, диаметрально противо- 
положной отверстию, и во всех остальных точках 
сферы? 


РгоЫетсз 
М1021—М1025; Р1033—Р1037 


М1021. А тошицат сбоЪег имей; © во пр а зНеег госК чаП 
оё 1000 м. АМег зрепашя а магт пщЬь шт сатр леаг {Ве 
маШ?з Базе, Ве стЪз ир, Папяшя ир горез, “ИИ уегыса[ уе1о- 
сцу 40 т рек Ноит. АЙег а со о оп Ме ма изей, из 
уеоспу 4есгеа$е$ № 30 м рег Коиг. У/Веп 1Ъе горез атге 
атеаЯу Вапкшя, Не сИтЬз 400 м рег Коиг. Но\ тапу Чауз 
\/Ш Не факе 10 геасй {пе фюр 1 Ве 1$ а 10 зогК 6 Бочка а ау 
оп Ме ма|. (Те име ог ситЬжщЕе домп ап@ о{Пег орегавопз 
33 пезйяЪюЮ). 


№М1022. Т№е 11:5 8 пласта! литЬегз тау Бе мтМеп 1т 40 
то\з (зее {Те таЫе оп р. 15) зо Ла 11е зим оЁ питЪегз м те 
иррег хом едиа13 {Та ш Те ]о\ег опе, ап& Фе соитл зитп$ аге 
8]з0 едца| 10 еасЬ обТег. Сап Ше ЁЯгзё а) феп. Ъ) вмеуе пагига] 
пипзЪегз Бе аггапкеЯ т №8 мау? 
с} Еог Нат памга\ п сал Ме погоБегз 1 %0 2п Ъе аггапяе8 
18 мау? 
М. Г. Змегепфегя 


М1023. 15 и эмлауз розз Ме 40 Йп@ опе идапяе атопе апу 
100 \ЬсЬ сап Бе соуегей епыте]у Бу Ве оег 99? 
С. А. Сигелей 


М1024*. Ргоуе {Тай Гох апу $0 ИлалЕ!ез чИ аля а, В, у апа 
с., В;, у: Те РоПомтя тедча! у Во]43з 


<оз и 


эт а 


сов. 
эп В 


23 совр ара Вей у. 
зп 1 


В. Р. Извакои 


М1025*. Туьо экашН Ппез, раззтя еасК {ИтоииН опе ой +м0 
ЗИРегеп® ицегвесНоп ронбз оГ {Ме ех4еп4ей з19ез оЁ а сопуех 
ацаЧтНавега], ЧГуе 16 ицо Гоцг 1550г диайгИа(ега]5. пом Та! 
{ сгез сап Бе 1пъст Фей по го оЁ Фет (по Ваутя а соттоп 


ве ап ипматре@ зе {а 4геззе 
епу@оре — зе зВаЙ изе & 
{ю 5еп8 уои 11е согтесНоп ге- 
3413. АЕ Ме еп о{ \е аса- 
Яетис уеаг ме вит ир Ше ге- 
з0Нз 0 Фе Куашё ргоЫет 
сопфез+1. И уой Вауе ап огя1- 
па! ргоШет 4ю ргорозе Гог 
РУБ йсаНоп, реазе зепё # Ю 
из иладег зерага@е соуег, т 
{о сор1ез (п Визчап ог Ш 
Епя $), помфтя Ве зо- 
шоп. Оп Ше епуёоре чгИе 
МЕ\У/ РКОВГЕМ 1\ РНУ$1С$ 
(ог МАТНЕМАТЕ$). Реазе 
ргмф уошг пате ап@ а8@гез8 
ш ВЕОСК ГЕТТЕК$. 


№М1001. В куче 1001 ка- 
мень. Она произвольно 
делится на две кучи, под- 
считывается число камней 
в них и записывается про- 
изведение этих двух чисел. 
Затем с одной из этих куч 
(в которой больше одного 
камня) проделывается та 
же операция: она делится 
на две и записывается 
произведение чисел кам- 
ней в двух вновь образо- 
вавшихся кучах. Затем 





*) Решекие задачи №1002 бу- 
дет опублкковано в следующем 
номере журнала. 
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$196) {Мей а сже сай Ъе Зазск ед ито Ме опетьй доадх|- 
]а1ега]. 
7. К. Звагивт 


Р1033. А ипНогт Пех Бе са Ме ог тазз т апа 1епк 1 {в 
Вкомл оуег а риПеу оЁ гаёмз В. Йхед 10 \Ше сеШля Бу мо 
Коок$ 1осабе а \е 4132псе 28 {кот еасп о\Щег (5ее Яритге 
Рис. 1). А мен! Папяз оп 41е роПеу`з ах4з, №з тазз (зовет ег 
\ИЙ 1Ъаё оГ Фе роПеу) Бете М. ТНеге 18 по РасНоп Бегмеет 
Ве сае ап Те руПеу. Р1м@ Фе пипипа| фепзой 11 Фе саЫе. 

У. Г. Сршцео 


Р1034. Опе мое оЁ 4еа] ка 1 Ве 14а] а 1 мий 4етре- 
хате Т\!=100 К, ехрапёше Бу тезпя оГ а шшгЫпе м® ап 
егарёу уеззеЁ, регбогтз а сегфат атоппй ой могКк, раззтя тю 
вме 2 (5ее Якиге Рис. 2). Т№з фтапяГег фаКез р\асе \ИБоце 
аа1оп ог 1083 оЁ Нея. ТЬеп \Ме ваз 13 сотргеззей т те 
ргосезз 2—3, т мЫсВЬ {те ргеззиге 35 а Впеаг РипоНоп ой уощ- 
те, ап ЙлаПу т Фе 1зоспогюе ргосезз 3--1 ЧНе ваз гемгиз 
140 Ив ниШа| зв. Еш@ Ще могк регбогте@ Бу 4Ъе каз т 
ехрайдйшя ма Ме штЬше т Ме фтапзЁег 1--2 И те им 
атоип& оЁ Беаф а@4ед 4ю Фе Еаа 1 Че ргосевзев 2.-3—1 
3 @=12 4. В № ао Кломи {Та Т.=Ть, У. =3Уц Ще каз 
сопубал в А=8.31 Т/ (тае. : К). 

А. А. Энегопов 
Р1035. Ап е@есуте Фрое о? имо изу соппефе4 роте свагрез 
+4 апа —9 са а Те дфапсе { тот еасЬ о Мег Р1ез 
ЧхоцЕН а 2 сарасЦог у’Позе р]афез аге соппесёе {0 а зомгсе 
оЁ сопз{ат Е. М.Е. %. Реегимие Ме уе]осЦу оЁ Фе Я@рое 
п {Ме сепие ой Ме сарасЦог, И И 13 Кпомп Ма Ц едиа]3 со 
Гаг амву гот 1Ве ]1аЦег. ТЬе Я131апсе Бебмееп 11е р/афез о? 
{Ве сарасЦот 13 @, Пе тазз о? Ме рае 1$ т.ТЬе ягауЦанопа! 
Гогсе 13 перпи!Ые. 

Л. Г. Звавкат 


Р1036. Тмо 14еписа|! шеазис зытиз ог мау ЕЁ=10* Мли 
аге Ней 10 а Бойу оЁ таз т-20 я р№сед оп а зтооШМ Ног 
201481 Поог. Опе 55тЯя 13 Яхей 10 \Ъе ма, Фе {тее ел@ о 
{Бе оф ег 1$ раЦей Бомоот4аПу “ИМ уфосйу в=\0 м/в. УЫсЬ 
зышя “Ш пр, И Ше пррте ‘аКез р]асе а аБ5оШе еп 
1шстеазе АЁ=5 см? Аззигте {Паф НооКе‘з 1ам 019$ Гог 1Ие 
змяз ар  Ше тотепь ой ирртя; еге 13 по Рлебоп. 

Е. Р. Зоноои 
Р1037. А паггом Беат 0 рагаПЦе] ШрЪЁ хауз репеёгафез 
{хтоиявВ а ШЫе ве тю а КоПо\м зрНеге. ТЬе 1ппег зитГасе 
геГ\есё$ ИЕБЕ 1ЧепбсаПу т а ЯЧшесИопл$ (а изе]у) апа Чоез 
по абзо ПЕК Ном \Ш Ме Шиттабоп аЁ Фе ропи 
Ч}атей-саЦу оррозей 40 {Те Не АИРет (гот \Па% ой Ще офег 
пех роз оЁ 1Ве зрКеге? 


Решения задач 


М1001, М1003*)—М1005; Ф1013—Ф1 016 


Ответ: 500500. Этот ответ легко угадать: если при 
каждой операции снимать с одной и той же кучи 
один камень, то искомая сумма окажется равной 
1000-999-+...-+1=(1000 - 1001)/2. Докажем индукци- 
ей по числу л камней в куче (л>2), что независимо 
от способа разбиения рассматриваемая сумма 5$ (п) 
будет равна (п—1)-(п—2)-{...-Р1=(п—1Т)пу2. 

При п=2 это очевидно. Пусть известно, что 
5()=(&—1)Ё/2 при всех #<п. Если на первом шагу 
куча из п камней была разделена иа кучи из Ви { 
камней (Ё-{1—=лп), то независимо от порядка дальней- 
ших разбиений по предположению индукции 
ЗЕЕ) 5 (ЕН ПЕ (Ы—1)1/2= 

=(@н-+Е-+ г) —0@+0)/2=<—1)п/?2, 
что и требовалось. 

У этой задачи есть также красивые решения без 
индукции. 


[7 
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а— 


сдмраниие. ы ани 





та же операция повторя- 
ется с одной из трех полу- 
чибшихся куч и так далее, 
пока в0 всех кучах не 
станет по одному камню. 
Чему равняется сумма 
1000 записанных произве- 


дений? Ь 
Ето 
ооо о ооо 
ооо! оо оо 
1 
© < ео © «о 27-Е 
оо ооео 
ое 
ооо’ 
эзо 
оо 
® 
М1003. В треугольнике 


АВС проведены три высо- 
ты АН, ВК, СЁ. Докажите 
равенства 
АК-ВТ,-СН = 
=АЕ.ВН-СК = 
НК-КГ, Г.Н. 


М1004. Через вершину А 
треугольника АВС, в кото- 
ром АВ--АС, проводятся 
всевозможные прямые. До- 
кажите, что 

а) на каждой из них 
найдется не более одной 
точки М, отличной от вер- 
шин треугольника, для ко- 
торой {АВМ=Г АСМ; 

б) имеется не более пяти 
из этих прямых, на кото- 
рых нет ни одной такой 
точки М. 


А 
М 


72 
Рис.!. 
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Одно показано на рисунке (в верхнем ряду п красных 
точек, а всего в треугольнике п--(п—1)+...Е1= 
—=ип(п—1)/2 красных точек). Разбивая кучу из п камней 
на две из # и п— А камней, отделяем пункти- 
ром прямоугольник, содержащий А(п—Ё) красных то- 
чек. Ясно, что повторяя эту процедуру мы учтем 
по разу все красные точки. 

Еще одно, пожалуй, самое красивое решение. 
Свяжем вначале все камни попарно нитями (их будет 
столько, сколько пар камней). Разбивая очередную 
кучу на две, будем разрезать все нити, связывающие 
камни из двух образующихся при этом кучек — число 
таких нитей равно как раз произведению чисел камней в 
образующихся кучах. Поэтому итоговая сумма произ- 
ведений будет равна числу нитей. 


Пусть углы при вершинах А, В, С данного треуголь- 
ника равны соответственно о, В, \. Тогда АК= 
—=АВ|соза|, АЁ=АС |соз а| (знак модуля предусматри- 
вает случай тупого угла <; см. рис. 1, 2), следовательно, 
треугольник АКТ, подобен треугольнику АВС с коэф- 
фициентом |с05ч| и КЁ=ВС|соз «|. Подставляя в ра- 
венства из условия задачи эти выражения и анало- 
А 


А. С. Меркурьев 


В ИЕ С В 
Рис. 1. Рис. 2 


гичные выражения через стороны и углы данного тре- 
угольника остальных отрезков, входящих в эти ра- 
венства, получим, что все три рассматриваемые про- 


изведения равны АВ - ВС - СА + |с03 и соз В соз} |. 


С. А. Генкин 


а), 6) Рассмотрим три случая а: прямой 
проходящей через А. 

1) Прямая { содержит вершину В или С. В этом 
случае, очевидно, искомых точек на ней нет (ХЛАВМ 
может равняться (АСМ только при М=А). 

2) Точки В и С лежат по одну сторону от 1 (рис. 1). 
Тогда из равенства ( АВМ= С АСМ следует, что точки 
А, В, Си М лежат на одной окружности, то есть М 
есть отличная от А точка пересечения описанной 
окружности треугольника А ВС с прямой (Г. Такой точки 
не существует, если прямая [ касается окружности 
АВС. Для. всех остальных рассматриваемых здесь 
прямых точка М существует и единственна. 

3) Точки В и С лежат по разные стороны от 1. Пусть 
В; — точка, симметричная В относительно {(. Если она не 
лежит на прямой АС (рис. 2), то треугольник АВС 
можно заменить на АВС (Х/ АВМ=Х АВ М для всех то- 
чек М прямой 41), причем В и С лежат уже 
цо одну сторону от ([. Теперь из сказанного в 
случае 2) следует, что на любой прямой { имеется не 
более одной искомой точки, и более того, этих точек нет 
только тогда, когда { касается описанной окружности 





‘треугольника АВ,С. Пусть { — такая прямая (рис. 3). 





Рис. 2. 





Рис. 3. 


М1005. 
ной таблицы размером 
пжЖп (п>3) заполняются 
числами -1Т по следую- 
щим правилам: 

1) во все граничные клет- 
ки таблицы помещаются 
числа — Г; 

2) число, помещаемое в 
очередную незаполненную 
клетку таблицы, равно 
произведению ближайших 
К этой клетке чисел, рас- 
положенных по разные 
стороны от нее и лежа- 
щих или в одной строке 
с ней, или в одном столб- 
це с ней. Так делается 
до тех пор. пока все 
пустые клетки таблицы не 
будут заполнены. 

а) Какое наибольшее ко- 
личество --1 может полу- 
читься в таблице? 

6) Какое паименьшее ко- 
личество 1 может полу- 
читься в таблице? 


Клетки квадрат- 





$1013. Два спортсмена 
Стоят в точках Аи Би 
держат резиновый шнур. 


2ж 
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Продолжим прямую ВА до пересечения с окруж- 
ностью АВС в еще одной точке В.. Ясно, что хорды 
АВ и ЛАВ, образуют равные углы с касательной 
{, следовательно, они равны между собой, то есть 
АВ.—=АВ. Таким образом, исключительная прямая 
здесь только одна — касательная к окружности 
АВ.С, где В. — точка, симметричная В относительно 
точки А. Наконец, если точка В, попадает на пря- 
мую АС, то есть { — биссектриса угла ВАС, то ра- 
венство / АВМ=Х АСМ при Мъ-А невозможно (по- 
скольку ДВ =АВ--АС). 

Итак, мы доказали, что на всех прямых, за ис- 
ключением пяти (АВ и АС, касательных к ок- 
ружностям АВС и АВ-С и биссектрисы угла ВАС), 
имеется ровно одна искомая точка 44. 

О. Р. Мусин 


а) Ответ: 1 при п=3, (л—2)*—1 при п24. При п=3 
в единственную свободную клетку ставится --1. Пусть 
далее п»4. 

Покажем, что хотя бы в одну клетку, а точнее, 
хотя бы в одну клетку голубой зрамки» на ри- 
сунке будет вписана —1. Долустим, что все числа в 
рамке равны --1. Выберем тот из углов рамки, ко- 
торый заполнялся последним; пусть это будет ле- 
вый нижний угол. Слева и снизу от него стоят 
числа —\1, а справа и сперху — числа РЕ (со- 
седние углы рамки уже заполнены!), следовательно, 
в этот угол можно вписать только —1. Это проти- 
воречит нашему предположению, поэтому в таблице 
не более (п—2)”—1 чисел +1. 

Если заполнять таблицу в следующем порядке: 
сначала клетки а и В (см. рисунок), выбирая сомно- 
жители по столбцу, потом клетки с и 4 по строке, а 
потом е — снова по столбцу, мы поставим во все 
эти клетки --1. Пользуясь ими, можно поставить -1 
во все клетки рамки, кроме клетки Г. После этого 
все клетки внутри рамки будут заполнены числами 
+1. При таком заполнении мы получим ровно 
(п 2—1 чисел 1. 

6) Ответ: п—2. Допустим, что количество чисел 
-- 1 в таблице оказалось меньше, чем п— 2. Тогда най- 
дутся строк и столбец, заполненные сплошь числами 
—1. Но это невозможно, поскольку клетка, стоящая 
на их пересечении, при заполнении таблицы все время 
была бы окружена со всех четырех сторон числами 
—1, а значит, в нее можно было бы вписать 
только -|1]. 

Таким образом. в таблице всегда не меньше. чем 
п—2 чисел --1. Пример заполнения, при котором 
получается ровно п— 2 чисел ЕЁ, строится так: будем 
вписывать числа построчно, выбирая сомножители по 
столбцам в следующем порядке — сначала заполним 
2-ю строку, затем (^л— 1)-ю, (п—2)-ю, ..., 3-ю. В результате 
во 2-й строке все числа (кроме крайних) будут равны 
-+-1, а все остальные числа таблицы будут равны — 1. 


Н. Х. Агаханов 


Во время движения в любой момент времени шнур 
натянут равномерно, и следовательно, отношение 
расстояний от узла В до` концов шнура с течением 
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ранил > Жил 


По сигналу спортсмен А 
начинает двигаться на вос- 
ток со скоростью = 1 м/с. 
а спортсмен Б — на югс 
постоянным ускорением. 
Найдите это ускорение, 
если известно, что улел В, 
завязанный на шнуре, при 
движении прошел через 
точку Г (масштаб указан 
на рисунке). 


Е С 
Р 4м 
м 3 В 
Г ю 
В 2м 


+1014. Мошный транзи- 
стор. выделяющий тепло. 
закреплен на теплоотводя- 
щей пластине, обдуваемой 
воздухом, температура ко- 
торого равна 30 °С. На ри- 
сунке показано распреде- 
ление температур на пла- 
стине. Определите рассеи- 
ваемую мощность. Извест- 
но, что равномерно нагре 
тая до 70 °С пластина рас- 
сеивает мощность Р=10 Вт 
пры температуре воздуха 
20°С. Теплоотдача про- 
порциональна разности 
температир пластины и 
воздуха. 
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времени меняться не будет. Из рисунка находим, что 
в начальный момент это отношение равно 

| АВ|: |8ВБ5 | =1:4. 
Очевидно, что смещение Ах узла на восток опре- 
деляется смещением А5. бегуна А и в любой момент 
составляет 4/5 от этого смещения, т. е. 


4 4 
Ах=- 5 \$, = = 2. 

Пользуясь масштабом, приведенным на рисунке, на- 
ходим, что точка Г смещена на восток от точки В 
на Ах—4 м. Следовательно, узел прошел точку Г через 
время 

5 \х 

— — -—=5с 

4 

после начала движения бегунов. 
Смещение \у узла на юг определяется смещением 


\5, бегуна Б, и в любой момент = АУ. Поль 


зуясь масштабом, находим, что за время 1=5 с узел 
сместился от начального положения (т. В) на юг на 


\и-==2 м. Следовательно, бегун Б, двигаясь с ускоре- 
нием а, за {=5 с прошел путь А$.=5Лу=10 м, т. е. 
ола . \5. 20 
а — = = м/с = # 
5 27 —А$, > @ 2 р 55 М = 0,8 м/с’. 
С. С. Кротов 


Разобъём пластину на одинаковые маленькие участки 
{на рисунке таких участков 130). Понятно, что 
мощность Р, рассеиваемая пластиной, равна сумме 
Ур. мощностей, рассеиваемых отдельными участками. 

Мощность. которая уносится с каждого участка, 
равна 


р. = рь` \, _ 
где Арк — разность температур участка и воздуха, 
рь — коэффициент пропорциональности. Известно, что 
прн температуре воздуха =20 °С с пластины, равно- 
мерно нагретой до #-=7ТО“С, уносится мощность 
-==10 Вт. При этом с каждого участка уносится одна 
и та же мощность 


Р 
р 136 ри — 1). 
Отсюда находим рь: 
ООВ 10 3 
— = д=1,54.10 "В ад. 
РЗ И Вт; град —=1,5 т/град 


и] 
Для оценки мощности, рассеиваемой неравномерно 
нагретой пластиной при температуре воздуха 30 °С, 


О И и: НР 





Ф1015. Схема, приведен- 
ная на рисунке, содержит 
50 разных амперметров и 
50 одинаковых вольтмет- 
ров. Показания первого 
вольтметра И! ==9,6 В, пер- 
вого амперметра — = 
—9.5 мА, второго ампер- 
метра'— 1›==9,2 мА. Опре- 
делите по этим данным 
сумму показаний всех 
вольтметров. 


© © 
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$1016. В катушку может 
свободно втягиваться фер- 
ромагнитный — сердечник 
массой М=0,0] кг. Катуш- 
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будем считать, что температура участков, лежащих | 


между изотермами 60°С и 70°С, равна 65°С (для 
этих участков А1=35 °С), между изотермами 60 °С и 
50 °С — 55 °С (А2:=25 °С), и т. д. Тогда полную мощ- 
ность, рассеиваемую пластиной, можно найти так: 
Р.=1,54 : 10 ‘(45 -4+ 35. 17425 - 30-15 . 60-- 
4+5: 20)Вт== 1,54 - 10 °. 2525 Вт^3,9 Вт. 
Для оценки точности этого результата можно по- 
смотреть, как влияет на результат неточность оценки 
температуры здолейь пластины. Возьмем вместо 
65 °С — 67.5 °С, вместо 55 °С — 57,5 °С ит. д. Тогда 
Рик .1,54 - 10 (41,5. А 31,5 - 114 21,5. 30-- 
17,5. 60--7,5. 20)=4,4 Вт. 
Оценку сразу получим, взяв заниженные температу- 
ры: 
Р.,«- 1,54 ` 10 '(42,5 . 4432.5 . 17+22,5 . 30+ 
412,5. 60--2,5 - 20)=3,4 Вт. 
Итак, 
Р. = (3,9-0,5) Вт. 
Конечно, мы сильно «завысили» возможную не- 
точность определения температуры. Однако нужно по- 
нимать, что эта неточность — не единственная (да и не 
самая важная) причина погрешностей нашего расчета. 
Условие задачи идеализировано, оно не учитывает 
конвекции воздуха, которая сильно меняет результат. 
А.Р. Зильбермая 


Ток. текущий через амлерметр А!, равен сумме токов, 
текущих через вольтметр У; и амперметр А. т. е. 
Д= Ги Ио 45; 
следовательно, ток, текущий через вольтметр \:, равен 
= —1,—=0,3 мА, 
и сопротивление вольтметра — 
{, 9,6 


Пт. 03—10= 


Ом=32 кОм. 
То 


По условию задачи все вольтметры одинаковые, 
т. е. сонротивление каждого из них 32 кОм. 


Запишем сумму напряжений, показывнаемых всеми 


вольтметрами: 
50 50 30 
\ у у 
У М. = № Гв=в Х Г, 
11 1=1 1 
50 
Но У {;, — это ток, текущий через амперметр А, т. е. 
1 
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№ ТТ. =7. Поэтому 

1-1 

30 

У и.=ВИ=304 В. 
Е 


А_Р. Зильбермин 


При втягивании ферромагнитного сердечника в катуш- 
ку меняется индуктивность катушки. В этом случае 
закон электромагнитной индукции должен быть за&- 
писан следующим образом: 
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такие „Жан и 


ку подключили к источни 

ку с напряжением И= 
—1400 В, и через нее протек 
ток. показанный на гра- 
Фике на рисунке. Оцени- 
те начальную индуктив- 
ность катушни. Пренебре- 
гая потерями, найдите ско 

рость сердечника в момент 
т=10 ‘с. 


2 
а— 


Яврятниме ь ани 
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аФф _ аал) 


и Ш =0. 
Здесь Г, — индуктивность катушки, зависящая от 
времени, Г — ток в катушке, который также зависит 
от времени. Поэтому 
(ЕТ) ЗЬ ЧТ ь 
= РЁ -— =0. 
РТ) а 6%) 


В начальный период, когда сердечник еще не 
сдвинулся с места, можно считать, что индуктив- 


ЧР. 
ность не меняется. Тогда = О,и уравнение (+) имеет 


вид 
Ге 
[и ==4, 
и РУ 
где [„» — начальная индуктивность катушки. Из гряа- 
фика находим, что в этот период Ч 10° -.. Сле 
довательно, 
Доне АВ = 10-4 Гн. 
10 АС 


Величина Г» достаточно мала, чтобы в дальнейшем 
ее ие учитывать (тем более что ток, как видно из гра- 
фика, в дальнейшем меняется очень мало). Поэтому при 
{>10 с уравнение (+) принимает следующий вид: 


ее 
и 
Отсюда видно, что Г будет расти линейно со вре- 


менем, поскольку И=100 В=соп$%{ и 1=10 А=соп$1: 


| 
= те 
В момент #=1==10 с 
100 ве 
Г. = то - 10 Гн=10 Гн. 


Найдем скорость сердечника в этот момент. Пренеб- 
регая потерями, запишем закон сохранения энергии: 


рано .-> =Ут, 


где Ил — работа источника за время т-=10 с, 
Г.1/2 — электромагнитная энергия катушки, 
то? /2 — кинетическая энергия ферромагнитного сер- 


дечника. Отсюда находим о: 


г=: ее. =10 м/с. 
т 


По решению этой задачи необходимо сделать неко- 
торые замечания. Эта задача относится к так назы- 
ваемым «оценочным» задачам, в которых, как правило, 
некоторые величины задаются приблизительно или их 
надо найти из графика, другие необходимо найти при- 
ближенно, пренебрегая какими-то малыми величина- 
ми. В данной задаче мы не учитывали активное со- 
противление источника, потери в сердечнике на токи 
Фуко; не учитывалн, что ток в сердечнике после 
первого скачка не будет постоянным во времени, а бу- 
дет немного меняться; ну и конечно, мы не рас- 
сматривали переходный процесс от малой индуктив- 
ности к большой. Точное решение этой задачи до- 
статочно сложно; однако полученные нами оценки близ- 
ки к реальным величинам. 





В. Е. Скороваров 


Ш Задачи 


1.Король Артур заказал художнику 
рисунок для своего щита, имеющего 
форму четверти круга, с просьбой 
окрасить его в три цвета: желтый — 
цвет доброты, красный — храбрости 
и синий — мудрости. Когда художник 
принес рисунок, оруженосец сказал, 
что на рисунке храбрости больше, чем 
ума. Однако художник смог доказать, 
что там того и другого поровну. Как? 
2. Решите числовой ребус, записанный 
на рисунке. Одинаковым буквам соот- 
ветствуют одинаковые цифры, раз- 
ным — разные. 

3. Однажды я заблудился в лесу. Уже 
собирался остановиться, чтобы развес- 
ти костер и заночевать, как споткнул- 
ся о водопроводную трубу. Ясно, что 
нужно идти вдоль трубы, но в какую 
сторону? Туда, куда течет вода, ведь 
она течет к людям. А как определить, 
куда течет вода? 

А. Урожай фруктов в этом году был 
отличный. Мы наварили 19 банок ва- 
ренья. Я расставил их на трех полках 
в погребе так, чтобы на каждой полке 
стояло одинаковое количество литров 
варенья. На первую полку я поставил 
одну большую и четыре средние бан- 
ки, на вторую — две большие и шесть 
литровых банок, а на третью — одну 
большую, три средних и три литровых 
банки. Сколько литров варенья мы 
сварили? 

5. Два джентльмена были чрезвы- 
чайно схожи в своих привычках и 
видимо поэтому тернеть друг друга не 
могли. Однажды, прогуливаясь по 
улице, они увидели друг друга и одно- 
временно свернули в парк: один в во- 
рота А (см. рисунок). второй — в воро- 
та В. Каждый решил обойти этот хоро- 
10 знакомый им парк, пройдя ровно 
по одному разу по каждой дорожке. 
Покажите, что если они все время 
будут двигаться с одинаковыми ско- 
ростями, то непременно встретятся. 


Эти задачи нам предложилн А. 1. Савин. 
ученик 9 класса Кармедавской средней школы 
Лит. ССР Герман Сафин. М. ИН. Лобак. 
В. Д. Вьюн. В. В. Произволов. 


шаеаглин ух 


ну © гл 
ыы © РТН >И 


у © ГЕ >И 


Куапитесте.ги 


й 
& 








Куапетссте.ги 


НА КРУГИ СВОИ 


А что будет, 


Кандидат физики-матемиатических наук 

А. П. САВИН 

В детстве я очень любил калейдоскоп. 
Глядишь в волшебную трубочку и ви- 
дишь великолепную мозаику. Неболь- 


шой поворот — и новый узор, еще 
поворот — и опять новый и новый 
узор. 


Когда мне в руки впервые лопал” 
кубик Рубика, то мне сначала было 
интересно просто покрутить его, как 
раныше я крутил калейдоскоп, лолю- 
боваться возникающей игрой красок 
на его гранях. Однако бессистемное 
кручение вскоре мне наскучило. После 
нескольких часов попыток самостоя- 
тельно открыть «рецепт» собирания 
кубика я достал номер «Кванта» *) и, 
потратив еще около часа, кубик со- 
брал. 

Теперь я начал обращаться с куби- 
ком осторожнее, чтобы его можно бы- 
ло легко вернуть в «собранное» поло- 
жение. Покрутил одну грань раз 
(рис. 1), еще раз, еще и еще — кубик 
зновь собран. 

А что будет, если вертеть по очереди 
две соседние грани, скажем, в одну и 
ту же сторону? Первая-вторая раз, 
первая-вторая два, первая-вторая 
три... (рис. 2).В это время я уже 
знал, что через несколько пар враще- 
ний кубик вновь «соберется®. У меня 
начали уставать пальцы, я сбивался 
со счета, а кубик все не «собирался». 


* Сы. «Квант», 1983, № 9, с. 33—36. 


олоесавьити. № 


если... 


Лишь после 105 пар вращений кубик 
собрал свои цвета на гранях. 

Но откуда я знал, что такой момент 
наступит? Просто перед этим я немно- 
го порассуждал. Различных положе- 
ний у кубика хотя и много, но конеч- 
ное число. Раз так, то он не может 
всякий раз оказываться в новом поло- 
жении, рано или поздно появится по- 
ложение, в котором кубик уже был. 
Обозначим такое положение буквой А, 
а «собранное» положение буквой ЕЁ 
{рис. 3, с. 27). После пары врашений 
кубик переходит из состояния А в со- 
слоякие В, потом из состояния В в 
состояние С ит. д., пока он снова не 
очутится в положении А и все снова 
начнет повторяться. Как говорят мате- 
матики, положения кубика будут пе- 
риодически повторяться. 

Давайте сформулируем полученный 
результат, уже отвлекаясь от куби- 
ка — объекта, для которого он был 
получен. 





Если объект может находиться в 
конечном числе состояний. и опре- 
делена операция, однозначно пере- 
водящая каждое состояние в новое, 
то, последовательно применяя эту 
операцию, получим периодически 
повторяющиюся последовательность 
состояний объекта. 











Это утверждение звучит как закон 
природы или математическая теоре- 
ма. На самом деле так оно и есть. 
Более того, с помощью этого утвержде- 
ния мы сможем получить очень инте- 
ресные результаты. 

Но сначала закончим рассуждения 
о кубике Рубика. Заметим еще одну 
особенность нашей операции: для лю- 
бого состояния однозначно определено 
«предыдущее» состояние. А именно, 
следует повернуть уже в другую сто- 
рону сначала вторую, а затем первую 
грань кубика. Посмотрим на рису- 
нок 4 (с. 27). Двигаясь из положения А 
«назад», начиная с полученного пер- 
вым положения 4, через несколько 
шагов мы придем в положение Е; 
значит, и из во второй раз полученно- 
го положения А за то же число шагов 
‘мы попадем в положение Ё. Таким 
образом, между первым и вторым 
положениями кубика А обязательно 
находится положение Ё — собранный 
кубик. 

Вот такие рассуждения промелькну- 
ли в моей голове перед тем, как я 
начал вертеть кубик по описанному 
правилу. Конечно, количество пар 
вращений могло оказаться очень боль- 
шим, ведь состояний у кубика Рубика 
чрезвычайно много — 43 252 003 274 
489 856 000. Я пробовал вертеть грани 
в разные стороны — первую по часо- 
вой стрелке, а вторую — против. 
В этом случае возвращение настунает 
через 63 пары ходов, а если вертеть 
поочередно три соседние грани в одну 
сторону, то цикл замкнется через 
80 троек поворотов. 

Тот, кто имеет у себя кубик Рубика, 
может поэкспериментировать с дру- 
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гими наборами поворотов. Ну а кто его 
не имест, берите бумагу, карандаш, 
и мы начнем экспериментировать с 
числами. Конечно, не помешал бы 
и микрокалькулятор или персональ- 
вый компьютер, но можно обойтись 
и без них. 

Разделим 136 на 11. Кстати, вы 
знаете признак делимости на 117 Нет? 
Запомните, это полезно. Число делит- 
ся на 11, если разность между суммой 
цифр, стоящих на нечетных местах, и 
суммой цифр, стоящих на четных 
местах. делится на 11. В нашем случае 
(116)—3-=4, следовательно, 136 на 
11 не делится. 

\ что будет, если мы все-таки 
начнем делить уголком? Взгляните 
на рисунок 9 (с. 26). Нетрудно заме- 
тить, что цифры после запятой перио- 
дически повторяются. Такая деся- 
тичная дробь будет бесконечной и на- 
зывается периодической десятичной 
дробью. Записывается она так: 12, 
(36) повторяющийся набор цифр 
заключается в скобки. 

При делении еше каких целых 
чисел возникают периодические деся- 
тичные дроби? Любых, лишь бы дели- 
тель был отличен от нуля, при этом 
мы будем считать конечную десятич- 
ную дробь бесконечной, продолжив ее 
после последней цифры нулями. Поче- 
му? Для доказательства нам будет 
очень удобно воспользоваться ранее 
сформулированным общим утвержде- 
нием. В качестве рассматриваемого 
объекта возьмем разность, стоящую 
под чертой. В нашем примере это 
сначала будет 2, потом 4, потом Т, 
снова 4, снова Т и т. д. Рассмотрим 
операцию, которую мы проделываем 

о 











с этим объектом. Сначала слева при- 
писываем еще одну цифру, потом 
вычитаем из полученного числа 
наибольшее число, кратное делителю, 
но не превосходящее этого числа, 
записываем разность — это и будет 
преобразованное число. 

Сначала операция зависит от дели- 
мого, поскольку приписываемая 
цифра зависит от делимого, но через 
несколько шагов (в нашем случае 
со второго шага) справа приписывает- 
ся только нуль. После этого мы по- 
падаем в условия действия сформу- 
лированного нами закона. Объект — 


число, оно может находиться в ко- 
нечном числе состояний: принимать 
целые неотрицательные значения, 


менышие делителя. Операция опреде- 
лена, она однозначно переводит одно 
число в другое. Значит, последова- 
тельность получаемых чисел будет ле- 
риодически повторяться. Отсюда сле- 
дует, что и цифры в частном начнут 
периодически повторяться. Наше ут- 
верждение доказано. 

А что будет. если у числа взять 
сумму его цифр, у полученного числа 
снова взять сумму его цифр ит. д.? 
Скажем, для числа 1981 все ясно: 

1987—-25--1—1-7- 

А для других чисел? Нетрудно за 
метить, что всякое число больше сум- 
мы своих цифр (исключение состав- 
ляют лишь однозначные числа), по- 
этому после применения операции 
взятия суммы цифр число будет 
уменыцаться до тех пор, пока оно 
не станет однозначным, а однозначное 
число при нашей операции переходит 
в равное ему число. Таким образом 
мы И доказательство пернио- 
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дичности (с периодом 1) получаемой 
последовательности, начиная с неко- 
торого места. 

А какое число будет при этом 
повторяться? На этот воирос легко 
ответить, не выписывая саму носле- 
довательность. Это будет остаток от 
деления первоначального числа на 9, 
если само число не делится на 9, 
и 9, если оно делится на 9. Почему? 
По признаку делимости на 9. Правда, 
вы знаете его в «‹урезанном» виде: 
*для того чтобы число делилось на 9, 
нужно, чтобы сумма его цифр дели- 
лась на 9». Однако имеет место более 
сильное утверждение: само число и 
сумма его цифр имеют одинаковые 
остатки при делении на 9. 

Теперь ясно, что у каждого следую- 
щего числа будет тот же остаток при 
делении на 9, что и у начального. 
Среди однозначных чисел все имеют 
разные остатки т делении на 9, кро- 
ме 0 и 9, но у числа, отличного от 
нуля, сумма цифр также отлична от 
нуля. Отсюда и следует наше утверж- 
дение. Периодическую носледонатель- 
ность с периодом 1 называют после- 
довательностью с неподвижной точ- 
кой. 

А что будет, если у числа брать не 
сумму цифр, а сумму квадратов цифр? 
Снова попробуем для числа 1987 
(рис. 7). Получили, что периодически 
будет повторяться последовательность 
145, 42, 20, 4, 16, 31, 58, 89. 

Возьмем число 133 (рис. 8). Здесь 
«неподвижная точка» — это 1 (период 
последовательности равен 1). 

Но обязательно ли при процедуре 
взятия суммы квадратов цифр возник- 
нут периодические —последователъ- 


ности? А если да, то г 
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Про введенную нами операцию — 
взятие суммы квадратов цифр дан- 
ного числа — можно высказать два 
утверждения: 

1. Всякое число. меньшее 200, пере- 
ходит в число, меньшее 200. 

2. Всякое число, большее или рав- 
ное 200 (и даже 100), уменьшается 
при этой операции. 

Первое утверждение нетрудно про- 
верить. Действительно, из чисел, мень- 
ших 200, наибольшую сумму квадра- 
тов цифр имеет число 199, но эта сум- 
ма квадратов для числа 199 равна 
163, что меньше, чем 200; значит, и 
для остальных чисел, меньших 200, 
сумма квадратов цифр меньше 200. 

Второе утверждение даже более оче- 
видно, чем первое (стоит лишь испро- 
бовать несколько больших чисел, что- 
бы в него поверить); для любозна- 
тельных мы приводим ниже строгое 
доказательство этого факта. 

Пусть некоторое число №=а, ааа, мень- 
ше суммы квадратов своих цифр: 

п 10"... аз * 10*4-ат + 10-Е аа? 4... а?. 
Тогда 
а, (10^—а,)--...-а>(10?— а) +а(10—а) + 

а — 1 }-= 0. 

Но в этой сумме все числа, кроме послед- 
него, ивеотрицательны, а последнее больше или 
равно 9(1—9)= —72. Если хотя бы одна из 
цифра, сл22 была отлична от нуля (1=а,=9). 
то было бы 

а.(10“— а.) >10" —9>91. 
н вся сумма была бы положительша. Такнм 
образом, п 1 и №— 100. 

Из утверждений 1, 2 и закона о пе- 
риодичности вытекает, что операция 
взятия суммы квадратов цифр обяза- 
тельно приводит к периодической 
последовательности. 


в ь 
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Осталось увидеть, какие же перио- 
дические последовательности будут 
при этом возникать. Оказывается, 
с какого бы числа мы ни начали, 
мы обязательно придем либо к после- 
довательности 145, 42, 20, 4, 16, З1, 
58, 89, либо к 1. Проверьте это само- 
стоятельно (в качестве начальных чи- 
сел достаточно рассмотреть лишь чис- 
ла, меньшие 200 (почему?) и даже 
менышие 161). 

А что будет, если брать не сумму 
квадратов цифр, а сумму их кубов? 
Попробуйте с этой задачей разобрать- 
ся самостоятельно. 

В заключение расскажем об одной 
нерешенной проблеме. Возьмем какое- 
нибудь число. Если оно четное, то 
разделим его на 2. Если оно нечетное, 
то умножим его на 3 и прибавим 
1. Свова: если полученное число № 
четное, то берем Л/2, а если нечетное, 
то берем ЗМ--1. И так далее. Для 
числа 34 этот процессе изображен на 
рисунке 9. Он заканчивается периоди- 
ческой последовательностью 4, 2, 1, 4, 
2, 1,... с периодом 3. 

Были испробованы в качестве на- 
чальных чисел очень многие числа, 
и все они приводили к такой после- 
довательности. Однако никто до сих 
пор не доказал, что так будет всегда. 

Мы не надеемся на то, что кто-то 
из читателей решит эту задачу. 
Попробуйте решить похожую задачу: 
если число четное делим его 
пополам, если — нечетное, то прибав- 
ляем 101. (Решение этой задачи, а 
также задачи 0б операции взятия 
суммы кубов цифр числа см. в сле- 
дующем номере.) 
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угольников. Пятиугольники 
окрашены в четыре цвета. 
Нопробуйте склеить из них 
многограцник так, чтобы ии- 
какие соседние грани не были 
окрашены одинаково. Миого- 
гранник, все грани которого 
правильные пятиугольникн, 
называется додекаэдр (доде- 
каэдр в переводе с греческо- 
го означает двенадпатигран- 
ник}- 

Оказывается, раскрасить 
додекаэдр так, чтобы никакие 
соседние грани не были окра- 
шены одинаково, меньше, чем 
четырьмя красками, нельзя. 
И существует всего два 
различных способн такой рас- 
краски четырьмя красками. 

Можно превратить доде- 
казэдр в оригииальный кален- 
дарь. расположив на его гра- 
иях стандартные таблицы чи- 
сел месяца по неделям. А мы 
на каждой грани, соответ- 
ствующей своему месяцу, по- 
местили портрет математика, 
родившегося в этом месяце. 
(Йри этом получается удач- 
ио: четыре краски отвечают 
четырем временам — года! 
Здесь мы даем краткие све- 
дения о каждом из иих. 
Наш выбор матеметиков 
был в большой степени слу- 
чайным. Тем, кто не нашел 
среди них своих любимых ма- 
тематиков, советуем самостоя- 
тельно сделать такой доде- 
каэдр (или несколько). Если 
их красиво оформить, оии 
могут украсить и новогоднюю 
елку. 

Н. Е. Жуковский. Русский 
математик и механик, осново- 
положник современной аэро- 


{Начало см. на с. 19} 


Вспоминая, что 


с А ух? + 3х —4 
ХА х—А # 


получаем окончательно (проделайте 


выкладки!) 


4.44 21; Зх 
4 


Нетрудно понять, что метод, с по- 
мощью которого мы вычислили +, поз- 
многие другие 


х-4-— ух 3х 


воляет вычислять и 
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динамики, где ирименил ме- 
тоды теории функций ком- 
плексного переменного. *«Де- 
душка русской авиации — 
так называют его авнаторы. 

М. В. Келдьши. Советский 
математик и механик, из- 
вестен своими работами по 
дифференциальным — уравие- 
ниям и прикладной матема- 
тике. Его работы явились 
фундаментом многих расче- 
тоя в авиационной, атомной 
и космической технике, 

Ж.-Б. Ж. Фурье. Фран- 
цузский математик и физик, 
один из оснонателей матема- 
тической физики. Вывел урав- 
нение теплопроводности и раз- 
работал методы его решения. 
Известны его работы по тео- 
рии функций, статистике. а 
также в области египтологии. 

К. Ф. Гаусс. Немецкий 
математик, астроном. Полу- 
чил выдающиеся результаты 
во многих областях мате- 
матики. Современники назы- 
вали его «королем матема- 
тиких. В физике создал о6б- 
щую теорию магнетизма, 
явился создателем современ- 
ной геодезии. 

П. С. Александров. Совет- 
ский математик, основатель 
советской топологической 
школы. Им развита теория 
размерности простраиств, раз- 
работаны методы алгебраиче- 
ского исследования геометри- 
ческих характеристик мно- 
жеств и простраиств. 

А. М. Ляпунов. Русский 
математик и механик. Огнов- 
ные его работы посвящены 
теории устойчивости равно- 
весия механических систем, 
нх поведению вблизи ноло- 
жения равновесия; иитересны 
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его работы по математической 
физике. 

Ф. В. Бессель. Немсцккй 
математик и астроном. Про- 
водил наблюдения за звезда- 
ми н математическую обра- 
ботку результатов наблюде- 
ний. Исследовал функции. 
впоследствии получившие его 
имя. 

Н. Х. Абель. Норвежский 
математик. Доказал невоз- 
можность представления че- 
рез радикалы решения алгеб- 
раического уравнения пятой 
степени. Изучал интегралы от 
алгебраических функций. 
Один из создателей теории 
эллиптических функций. 

М. В. Остроградский. Рус- 
ский математик и механик. 
Его имя носят важный метод 
интегрирования — рациональ- 
ных функций, формула пере- 
хода от ннтеграла по объему 
н интегралу по поверхностн 
тела. Многие его работы по- 
священы прикладным вопро- 
сам. 

З. Галуа. Франипузский ма- 
тематик. Основоположник со- 
временной алгебры. Ввел в ма- 
тематику поиятие группы, с 
помощью которого вывел ус- 
ловия разрешимости алгеб- 
раического уравнения в ра- 
дикалах. Работы Галуа были 
поняты и продолжены лишь 
через полвека после ег 
смерти. 

М. А. Лаврентьев. Созет- 
ский математик и мехвник. 
Математические работы отно- 
сятся к теории функций комп- 
лексного переменного. Иссле- 
довал важные задачн гидро- 
дннамики, теории направлен- 
ного взрыва. 

С. Рамануджан. Индий- 
ский математик. Получил вы- 
дающиеся результаты в тео- 
рии чисел, теории цепных 
дробей, теорни расходящихся 
рядов. Заиимался исследова- 
ниями по изучению распре- 
деления простых чисел среди 
натуральных, 


интегралы. Советуем читателям про- 
думать, какие именно. 


В нашей статье одним и тем же ме- 
тодом решаются диофантовы уравне- 


ния и задачи интегрирования функ- 


сем 


ций, т. е. задачи, относящиеся к сов- 
разным разделам математики. 
Дискретность Пифагора и непрерыв- 
ность Архимеда оказались связанны- 
ми. Мы не можем объяснить это иначе, 
как отослав читателя к эпиграфу, с ко- 
торого начиналась эта статья. 
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Физика 8, 9, 10 


Нубликуемая ниже заметка +Закон Архиме 
Эа» предназначена восомик-нтосникам. «Силы 
молекулярного взиимодгаствия» — девятиклас- 
сиикам и десятиклассникам. +Поляризация 
света» — десятиклассникам. 


№ Закон Архимеда 


‹...Удар сжатого воздуха хлопнул в 
трубах, вода в цистерне зажурчала, 
и глубомер пополз вверх. Лодка 
всплыла на ровном киле, и глубомер 
показал, что рубка уже вышла из во- 
ды», — так онисы вается всплытие под- 
водной лодки в книге Л. Соболева 
«Морская душа». 

Причина всплытия — сила Архи- 
меда, называемая еще выталкиваю- 
щей силой, которая после продувки 
цистерн с водой сжатым воздухом 
превысила по модулю силу тяжести 
лодки. Когда же и в каком случае 
возникает сила Архимеда? Со стороны 
чего она действует? Куда приложена, 
как направлена и чему равна? 

Выталкивающая сила — это сумма 
всех сил давления, действующих со 
стороны жидкости или газа на поверх- 
ность погруженного в нее тела (рис. 1). 
Истинная причина появления вытал- 
кивающей силы — наличие различ- 


ного гидростатического давления на 
разных уровнях жидкости. 

Для нахождения силы Архимеда 
мысленно заменим погруженное тело 
жидкостью в объеме этого тела 
(рис. 2). На нее со стороны окру- 
жающей жидкости будет действовать 
такая же выталкивающая сила, как 
и на погруженное тело. По третьему 
закону Ньютона выделенная в объеме 
тела жидкость (вытесненная жид- 
кость) будет действовать на окружаю- 
щую жидкость с той же самой по 
модулю, но противоположно направ- 
ленной силой. Это — вес вытесненного 
объема жидкости. Вспомним, что ве- 
сом тела, неподвижного в некоторой 
системе отсчета (необязательно инер- 
циальной), называется сила, с которой 
тело вследствие его притяжения к 
Земле действует на подставку или 
подвес. В нашем случае роль под- 





Рис. 1 


Рис. 3. 


ставки для выделенного объема жид- 
кости играет окружающая жидкость. 

Итак, выталкивающая сила, дей- 
ствующая на погруженное в жид- 
кость тело, равна по модулю и про- 
тивоположна по направлению весу 
вытесненной жидкости. Это и есть 
закон Архимеда. Заметим, что в фор- 
мулировке закона говорится именно 
о весе вытесненной жидкости, а не 
о силе тяжести. И это весьма су- 
щественно, так как вес тела (по 
модулю) не всегда совпадает с силой 
тяжести. Например, ящик массой т 
в кабине поднимающегося с ускоре- 
нием а лифта давит на пол с силой 
т (ва). Это значит, что вес ящика 
равен Р= т (&-ра), в то время как сила 
тяжести, действующая на ящик, равна 
те. Когда же кабина лифта опускает- 
ся с тем же ускорением, вес ящика 
оказывается равным Р=т (и— а). 

Из последнего выражения ясно, что 
выталкивающая сила появляется то- 
гда, когда нет состояния невесомости, 
то есть любое тело (в том числе и жид- 
кость) имеет вес. Если сосуд с жид- 
костью свободно падает, то жидкость 
находится в состоянии невесомости 
и на погруженное в нее тело сила 
Архимеда не действует. Не действует 
эта сила и в космическом корабле, 
движущемся с выключенными дви- 
гателями. 

При доказательстве закона Архиме- 
да мы считали, что тело полностью 
погружено в жидкость и вся его по- 
верхность соприкасается с жидкостью. 
Если же часть поверхности тела плот- 
но прилегает к стенке или дну со- 
суда, так, что между ними нет про- 
слойки жидкости, то закон Архимеда 
неприменим. Яркой иллюсярацией 
сказанного служит опыт, когда ров- 
ную нижиюю поверхность деревянно- 
го кубика натирают парафином и 
плотно приставляют ко дну сосуда. 
Затем осторожно наливают воду. Бру- 
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сок не всплывает, так как со стороны 
воды на него действует сила. не 
выталкивающая его вверх, а прижи- 
мающая ко дну (рис. 3). 

Приведенная формулировка закона 
Архимеда остается справедливой и в 
случае, когда тело лишь частично 
опущено в жидкость, но не сопри- 
касается со стенками сосуда. (Дока- 
зательство аналогично случаю 
полностью погруженного в жидкость 
тела.) 

Нам осталось научиться находить 


вес вытесненной жидкости и линию 
деиствия выталкивающей силы. В об- 
шем случае (например, когда тело 
погружено в жидкость, вращающеуюся 
вместе с сосудом) это не так легко 
сделать. 

Рассмотрим наиболее простой и 
часто встречающийся на практике 
случай. Пусть сосуд с жидкостью 
неподвижен в некоторой инерциаль- 
ной системе отсчета. Тогда, как извест- 
но, вес любого неподвижного тела 
равен силе тяжести, действующей на 
тело. Поэтому и выталкивающая сила 
равна по модулю силе тяжести, дей- 
ствующей на вытесненную жидкость, 
и противоположно ей направлена. Ли- 
ния действия выталкивающей силы 
будет проходить через центр тяжести 
вытесненного объема жидкости. Покя- 
жем это. 

На вытесненный объем жидкости 
массой т (рис. 4) действуют 
две силы — сила тяжести тя, при- 
ложенная в центре тяжести этого 
объема, и выталкивающая сила ЁК.. 
Так как жидкость находится в равно- 
весии, то по правилу рычага (см. $ 62 
«Физики 6-Т» или $ 47 «Физики 8») 
действующие на нее силы обратно 
пропорциональны плечам этих сил. 
Плечо силы тяжести относительно 
осн, проходящей через центр тяжести, 
равно нулю. Значит, и плечо вытал- 
кивающей силы тоже равно нулю, т.е. 
линия действия выталкивающей силы 
проходит через центр тяжести +вы- 
тесненного» объема жидкости. 

Поскольку точку приложения силы 
можно переносить вдоль линии ее 
действия, обычно выталкивающую 
силу помещают в центр тяжести вы- 
тесненной жидкости и называют эту 
точку также центром давлений. 


В. И. Чивилёв 


12 Силы молекулярного 
взаимодействия 


Один из крупнейших современных 
физиков Ричард Фейнман считает, что 
если бы потребовалось в одной единст- 
венной фразе передать самое главное 
из того, что мы знаем сегодня о мире, 
то эта фраза должна была бы быть та- 
кой: 4... все тела состоят из ато- 
мов — маленьких телец, которые на- 
ходятся в беспрерывном движении, 
притягиваются на небольшом расстоя- 
нии, но отталкиваются, если одно из 
них плотнее прижать к другому» 
(Фейнмановские лекции по физике, 
том 1). 

За каждым утверждением этой 
«ключевой» фразы — своя слециаль- 
ная наука. Что такое атомы? Как они 
устроены и как взаимодействуют друг 
с другом? Поиски ответов на эти воп- 
росы приводят к квантовой физике, а 
через нее — к пониманию микромира. 
Какова роль движения атомов и их 
взаимодействия в формировании 
свойств вещества? В ответе на этот 
вопрос — вся макроскопическая фи- 
зика и связанные с ней выходы на хи- 
мию, биологию и другие науки. 

Давайте и мы немного пройдем по 
этому пути и попытаемся, исходя из 
устройства отдельного атома, понять 
природу взаимодействия между раз- 
личными атомами или молекулами. 

Вы знаете («Физика 10», глава 11), 
что атомы состоят из положительно 
заряженного ядра и довольно слож- 
ным образом движущихся вокруг него 
отрицательных зарядов — электро- 
нов. Это столь привычное в наши дни 
представление об атомах привело в 
момент своего появления (в начале 
ХХ века} к настоящей катастрофе в 
классической физике. Дело в том, что в 
соответствии с классическими пред- 
ставлениями электрон при любом не- 
равномерном движении и, в частнос- 
ти, при вращении вокруг ядра обяза- 
тельно излучает электромагнитные 
волны. Энергия его при этом умень- 
шается, и, в конечном счете, он неиз- 
бежно должен упасть на ядро.Это оз- 
начает, что в рамках классической 
физики атом вообще существовать 
не может. 

Потребовался радикальный пере- 
смотр всех наших представлений о 
мире, чтобы найти выход из создав- 
итегося тупика. В результате была соз- 
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дана квантовая механика, которая. в 
частности, показала, что электрон в 
атоме может иметь лишь дискретные 
значения энергии. Находясь в сос- 
тоянии © каким-либо значением энер- 
гии из этого «разрешенногое на- 
бора, электрон не излучает электро- 
магнитные волны. Излучение (или 
поглощение) энергии происходит 
лишь при переходе из одного стацио- 
нарного состояния в другое. Все ска- 
занное относится и к молекулам. 

Так было «оправдано» существова- 
ние атомов и молекул. 

Теперь естественно задать такой 
вопрос. Если атомы и молекулы ней- 
тральны, то каким же образом они 
взаимодействуют друг с другом? 

Давайте рассмотрим молекулу +по- 
ближе». Если центры распределения 
положительных и отрицательных за- 
рядов внутри нее не совпадают друг 
с другом, то такую молекулу можно 
представить как небольшую гантель- 
ку («Физика 9», $ 46). На одном кон- 
це ее находится положительный за- 
ряд, а на другом — отрицачельный. 
Такие электрические гантельки назы- 
вают диполями.*) 

Когда две дипольные молекулы ока- 
зываются рядом, каждая из них стре- 
мится расположиться так, чтобы по- 
ложительный конец одной был побли- 
же к отрицательному концу другой. 
и наоборот. В результате, несмотря на 
то, что каждая молекула нейтральна, 
между молекулами возникает доволь- 
но заметное притяжение. Такое взаи- 
модействие называется диполь-ди- 
польным. Оно, как мы видели, связано 
с тем, что у дипольных молекул сред- 
ние расстояния между разноименны- 
ми зарядами немного меньше, чем 
между одноименными. Очевидно, что 
при удалении молекул друг от друга 
это различие в расстояниях умень- 
шается. В какой-то момент оно ств- 
новится несущественным, и сила вза- 
имодействия между молекулами обра- 
щается в ноль. 

Ну, а как быть в тех случаях, 
когда молекулы «симметричные, т. е. 
центры распределения положитель- 
ных и отрицательных зарядов внутри 
них совпадают? 


(Продолжение см. на с. 34} 





*’О том, какое электрическое поле создает 
диполь, рассказывалось в заметке «Электрический 
диполь и сто электрический момент» {»„Квант+. 


1985, № 11, с. 21). 








Здесь надо прежде всего уточнить, 
что значит «совпадают». Ведь элект- 
роны непрерывно движутся вокруг 
ядра. Иногда говорят даже, что они 
«размазаныь вокруг ядра, образуя 
около него облако. И центр этого 
отрицательного облака совпадает с 
центром положительного ядра только 
в среднем, а в каждый отдельный мо- 
мент времени они слегка отклонены 
друг от друга. Просто в один момент 
центр облака находится по одну сто- 
рону от центра положительного заря- 
да, а в другой по другую. 
Можно сказать, что в этом случае мо- 
лекула (или атом) представляет собой 
непрерывно возникающий и исчезаю- 
щий диполь. 

Если две такие молекулы сближа- 
ются на достаточно малое расстояние, 
то эти «мерцающиеь диполи начинают 
действовать друг на друга так, что в 
каждый момент времени разноимен- 
ные заряды в различных молекулах 
оказываются друг к другу ближе, чем 
одноименные. Возникают силы притя- 
жения, которые теперь называются 
ван-дер-ваальсовскими. Эти силы ока- 
зываются значительно слабее ди- 
поль-дипольных. 


Итак, мы получили, что при сбли- 
жении атомов или молекул между 
ними возникают силы приляжения. 

Что же произойдет, если атомы или 
молекулы сближать все больше и 
больше? Понятно, что всегда наступит 
такой момент, когда электронные обо- 
лочки различных атомов начнут ле- 
рекрываться. В результате между ато- 
мами возникнут силы отталкивания, 
обусловленные их «деформацией». 
Силы отталкивания гораздо больше 
диполь-дипольных и тем более 
ван-дер-ваальсовских сил притяже- 
ния, поэтому на малых расстояниях 
атомы всегда отталкиваются. 

Притяжение на болыших расстоя- 
ниях и отталкивание на малых озна- 
чает, что существует некоторое про- 
межуточное расстояние, на котором 
силы притяжения и отталкивания 
компенсируются. Этот характерный 
размер и определяет среднее расстоя- 
ние между молекулами в жидкостях и 
твердых телах (в газах молекулы 
практически не взаимодействуют друг 
с другом). 

Само существование различных 
агрегатных состояний вещества (га- 
зообразного, жидкого и твердого) свя- 
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зано с описанным здесь взаимодей- 
ствием. Правда для характеристики 
свойств систем из большого числа час- 
тиц (какой и является вещество) луч- 
ше пользоваться понятием не силы, а 
энергии взаимодействия. Так, если ки- 
нетическая энергия молекулы много 
больше энергии ее взаимодействия со 
своим окружением, мы имеем газ; 
если много меньше — твердое тело. В 
жидкости эти энергии приблизительно 
равны друг другу. 

Е. Е. Городецкий 


Ре: Поляризация света 


Возвращавшиеся из Исландии моряки 
часто привозили необычные прозрач- 
ные камни кристаллы известко- 
вого шпата. Эти камни, позже их 
стали называть исландским шпатом, 
были весьма замечательны по своей 
форме и другим свойствам, но глав- 
ным образом — своими особенностями 
преломления света. Так, например, 
если кусок исландского шпата поло- 
жить на какую-нибудь надпись, то 
сквозь него можно увидеть надпись 
раздвоенной (рис. 1). 

В 1669 году датский ученый Э. Бар- 
толин сообщил интересные результа- 
ты своих опытов с этими кристаллами. 
Оказалось, что при прохождении 
сквозь такой кристалл луч света 
расщепляется на два — теперь их 
называют обыкновенным и необык- 
новенным лучами. Названия лучей 
оправданы: обыкновенный луч ведет 
себя так, как это соответствует из- 
вестным законам преломления света, 
а необыкновенный луч как бы нару- 
шает эти законы. В частности, когда 
падающий луч перпендикулярен по- 
верхности кристалла, первый луч 
проходит сквозь кристалл непрелом- 
ленным, второй же испытывает пре- 
ломление (рис. 2). 

Бартолин провел тщательные иссле- 
дования открытого им явления двой- 
ного лучепреломления и обнаружил 
дополнительно, что в кристалле су- 
ществует некоторое направление, 
вдоль которого падающий луч не раз- 
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дваивается. Однако объяснения всем 
этим фактам он найти не смог. 

Несколько лет спустя открытие Бар- 
толина привлекло к себе внимание 
нидерландского ученого Х. Гюйгенса. 
Повторив опыты Бартолина, он идет 
дальше, пронуская оба луча, вышед- 
шие из кристалла исландского шшата, 
сквозь второй точно такой же кри- 
сталл. Для объяснения результатов 
опытов Гюйгенс вводит понятие опти- 
ческой оси кристалла (которую фак- 
тически уже обнаружил ранее Бар- 
толин}. Ею он называет выделенное 
направление в кристалле, вдоль кото- 
рого обыкновенный и необыкновен- 
ный лучи распространяются не раз- 
деляясь. 

Опыты Гюйгенса показали, что в 
случае, когда оптические оси обоих 
кристаллов параллельны и луч света 
падает под прямым углом к передней 
грани первого кристалла, то при входе 
во второй кристалл обыкновенный и 
необыкновенный лучи не претерпе- 
вают разделения на два (рис. 3). 
В других случаях оба луча, вышед- 
шие из первого кристалла, во втором 
кристалле опять могут разделиться. 
При этом интенсивность каждого из 
четырех лучей в сильзой степени 
зависит от угла между оптическими 
осями кристаллов. 

Анализируя результаты опытов, 
Гюйгенс, придерживавшийся волно- 
вой теории света, пришел к выводу, 
что обыкновенному и необыкновен- 
ному лучам соответствуют различные 
скорости распространения в иссле- 
дуемом кристалле. Однако Гюйгенс 
исходил из аналогии между звуковы- 
ми и световыми волнами и считал 
последние, как и первые, продоль- 
ными. Это заблуждение не позволило 
ему объяснить некоторые особенности 
проведенных опытов. 

Спустя более чем сто лет, в 
1808 году, французский физик Э. Ма- 
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люс обнаружил двойное лучепрелом- 
ление при отражении света. Глядя 
сквозь кристалл исландского шпата 
на отражение заходящего солнца в 
окнах Люксембургского дворца в 
Париже, Малюс к своему удивлению 
заметил, что два изображения, воз- 
никающих в результате двойного 
лучепреломления, имели различную 
яркость. В частности, при некотором 
положении кристалла было видно 
только одно изображенис. 

На основании этого и других опы- 
тов и опираясь на корпускулярную 
теорию света Ньютона, Малтос пред- 
положил, что корпускулы, которыс. 
по Ньютону, имеют внешнее сходство 
с магнитиками, обладающими полю- 
сами, в солнечном свете ориентиро- 
ваны беспорядочно, но после отраже- 
ния от какой-либо поверхности или 
после прохождения сквозь кристалл 
они приобретают определенную ори- 
ентацию. Такой «упорядоченный» 
свет он назвал поляризованным. 

Сегодня нам хорошо известно, что 
видимый свет представляет собой по- 
перечные электромагнитные волны. 
При распространении электромагнит- 
ной волны в пространстве в нем 
совершают колебания вектор напря- 
женности электрического поля Ё и 
вектор индукции магнитного поля В. 
Эти векторы всегда взаимно перпен- 
дикулярны и лежат в плоскости, 
перпендикулярной направлению рас- 
пространения волны. Свет, в котором 
направления колебаний упорядочены 
каким-либо образом, называют поля- 
ризованным. Если колебания вектора 
ЕЁ все время происходят в одной 
плоскости, то говорят, что свет плоско- 
поляризованный (или линейно поля- 
ризованный), а саму эту плоскость 
называют плоскостью поляризации. 

Свет, излученный одним атомом, 
поляризован всегда. Однако излуче- 
нис макроскопического тела (Солнца, 


электрической лампочки и т. п.) 
является суммой излучений огром- 
ного числа атомов. Каждый из них 


излучает световую волну на протя- 
жении примерно 10“ с, и если все 
атомы будут излучать свет с различ- 
ной поляризацией, то поляризация 
всего пучка будет меняться на про- 
тяжении таких же промежутков вре- 
мени. Поэтому в естественном свете 
все эффекты, связанные с поляфиза: 
цией, усредняются, и т2кой свет нз- 
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зывают неполяризованным. Для вы- 
деления из неполяризованного све- 
та зчасти», обладающей желаемой 
поляризацией, используют так назы- 
ваемые поляризаторы. В их роли мо- 
жет выступать тот же кристалл ис- 
ландского шпата, из которого обык- 
новенный и необыкновенный лучи 
выходят плоскополяризованными во 
взаимно перпендикулярных — плос- 
костях, а также искусственные поля- 
ризаторы. 

Разберем принцип действия этого 
прибора на известном вам примере 
поляризатора для электромагнитных 
волн сантиметрового диапазона (см. 
«Физику 10», 5 47). Он выполнен 
з виде ряда параллельных металли- 
ческих прутьев, сделанных из хоро- 
шего проводника. При надении на 
решетку электромагнитной волны (с 
длиной, сравнимой с расстоянием 
между прутьями) составляющая элек- 
трического поля, параллельная пруть- 
ям, сильно затухает, так как под ее 
воздействием в прутьях возникает 
электрический ток, что приводит к по- 
терям энергии на джоулево тепло. 
Кроме того, происходит частичное 
отражение волны от решетки. В ре- 
зультате параллельная составляющая 
волны через решетку фактически не 
проходит. Перпендикулярная же 
прутьям составляющая  электриче- 
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ского поля проходит через такой 
поляризатор, практически не затухая. 

В 1932 году группа американских 
ученых изобрела оптический поляри- 
затор, который оказывает на свето- 
вые волны действие, аналогичное 
описанному выше. Для изготовления 
такого поляризатора было выбрано 
вещество, состоящее из длинных угле- 
водородных цепей. Затем его растя- 
нули, чтобы молекулы выстроились 
вдоль направления растяжения, и 
опустили в раствор йода. Молекулы 
йода «прикрепились» к углеводород- 
ным цепям и отдали им электроны, 
свободно перемещающиеся вдоль ни- 
тей. Образовалась как бы та же +про- 
волочная ограда». При падении элек- 
тромагнитной волны ее составляю- 
щая, параллельная нитям, затухает, 
так как полю приходится совершать 
работу (разгоняя электроны вдоль 
нитей). Поскольку зограда» оказы- 
вается достаточно «частой» даже для 
световых волн (длины которых состав- 
ляют доли микрометра), такой поля- 
ризатор поглощает свет, поляризо- 
ванный параллельно нитям, и про- 
пускает излучение, поляризованное 
перпендикулярно ориентации нитей. 

В заключение предлагаем вам са- 
мостоятельно объяснить описанные 
раньше опыты по двойному луче- 


преломлению света. дис вВарламое 


Несколько задач на один прием 


Предлагаем вам несколько за- 
дач на построение с помощью 
преобразований плоскости — 
поворотов, параллельных пе- 
реносов, осевых симметрий, 
гоматетий. Способ применения 
преобразовьний во всех зала- 
чах один и тот же. Мы про- 
иллюстрируем его примером. 

Даны две окружности шв, и 
„, и точка А. Требуется по- 
строить отрезок с концами на 
данных окружноетях, кото- 
рый бы делился точной А 
пополам. 


Решение. Пусть ХиУ — 
концы искомого отрезка, при- 
надлежащие соответственно 
При центрильной 
симметрии с центром А точка 
У должна исрейги в Х, т. е. 
попасть на окружность и. 
В та же время она должна 
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%: Н бы 


оказаться на окружности >, 
симметричиой ю. относитель- 
мо А (так как Ус%-). Сле 
дозательно, Х — точка пере- 
сечепия окружностей вы и 
5. Задача может иметь два, 
одно или ии одиого реше- 
НИЯ, 


Подумайте кикие преабря- 
зования надо применить в 
следующих задачах: 

1. Дана прямая хм две 
окружности по разные сторо- 
ны от нее. Постройте квад- 
рат. диагоняль которого ле- 
жит на прямой, а концы 
другой диагонали — на ок- 
ружностях. 


2. Даны три параллельные 
прямые. Постройте правиль. 
ный треугольник, вершины 
которого лежат (по одной) 
на этих прямых. 


3. Даны окружность и 
точка А вне нее. Постройте 
луч © началом в А, пересе- 
какиций окружность последо- 
зательно в точках Ви С 
таких, что АВ=-ВС. 

4. Даны точка А, окруж- 
ность и прямая. ИНостройте 
квадрат АВСР такой. что на 
окружности лежит его вер- 
шина В. а на прямой а} вер- 
шина РО, 6) вершина С. 

5. Даны две пересекаю 
циеся прямые и две точки, 
А и В. Постройте парал- 
лелограмм АВСР, вершины 
С и РБ которого лежат {по 
одной) на данных прямых. 

6. Даны две концентриче- 
ские окружности. Проведите 
в большей окружности хорду, 
которая бы делиляеь меньшей 
окружностью на три равные 


части. Д. В. 


алан брут 


Выбор наилучшего 
варианта _ 


Кандидат физико-математических наук 
В. Л. ГУТЕНМАХЕР. 
.Ж. М. РАББОТ 


В младших классах, а Также на 
вступительных экзаменах в вузы, ча- 
сто предлагают задачи на составление 
уравнений. При этом приходится, 
во-первых, заниматься переводом ус- 
ловия с обычного языка на матема- 
тический, а во-вторых, решать полу- 
ченные уравнения и неравенства. 
В ‘тексте задачи описана какая- 
нибудь ситуация и требуется по од- 
ним указанным данным определить 
другие. Вот, например, первые и по- 
следние фразы условий задач из 
учебника алгебры для Т класса: 

«Две машинистки получили для перепе- 
чатки рукопись... За сколько часов могла бы 
перепечатать рукопись каждая машинистка?» 

«Катер отправился от речного вокзала вниз 
па течению... Сколько времени затратил вело- 
сипедист на пути от города до турбавы?» 

«Сплав меди с цинком, содержащий 5 кг 
цинка, сплавлен с 15 кг цинка... Какова была 
первоначальная масса сплава?» 

Важно уметь решать такие задачи, 
так как в производственной и эко- 
номической практике часто приходи- 
тся подводить итоги, пересчитывать 
и суммировать различные показате- 


ли, анализировать работу предприя- 





тий и т. п. Результатом этой дея- 
тельности является уяснение сложив- 
шейся ситуации. После этого есте- 
ственно сделать следующий шаг — 
составить план-программу дальней- 
ших действий. Здесь, конечно, возни- 
кает множество вариантов и хочется 
выбрать из них наилучший. 

Постановка и решение таких задач 
являются предметом математического 
программи рования. Одним из первых, 
кто использовал математику в Подоб- 
ных вопросах, был советский матема- 
тик, академик Л. В. Канторович 
(1912—1986). В 1939 г. вышла его 
книга «Математические методы орга- 
низации и планирования производ- 
ства». Во введении к этой книге 
он писал: 


«Существуют два пути повышения эффек- 
тивности работы цеха, предприятия и целой 
отрасли промышленности. Один путь — это раз- 
личные улучшения в технике, то есть новые 
приспособления в отдельном станке, изменение 
технологического процесса, нахождение новых, 
лучших видов сырья. Другой путь, нока гораз- 
до меньше используемый,— это улучшения 
в организации производства и планирования. 
Сюда относятся, например, такие вопросы, 
как распределение работ между отдельными 
станками предприятия или механизмами, пра- 
вильное распределение заказов по предприя- 
тиям, правильное распределение различных 
видов сырья, топлива и пр.» 


С тех пор прошло много лет, и ма- 
тематическое программирование ста- 
ло целой наукой, основанной на эко- 
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номико-математических методах и 
широко использующей ЭВМ. 

В реальных задачах планирования 
и управления приходится иметь дело 
одновременно с очень большим коли- 
чеством переменных. Мы разберем 
несколько простых учебных приме- 
ров с небольшим числом переменных, 
в которых можно получить решения 
с помощью математики, известной 
ученикам 6-7 классов,— пропорций, 
свойств линейной функции одного 
переменного, небольшого перебора ва- 
риантов и, конечно, смекалки. 

Где построить баню? В деревне 
Мочалкино 100 жителей, а в деревне 
Веники — 50 жителей. В каком месте 
шоссе, соединяющего эти деревни, на- 
до построить баню, чтобы общее 
расстояние, которое придется пройти 
по шоссе всем 150 жителям до бани. 
было наименьшим? 

Цереведем условие задачи на ма- 
тематический язык. Пусть расстояние 
по шоссе между деревнями равно а км 
м баня находится между деревнями 
в х км от Мочалкино, тем самым 
0<х<а. Тогда все 100 жителей этой 
деревни пройдут до бани 100х км, 
а все 50 жителей деревни Веники — 
50(а—х) км. Всего будет пройдено 
5$=100х--50(@—х) км. 

Итак, мы получили следующую ма- 
тематическую задачу: найти наимень- 
шее значение величины 5$—=50х-- 50а 
при условии, что О%х<а, где а — 
фиксированное число. 

Решить задачу очень легко: доста- 
точно заметить, что величина 5 умень- 
ается с уменьшением х, поэтому 
наименьшее значение 5 будет при 
наименьшем возможном значении х, 
то есть при х=0, и тем самым строить 
баню нужно в деревне Мочалкино. 

Обсудим полученный результат. 
Почти все, кому мы задавали вопрос, 
где построить баню, сразу отвечали, 
что ее надо построить в месте, расстоя- 
ние от которого до деревни Мочалки- 
но в два раза меньше расстояния 
до деревни Веники. Наверное, у них 
возникла такая физическая модель; 
представляются качели, на одном кон- 
це доски сидит человек, в два раза 
более тяжелый, чем сидящий на дру- 
гом конце. 

Если баня будет находиться на 
расстоянии а/3 от Мочалкино, то все 
ее жители вместе пройдут до бани 
такой же путь, что и жители Веников: 
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100- а/3=50- 24/3. Наверное, 
кажется более справедливым, если 
иметь в виду не всех жителей, а про- 
тивопоставлять одну деревню другой 
и искать «точку равновесия». Но это 
будет решение совсем другой матема- 


это 


тической задачи: при каком значе- 


нии х. где О0<%х<а, величина {= 
—|100х—50(а—х)| будет наимень- 
шей? 

Конечно, слова чнаилучший ва- 


риант» могут пониматься совершенно 
по-разному. Чтобы внести в них точ- 
ный смысл, мы составляем целевую 
функцию. В нашей задаче это была 
функция 5—50х{ 50а, а в другом 
варианте — функция /=|150х— 50а |. 
Найдя х, при котором целевая функ- 
ция принимает наименьшее значение, 
мы получили наилучший (с опреде- 
ленной точки зрения) вариант. 

Ясно, что жители деревни Веники 
могут оказаться не в восторге ни от 
одного из этих вариантов и, возможно, 
смогут выдвинуть против них до- 
вольно веские аргументы. Скажем, что 
стариков и детей у них больше, 


а машин — меньше, чем в Мочал- 
кино, что у них есть водопровод, 
а в Мочалкино — нет ит. п. Но если 


все это учесть, то получится совсем 
другая математическая задача 
другая математическая модель. 

Мы надеемся, что несколько яегко- 
мысленный сюжет задачи про баню 
не создаст у читателей неверного 
впечатления. Вот похожие, но уже 
вполне серьезные задачи: где на тер- 
ритории большого завода с нескольки- 
ми цехами разместить столовую? Как 
лучше спланировать в ней обелужи- 
вание рабочих? 

Здесь выбор целевой функции в 
принципе ясен (наименьшая затрата 
времени), но оптимальное решение 
зависит не только от числа рабочих 
в разных цехах, но и от особен- 


ностей производства и других факто- 
ров. 

Лучший снособ добраться до вокза- 
ла. Петри Петровичу надо срочно 9до- 
браться до вокзала. Он может вызвать 
такси, которое придется ждать 24 ми- 
нуты, и ехать со скоростью 30 км/ч. 
а может идти пешком со скоростью 
б км/ч. Как ему лучше поступить, 
если расстояние от дома до вокзала: 
а) 2 км; 6} 3 км; в) 5 км? 

Чтобы нагляднее сравнить движе- 
ние пешехода и автомобиля, мы вве- 
дем еще один персонаж жену 
Петра Петровича. 

Представим себе, что Петр Петрович 
пошел на вокзал пешком, но как толь- 
ко он вышел из дома, его жена заме- 
тила, что он забыл дома железноло- 
рожный билет, тут же вызвала такси, 
дождалась его и поехала догонять 


мужа. 





Подечитаем время, через которое 
она его догонит. Через время Ё после 
своего выхода из дома Петр Петрович 
будет находиться на расстоянии 61 км 
от дома, а при {>24 мин—=2/5 ч такси 
пройдет 30(1— 2/5) км. 

Такси может догнать Петра Петро- 
зича в момент. когда 


61—30(1-—2/5), 

то есть при {—=1/2 ч. Если до вокзала 
меньше, чем 1/2 ч кода, жена не успеет 
догиать мужа, если же больше, чем 
1/2 ч, то она его догонит и подвезет 
на вокзал. За {[—=1/2 ч Петр Петрович 
может удалиться от дома на 3 км. 
В результате этих рассуждений мы 
приходим к следующему выводу. 

Если расстояние до вокзала мень- 
ше 3 км, как в случае а), Петру 
Петровичу лучше идти пешком; если 
равно 3 км, то все равно — пешком 
или на такси; а если больше 3 км, как 
в случае в) — лучше вызвать такси. 


Куапетсесте.ти 


Для лучшего понимания решение 
представить 


полезно 


я 
кн 


графически 






Зкн 


кн 


Ге) 


молчаливо сде- 


Зомчин 


В нашем решении 
лан ряд предположений: пешеход 
и такси движутся равномерно, вызов 
и выезд такси происходит мгновенно 
(на практике это далеко не так} и т. п. 
Кроме того, по нашему условию 
для Петра Петровича самым ценным 
было время. Но в случаеб) мы столк- 
нулись с тем, что нашлось два равно- 
ценных с этой точки зрения варианта. 
Для выбора одного из них нужно 
другое соображение: или стоимость 
поездки (тогда он, скорее всего, пойдет 
пешком), или удобства (тогда он по- 
едет на такси). 

Один велосипед на двоих. Два 
брата, Коля и Сережа, хотят добрать 
ся до бабушки, живущей от них 
в 40 км. У них есть один велосипед. 
на который они погрузили вещи. Коля 
ходит пешком со скоростью 6 км/н, 
а ездит на велосипеде со скоростью 
20 км/ч; скорости Серёжи — соот: 
ветственно 4 км/ч и 30 км/ч. Вело- 
сипед можно оставлять на дороге без 
присмотра. Кан им вместе быстрее 
всего добраться до бабушки? 

Предположим, что братья прибы- 
вают к бабушке одновременно, и най- 
дем время, за которое они могут это 
сделать. Затем мы покажем, что за 
меньшее время один из них не сможет 
добраться до бабушки. 

Пусть Коля х км проехал на вело- 
сипеде и (40—х) км прошел пешком, 
а Сережа, наоборот, прошел х км, а 
проехал (40—х) км. 

Тогда Коля затратил на дорогу 
(х/20-(40—х)/6) часов, а Сережа — 
{х/4-+(40—х)/30)часов. 

Если они прибыли одновременно, 

х |. 40-х _х 2: 40—х 


ВЯ 


Отсюда получается, что х=16 км, а 
д 

добрались они оба за 4 - часа. 
«% 


Такой вариант возможен, если, на- 
пример, Коля выезжает из дома на 
велосипеде, едет 16 км, оставляет ве- 
лосипед на дороге и дальше идет пеш- 
ком, а Сережа идет до велосипеда, 
садится на него и едет до бабушки. 

Убедимся в том, что за меньшее 
время один из них не смог бы до- 
браться до бабушки. Действительно, 
если Коля проедет на велосипеде на 
сколько-то километров меныцпе, чем 
16, то эти километры ему придется 
идти пешком и он затратит на них 
больше времени, чем в первоначаль- 
ном варианте. Если же Коля проедет 
на сколько-то километров больще, 
чем 16, то тогда Сережа вынужден 
будет пройти пешком эти километры 
и позже приедет к бабушке. 





При решении этой задачи самые 
простые практические соображения 
привели нас к оптимальному вариан- 
ту: братья должны доставить вело- 
сипед к бабушке и, главное, они долж- 


ны появиться у нее одновременно. 
Естественно, что если при этом братья 
не будут отдыхать, они прибудут 
к бабушке за самое короткое время. 
Здесь мы снова встречаемся с воз- 
можностью выбора: на самом деле 
существует даже бесконечное число 
вариантов, обеспечивающих наимень- 
шее время путешествия — они много 
раз могут оставлять другу другу 
велосипед, лишь бы Коля прошел пеш- 
ком 16 км, а Сережа — 24 км. Какой 
вариант лучше — судите сами. 
Поменьше меди. В лабораторию 
привезли три сплава. Первый содер- 
жит 40% меди и 60% никеля, вто- 
рой — 60% меди и 40 % кобальта, 
третий — 60% кобальта и 40% ни- 
келя. Для эксперимента понадобился 
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Т кг нового сплава, который содержал 
бы 40 % кобальта и как можно мень- 
ше меди (см. таблицу). Как его изго- 


| 
Еее — 
Ра 
| ей 


Составим математическую модель 
задачи. Возьмем х кг первого сплава, 
у кг второго и 2 кг третьего. 

По условию х|у--:=1. Кобальта 
в новом сплаве будет 0,4у-[ 0,62. 
Опять-таки по условию 0,4у-{0,62 = 
=-0,4. Меди в новом сплаве ока- 
жется 0,4х-0,6у. 

Итак, модель построена: требуется 
найти неотрицательные числа х.у и 2, 
которые удовлетворяют системе урав- 
нений 










{ хфу+2=1, 
0,4и-+0,62=0,4 

и при которых величина т=0,4х-- 
-—-0,бу принимает наименьшее значе- 
ние. 

С помощью системы уравнений 
выразим х и 5 через у и нодставим 
их значения в выражение для величи- 
ны 12. затем найдем наименьшее 
значение полученной функции от и 
(учитывая, конечно, что все перемен- 
ные х, уи 2 должны быть неотрица- 
тельными). 

Из второго уравнения 


2 р 


= = 


2 Ц. 
в Е: 3“ 


Подставим это значение 2 в 
уравнение: 


первое 


Ес 
Поэтому п- т о 5 #. 
Мы видим, что величина т тем 
меньше, чем меньше значение цу. 


Но наименьшее возможное значение 
у равно 0. Тогда т=2/15, при этом 
х—=1/3, г=2/3, то есть надо смешать 
{3 кг первого сплава с 2/3 кг третье- 
го, а второй сплав вообще не трогать. 
Заметим, что здесь нам опять встре- 
тилась линейная функция 


2 > 
Е 

которая принимает наименышее зна- 
чение при наименьшем возможном 
значении у—0. Если бы мы выража- 
ли т не через и, а через х или через 2, 
то было бы сложнее выяснить, на 
каком промежутке надо искать ее 
наименьшее значение. Как лучше 
выбирать, к какой переменной сво- 
дить функцию — это тоже важная 
задача. 





Можно было 


бы обойтись без этих 
выкладок, если подметить следующее 
обстоятельство. Чтобы новый сплав со- 
держал 40 % кобальта и как можно 
меньше меди, надо, чтобы в нем было 
как можно больше никеля. Поэтому 
второй сплав, который, казалось бы, 
хорош тем, что в нем уже 40 %, кобаль- 
та, лучше вообще нс трогать, так как 
в нем совсем нет никеля — см. табли- 
цу. Значит, надо смешать первый и 
третий сплавы. Пусть мы взяли а кг 
первого сплава, тогда надо взять 
(1—а) кг третьего. В новом сплаве 
будет содержаться 0,6(1—@) кг ко- 
бальта. По условию 0,6(1—а)= 0.4, по- 
этому @==1/3, что приводит к от- 
вету. 

Новогодняя задача*). На 100 руб. 
решено купить елочных игрушек. 
Елочные игрушки продаются набо- 
рами. Набор. состоящий из 20 игру- 
шек, стоит 4 риб., набор, состоящий 
из 35 игрушек, стоит 6 руб., набор, 
состоящий из 50 игрушек, стоит 9 руб- 
лей. Сколько и каких наборов нужно 
купить, чтобы было куплено наиболь- 
шее количество игрушек? 

Одна игрушка в первом 
етоит 1/5 руб., во втором наборе — 
6/35 руб., в третьем наборе — 
9/50 руб. Упорядочим эти числа: 
6/35<=9/50=—1/5. Итак, самые деше- 


*' Зта задачи предлагалась на вступительном 
экзамене ни стдепенин экономической киберне 
тики экономического фикультета МГУ в 1968 г. 
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выс игрушки во втором наборе, а са- 
мые дорогие — в первом. 






Дит Чит | ат 


т 6 8 
ЕЕ 


Чтобы купить на 100 руб. как мож- 
но больше игрушек, нужно, конечно, 
купить побольше дешевых игрушек. 
Самое большое, мы можем купить 
16 наборов по 6 руб. и затратить 
на это 96 руб. 

Остаются 4 руб., на которые можно 
лишь купить первый набор. Всего 
мы купим таким способом 16 -35-- 
{+ 20=580 игрушек. 

Скорее всего, это самый лучший 
вариант. Проверим все-таки еще та- 
кой: если купить 15 шестирублевых 
наборов, то остается 10 руб. Мы мо- 
жем тогда купить еще один девяти- 
рублевый набор или два четырех- 
рублевых. И в том, и в другом случае 
количество игрушек оказывается 
меньше, чем в первом варианте. 

Итак, надо купить 16 наборов по 
6 руб. и 1 набор за, 4 руб. При этом 
будет закуплено 580 игрушек. 

Мы пришли к этому ответу с по- 
мощью такого естественного сообра- 
жения: можно купить тем больше 
игрушек, чем они дешевле. 


Наши рассуждения правдоподоб- 
ны, но, вообще говоря, мы пере- 
брали не все возможные варианты. 


Поэтому приведем более строгое ре- 
шение. 

Пусть х количество наборов 
Г тила, у — Ш типа, & — ПТ типа. 
Надо найти такие неотрицательные 


ошоеа 


РЯ 





числа х, у и 2. чтобы выполнялись 
условия 4х г бу 92< 100 и чтобы ве- 
личина 5—=20х--85у--502 была нан- 
большей. 

Поскольку 
4 : 6 


ба ь 
`- 7 = = “2% 
5 ПЕ: 5 


Ах бу 92 
: 35 


получается, что г 5$<=100, откуда 
$<583 =. 


"Так как 5=20х-1-35и--502 — целое 
число, делящееся на 5, имеем 5580. 
Прн х=1, у=: 16, 2=0 все условия 
выполняются и $ =580. 

Эта задача относится к иелочислен- 
ному программированию, которое яв- 
ляется одним из наиболее сложных 


разделов математического програм- 
мирования. 
Задачи 


1- Трех молодых продавцов — Юрия. Якова 
и Льва распределили на работу в упивер- 
маг. Директору универмага нужно паправить 
одного из них в отдел раднотоваров, другого 
в отдел музыкальных инструментов,  третье- 
го — з отдел фототоваров. Директор попросил 
иенхолога помочь ему провести это назначение 
наилучшим образом. Пеихолог провел с 
вими беседу Юз оценил знания каждого 








Затем @н 


областях вн баллах. 
составил таблииу и предстнвил в директору 
унинермага. Как директору риспределить но- 
вичкон, чтобы сумма соответствующих баллов 
была наиболыней? (Например. если Юрия на- 


во вссх трех 


злачить в ралиоотдел, Якова в музыкаль 
ный, а Льна — в фотоотдел, то сумма баллов 
будет равна 5-13-+11=19.)} 

2. Из сковородке, омещающей две котле- 
ты. можно их поджарить © обеих сторо за 
10 минут. Как быстрее весго поджарить на 
этой сковородке 3 котлеты? 

3. Даны две точки. А и В. располо 
женные но одну сторону от даниой прямой. 
Как расположить на этой ирнмой отрезок МА 
данной длины а, чтобы ломамая АМКВ имела 
наименьшую длину? 

4. 'Гри брата кунили однн велосипед, и им 
нужно добраться до дома, находящегося в 30 км 
от магазина. Каждый из братьен ходит ником 
со скоростью 4 км/ч. а ездит на велосипеде 
со скоростью 70 км/ч. За какое иаимень- 
шее время они могут добраться до дома? {Ве- 
лоеноед можно оставлять на дороге без при- 
смотра.) 

5*). Малыи: может съесть торт за 10 мин, 
банку варенья — за 8 мин ин выпить пакет 
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молока за 4 мик. Карлеои может это сделать 
соответетненно в 2 раза быстрее. За какое 
наименьшее время они могут вместе покончить 
се завтраком. состоящим из торта, банки ва- 
ренья и пакета молока? 

6. В каждом из четырех сосудов содер- 
жится по 1 л смеси кислоты с водой. Про- 
цеитное содержание кислоты в них равно 10 %,, 
30 9%. 60%. 80 % соответственно. Лаборанту 
нужно получить 50 %,-ю смесь кислоты с во- 
дой. Какое наибольшее количество такой 
смеси он может нолу чить, сливая смеси виз 
данных сосудов? 

7. Нужио ияготовить сплав, содержащий 
40 % олова. На складе имеютея 3 сплава 
е 60%. 10% и 40%, содержанием олона. 
Цена 1 кг каждого из имекицихен сплавов 
равна 4,3 руб., 5.8 руб. и 5,5 руб. соответствен- 
но. Какие сплавы и в какой пропорции надо 
взять на складе, чтобы 1 кг нового сплава 
был как можно дешевле? 

8. (Задача вступительного экзамена отделе. 
ний планирования пародного хозяйства и эко- 
номической кибернетики экономического фа- 
культета МГУ 1984 г). Из строительных 
деталей двух видов можио собрать три типа 
домов. Для сборки 12-квартирного дома не- 
обходимо 10 деталей первого и 100 деталей 
второго вида. Для сборки 16-квартирного дома 
требуется 110 и 150, а для дома на 21 квартиру 
нужно 150 и 200 деталей первого и второго 
вида соотнстственно. Всего имеется 900 деталей 
первого и 1300 деталей второго вида. Сколько 
и каких домов нужно собрать, чтобы общее 
количества квартир в них было наиболыним? 

9. На кольцевой магистрали расиоло- 
жены три склада и тря магазина; рас- 
стояние между каждымн двумя соседними 
пунктами равио 1 км. На рисунке показано 
наличие товара из складах (в тоннах) со знз- 
ком *-+» и потребности магазинов в товаре 
(в тоннах) со зиаком +--е, Требуется соста- 
вить изиболее экономный нлаин перевозок, что- 
бы перевезти весь груз со складов в магазины 
в чтобы сумма перевезенных тонно-километ- 
ров была наименымей. (Приведите наилуч- 
ший, с вашей точки прения. вариант пере- 
нозок и изложите те соображения, которые 
привели вас к этому ответу.) 








*) Болес сложный вариант этой задачи подроб- 
но разобран в книге Н. Б. Васильева ин др. «Заоч- 
ные математические олимииадые (М.; Наука, 
1986, задача 4-8). 


Циклы, циклы, 
циклы... 


Кандидат физико-математических наук 
Я. Ф. ШТЕРНБЕРГ 


Программирование потеряло бы мно- 
гое, если бы не было понятия вет- 
вления или вспомогательного алго- 
ритма, но все же сердце програм- 
мирования — это циклы. Один раз 
написанная команда, стоящая внутри 
цикла, будет выполняться многократ- 
но — это и придает смысл работе 
по составлению программы. 

Работе команды повторения отве- 
дено 3 страницы в учебнике 9 класса, 
И с ее помощью решается много за- 
дач. Еще 2 страницы теории отведе- 
ноей в учебнике «Информатика-10» *); 
вводится дополнительная конструк- 
ция — цикл для, которая удобна, 
но без которой можно было бы и 
обойтись. Так что же можно сказать 
о циклах? Кому непонятна фраза 
на русском изыке 
пока условие повторять действия кц, 


из которой и получается команда 


*) Так автар кратко клазилет учебное поса 
бие «Оспопы информатики ч  пычикслительной 
техники, Н часть» (Проемеч. ре 1 
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(если 
«повторять» словом «нц»)?. Мы и дА- 
лее в записи команд цикла будем 
использовать слово «новторять» — 


повторения заменить слово 


запнсанный так цикл легче читать 
и понимать. И все-таки циклы бывают 
разные. 

Начнем с простейшей задачи: 
с помощью описанного на с. 18—81 
учебника «Информатика-9» графи- 
ческого исполнителя нарисовать нот- 
ный стан с длиной линии 50 и рас- 
стоянием между линиями 3. Это мож- 
но сделать такой программой (здесь 
и далее мы будем писать только 
тело программы, без заголовка и без 
описаний): 
&: =]; 
пока &=5 повторять 

напразо (90); рисуй; внеред 150); 

не рисуй: назал (20); 

налево (90); выеред {3}; 

р: 4] 
ки 
Если бы нашим исполнителем коман- 
довал человек, не знакомый с про- 
граммированием, то он ‘бы сказал 
так: «выполнить 5 раз следующее: 
направо (90); рисуй ... вперед (3}». 
И действительно: переменная А нуж- 
на нам только для того, чтобы 
считать количество повторений цикла, 
в теле цикла она нам не нужна; но ис- 
полнитель-то об этом не знает, и он чест- 
но заведет переменную #Ё и будет запи- 
сывать туда текущее значение #: 
а вдруг его будут использовать в те- 
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ле цикла. А если бы исполнителю 
можно было сказать «выполнить 
5 раз...», то он бы мог считать коли- 
чество повторений цикла в *уме»: 
и быстрее, и память под переменную 
Е тратить не надо. Так давайте нау- 
чим наш исполнитель такой коман- 
де: введем в алгоритмический язык 
новую конструкцию цикла 


Ее, 
повторять М раз действия кц, ] 


м 


где М может быть числом или любым 
выражением, дающим целочислен- 
ный результат. С помощью такого 
цикла программа рисования нотного 
стана записывается: 

повторять 5 раз 

направо (90); рисуй; вперед (50); 

не рисуй; назад (50); 

налево (90); вперед (3): 
кц 

Циклы такого вида есть в языках Робик 
и Рапира, а на программируемых калькуля- 
торах есть специальные команды для удоб- 
ной реализации таких циклов; работают такие 
циклы быстрее цикла пока. 

Упражнсние. Напишите с применением 
цикла повторять М раз программу вычисле- 
ния площади криволинейной трапеции (см. 
алгоритм А10 — «Информатика-9», с. 84). 

Рассмотрим еще задачу. Пусть на- 
до вычислить квадратный корень из 
некоторого числа, а под рукой нет 
таблиц или калькулятора с опера- 
цией извлечения корня. Тогда это 
можно сделать по следующему алго- 





ритму: и =х/2, у. = (и 1 ---ХУу: - 3. 


Последовательность у. будет прибли- 
жаться к значению ух, и когда 
[у:-,— У < в, то у; отличается от. точ- 
ного значения \'х не более чем на :. 
Запрограммируем этот метод, приме- 
няя известный нам цикл пока: 
у: =х/2 
пока |у— у, |2: повторять 

Уст: = уз ужи хуи 2 
кц . 
(здесь у, — это старое значение и: 
на каждом шаге в нем запоминается 
старое (предыдущее) значение у и вы- 
числяется новое значение). Но, по- 
смотрев повнимательнее, мы увидим, 
что программа работать не будет: 
на входе в цикл нам надо проверить 
разность уиу., ау, не имеет ника- 
кого значения. Проблема в том, чтобы 
как-то чпроникнуть» внутрь цикла, 
а дальше все пойдет нормально. Для 
этого можно изменить первую строку: 


у: ==х/2; у,:==и- 2-е; 
придав у., какое угодно значение, от- 
личающееся не менее, чем на в, от 
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значения у. Это значение нам не нуж- 
но, мы его сотрем тут же после входа 
в цикл, но таким способом мы +об- 
манным путем» выполним условие 
в цикле и войдем в цикл. Ну и трюк! 
А все дело в том, что нам надо снача- 
ла что-то вычислить, а уж затем про- 
верять. Эх, если бы был цикл, кото- 
рый сначала выполняет действия, 
а затем проверку!.. Так давайте вве- 


дем такой цикл — цикл с проверкой 
условия в конце — он будет иметь 
вид: 


| повторять “действия до ‘условие; | 
и работать в точном соответствии со 
смыслом его записи на русском язы- 
ке: выполняются действия, прове- 
ряется условие — если оно не удов- 
летворяется, то опять выполняются 
действия и т. д., а когда условие 
удовлетворено; то цикл кончает свою 
работу. Этот вид цикла называется 
*цикл до». 

Такой цикл есть, например, в языке Пас 


каль и он очень удобно программируется на 
калькуляторах. 


С помощью цикла до вычисление 
квадратного корня программируется 
просто и естественно: 

у: =х/2; 
повторять у.::=; у: эму х/у 2; 
до [у— ит [< е: 

В учебнике нет такой конструкции 
цикла, но... на с. 15 «Информати- 
ки-10» приведен пример программы 
в командах ЭВМ, где вычисляется 
значение выражения А |1 (#— И -(&— 
—2)+...Е2-1. Для этой программы 
нет алгоритма на алгоритмическом 
языке, но если попробовать его напи- 
сать, то нам придется использовать 
цикл до, так как в программе провер- 
ка окончания работы цикла выпол- 
няется в конце цикла: 
Я: =0; Ро: =А зу 
повторять А›: = Вс + Кь; Ко: 
до Ко=0; 

(здесь в Н, хранится значение #, а 
сумма получается в В)). 

Упражнение. Шарик массой 0,1 кг 
подяесили к пружине жесткостью 40 Нл, 
оттянули вииз на 1 см и отлустили. Напишите 
программу с циклом до, вычисляющую мо- 
мент прохождеиня шарика через положение 
равновесия. (Теория качаиня шарика см. на 
с. 11—72, «Информатика-9».} 

Продолжаем анализировать алго- 
ритмы с циклами. На с. 63 («Инфор- 
матика-9») приведен алгоритм вычис- 
ления значения многочлена по схеме 
Горнера: 


В. —1 


{1 =0; у: =9[0}}; 
пока ё =п повторять 

п == 1; у: у хай 
кц 

Носмотрите на переменную {: на 
каждом шаге цикла она изменяется 
на одно и то же значение (в данном 
случае на \), и именно по этой пере- 
менной определяется, когда надо кон- 
чать цикл. Пролистайте учебник — 
почти на каждой странице вы найде- 
те цикл, в котором какая-то пере- 
менная каждый раз изменяется на 
одно и то же значение, и именно 
по ее значению определяется завер- 
шение работы цикла. Такая ситуация 
встречается очень часто, поэтому та- 
кие циклы получили специальное 
название — циклы с параметром. 

Параметром цикла называется та 
самая переменная, которая меняется 
одинаковым образом и служит для 
определения окончания работы цик- 
ла. Есть для них и специальная 
форма записи: 


меняя параметр от значение 1 
шагом значение 2. 
до значение 3 повторять действия 
кд 
Смысл этой конструкции, как всегда, 
соответствует значению фразы на рус- 
ском языке. С ее помощью алгоритм 
схемы Горнера можно записать 
у: =90}; 
меняя { от 1 шагом 1 до л повторять 
у: =у.х + а[й 
ки 
Как видим, здесь заголовок цикла 
вобрал в себя и установку начально- 
го значения параметра, и изменение 
его, и проверку на окончание цикла. 
При этом шаг, если он равен единице, 
можно не задавать. Так, в нашем слу- 
чае можно написать 


меняя : от 1 до л повторять 


Такой цикл имеется практически во всех 
языках программирования, но по традиции 
имеет чуть другую форму записи: 

для .... от ... шаг ... до ... цикл 
и называется еще «цикл для». Именно в та- 
ком виде он есть в языках Рапира, ПЛ/1, 
Алгол-60, Алгол-68 и т. д. При этом в неко- 
торых языках (Фортран, например, или школь. 
ный алгоритмический язык) сначала задается 
конечное значение, з затем шаг, а в нскоторых 
{ПЛ/1) — можно писать и так, и так. 


Почему же эта конструкция цикла 
появилась в учебнике «Информати- 
ка-10»? На первый взгляд этот цикл, 
как и цикл повторять ... раз, не дает 
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нам ничего нового — только запись 
стала поудобнее: вместо 
х: =а; 
пока х<.Ь повторять 
р х: =х+й: 
кд 
пишем 
меняя х от а шагом дл до о повторять ... кц 


и все. Но это не совсем так: например, 
если а=0, $ =1, а В =0,1, то оба цик- 
ла сработают одинаково, но если В = 
==— 0,1, то цикл пока зациклится 
{значение а никогда не станет боль- 
ше 6), а цикл с параметром просто 
не выполнится ни одного раза: дело 
в том, что в этом цикле не просто про- 
веряется условие «х < 6», а контроли- 
руется нахождение значения пара- 
метра между а и 65; при попытке 
выйти из диапазона в любую сторону, 
в частности, если шаг направлен 
не к Ба в обратную сторону, цикл 
выполняться не будет. Итак, цикл 
с параметром, как и цикл повторять ... 
раз — это защищенная конструкция: 
такие циклы никогда не зациклива- 
ются. 


Упра жнение. Напишите с применением 
цикла для (цикла меняя} алгоритмы 
МИНЭЛЕМЕНТ и УПОРЯДОЧЕНИЕ (АТ, АЗ 
на с. 93, «Информатика-9»)- 


Но и у цикла с параметром может 
встретиться ситуация, когда заранее 
не ясно, сколько надо сделать шагов 
изменения параметра. Например, 
пусть в таблице из М элементов надо 
найти позицию, в которой встречает- 
ся элемент, равный Е. Для поиска эле- 
мента надо просмотреть таблицу эле- 
мент за элементом, меняя индекс 
на 1, но сколько шагов надо сде- 
лать — это заранее неизвестно. Спра- 
виться с этой задачей нам поможет 
гибрид из цикла меняя и цикла пока: 


меняя гот | шагом 1 пока а! 5< х повторять кц 


Обратите внимание: тело цикла 
пустое — все, что надо, выполняет 
заголовок цикла; выход из цикла 


произоидет, когда а!й} == х, притом в 
останется номер того элемента таб- 
лицы, на котором прервался цикл. 


Такой цикл есть в языке ПИ/1. 


Понятно, что можно образовать 
и гибрид 
меняя ... от ... шагом ... повторять ... до ..., 


в котором изменяется параметр, а про- 
верка производится в конце. Приве- 
денный выше метод поиска нужного 
элемента в таблице будет работать 
только тогда, когда мы уверены в 
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том, что искомый элемент в таблице 
есть. Если его нет, то через М шагов 
значение : выйдет за границу табли- 
цы. и нам будет выдано сообщение 
96 ошибке, либо же ЭВМ начнет де- 
лать что-то непредсказуемое. Изменим 
наш алгоритм так, чтобы при отсут- 
ствии нужного элемента он давал нам, 
например, нулевое значение номера. 
Казалось бы, можно сделать так: 


меняя { от {1 шагом 1 пока [ОМ м аПах 


повторять кц; 
если Го М то 1: 


О: все; 

но так делать нельзя: если нужного 
элемента нет, то на шаге (М +1), да- 
же убедившись в том, что {>> М, ЭВМ 
все равно попробует сравнить несу- 
шествующий элемент а! М + Исх — и 
может дать сообщение об ошибке. За- 
глянув в учебник на с. 57, мы найдем 
способ выкрутиться из этого положе- 
ния ценой введения дополнительной 
переменной и дополнительных срав- 
нений (число сравнений придется 
ни много ни мало — удвоить), и изу- 
чив его, признаем, что не каждый 
смог бы его самостоятельно приду- 
мать. Вот если бы нам удалось заста- 
вить ЭВМ сначала сравнить Ё е М, 
а второе сравнение проводить только 
при положительном результате пер- 
вого сравнения... 

Но читатель уже, наверное, понял 
основную нашу мыель: если нам 
неудобно работать, значит, нам че- 
го-то не хватает и это «что-то» надо 
ввести. А не хватает нам возможно- 
сти выполнять две отдельные про- 
верки и два выхода из цикла: по 
обнаружению элемента и по исчерпа- 
нию таблицы. Если учесть, что за- 
дача поиска это весьма частая 
задача, то введение удобных средств 
для поиска — не мелочь. Но признав, 
что в цикле может быть более одной 
причины выхода, не стоит ограничи- 
ваться и двумя. Й вот в нашем алго- 
ритмическом языке появляется мощ- 
ная и удобная конструкция цикла, 
охватывающая почти все нужные слу- 
чаи: 

А, : 
меняя ... от ... шагом ... до... 














пока ... повторить ... раз 





тело цикла 
до ... КЦ. 


1 - - = =8О—6©————— === —— 


где может отсутствовать любая из 
подчеркнутых частей, причем не 
должны присутствовать одновремен- 
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но слова меняя и раз, а также до и кц 
(но либо до, либо кц должно быть). 
Работает этот цикл так: сначала из- 
меняется параметр, если он есть; за- 
тем проверяется, не вышел ли пара- 
метр за диапазон, если параметр 
и диапазон заданы; либо проверяет- 
ся, не превышено ли заданное число 
повторений, если есть слово раз; если 
первая проверка не вызвала оконча- 
ния цикла, то проверяется условие, 
стоящее после пока (если оно есть); 
если и это условие не привело к окон- 
чанию цикла, то выполняется тело; 
далее проверяется выполнение усло- 
вия, стоящего после до (если оно есть). 
После выхода из цикла параметр, 
если он есть, сохраняет последнее по- 
лученное значение. 

Почти такая конструкция цикла есть в язы 
ке ПЛ/1. 

С этим мощным циклом задача 
поиска элемента решается просто: 


меняя Гот 1 до М пока а{|эх мовторять кц; 
если {>М то #: =0 все 


или второй вариант: 


меняя Гот 1 до М повторять до а|{|-=х; 

если {> М то Е: =0 все 

Обратите внимание: в пока стоит ус- 
ловие продолжения цикла, ав до — 
условие окончания. После цикла, про- 
верив значение &, мы определяем, по 
какой именно из двух причин произо- 
липел выход из цикла. 


Умело выбирая из своего арсенала 
подходящую конструкцию цикла, ма- 
стер-программист получит самую про- 
стую, короткую, быструю или понят: 
ную программу. Но следует подчерк- 


нуть, что в этой статье, конечно, 
раскрыты далеко не все секреты 
циклов. 
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Вычисление 
расстояний 
и углов 


Кандидат педагогических наук 
Ю. И. ИОНИН, 
В. Б. НЕКРАСОВ 


В этой статье рассматривается не- 
сколько геометрических задач, для 
решения которых необходимо вычис- 
лить те или иные расстояния или углы 
в пространстве (эти задачи предлага- 
лись на вступительных экзаменах в 
разные вузы). Задачи такого типа 
удобно решать с помощью скалярного 
произведения векторов. Основной ме- 
тод решения заключается в том, что в 
пространстве выбирается подходящий 
базис и составляется таблица умноже- 
ния — таблица скалярных произведе- 
ний векторов этого базиса. Имея та- 
кую таблицу и зная разложения век- 
торов в выбранном базисе, вычислить 
длины этих векторов и углы между 
ними уже легко. Мы начнем с простой 
задачи, где этот метод напрашивается 
сам собой, а затем перейдем к более 
сложным задачам, продемонстриро- 
вав на них все основные случаи. 


Задача 1 (МАИ, 1981). В тре- 
угольной пирамиде АВСРО все ребра 
имеют одинаковую длину. Точка М — 
середина ребра АО, точка О. — центр 
треугольника АВС, точка М — середи- 
на ребра АВ и точка К — середина 
ребра СБ. Найдите угол между пря- 
мыми МО и КМ. 

Решение. Примем длину ребра 
тетраэдра за единицу и выберем в в ка- 
честве базиса векторы РА =а, РВ- В, 
РеЬ—с. Составим таблицу умножения 
для этого базиса (табл. 1, с. 48). Разло- 
жим векторы мо и КМ по векторам 
а, 6, с: 


м0=ро—Бм= т аёче-та= 


Угол Ф между прямыми МО и КМ 
вычисляется по формуле 


__ 1МО-КМ| 
|МОНКХ| 


Найдем МО-КМ, мо| и 
зуясь таблицей 1: 


|КМ|, поль- 
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=:5(—&+25+29@+5-—9= 5; 
а. 1 Са Ч 
[Мб |= 1 \(—&-+ 25-28} =1; 


[АМ |= 1 Ма+8—9'= №. 
2 
о д 

Отсюда с0$ ф = = ф==агссоз 8 - 
Однако условие задачи не всегда 
позволяет выбрать базис с полностью 
определенной таблицей умножения. 
В этом случае нужно попытаться со- 
ставить уравнение относительно недо- 

стакищего злемента. й 

Задача 2 (МФТИ, 1974). Сторо- 
на основания правильной треугольной 
призмы АВСА,В!С, равна а, точки О 
и О, являются центрами оснований 
АВС и А,В,С, соответственно. Длина 
ортогональной проекции отрезка АО! 


на прямую В.О равна м. Определите 
высоту призмы. 

Решение. Выберем в качестве ба- 
зиса векторы АА =ш, АВ=и, АС=р 
(рис. 1). Пусть № = |т|. Таблица 2 — 
это таблица умножения для базиса 
(т, п, р). 

Ортогональная проекция отрезка 


АО! на прямую В!О равна длине этого 
отрезка, умноженной на косинус угла 





Рис. 1. 


Таблица 2 
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Таблица 3 


‹ между прямыми АО; и ВО. Чтобы 
вычислить |АО!| и с03$, разложим 
векторы АО, и В.О в базисе (т, п, р): 


Аб, = 1 (АА, + АВ, + Аб) = 

= + (т-Ет-п-+т-Ер)= 

= (Зт-Еп-р); 
(Ир) —(т-+я)= 


=з(—3®—21-+ р). 


'0=АОб—АВ, = 


52| = 


Используя таблицу 2, находим: 
[2б, |= [8%6|-= 1 №3, 
АО,-В0= — 1 (64а), 


61? а? 


08 ФФ ——. 
ь 2 (31? + а?) 


— Ба 
Поскольку |АО! |-с05 ф—=, мы полу- 
чаем уравнение 
>91? + За? (6 +а”} _ 5а 


6 (31° +0?) 6 
6 
Отсюда =. 


Можно выделить четыре основных ти- 
па задач на вычисление расстояний 
и углов: 


1. Расстояние от точки до прямой 


Дано: точка М; прямая [с направ- 
ляющим вектором а, точка А, принад- 
лежащая прямой 1; АМ=т. 

Найти: расстояние от точки М до 
прямой 4. 

(Векторы а и т в условии задачи 
даны в том смысле, что известны их 
разложения в некотором базисе с за- 
данной таблицей умножения.) 

Приведем схему решения 
задачи. 

Пусть № — ортогональная проекция 
точки М на прямую [ (рис. 2). Тогда 
ММ=АМ-— АМ=ха—т. Неизвест- 


этой 


ный коэффициент х находится из 
условия перпендикулярности векто- 


ров ММ иа: : (ха—т)- а=0. Искомое 
расстояние [ММ |= (ха— ту. 

Задача 3 (МФТИ, 1984). В пра- 
вильной треугольной пирамиде ЗАВС 
($ — вершина, ЗА —=4) точка р лежит 
на ребре 5С, СР =З3З, а расстояние от 
точки А до прямой ВО равно 2. Най- 
дите объем пирамиды. 

Реше ние. _Выберем базис из век- 
торов $5А=а, $В=6ё, $)=с. Соста- 
вим таблицу умножения для этого 
базиса, обозначив через ф плоский 
угол при вершине пирамиды (табл. 3 ), 
По условию расстояние от точки А 
до прямой ВО равно 2. Вычислив это 
расстояние с помощью таблицы 3, мы 
получим уравнение, позволяющее 
найти со$ ф. 

Пусть № — проекция точки А. на 


прямую _ВВ (рис. 3). _ Тогда А 
—=РМ-—РА = хОВ-БА = х(6—9— 

—(“а—с)= —а-+хЬ-+1—х)6. Так как 
векторы АМи РВ перпендикулярны, 
получаем (—а++хб {+ (1—х) 6) (6 —©= 
=}. Используя таблицу 3, после упро- 
щений находим: 

(11х— 1) —8(х- 1) с03 ф= 256: 6) 
Вычислим теперь длину вектора АМ: 
[АМ ——а-+х6-1— хх = 

—17х?—2х--17—8(х-- 1)? созф. 
Так как |АМ]?—4, 
17х? хи 8(х-- 1}: со ф=0. 


(2) 


2 
Из равенств (1) и (2) получаем х = 2. 
‚55 
Поэтому соз ф== т 
Найдем теперь длину отрезка $О — 
высоту пирамиды. Так как О — центр 


= 1 — 
треугольника АВС, $5О= з (ЗА - 
м 
т 
1 
Е м 
Рис. 2. Рис. 3. 
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+38-+56)=1 (@+8+46, откуда 
|30|= 1 \а+5-+4ё = 
== 3 148+ 96 соз Ф соз ф— - 58. 


Чтобы найти площадь основания пи- 
рамиды, вычислим АВ: 
р. 2 9 
= —а = —. 
|АВ|*= |6—а|* > 
Теперь искомый объем 


1 |АВ|?..! 
Узлвс = з ме 





2. Расстояние от точки до плоскости. 
Угол между прямой и плоскостью 
Дано: плоскость а с базисом (а, 6), 
точка А, принадлежащая плоскости а, 
точка М, не лежащая в плоскости а, 
АМ=м. 

Найти: расстояние от точки М до 
плоскости а и угол между прямой 
АМ и плоскостью а. 

Схема решения этой задачи такова. 

Пусть № — ортогональная проекция 
точки М, на плоскость и (рис. 4). Тогда 


ММ= АМЬ— АМ=ха-уб— т. Неиз- 
вестные коэффициенты х, у находятся 
из условия перпендикулярности век- 
тора мм векторам а и 8: 
(ха уб— т)-а=0, 
(ха уБ—т)-В=0. 
Зная х и у, находим расстояние от 


точки М до плоскости а, равное 
\(ха уб— т). 


Если ха-+-уб--0, то угол между 
прямой АМ и плоскостью а равен 
углу между векторами т и ха -| уб, 
а если ха {+ у6 = 0, то прямая АМ пер- 
пендикулярна плоскости а. 

Задача 4 (МФТИ, 1983). В осно- 
вании прямой призмы АВСРА.В,С.О, 
лежит ромб АВСО с острым углом 


М 





Рис. 4. 
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Таблица 4 


А=60°. Все ребра призмы имеют дли- 
нуа. Точка К является ортогональной 
проекцией точки В, на плоскость 
РА‚.С,, а точка Г — ортогональной 
проекцией точки К на плоскость 
РЬ.С,С. Найдите обзем пирамиды 
РСЁК. 

Решение. Примем за основание 
пирамиды РСДАК треугольник ` СПГ, 
лежащий в. плоскости РО,С,С. Тогда 
отрезок ЁГ — высота пирамиды 
(рис. 5). Следовательно, Ус, = 


= 5 св. -КЬ= 5 БС-ЁМ-КГ, где М— 
ортогональная проекция точки Г, на 
прямую ОС. 
__Выберем в в качестве базиса векторы 
С.В, =т, С.Ш, = п, @@= —=р и заполним 
таблицу 4 — таблицу умножения для 
этого базиса. 
Далее, 
В.К =С.К —С.В, = 
==хС,А 1 ус. В—С,В, = 
тп) ний) —т = 
—=(х— 1) т (ху) п + ур. 
Так как вектор В.К перпендикуля- 
рен векторам С,А, и СШ, получаем 
систему : 
ВК .(т-п)=0, ВК-@+Рр)=0. 
Заменив вектор В.К его разложе- 
нием в базисе (т, п, р) и воспользовав- 





Рис. 5. 
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Таблица 5 


Таблица 6 


шись таблицей 4, придем после упро- 
щений к системе ори 2х у=1, 


3х--4у=1, откуда х=-, у=— > ь 


Следовательно, ЕЕ ее 3 (т +7) — 
— 5 (И+р)= 5 Вт +212). 
гично КЁ =СЬ-СК = 2СБ, + 
+6-@К = ай тт + 
+28—р) = 5 5 (—8т + (52—2) й+ 
+ (5+ 1)р). Так как КР-й=0 и 
КГ-р=0, то — 5 +52—2=0, откуда 


Анало- 


= ыы И ма 
2—т» и 51-1=0, откуда = - та 


Следовательно, 


К — зп) =8(—2% 7). 


Теперь можно найти высоту пира- 
миды КСО: 


в —2т- п) = За —. 


ей найти ЕМ : 
ГМ =СМ—СЕ=ибБ—(СП-@б= 
—=ип—2п—гр-р= (и д)и+е ` р: 


КЬ= 





Так как ГМ-п=0, то и, откуда 


10 
[и 6 — ай ба 
М=ур, [СМ |= = Таким образом, 
пав в, ба За 8 За? /3 
Усть 6" ЛОа 0 


3. Расстояние и угол между 
скрещнвающимися прямыми 


Дано: прямая 1 с направляющим 
вектором а:, точка А!, принадлежа- 
щая прямой 1; прямая с направля- 
ющим вектором а», точка А›, принад- 
лежащая прямой [5; А, „Арт. 

Найти: расстояние и угол между 
прямыми Ци 6. 


Задачи этого типа решаются по сле- 
дующей схеме. 

Косинус угла ф между прямыми 
1 и [5 находится по формуле 


— [@1 ‘а: | 

с0$ а. 

Тана" 
Чтобы определить расстояние между 
прямыми [и {ф5, то есть длину их об- 
щего перпендикуляра Р.Р› (Р.ЕЙ, 
Р»ЕЬ, рисунок 6), представим вектор 
Р.Р. в виде Р.Р» = Рай АЕ У А+ 


+А.В, =ха, +т + уа.- Неизвестные 
коэффициенты х, у находятся из усло- 
вий перпендикулярности вектора Р.Р. 
векторам а! и а›: 
{ (ха + уаз т) а = 
(ха = уа> —- т) а> —=0 


Искомое расстояние — длина век- 


тора Р.Р Ро, то есть `\(ха! - уаг + т). 

Задача 5 (МГУ, мех.-мат., 1977). 
Основанием пирамиды $ЗАВС являет- 
ся равносторонний треугольник АВС, 
длина стороны которого равна 4/2. 
Боковое ребро 5С перпендикулярно к 
плоскости основания и имеет длину 2. 
Найдите величину угла и расстояние 
между скрешивающимися прямыми, 
одна из которых проходит через точ- 
ку $ и середину ребра ВС, а другая 
проходит через точку С и середину 
ребра АВ. 

Решение. Пусть М и № — сере- 
дины ребер ВС и АВ (рис. Т). Выберем 


в ‚ качестве базиса векторы СА—а, 


св— Ь, С5—2. Таблица умножения 
для этого базиса — это таблица 5. 
Найдем угол ф между прямыми $М 
и СМ: 


== = 


5М = СМ — —С$=56—в= 


=5 (68—26; СМ = 
Вычислим 5М.СМ, 1$М |, 


$ @-+5). 
1СМ |: 
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‚$ М.СМ—=12, |$М|=2., ОВ 


12709 
2.3 - 2/6 


м? 


Следовательно, соз ф= 


ф<=45°. 

Вычислим теперь расстояние между 
прямыми $М и СМ, то есть длину их 
общего перпендикуляра РО (РЕМ, 
@ЕСМ) 

—- —- — == 
Ра=хзм + уСмМ- 5С = 
== (5—20+ @48—8= 


в г (уа- (ху) —(2х-+2)5). 


Из условия перпендикулярности 
вектора РО векторам 66—26 и а Е В 
получаем систему уравнений 

зх{+Зу= —1, х+2у=0, 
1 


р 
откуда х= — 3, Уз. 


Следовательно, Р@— 5 (@—в-— 25), 


Р9= 1. Ма-6—26} = 8. 


4. Угол между плоскостями 


Угол между двумя плоскостями равен 
углу между перпендикулярными им 
прямыми. Действительно, пусть плос- 
кости а и В пересекаются по прямой с 
(рис. 8). Через какую-нибудь точку, не 
лежащую на прямой с, проведем пря- 
мые а и 6, перпендикулярные плоско- 
стям а и В соответственно. Тогда плос- 
кость, проходящая через прямые а и ф, 
пересекает плоскости а и В по прямым 
аг и В, перпендикулярным прямой с 
(см. рис. 8). Угол между плоскостями 
а и В равен углу между прямыми 
аги 6, который, в свою очередь, равен 
углу между прямыми а и 6 (так как 
прямые а, 6, аи, В, лежат в одной плос- 
кости и аа, 616). 





Рис. 8. 
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Таким образом, задача нахождения 
угла между плоскостями сводится к 
вычислению угла между прямыми. 

Задача 6 (НГУ, 1981). В основа- 
нии треугольной пирамиды ЗАВС ле- 
жит правильный треугольник АВС со 
стороной 1, ребро 5А пирамиды пер- 
пендик лярно плоскости основания, 
ЗА = «3. Плоскость а параллельна 
прямым 5В и АС, плоскость В парал- 
лельна прямым ЗС и АВ. Определите 
величину угла между плоскостями 
аи В. 

Решение. 


Выберем в качестве 


—> > 
АВ= Ь, 
АС-=с. Таблица 6 (с. 50) — это табли- 
ца умножения для векторов этого ба- 
зиса. з ь 

Если т и п — ненулевые векторы, 
перпендикулярные плоскостям аи В 


соответственно, а ф — угол между 
этими плоскостями, то 


— - 
базиса векторы Аб=а, 


|т-я| 
ра Мя| 

В качестве вектора т можно взять 
любой ненулевой вектор, удовлетво- 
ряющий условиям $В-т=0, 
АС-т=0. 

Запишем вектор т в виде т= 
=ха + уб+2с. Так как ЗВ=В—а, 


АС=с, мы получаем систему урав- 
нений 


{ (6 —а)(ха + уё + гс)=0, 
(ха у6 + 26) =0. 

С помощью таблицы 6 приводим 
эту систему к виду 

6х —2у—2=0, у+2:2=0. 

Число уравнений в этой системе 
меньше числа неизвестных. Это объ- 
ясняется тем, что вектор т условием 
т [а не определен однозначно. Реше- 
ние такой системы сводится к выраже- 
нию двух неизвестных через третье. 
Выразим х и у через 2: у= — 24, 

1 
х=— - 2. 
2 

Положив теперь, например, 2 = — 2, 
найдем х и у: х=\1, у—4. Вектор 
т=а--46 —26с — один из ненуле- 
вых векторов, перпендикулярных пло- 
скости а. 


Аналогично будем искать ненуле- 
вой вектор п ={а-- иб-+ ис, перпенди- 
кулярный плоскости В: 5С.п=0, 
АВ-п=0; 
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с0$ ф= 
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( (с — а) (па -риб № ис) =0, 
$ 1а-Риб- ос) =0, 


так что 
1 
Е— - -щ, = —2и. 
5 и, 0 2 
Можно взять и= —2. Тогда 2—4, 


{—=1, так что п=а— 26-1 4с. (Выра- 
жение для вектора п можно было по- 
лучить из выражения для вектора т, 
заметив, что условие, задающее плос- 
кость В, получается из условия, задаю- 
щего плоскость а, перестановкой - то- 
чек Ви С.) 
Теперь вычисляем со$ ф: 


т-п=(а-+ 45—26) (а—25 + 4с)- —3, 


2445 —25} =, [п |=-/15, 
м 


5-5 65 


|= 


<08 ф= 


Таким образом, ф-— агссо$ =: 


Упражнения 

1 (МИНХ, 1977). В параллелограмме АВСО 
точка К -— середина стороны ВС, а точка М — 
середина стороны СО. Найдите АД. если АК »- 6, 
АМ=Зи /КАМ = 60° 

2 (МФТИ, 1969). В правильном тетраздре 
АВСРЬ отрезок ММ соединяет середину ребра 
АС с центром грани ВГС, а точка Е — середина 
ребра АВ. Найдите угол между прямыми ММ 
и БЕ. 

3 (ВГУ, 1978). В основании треугольиой 
призмы лежит равнобедренный прямоугольный 
треугольник АВС, длины катетов АВи АС кото- 
рого равны а. Боковые ребра АЛ’, ВВ’, СС’ 
образуют с плоскостью основания углы в 60°, 
а диагональ ВС” боковой грани СВВ’С’ перпен- 
дикулярна ребру АС. Найдите объем призмы, 
если длина диагонали ВС’ равна а\6. 

4 (МФТИ, 1983). В правильной треугольной 
призме АВСА, В.С, длина стороны основания 
равна а, длина бокового ребра равна а/2. Точ- 
ка О является ортогональной проекцией сере- 
дины ребра АС; на плоскость АВ.С, а точка 
Е — ортогональной проекцией точки О на 
плоскость АА!В,В. Найдите объем пирамиды 
А.В.ОЕ. 

5 (МФТИ, 1977). Сторона основания АВС 
правильной пирамиды ЗАВСЬ имеет длину а, 
боковое ребро — длину 2а. Рассматриваются 
отрезки с концами на диагонали ВР основания 
и боковом ребре $С, параллельные плоскости 
$АО. 

а} Один из этих отрезков проведен через 
точку М диагонали ВП такую, что РМ:ОВ = 
—=1:3. Найдите его длину. 

6) Найдите наименышую длину всех рассмат- 
риваемых отрезков. 
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Математика 


Письменный экзамен 

Вариант 1 

1. На координатной плоскости расположены 
точки А {3; 1] и В!—2; 4) Найдите коорди- 
наты точки С, лежащей на биссектрисе Ги Ц 
координатных углов и одинаково удаленной 
от точек А и В. 

2. Реамите меравенство 


1 2-2 
\ Эх Эх! .9—25х 20. 


3. Найдите все значения параметра а, при 
ноторых уравнение 


2 
9 +1-3а-0 


имеет более одного решения на интервале 


я 
0; | ы 
1: 

4. Длина стороны АВ параллелограмма 
АВСВ равна 2, ВАД —=А5°. Точки Е иЕ располо- 
жены на диагонали ВП, причем АЕВ = СРО -= 
=90`, ВР -5 ВЕ. Найдите площадь паралле- 
лограмма. 

5. Длина ребра основания правильной тре- 
угольной пирамиды ЗАВС (5$ — вершина) 
равна 8- Точки К и Ё расположены на ребрах 
АВ и АС соответственно, причем АК-=УТ, 
АГ=4. Известно, что для данной пирамиды 
существует единственный конус. вершина 
которого совпадает с точкой К. центр основания 
лежит ина прямой 5С, а отрезок КЁ является 
одной из образующих. Найдите объем конуса. 


Вариант 2 
1. Решите уравиение 


\ 105. х (5х!-10й5 Х=з — 2. 
2. Точка ДР лежит на стороне ВС прямоуголь- 


ного треугольника АВС (С =90°), причем 
>, 1 4 \10 
АВ-=5, АДС = ват сс05 —— , ОВ-= о - Най- 


\10 
дите площадь треугольника АВС. 
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3. Решите систему уравнений 

5т х=зм у, 
{ Зв (4х - Ву! зт 13х Е 10у) 
+5 сов 7х 2и)==4. 

4. Длина высоты правильной четырехуголь- 
ной пирамиды ЗАВСР (5 — вершина) в \3 раз 
больше длины ребра основания. Точка & — се- 
редина апофемы грани АЗВ. Найдите угол 
между прямой ОЁ и плоскостью АЗС. 

5. Для каждого числа р на координатной 
плоскости рассматривается множество М всех 
точек, координаты (а;Ь) которых удовлетво- 
рают условиям @>>0, &>0, а--$>1, Зар< 
-5р-2?р’ и таковы, что система уравиений 

рх? + 2хуу?=6', 
3х у-=а 
не имеет решений. 
а) Найдите площадь миогоугольника, внутрен- 


ней областью которого является множество М, 
сл = 
если р= 5. 
5) Найдите ясе действительные р, при которых 
множество М является внутренней областью 
многоугольника. 


Физика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 

1. Чашка пружинных весов массой т: ©о- 
вершает вертикальные гармоиические коле- 
бания с амплитудой А (рис. 1). Когда чашка 
находилась в крайнем нижнем положении, 
на нее положили груз массой п. В результате 
колебания прекратились. Определите перво- 
начальный период колебаний чашки. 

2. Два теплоизолированных баллона соеди 
нены трубкой, перекрытой вентилем. В первом 
баллоие объемом \И,—500 л находится пи= 
—=16,8 кг азота под давлением р, =3 * 10’ Па; 
во втором баллоне объемом И.=250 л нахо- 
дится 171;=1,2 кг аргона под давлением 
р›—=5 * 10° Па. Какие давление и температура 
установятся в баллонах, если открыть вен- 
тиль? Теплоемкость моля азота С'-=5/2 А, 
его молярная масса М‚,—=28 г/моль; лепло- 
емкость моля аргоиа С.=3/2 А, молярная 
масса М,=40 г/моль: газовая постоянная 
Я =8,31 Дж/(моль. К). 

3. По вертикальиым проводящим рель- 
сам в поле тяжести может скользить без тре- 
ния контакт массой 1 и длиной {. Рельсы 
замкнуты на ндеальную катушку с индуктив- 
ностью Ё и находятся в горизонтальном 
магнитиом поле, перпендикуляриом плоскости 
рисунка 2. Вначале контакт поддерживался 
в покое внешией силой. В некоторый момент 
времени внешняя сила убирается. и контакт 
начинает двигаться вниз с нулевой началь- 


С ов Е, 
‘> - 
с —— ВЕ 
$ 27а —> —_^ 
Г | & - 
Рис. 1. Рис. 2. Рис. 3. Рис. 4. 


ной скоростью. Определите модуль вектора 
магнитной индукции В, если известно, что 
максимальная скорость, с которой движется 
контакт, равна 0. Соиротивлением контак- 
та и рельсов пренебречь. 

4. С помощью тонкой линзы получают 
изображение предмета. К линзе вплотную 
приставляют другую линзу. При неизменном 
расстоянии до предмета получают изобра- 
жение той же величины, что и ранее. Найди- 
те, с каким увеличением изображается пред- 
мет. Абсолютные значения фокусных рас- 
стояний линз равны. 


Вариант 2 

1. На гладком блоке радиусом А висит 
однородный гибкий канат массой т ми дли- 
ной { (рис. 3). Найдите максимальную силу 
натяжения каната. 

2. В последние годы популярность при- 
обретает катание на воздушных шарах. 
Воздух в таком шаре нагревается с помощью 
газового факела, расположенного у отверстия 
в мижней части шара. Какую температуру 
должен иметь воздух в шаре, чтобы поднять 
двух человек? Масса людей, оболочки шара, 
корзины и баллона с газом составляет 
т=420 кг, диаметр шара О-—20 м, темпера- 
тура окружающего воздуха 1.—=--17 °С, сред- 
няя молярная масса воздуха М=-29 г/моль, 
универсальная газовая постоянная А= 
=8, 31 Дж„ДИмоль. К), атмосферное давление 

==10? Па. 

3. Две соединеиные проводником пластины 
конденсатора площадью $ каждая находятся 
на расстоянии @& друг от друга (это расстояние 
мало по сравнению с размерами пластип) 
во внешнем однородном электрическом по- 
ле, напряженность которого равна Е. (рис. 4). 
Какую работу нужно совершить, чтобы 
медленно сблизить пластины до расстоя- 
ния 9/2? 

4. Телеобъектив с фокусным  расстоя- 
кием Р=1 м и переходное кольцо толщиной 
а=9 см позволяют снимать фотоаппаратом 
< расстояния не меньше 4—=11 м. С какого ми- 
ннмального расстояния можно вести съемку 
с помощью этого объектива без кольца? 
Примечание. Переходное кольцо устанав- 
ливзется между объективом и пленкой и слу- 
жит для дополнительного увеличения расстоя- 
ния между иими. 


Публикацию подготовили 
К. Л. Самаров, А. А. Шеронов 


Московский институт 
электронного 
машиностроения 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Решите уравнение 


\/х' х 7” =х— т ё 


2. Решите а 
\д 8-82 зт х- 3 с03 х= 0. 
3. АВи СР — параллельные прямые, лежа- 


1цие в двух пересекающихся плоскостях, обра- 
зующих угол в 60°. Точки Аир удалены от 
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линии пересечения плоскостей на расстояния 
а и Ь. Найдите расстояние между АВ и СР. 
4. Найдите интервалы монотонности и точки 
экстремума функции, заданной равенством 
х)=2 Ш (5—2 5х4 4х4 1. 
Постройте график этой функции. 
5. Решите уравнение 


(Си хх 2}(12х7 — 25х+-12)-=0. 


Вариант 2 
1. Решите уразнение 


г 
х=а- Махуха’. 
2. Решите уравнение 


апх—2 92608х—2 

а—2с05х а—25тх 
и определите число его корней на отрезке 
[20л; 295]. 

3. Осиованием пирамиды служит ромб со 
стороной а. Две боковые грани перпендикуяяр- 
ны к плоскости осиования и образуют между 
собой угол в 60°. Две другие боковые грани 
наклонены к плоскости основания под уг- 
лом 30°. Найдите площадь полной поверхности 
пирамиды. 

8. При а=0 исследуйте функцию 

ух + 20х' — 2х’ — бах 
м постройте ее график. Покажите, что график 
имеет ось симметрии. При какнх сще значе- 
ниях а график имеет вертикальную ось сим- 
метрии? 

5. Решите уравненне 

п х=2зт?х 
и определите значения а, прин которых это 
уранение равносильно уравнению 
эт Зх = (а+ 1) т х—2|а—1]зт' х. 


Публикацию подготовил В. А. Гонян 


Московский 

государственный 

педагогический институт 
В. И. Ленина 


Математика 


Письменный экзамек 

Вариант 1 

(математический факультет) 

1. Основанием пирамиды служит прямо- 
угольный треугольник с острым углом а. Каж- 
дое боковое ребро равио а и наклонено к плоско- 
сти основания под углом В. Найдите объем 
пирамиды. 

2. Решите неравенство 

10йоз (х'—х— 20} — Ювоз (х +41 > 0. 

3. Решите уравнение 


08 х —с033Зх _ 0 
зтх = 
4. Найдите наибольшее и наименьшее зна- 
чения фуикции /(х)=х(х- 6) на отрезке 
[1:3]. 


Вариант 2 

(физический факультет) 

1. Сторона осиования правильной треуголь- 
ной призмы равна а, угол между диагоналями 


боковых граней, исходящими из одной верщи- 
ны, равен 6. Найдите объем призмы. 
2. Решите неравенство 


29—х—х 
5х42 
3. Решите уравнение 
108; (4.3'— 1 =2х +1. 
4. Решите уравнеие 
{1 сов 2х} т х=с05° х. 
5. Найдите наибольшее и наименьшее зна- 
{х-+3)' 
х—4 


<1. 


чения функции у= на отрезке (—6; 0). 


Физика 


Задачи устного экзамена 


1. С какой высоты падало тело, если в 
последнюю секунду оно прошло путь {=65 м? 
Начальная скорость равна иулю. 

2. С горы высотой #=2 м и основаиием 
а=5 м съезжают санки. Они останавливают- 
ся, пройдя по горизонтальному участку 
путь #=35 м от основания горы. Найдите 
коэффициент трения. 

3. До какого давления накачали футболь- 
ный мяч емкостью У=3 л, если при этом 
было сделано п=40 качаний поршневого на- 
соса? За каждое качание мяч захватывает 
из атмосферы И=150 см’ воздуха. Вначале 
был пустой. Атмосферное давление 





Новый прием во Всесоюзную 
заочную математическую школу 


Во Всесоюзную заочную ма- пользуются 


ребята, 
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4. В сосуд, содержащий т, =3 кг воды при 
{= 20 °С. впускают т2-=800 г водяного пара 
при 25-100 °С. Какая температура устано- 
вится а сосуде? Удельная теплоемкость 
воды с,=4200 ДжДкг. К), удельная теплота 
парообразования г=2,3 - 10° Дж/кг. 

5. К источнику тока с внутренним сопро- 
тивлением г-0,4 Ом подключен резистор 
сопротивлением А=б Ом. Во сколько раз из- 
менится мощность, выделяемая во внешней 
части цепи, если последовательно первому 
подключить еще один такой же резистор? 

6. Два электронагревателя, сопротивления 
которых Ё!2225 Ом и В.=20 Ом. могут быть 
включены в сеть с напряжением И-=200 В. 
Какое количество теплоты выделят нагревате- 
ли в течение т=2 мин при их последователь- 
ном и параллельном соединении? 

1. Луч света переходит из воды в стекло. 
Угол падения «—=35°. Найдите угол преломле- 
ния, если показатель преломления воды 
П,=1,3, стекла п.=1,6. 

8. Свет какой длины волны следует на- 
править на поверхность платины, чтобы 
скорость вылетающих из нее электронов 
у—=7 . 10° м/с? Работа выхода электронов из 
платины А=1 -10-" Дж, постоянная План- 
ка #№=6,62.10 3 Дж.с, масса электрона 
т=91 10“! кг. 


Публикацию подготовили 
Е. И. Дуничев, О. Ю. Овчинников 


ку. Эта тетрадь высылается 
простой бандеролью; не надо 
сворачивать ее в трубку. 
На обложку тетради надо 
наклеить листок бумаги, раз- 
графив и заполнив его по 
следующему образцу: 

В тетрадь надо вложить два 
‚листка бумаги размерами 
6х 14 см с четко налисан- 
ным почтовым адресом, фа- 
милией и именем ученика. 


прожи- Задачи в решениях долж- 


тематическую школу Ака- 
демяи педагогических наук 
СССР при Московском уни- 
верситете им. М. В. Ломо- 
носова принимаются иа ин- 
дивидуальное обучение уча- 
яциеся седьмых классов об- 
шеобразовательных школ и 
СПТУ, за исключением про- 
живающих в Москве и Ленин- 
граде. 

Цель ВЗМШ — рассказать 
своим ученикам о многих 
интересных вещах, связви- 
ных со школьным курсом 
математики, иаучить решать 
самые разнообразные задачи, 
приучить самостоятельно ра- 
ботать с книгой и грамотно, 
четко и кратко излагать свои 
мысли на бумаге. Всем успеш- 
но окончившим ВЗМШ (в том 
числе ее филиалы и группы 
«Коляективный ученикь) вы- 
даются соответствующие удо- 
стоверения. 

Для поступления в ВЗМШ 
надо успешно выполнить пер- 
вое задание. Преимуществами 


. 


вающие в сельской местностн, 
рабочих поселках и иеболь- 
ших городах. 

Задаииме 1. Изучите статью 
В. Л. Гутенмахера и 
Ж. М. Раббота «Выбор наи- 
лучшего варианта» в этом 
номере журнала (см. с. 37) 
и постарайтесь решить зада- 
чи для самостоятельного ре- 
шения. Решить все задачи 
вовсе не обязательно: отдель- 
ные пункты засчитываются 
как самостоятельные задачи. 

Решения задач ивдо вы- 
полнить на русском языке в 
ученической тетради в клст- 


Область 

Фамилия, имя ученика 

Год рождения 

Класс и школа 

Фамилия, и. о. учителя мате- 
матики 

Место работы и должность 
родителей 

Полиый почтовый адрес (с ука- 
занием почтового иидекса) 


ны идти в том же порядке, 
как и в статье: сиачала усло- 
вие, потом решение. 

Срок отправки зада- 
ния № 1 не позднее 
15 марта 1987 г. (по почто- 
вому штемпелю). 

Для того чтобы задание 
было зачтено, нужно решить 
б6льшую часть задач. Если 
вы успешно выполните это 
задание, го, начиная с сентяб- 
ря 1987 г., вы будете полу- 
чать все дальнейшие зада- 
ния, которые содержат теоре- 
тический материал и задачи 
для самостоятельного реше- 


Московская 

Ивенов Петр 

1973 

7 класс «Бе школы №2 
Орлов Борис Петрович 


Отец — шофер автобазы № 3. 
мать — медсестра 
123456, г. Клин, ул. Строи- 
телей. 9. 1, кв. Ё. 
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ния, а также контрольные 
задачи. Все дальнейшие 
контрольные работы будут 
проверяться и подробно ре- 
цензироваться преподавателя- 
ми ВЗМЫ — студентами, 
аспирантами и преподава- 
телями МГУ и других вузов, 
в которых имеются филиа- 
лы ВЗМИ. Филиалы рабо- 
тают по тем же программам 
и пособиям, что и Москов- 
ская группа ВЗМШ. 


Предполагается, что часть 
заданий будет даваться по 
журналу «Квант», поэтому 
рекомендуем на него подпи- 
саться (это можно сделать 
без ограничений с любого 
месяца в любом отделении 
связи; подписной индекс 
10465; журнал распростра- 
няется только по подписке). 


Задание № 1 надо выслать 
по адресу: «119823, Моск- 
ва В-234, ГСП, МГУ, ВЗМШ, 
на прием» или по адресу 
соответствующего филиала. 
Филиалы ВЗМШ при уиивер- 
ситётах имеются в городах: 
Воронеж, Гомель, Доиецк, Ду- 
шанбе, Иваново, Казань, Кряа- 
снодар. Красиоярск, Куйбы- 
шев, Махачкала, Одесса, Ро- 
стов-на-Дону, Свердловск, 
Ташкент, Устинов, Фрунзе, 
Чебоксары, Челябинск, Чер- 
новцы, Элиста, Ярославль; 
филиалы при педагогических 
институтах — в городах: 


Абакан, Бирск, Благовещенск, 
Брянск, Витебск, Киров, Ле- 
нинабад, Луцк, Магадан, Маг- 
нитогорск, Орел. Павлодар, 
Смоленск, Тернополь, Улья- 
новск, Уральск, Целиноград, 
Череповец, Чита, Южно-Са- 
халинск; работают также фи- 
лиалы в Дубне при Объеди- 
ненном институте ядерных ис- 
следований, в Могилеве — при 
областном Дворце пионеров 
и школьников и Заочная 
физико-техническая — школа 
при Московском институте 
ствли и сплавов (см. с. 00 
этого номера «Кванта» ). 


Учащиеся, проживающие 
на северо-западе РСЯСР 
(в Архангельской, Калинии- 
градской, Ленинградской, 
Мурманской, Новгородской, 
Псковской областях, Карель- 
ской и Коми АССР), в при- 
балтийских республиках и в 
Белоруссии (кроме Витебской, 
Гомельской и Могилевской 
областей), присылают свои 
работы по адресу: +193130, 
г. Ленинград, 8-я Совет- 
ская ул.. 3, С-3 ЗМШ. На 
прием». 


Школьники и учащиеся 
СПТУ, не успевшие или не 
сумевшие поступить в ВЗМШ 
на индивидуальное обучение, 
имеют возможность занимать- 
ся по той же программе в 
группах «Коллективный уче- 
ник ВЗМШь. Каждая такая 


Новый прием на заочное отделение 


Малого мехмата 


Малый механико-математиче- 
ский факультет — математи- 
ческая школа при механико- 
математическом факульте- 
те МГУ — объявляет прием 
на заочное отделение уча- 
щихся седьмых классов об- 
щеобразовательных школ. За- 
числение на Малый механи- 
ко-математический факультет 
{МММ‹$Ф) производится по ре- 
зультатам решения задач 
вступительной работы, опуб- 
ликованной ниже. 

Основной задачей Малого 
мехмата является приобщение 
к математике, углубление 
знаний в рамках  школь- 
ной программы, а также 
расширение математического 
кругозора учащихся  сред- 
них школ. 

Занятия на заочном отде- 
лении начинаются а сентяб- 
ре. Обучение на Малом мех- 
мате бесплатное. Срок обуче- 
ния три года. Учащиеся заоч- 
ного отделения, особо успеш- 
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но закоичившие 8-й или 
9-й классы, рекомеидуются 
для поступления в физико- 
математическую — школу-ин- 
тернат № 18 при МГУ. 
Учащиеся, успешно выпол- 
нившие все задания, полу- 
чают удостоверения об окон- 
чании МММ. 

Преподавателями на заоч- 
ном отделении МММФ рабо- 
тают аспиранты и студен- 
ты механико-математическо- 
го факультета. Разработку 
тематических брошюр осу- 
ществляет методический со- 
вет МММФ, состоящий из 
профессоров и преподавате- 
лей механико-математическо- 
го факультета. 

Желающие поступить на 
Малый мехмат должны не 
позднее 15 апреля выслать 
в адрес МММ решения за- 
дач вступительной работы 
(при этом не обязательно 
должны быть решены все 
задачи). Работу необходимо 
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группа — это математиче- 
ский кружок, работающий 
под руководством учителя 
математики по — програм- 
ме ВЗМШ и по ее пособиям. 
Прием в эти группы прово- 
дится до 1 октября 1987 г. 
на два потока: для тех, кто 
с сентября 1987 г. начнет 
учиться в 8 классе, и для 
тех, кто начнет учиться в 
9 классе (соответственно для 
учащихся Ги П кур- 
сов СПТУ). Прием в группы 
проводится без конкурса. Для 
зачисления достаточно зв- 
явления учителя математики, 
руководящего кружком, с 
указанием списка учащихся 
и класса, в котором они бу- 
дут учиться в 1987/88 учеб- 
ном году. Заявление должио 
быть заверено директором 
школы (СПТУ) и печатью. 
Работа руководителей групп 
«Коллективиый ученик 
ВЗМШ» может оплачиваться 
школами по  представле- 
нию ВЗМШ как факульта- 


тивные заиятия. Заявления 
следует направлять в ад- 
рес ВЗМШ. 


Без контрольной работы, 
только по заявлениям, при- 
нимаются на индивидуаль- 
ное обучение участиики Все- 
союзной и республиканских, 
& также победители краевых 
и областных олимпнад по 
математике для школьников 
и учащихся СПТУ. 


выполнить в школьной тетра- 
ди в клетку. На обложку 
тетради наклейте тетрадный 
лист бумаги со следующими 
даниыми: 

1) республика, край, об- 
ласть; 

2) фамилия, имя учаще- 
гося; 

3) школа и класс (полное 
название); 

4) полный домашний ад- 
рес (с указанием индекса 
почтового отделения); 

5) фамилия, имя, отчество 
родителей, место их работы 
и должность. 

В работу вложите листок 
бумаги 4Ж6 см’, на котором 
напишите полный домашний 
адрес (с указанием индекса 
почтового отделения) и при- 
шлите по адресу: 119899 
Москва, МГУ, Малый мехмат. 


Примечания: 

1. Для школьииков 7— 
10 классов Москвы и ближ- 
него Подмосковья работает 
вечернее отделение МММФ. 
Справки по телефону: 
139-39-43. 


2. Для школьников Ка- 
захстана и Молдавии дей- 


ствуют филиалы МММХФ ского государственного уни- 
МГУ: при математическом верситета. Их адреса: 
факультете Казахского  го- 480012 Алма-Ата, ул. Ки- 


сударственного университета 


Задачн вступительной работы на Малый ме- 
ханико-математический факультет в 1987 году 


1. Сумма нескольких чисел равна 1. Может 
ли сумма их квадратов быть меньше 0,31? 

2. В треугольнике совпадают центры впи- 
санной и описанной окружностей. Докажите, 
что этот треугольник равносторонний. 

3. Докажите, что если а. 6 — положитель- 
ные числа, то 


а-ь а ь 
тра ^ Та + 1. 


4. Длины сторон треугольника — после- 
довательные целые числа, большие 3. Дока- 
жите, что основание высоты, опущенной на 
среднюю по величине сторону, лежит внутри 
стороны и делит ее на отрезки, разкость длин 
которых равна 4. 

5. Сколькими нулями оканчивается про- 
изведение 


1-2.3-4.... - 98 - 99 . 1007 


и при факультете математи- 
ки и кибернетики Кишинеь- 


рова-Масанчи 47/39, Каз.ГУ, 


Куапетесте,.ги 


математический факультет, 
филиал МММФ МГУ. 
277003 Кишинев, ул. Са- 
довая 60, КГУ, факультет 
математики и кибернетики, 
филиал МММФ МГУ. 


6. Внутри выпуклого четырехугольника 
найдите точку, сумма расстояний от которой 
до вершин имеет наименышую длину. 

7. Докажите, что число 11 ... 1122 ... 22, 
состоящее из 100 единиц и 100 двоек, есть 
произведение двух последовательных целых 
чисел. 

8. Докажите, что если $5=@— 1, то 
ан ах 

Же" 5) (а? 2) а“ — 5. 

9. В пруд выпустили 30 щук, которые 
постепенно поедали друг друга. Щука считает- 
ся сытой, если она съела не менее трех щук 
(сытых или голодных). Докажите, что наи- 
болынее число щук, которые могут насытить- 
ся, равно 9 (в это число входят и сытые щуки, 
которые сами были съедены). 

10. Улитка ползет из точки А плоскости 
с постоянной по величине скоростью, пово- 
рачивая на 90° налево нли направо каждые 
15 минут. Докажите, что оиа может вернуться 
в точку А только через целое число часов. 


Заочная физико-техническая школа 


при МИСиСе 


Филиал Всесоюзной заочной 
математической школы — 
Заочная физико-техническая 
школа при Московском ор- 
дена Октябрьской Революции 
и ордена Трудового Красно- 
го Знамени ииституте стали 
и сплавов — объявляет на- 
бор учащихся в восьмые, де- 
вятые и десятые классы на 
1987/88 учебный год. 

Цель работы школы — 
оказание помощи учащимся 
в углублеином изучении про- 
граммного материала сред- 
ней школы по физике и ма- 
тематике,°а также в проф- 
ориентации по профи- 
лю МИСиСА. 

Программа обучения по 
математике полностью соот- 
ветствует курсу ВЗМШ. Курс 
физики разработан препода- 
вателями кафедры общей фи- 
зики и кафедры теоретиче- 
ской физики МИСиСа. 

Работа школы органязо- 
вана следующим образом. 
Четыре-пять раз в год уча- 
щимся рассылаются  конт- 
рольные задания по физике и 
математике вместе с кратки- 
ми сведениями по теории и 
примерами решения задач, а 
также - профориентационные 
материалы. Присланные уча- 
щимися работы проверяются 
и вместе с оценками и ком- 


ментариями отправляются 
учащимся. 
Успешно занимающиеся 


десятиклассники, показавшие 
профессиональную  ориенти- 
рованность и проявившие ин- 
терес к специальностям ин- 
ститута, во время зимних ка- 
никул будут приглашены для 
очного прохождения курса 
«Введение в специальность» 
и участия в научно-техниче- 
ской олимпиаде. Учащиеся, 
успешно окончившие школу 
в полном объеме, получают 
удостоверение, которое дает 
преимущество при поступле- 
нии в МИСиС — так, в 
прошлом году выпускники 
ЗФТШ получили дополни- 
тельно 1—2 балла. 

Закятия в ЗФТШ начиутся 
с 1 октября 1987 года. Для 
зачисления в школу необхо- 
димо прислать заявление с 
указанием фамилии, имени, 
отчества, полного домашнего 
адреса, профессии и зани- 
маемой должности родите- 
лей, а также приложить 
справку из школы с указа- 
нием класса и годовых оце- 
нок по физике и математике. 
Заявление и справку вместе 
с решением первого (вступи- 
тельного) задания по матема- 
тике, о котором написано в 
статье «Новый прием во Вее- 


союзную заочную  матема- 
тическую школуе в этом но- 
мере журнала, нужно выслать 
не позднее 5 мая по адресу: 
117049 Москва, Ленин- 
ский пр., 4, МИСиС, ЗФТШ. 


Несколько слов о самом 
институте. Московский инсти- 
тут стали и сплавов готовит 
инженерные и научные кад- 
ры для металлургической и 
машиностроительной про- 
мышяениости и ряда иовых 
отраслей науки и техники. 
На многих кафедрах инсти- 
тута обучение строится так, 
что студенты уже с первого 
курса приобщаются к са- 
мостоятельиой научной ра- 
боте. 


Поступив в МИСиС, вы 
сможете заниматься — тео- 
рией и экспериментом в об- 
ласти физики твердого тела, 
исследовать свойства вещест- 
ва при низких температурах, 
изучать высокотемператур- 
ные процессы 8 жидкостях 
и твердых телах, создавать 
сплавы с новыми свойствами 
и новые полупроводниковые 
приборы. 

Выпускники института ра- 
ботают в академических и 
отраслевых  научио-исследо- 
вательских институтах, в ла- 
бораториях крупных про- 
мышленных предприятий. 
Многие продолжают свое об- 
разование в аспирантуре ин- 
ститута. 
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Оле бели 
азаргс.) 
РН 


1 Московский физико-техническия институт 
Мате мати ка 


Варивит 1 
1. С =(—25;: — 2,5 


м 


3. 11/341, Е. —. казание. Выпол- 
ните замену у = 1/со% х: выясните, при каких а 
полученное уравнение имеет два различных 
корня. больших 1. 

4. 3. Указание Пусть ВЕзлх, АБ-=у; 


тогда РО =-х, ЕР =х/2 и по теореме Пифагора 

` Г. 

АЕ у 2. По теореме косинусов 
+ 


5. 
для треугольника АВО я х: = 


—=4+ и" —2 2 у. В результате получим систе- 
му уравнений 


получим 


$ 5х 
и=аН = 


25х 


= 52 Фу, 
4 44-2 Ву 


з 
и= о \2. 
$ 2 \ 
после чего площадь параллелограмма находит- 
ся без труда. 


решая которую. получим а 


5. 1043. Решение. Пусть р — середина 
ребра АВ, Н5=й — высота пирамиды, 
О — центр основания конуса. Рассмотрим 


три попарно перпендикулярных вектора дли- 
ны 1: 


1 ме 
2. =-- АВ, в.=—№_ РЕ, &=- Е. 

8 4 ИЕ 
Тогла любой вектор а можно разложить по 
векторам е,е,, г; : а: Е ‚ Мы будем 
для сокращения нисать а-иа, а, мь 
Кроме того. положим С 0 = хС$ $. Тогда 
БК =т(3; 0; 0; БЕ 2:2 13; 0; 
РО= ПС-+х0С5$ =ПСфх.СН -Н$) = 


— (о: А 3 


ба ее. хп); 
ке ( —3:4 у8— ы а 


з 


Е „ 83 
147= 2; 2у3— 5х: хВ}. 


Носкольку высота конуса перпенднкулярна 
плоскостн ето основания, имеем КО-ЁБО=О0. 
то есть . 
64 
е(и + =} —48х-; 18 ==0. 11: 


Условис единственности конуса означает, что 
уравнение (1} имеет единственное решение, 
то есть дискриминакт его равен нулю: 
- 64 
24° —18( 2+ 


Отсюда’следует, что 


в=4`\ = Хх 3. 
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Объем конуса ы по формуле 


= зонд = =10 уз. 
Вариант 2 
1 
р Хе. 
15 
о ре 
2.5 ет 
3 а 2 ПА ов: 
==. 4 4 281, 
д пл | 
= = Га у 
ХЕ (л— атсвов 4-1 +: 2+ Ьл, 
э У. _) ал 
у= = рэ \ л— агесоз = +5. л. ИЕР. 
4. ц--45°. 
5. а) $=3.16 = 53. 


Е 4. 


Система не имсет решений тогда и только тогда, 
когда ;3 + р) 5 — — па’. 


При р>!: М=] а: ва +Ь>1. 6>3а--2р, 
(/р—1 
|.) ——= ат- 
< Е а 
М — внутренняя область многоугольника при 
т 
р> 5. 


Приро -3: М== ага 1.6<За-2р, 


6 > 


а # 


№ — виутренняя область многоугольника при 
т 


—= У <р< —3. 


Физика 


Варнант 1 
1. Колебания чашки несов массой т, происхо- 
дят относительно положения равновнссия, в ко- 
тором удлинение пружины Ах, определяется 
условием 

т,#-=В\х., 
тде Я — ускорение свободного падения. й — 
жесткость пружины. В крайнем нижнем поло- 
жении на чашку весов действует (по закону 
Гука) со стороны пружины сила упругости 
Е1\х, Ау скорость движения чашки весов 
в этот момент равна нулю. Если в этот момент 
на чашку положить перегрузок массой т., та- 
кой, чтобы сила тяжести чашки с перегрузком 
была разна силе упругости, то, очевидно, коле- 
бания прекратятся. Таким образом, 

(по етьря == Ах, +41. 
Приведенные равенства позволяют найти жест- 
кость пружины: А— т.в/А, откуда для перво- 
начального периода ТГ колебаний чашки весов 
получаем 


Тел т: К ал ит: А) Лт. 


При решении этой задачи многие абитуриенты 
слелали характерную ошибку, забыв, что коле- 
бания совершаютоя относительно  статиче- 
ского положения равновесия, и жесткость пру- 
жины находнли из условия (т. тия -=&А. 


2. После открытия вентиля происходит процесс 
перемешивания газов, в результате которого в 
баллонах установятся одииаковое давление 
р. и температура Т.. Давление смеси газов 
(по закону Дальтона} определяется суммой 
парциальных давлений компоиентов, а темпе- 
ратура смеси определяется законом сохранме- 
ния анутренней энергии системы. Таким обра- 
зом, имели 


рота + х2) АТИ, +У,), 

СТ, УСТ = С, х:Со) Т.. 
где х,=т,/М, и ух.-=01./М, — число молей 
азота и аргона соответственно. Начальные тем- 
пературы газов Т, и Т. иайдем из уравнений 
состояния: 

Т. = Р.Р, Ву, Т.=р.У.ДВх.). 
Тогда окончательно получаем 
Ср.И, +С.Р:Т, 





ТР 
К 
ВР. Е 
роб -{х У, И. 1.10" Па 


3. Приведем подробный анализ решення этой 
задачи, хотя возможны и более краткие реше- 
лия. Докажем сначала, что контакт, движу- 
цийся под действием силы тяжести и силы 
Ампера, будет совершать колебания около 
некоторого лоложения равновесия. Выберем 
положительное направление оси координат вниз 
(по направлению силы тяжести}, а положитель- 
ное направлемие обхода контура, образован- 






ПРУТ ТУТ 


— 
| 
| >< 

тя 
ного катушкой, рельсами ин контактом, — про- 
тив часовой стрелки (рис. 1)- Пусть а данный 


момент контакт движется вниз со скоростью и, 
ток 1 в контуре течет в положительном направ- 


Рис. 1. Х 


лении, а магнитное поле В перпендикулярно 
плоскости рисунка и направлено от мас. Запи- 
шем уравнение движения контакта: 


ти’ = те -ЛВЬ 


где г’ обозначает производную по времени от 
скорости, то есть ускорение контакта (при вы- 
бранном направлении тока в коитуре сила 
Ампера по правилу левой руки тормозит дви- 
жение контакта}. При движении контакта ме- 


ияется магнитный поток 2 = Вх, пронизываю- 
щий замкнутый контур. и возникает ЭДС ин- 
дукции И = —®', которая уравновешивается 


ЭДС самоиидукции — 1.7”, возникающей в ка- 
тушке: 


и —ГГ=0. 
Когда контакт движется вниз, магнитный по- 
ток через коитур увеличивается и возникаю- 
щая в контуре ЭДС вызывает появление в кон- 
туре тока, препятствующего увеличению пото- 
ка, то есть тормозящего движение контакта. 
При выбранном направленни обхода контура 
это озпачает, что в закон Ома эта ЭДС входит 
с положителыть:м знаком. Так как | | == [Чи [ = 


Куапитесте.ги 


—ВЁх' = Вр, закон Ома в нашем случае 
имеет вид 

Во — ГГ = 0. 
Продифференцировав по времени уравнение 


движения контакта н подставив Г из предыду 
щего равенства, имеем окончательно 
212 
тг 


Мы получили относительно скорости контак- 
та © уравнение колебаний и, следовательно, 
доказали. что движение контакта носит колеба- 
тельный характер. Это дифференциальное урав- 
нение мы решать не будем, а воспользуемся 
законом сохранения энергии. 

Пусть к данному моменту контакт опустился 
вниз на х, имеет скорость и. и ток в коитуре 
равен Г. По закону сохранения энергии потен 
циальная энергия коитанта превралдается в его 
кинетическую и запасается в катушке индук- 
тивности в внде энергии магнитного поля: 


тах = ти" /2 РЁ 19, 

Скорость контакта максимальиа в положении 
равновесия х., когда сила тяжести уравнове- 
шена силой Ампера: 

та —=ВИ.. 
Из закона Ома следует, что ток в 
пропорционален ‘смещению контакта, 

В хо =1.Ё., 
н работу силы тяжести до положения равнове- 
сия можно записать так: 


Г. тЕ\? 
тахо ма (т } 





+ и =0. 


контуре 
поэтому 


Таким образом. закон сохранения энергии дает 


тя\ пд в (Е) 
Е (т а тэ \Ш/. 


и окончательно 





утЁЬ 
Пе в‘ 
При решении этой достаточно сложной задачи 
многие абитуриенты сделали физическую 


ошибку, считая, что кинетическая энергия кон- 
такта набирается за счет работы сила Ампера, 
в не силы тяжести. На самом деле половииа 
работы силы тяжестн иревратилась в кинети- 
ческую зиергию контакта, а другая ес половина 
перешла в энергию магнитного поля в катушке 
индуктианости. 

4. При сложении двух одинаковых линз их 
оптическая сила увеличивается адвос. Так как 
при неизменном расстоянин до предмета раз- 
мер изображения (то есть увеличение) остается 
одинаковым для одной и двух линз, то иеиз- 
бежно должен поменяться характер изображе 


Рис. 2. 





ния: сначала оно было мнимым, а потом стало 
действительным. Запишем формулу линзы и 
найдем увеличение в первом и во втором слу- 
чаях соответственно: 





10 1_1 г ой _ Е 
ар г Га Рх 
1 дн 2 ;- Ь 2/2 
ат г та а-` 
По условию Г, =Г., откуда находим 
За=аР и Г = Г, = 3. 


Варнант 2 
1. Рассмотрим кусочек каната длиной /\1 (рис. 2}, 
находящийся в точке А с координатами (х, у). 
Момент силы тяжести относительно точки О 
равен АМ = ти я Мх = ту емМВ эт и= 
—(т/Й вК^\у. Следовательно, момент силы тя- 
жести куска каната АВ относительно точки О 
равен Мав={т/Ь =Ву и условие его равновесия 
имеет вид 
ТВ=тТ,В М. в=Т,В + (т/1) вув, 
где 7, и Т, — натяжение каната в точках А и В 
соответственно. Из последнего равенства видно. 
что ТГ, пих 7 --(тТИП ЯВ. Так как 2Т,= 
=(м/}81--дАЪ то 
т (+2 —л)В 
т, тах т & еси : 


2. По закону Архимеда вес шара тя численио 
равен выталкивающей силе: тя == (9: — вн! ГВ, 
где р.х И р, — плотиость возлуха снаружи 
и внутри оболочки объема И -=л0*/б. 

С помощью уравнения состояния р=рАТ/М 
находим 


_ РУМ{ 1 } 
В ‘Ты Ты 
Отсюда получаем, что температура виутри 
шара 


Тьн = 316 К=- 43 °С. 
3. Заряды +19 и —4 на пластинах создают 
поле, равное и противоположное внешнему: 
4= о3Е,. Сила. действующая на одиу из плас- 
тин, определяется внешним полем и полем дру- 
гой пластины: 


Е. 
Рыв (Е,— ".) 9- 
Работа против этой силы равна 
а А 
Л=Е — = - в 
24“ 
4. Из формулы линзы, записанной для объекти- 
ва с кольцом и без кольца: 


ЗаЕ?. 


1 1 1 1 1—1 
ОИ ВЫ = ВСЯ 
найдем 
4’ == 101 м. 


Московский институт электроиного 
машииостроевия 


Математика 
Вариант 1 
1. х=1—2р при р<0; х=0 при р=0; х,—=0, 


3 
х.—1—23р при << -т; х=0 при р> ее 








4 
Указание. Уравиение равносильно системе 
Е 2 2 
хх Ро ый О.Р р | 
(= 1} х—1 (х—1) 
Р 
х> нь 
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Рис. 3. 


Решая уравнение, находим х, =1--2р, х,=0. 
Подставляя х, и х, в неравенство, получаем 
ответ. 
2. х—=атсазт 1/9 -- (28-1) л. 
3. ча? ь?—аь. 
А. Функция возрастает при хс]2; 3(. убывает 
прн хЕ13; + о5[. ущьх = и 13) =4. 
5. {3/4}. Указание. Из корией уравнения 
12х? —25х4-12=0 условно с х > х удовлет- 
3 4 ы 
воряет лишь =. так как с 3 < а 
1< - 
— —. 
3 


Вариант 2 


1. {234} при а>0. [—©; 0] при а=0; 
2 приа< 0. 
2. х= 5 ап при а. 3.112; = Е2лА при 


а — 5, х а при а=`/2. Ва проме- 


жутке [20л; 294} уравнение имеет 9 корней, 
если а 52 + \/2; 5 корией, если а= — \2, и 4 кор- 
ня, если а = 3/2. 

3. $-=а*" (3 - 3/2. 

4. График функции показаи на рисунке 3. Ось 
симметрии существует при ас! — 2; 0; 2}. Ука- 
замие. Для существования вертикальной оси 
симметрии х-=а необходимо и достаточно, 
чтобы функция /{х— я) была четной, т.е. чтобы 
при всех х было {(—х—а}=[(х— а). В нашем 
случае 2т0 змачит, что кооффициенты мно- 
гочлена 1(х—а) = (х-фа) + Зах а} — 
—2х—а’—ба/х—с) при нечетиых  степе- 
нях х равны нулю. 

5. а-=3; а=2; а>4. Указание. Выполнив 
замену у—з х, получим у==2у’, откуда либо 


у =0, либо у = >. Второе уравнение принимает 


вид у14у?’—2а—1|уфа—2)=0; у=0 явля- 
ется корнем этого уравиения. Подставляя 

г. 
|«—1|-=а— 1, откуда а >21. Итак, все решения 
первого ураанения удовлетворяют второму при 
а>1. При таких а получаем уравнение 
ум -—2 (а—Пи-+а—2):-=0, корни  кото- 
рого 0, 1/2 и (а—2)/2. Корень (а —2)/2 удов- 
летворяет первому уравнению, если (а— 2)/2=0, 
(@а—2)/2 =1/2, то есть при а=2 и а=3. Кроме 
а—2 а—2 

р] 2 
корней не имеет, и следовательно, все решения 
второго уравнения удовлетворяют первому 
уравнению. 


получим 1—|а—1|{+а-—2=0 или 
Ра 





того, при 








Гы: уравнение зт х = 


Московский государственный 


недагогический институг им. В. И. Ленина 


Математика 
Вариант 1 


2 . - 
1. 3 а‘ т а с05 а эт В с03? В. 


$. ==> лк (ВЕ 7) 


2. |5; 561. 


4. т их Ю1 =0, р ое = —27т. 
—1 1-53 
Варнант 2 


& 


сф (3) == 





2? В, 
8 т р я 
2. |--9; —2/5[11]3; еч[. 
3. 1—1; 01. 
4. д, = 5 +8, Хы (— 11 в ла (Е, ПЕ?) 
5. шах у(х)=у(— 3)=0 
{—6: 01 9 
тт ух) =иу(0]= — — 
[--$:0] 4 
Физика 
№ (1 №) 180 (здесь я 9,8 м/с? 
— 2 За” ЗАО ВЮ | 
А =] с). 
2. и=й/(а--1)=0,05. 
3. р=пр.Ио/И=9. 10° Па. 
а ЧЕ Аа 2) рес, 


тт.) 
РР (ВЕРЕ гУ ==0,53. 
©, = т /(Т, + В.) =: 106,6 кДж; 
9.=И5 (В, + ВДВ, = 432 кДж. 
В—= агат (эт х-п,/ пл) == 28°. 


Г 
Л 8 м 


> 5 о 


(здесь с= 


=3.10“ м/с — скорость света в вакууме). 
ХУП Международная 

И физическая олимпиада 

(см. «Квант». 1986. № 12) 

Решения задач подготовили члены нашей 

команды: А. Гущин (теоретическая зада- 

ча № 1), А. Матыцин (теоретическая за- 

дача № 2), О. Волков (теоретическая зада- 

ча № 3), С. Мягчилов (экспериментальиая за- 
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дача № 1), Г. Николаишвили (эксперименталь- 
ная задача № 2). 

Тсоретический тур 

Задача 1 

1) Разность хода ДВ волн, выходящих из 
щелей С и М, равна @5т 60, следовательно, 
разиость фаз Аф=(2л4 зт 0)/^. Складывая ко- 
лебания. получаем 


у—а с03 (2луЁ —2лх/2.)-|- 
а со$ (2 лу — 21х/ Ар) = 
— 2а со3 1А4/2) с0$ (2л\Ё — Элх/^ + Аф/ 2. 


Если обозначить А1/2==В, то результирующая 
амплитуда А = 2а соз В. Векториая диаграмма 
изображена на рисунке 4. 

2) Сложим колебания от № щелей с помощью 
векторной диаграммы (рис. 5). Все стороиы по- 
лучениого многоугольника равны а, углы меж- 
ду сторонами равны (л—2В), следовательно, 
около многоугольника можно описать окруж- 
ность радиусом Я. Нетрудно показать геомет- 
рически, что 

В =с 2 зт В) и А=а (т МВ В). 


Разность фаз между исходной и результирую- 
щей волнами определяется углом и: 

я =(л/2 —В)— (1/2 —МВ=(М-— ШВ. 
3) Построим графики зп №В и 1/з1т В как функ- 
цию В в одном масштабе при М№=8 (рис. 6). 
Учитывая, что иитеисивиость волны пропор- 
циональна квадрату амплитуды, построим 
график 1 = Г) зт* МВ/зт” В (Г, — интенсивность 
излучения от одной цели) для №=8 (рис. Т). 
4} В главных максимумах векторная диаграм- 
ма представляет собой прямую линию. При 
этом 21 =2лп, где п=0, +1, 2,... Ампли- 
туда результирующей волны равна Ма, а интен- 
сивность 7=МТ. 
5) Условие главных максимумов: 


В=лл, или (ла зла 0)/2.=лл, 
гдел=0, +1, +2, ... Так как |зт 0| = 1, число 
главных максимумов не превышает 24/^-1. 


6) Дифференцируя условне главных макси- 
мумов по 0, получаем 


7(0)=48 соз ВИм. 


Следовательно, при \<^ 
№# =:4 с08 0 \9/л, 
и ААА УТ (1%/а)^. 
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910 30 5070 9 г: 
Рис. 10. 
а. 


а} 
Рис. 13. 


Подставляя ^=589,0 ям, А). —=0.6 им. п=2и 
(—=1.2.10-° м, получаем 


А0=5,2.10-° рад-=0,3°. 


Задача 2 

1) Прямолинейное распространение волн воз- 
можно, если отрезок ВХ весь лежит в оболочке 
(рис. 8). При этом время распространения волн, 
имеющих скорость и, равно 

:=ЕХ/ь=(2Н эт 9)/и для 05 агссоз (В./Н}, 
2) Возможные пути волн р в случае 
@ > атссоз (В./Ё1 показаны ма рисунке 9, 2) и 
6) (в обоих случаях АВ!ЁХ). Если Е — угол 
падения волны иа границу *ядро — оболочка», 
а Г — угол преломления, то по закону прелом- 
ления эт 1/5 шп г=и,/и,,. Тогда из треугольника 


ДОЕ по теореме синусов для угла 0 получим: . 


в случае а) 
0=90° —1#- (ага (ор эт ЁГор) + 

3 агсыт (В. вт Ё/Я}}, 
в случае 6) 
0=90° --2-— {агсзд (ор $ ЁИй,)- 

++ агсзт ГА, эт #/В)) 
({ может меняться от 0 до 90°). 
3) Графики зависимости 0 от Г приведены ‘на 
рисунке 10 (для каждого значения : мы имеем 
ява возможных значения 0). Видим, что суще- 


ствуют мииимальное и максимальное значе-. 


ния 0: 0,-15"35’° и 9, =104°25’° при 
#2057. Поэтому преломленные волны смогут 
зарегистрировать только наблюдателн, нахо- 
дящиеся в зоне М; (рис. 11), а «прямыеь вол- 
ны — на участках МЕ и ЕМ,. Так как 
0, = агссос А. /Кл= 51° < Оп =175”35', — суще- 
ствуют зоны (АМ. и М,М.}, сде землетрясение 
чувствуется очень слабо — туда волны могут 
дойти только после отражения от одной из гра- 
ниц ядра или оболочки. График зависимости 
времени пробега волн р и $ от угла @ дан на 
рисунке 12. Для 0=0=< 0, время определяется 
выражением { —={28 зщ (]/й ш=р или о==ись 
в зону 9, =0=0:„ волны практически не по- 
’ падают, в зону 9 < 0= 90° иопадают только 
преломленные волны. 

4) Учитывая, что время распространения волны 
по прямой равно #=(28 эт ВУб ‘феи нли 
=. получим. что задержка волны $ равна 
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Мнечетно 


АН — 6228 11/05 — 1/0р) т 6 10501). 

Отсюда угловое расстояние 

ЕОХ=24 = 2 акс ось, м2 0, —05))= 
=11,84°. 

Это соответствует 0 = 8,927 < 0,=57`, то есть 

волны действительно доходят до наблюдателя 

без преломления. 

5) Два последних отсчета вызваиы отражения- 

ми волн на границе между оболочкой и ядром. 

Промежуток времени между этими отечетами 


Аи Фр— 05) ХА*-ЕВ:— ЗВВ, соси). 
Подставив 6 =8,92°, находим \,.=396,7 с= 


6 мин 37 с, т. е. наше предположение под- 
тнерждается. 


Задача 3*} 
1) Запишем основное уравнение динамики вра- 
шательного движения для П-й частицы: 
ЕЕ (ину а} (Шиа м,)) Ри. /К, 
где П — радиус окружности, 7 —=тА? — момент 


Г] 


= "ил 
ннерции частицы, А" или 
Е 


Ц. : её (ин-т ии: — 2). (1) 
Отсюда получаем 

ы а 

из = 60 (из + и›— 2), 

в == {и Ни, —2 ны.) (2) 

= 2 

из = оо (из и, — и}, 
где оба й/т, 
2) Системе уравнений (2) имеет решением су- 
перпозицию гармонических колебаний — нор- 
мальных мод. Для их нахождения подставим 
в систему уравнения гармонических колебаний 

и, —а, с03 «Ё и›=а. с0$ 91, И; =а: $05 0, 
сложим весе уравнеиия системы и получим 
её (а аа, =0. 

Отсюдв следует: а) «=0; 6) а, На, -[а, =0, 
что соответствует значению частоты ® =5/3 юг. 
3) Прямой полстановкой нетрудио убедиться, 





*)Решение этой задачи несколько выходит 
за рамки программы по физике для нашей сред- 
мей школы. (Примеч. ред.) 


что функция 
ил (1=: ЗМ 12 1л5/М -- $) 605 0 
действительно удовлетворяет уравнению (1) 
при условии, что ‹. = Зо зт (л8/М). Из послед- 
него равенства следует, что ОЗ о. «20, (прн 
№-— оо). Это соответствует диапазону 1% 5<М/2, 
4 а) Для низких частот 
ие зт (2пзл/М + $) 


Инт — эт (2 (п 0 зл/ МФ} -' 
1 





1 - 2л8/ М си (2пзл/ М $) 
При этом чаще всего 
Мы чт 2е |. 


46) Для максимальных частот © = тах == 20, 
соответегвующих з=М/2, 


С 
и: ЭП (л(а $) жи 


Распределениё амнлитуд в цепи показано на 
рисунке 13. 

5) Если п’ << п, то можно считать, что колеба- 
ния маленькой частицы происходят между со- 
седними неподвижными частицами с массой т. 
Собственная частота таких колебаний опреде- 
ляется из уравнения т’х== — 27 х: 


42° == \У2Е/т ^ == о \2тут’ Ох 


Экспериментальный тур 

Задача ] 

Ход лучей, с помощью которых образуются 
радуги первого, второго и пятого порядков, 





У 


0,5 06 07 


- 04 -02 2% 


Рис. 18. 


0 0.2 4 0001 0,64 


Рис. 19. ` 
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представлены на рисунке 14. Наблюдая каплю 
через зрительную трубу, при определениых ут- 
лах можно заметить на капле яркую точку, 
которая меняет окраску при небольших смеще- 
ниях зрительной трубы. Это и есть радуга. 
Как видно из рисунка 14, радуга первого и пя- 
того порядков видна с правой стороны капли, 
а радуга второго порядка — с левой стороны. 
Результаты наблюдения и расчетов для капли 
воды представлены на рисунках 15 и 16. 
Экстраполируя последний график до значения 
п-=2, получаем значение ф= 304? -- 25°. Полу- 
чеиные экспериментальиым путем результаты 
можно проверить теоретически. Обозначив че- 
рез Е угол падения луча на каплю, а Через г 
угол преломления, выразим угол поворота 
луча ‹: 

фэай (л— 2г) +2 2—г), 
где #(л—2г) — угол поворота в результате К 
отражений, 2 ({—г) — угол поворота в резуль- 
тате двух ипреломлений. Подставив в получен- 
ную формулу значение г==агсат (5т &/п), по- 
лучим 
ПАЛ РЕ И- 21 = 

=йл —2 (В -Г Х) атоз м (51 /п)-- 24. 
При этом существует такой угол 4 для кото- 
рого лучи, вышедшие из капли, идут парал- 
лельным пучком, не рассеиваясь. Под этим 
углом и будет видна радуга. Итак, условие 
наблюдения. радуги $ (Й=0, откуда после пре- 
образования получим 


©08 #= лы 
ме. 


Замстим, что теоретические результаты хоро- 


8 2 
? $, =360°- 6. 


03 03 





7%1*-260° 


26 
Рис. 20. 


2 о ПС 
0,15 (5) М 18 22 &* 


Ю 
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© совпадают с экспериментальными. Правда, 
если построить теоретический график зави- 
симости соз3 ‹./6 от 1/п, то точки не лягут точно 
на прямую. Очевидно, функция с0з ‹/6 — лишь 
удачно подобранная зависимость от 1/п, © по- 
мощью которой можно приближенно находить 
угол Фф. 


Задача 2 

1) С помощью соответствующих клавиш на 
дисплей ЭВМ выяодились значения проекций 
скоростей частиц для данной последовательно- 
сти времен. Затем вычислялись проекции им- 
пульса системы на оси ОХ и ОУ. По их значе- 
ниям можно заключить, что импульс системы 
сохраняется. 

2}—4) Графики зависимости кинетической 
энергии ЕЁ, потенциальной Е* и полиой Е* от 
времени Ё представлены на рисунке 17. Как 
видно, полная энергия постоянна и равна 
—1,621-+0,1. 

5) Среднее значение кинетической энергии и 
время установления термодинамического рав- 
новесия определяются из графиков на рисун- 
ке 17 (Её. р-=0,53 +0,06; АЕ" =10- 20). 

6) На экран выводилась таблица зависимости 
АМ№ от 0* для АЁ* > 20 и по этим данным строн- 
лась гистограмма (рис. 18 }. Так как АМ№=- 
—=Ае` 2** 1, то 

тАМ= № А — 24 {0*7 1 а, 

и графически зависимость ш АМ от (5*)?° долж- 
на представлять прямую. Построив график по 
экспериментальным точкам, видим, что это 
действительно прямая (рис. 19}. По наклону 
графика определяется коэффициент с: 
и—=0,503+0,002. 

т) Далее на дисплей выводились таблицы зави- 
симости (К*/> от № для начальных момен- 
тов времени и строились соответствующие гра- 


фики, а также график зависимости В*?) от 
А: (рис. 20). Цо этим графикам вычисляют 
градиент функции в лицейной области: он изме- 
ияется в пределах от 0,027 до 0.047. Для усред- 
ненного графика градиент линейной его части 
равен 0,035=0,01. Как видно из графика, 
‹{В*)) пропорционален времени, т. е. данная 
компьютером модель — это модель вещества в 
жидком состояний. 


Нахматиая страничка 
{см. «Квант», 1986, № 10} 


Обе задачи принадлежат выдающемуся со- 
ветскому проблемисту Л. Куббелю. 

Задание 19. 1. Фа8! Ферзь становится в за- 
саде за пешками — красивое вступление. 
1...66 (55, Ъа) 2. 42601 4- Св 3. Са4! и 4. К +! 
С:а4х, 1...Сет (1...62 2. Ка4-+ С:е5хХ) 2. а6-{- 
СаТт 3. Са4! к 4. Ка4-+! С:34ах. Два изящных 
эхо-вариантя. 

Задание 20. 1. КЪ2. Теперь возникают два 
симпатичных варианта: 1...24 2. Кс4 а3 3. Кра8 
а2 4. Лс8 а\Ф 5. Ф:а\ С:#5-- 6. 4216 -1! С:16Х, 
}...с4 2. Ка4 с3 3. КрЬ8 с2 4. с8С! с1Ф 5. Ф:с1 
С:85 6. ГА! С:{4Х. Два эхо-мата. 
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ДИдасьманона. 9 слфани 7КА— 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира 1п© шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техни- 
ческих наук Е. Я. Гак. 


КОМПЬЮТЕР 
АНАЛИЗИРУЕТ 
эндшпиль 


В прошлом году мы рас- 
сказывали о новых достиже- 
ниях ЭВМ в исследовании 
шахматных окончаний. В №2 
сообщалось о том, что компью- 
тер досконально проанализи 
ровал весьма сложное оконча- 
ние зкороль и два раэно- 
цветных слона против короля 
и коня». До недавиих пор 
оно считалось ничейным, но 
ЭВМ доказала, что оно вы- 
играино для сильнейшей сто- 
роны. причем в рекордной 
позиции, когда обе стороны 
играют наилучшим образом, 
два слона справляются с 
коием лишь за 67 ходов. 
Еще один серьезный удар по 
правилу 50 ходов! 
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Приведем основной — ва- 
риант, указаниый програм- 
мой, которую написал 


О. Комэй. 1. Са4-- Крь! 2. 
СЬ2 Кра2 3. Крат Ксз 4. Сев 
Кре2 5. СаЗ КрЬЗ 6. С#{8 Крс2 
7. СТ КрЬЗ 8. Се8 Кре2 9. 
Себ-- КрЬЗ 10. СЬТ Крсе4 
11. Крь2 Ке2 12. Крс2 Ка4-- 
13. Крд2 Крд5 14. Крез 
Кеб 15. Сб Кс5 16. Сьв-+ 
Кр96 171. Са2 КаТ 18. Сё?7 
Кс5 19. (184 Крев 20. 
Кра4 КЬ7 21. Се? КрЬб 22. 
С16 Крсв 23. Са5+ КрЬб 
24. (Сеёд Кра7 25. КреЗ 
Краб 26. Крь4 КрЬьб 27. 
Св5 Крс7 28. ©С#4-- КрЬб 
29. СЗ К98 30. С12- 
Крс7 31. Крь5 Краб 32. 
СезЗ+ Крев 33. Се? КТ 34. 
СЪЗ- Крёб 35. СЬ4-+ Крёб 
36. Крс5 Кёб 37. Сс2-- Крн5 
38. СяЗ Крк4 39. С96 КрЕЗ 
40. -КрЯ4 Кр!2 41. Краз 
К{3 42. Сс54- КрёЗ 43. 


Крез КВА 44. Саб Кре4 
45. Кред К! 46. Сс5 Е\А 
47. СГ2 Кяб 48. СЬЗ Кря5 
49. С56 К 50. С98- 
Креб 51. Кр@5 Кр!7 52. 
Кр96-- КрЕ? 53. Кре? Кеб+ 
54. Креб К#8+ 55. Крё5 
Ка7 56. Се? К{8 57. Сб 
Крьб 58. СЬВ Крь7 59. 
С44 Крьб 60. С#7 КЫ7 61. 
Се8 К!8 82. Ки КЫ-+ 
63. Кр? Кеб+ 64. Крк8 
КЕЗ 65. Сез-- КяБ 66. Кр! 
Крь7 67. С:55, и черный 
конь погиб, 


К. Томпсон, автор програм- 
мы «Белль, третьей чемпнон- 
ки мира среди ЭВМ, в послед- 
ние годы разработал много 
машинных программ для ана- 
лиза тех или иных оконча- 
ний. Для эндшлиля с двумя 
словами против коия его 
программа немиого не дотя- 
нула до рекорда (66 ходов), 
зато проделала серьезную 
аналитическую работу н опре- 
делила характерные выиграи- 
ные положения, а также 
девять классов позиций, в 
которых (вопреки общему 
правилу} сильнейшая сторона 
не может избежать размена 
одного из слонов на коия 
или дело кончается вечиым 
зпахом (разумеется, позиции, 
где черные первым же хо- 
дом берут слона, не в счет). 

Таким образом, мы имеем 
здесь первый образец компью- 
терной программы, которая не 
только умеет оцеинвать окон- 
чания достаточно сложного 
типа. но и создала определен- 
ную классификацию эндии- 
лей, полезную для теории. 

Итак. в борьбе двух слонов 
против коня ничья достигает- 
ся в редких случаях. При 
ломоди ЭВМ Томпсоя соста- 
вил таблицы с четырьмя 
фиксированными фигурами, а 
пятая — белый король — 
может занимать любое поле. 
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При расположении короля 
на произвольном доступном 
ему поле белые, начиная, 
выигрывают. А сколько для 
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этого требуется ходов, указано 
непосредственно на каждом 
поле. Видно, что здесь выиг- 
рыш более чем в 50 хо- 
дов скорее не исключение, 
а празияо. 

Раньше в шахматном ко- 
дексе в правиле 50 ходов 
оговаривалось, что для пози- 
ций, где такого чнела не- 
достаточно, его иадо соот- 
ветственно увеличить. Однако 
этим пунктом никто ни разу 
нс воспользовался, и в даль 
нейшем его отменили. Взамен 
в кодексе былн сделаны ис- 
ключения для трех видов 
окончаний. Теперь, когда ком- 
ньютеры добились столь вну- 
шятельных успехов в иссле- 
дований эндшпиля, ясно, что 
это полумера, и есть прямой 
смысл вернуться к старому 
положению. Точнее говоря, 
кодекс должен содержать спи- 
сок вех чисключительныхь 
видов позиции и предусмат- 
ривать возможность его по- 
полнеиия. 


Конкурсные задания 


В этом иомере мы начинаем 
новый шахматный конкурс. 
Его победителям будут при- 
своены спортивные разряды, 
они будут также награждены 
шахматной литературой с 
автографом А. Карпова, ди- 
пломами и значкамн журиа 
ла «Квант». 





1. Белые начинают и дают 
мат в 2 хола. 





2. Белые начинают и дают 
мат в 3 хора. 

Срок отправки решений — 
20 марта 1987 г. с пометкой 
на конверте: *Шахматный 
конкурс +Кванта», задания 
1, 2». 
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В головоломке «Волшебные пирамидки» двад- 
чать три правильных тетраэдра в первона- 
чальном положении образуют красивый сим- 
метричный узор. По правилам игры нужно 
сначала произвольно изменить расположение 
тетраэдров, а затем постараться восстановить 
первоначальную картинку. Делать это можно 
только перекатывая тетраэдры из одной ячей- 


ными маршрутами по плоскости так, чтобы 
он возвращался на исходное место? Подумай- 
те — в этом ключ успеха в игре. 

Другой интересной задачей является построе- 
ние симметричных узоров, отличных от по- 
казанного на рисунке. Просим всех, кому 
удасться получить новые симметричные узоры, 
прислать их в редакцию. 





их из 


Вынимать 


ки в соседнюю, пустую. 
коробочки и менять местами нельзя. 

Головоломка интересна и с математической 
точки зрения. Легко проверить, что тетраэдр 
с разноцветными гранями можно установить 
на одном и том же месте двенадцатью 
различными способами. Но можно ли получить 
все эти положения, если при установке не 
разрешается поднимать и вращать тетраздр, 
а только перекатывать его через ребро различ- 


Нгрушку нетрудно сделать самим, склеивтетра- 
эдры и коробочку из плотной бумаги или 
тонкого картона. Раскраска всех элементов 
одинакова. «Волшебные пирамидки» придума- 
ли А, Дремов и Г. Шевцова из Кривого 
Рога. Они стали победителями конкурса игр- 
головоломок газегы «Комсомольская правда». 


А. Т. Калинин 
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странице обложки. О том, как 
построить таной многогранник, 
рассказано на с. 36. 
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ПРОСТЫЕ ГРУППЫ 


Член-корреспондент АН СССР 
А. И. КОСТРИКИН 


В конце 1980 г. математический и 
околоматематический мир облетела 
новость первостеленной важности: 
конечные простые группы классифи- 
цированы! На обложку одного мате- 
матического журнала был вынесен 
список 26 известных «спорадических» 
групп. Этот список, воспроизводимый 
ниже в чуть измененном виде (см. таб- 
лицу), кочевал на протяжении пяти 
лет по алгебраическим конференциям 
и сам по себе не был новостью. Но — 
и это самое существенное — под слис- 
ком помещено яркое примечание: 
...«классификация конечных простых 
групп завершена; других спорадиче- 
ских групп нет». На обложке слово 
«известных» перед списком было 
красноречиво зачеркнуто. 

Неплосвященному читателю значе- 
ние таинственной таблицы чисел, со- 
провождаемой не менее таинственны- 
ми терминами, вряд ли о чем говорит. 
Более того, специализация наук тако- 
ва, что для большинства математиков 
кое-какие разъяснения тоже необхо- 
димы. 

Время от времени в каждой области 
человеческого знания происходят кар- 
динальные изменения. В нашем слу- 
чае специалисты склонны говорить о 
сенсации века. О полной драматиче- 
ских поворотов истории этого собы- 
тия — наш рассказ. 


Галуа и группа уравнения 


Все началось более 150 лет тому назад. 
Студент-первокурсник парижской выс- 
шей Нормальной школы Эварист Га- 
луа решает едва ли не важнейшую 
математическую задачу своего време- 
ни: он дает полный ответ на вопрос 
о разрешимости в радикалах алгеб- 
раических уравнений любых степе- 
ней*). Гениальность Галуа проявляет- 


*) Имекно, с каждым алгебраическим уравнке- 
нием Голуа связывает некоторый объект — «группу 
уравнения»; уравнение оказывается разрешимым в 
радикалах (т. е. его корни выражаются через коэф- 
фициенты уравнения с помощью арифметических 
операций н извлечения корней} в том н только в 
том случае, когда групиа уравнения обладаст иеко. 
торым просто проверяемым свойством. Подробнее 
об этом см. «Квант», 1986, № 12, с. 2. 


2 


ся не только в неожиданном и исчер- 
пывающем решении древней пробле- 
мы: он переносит центр тяжести ис- 
ходной задачи на методы ее решения. 
А этим методам, связанным с поня- 
тием группы данного уравнения, суж- 
дено проникнуть во все без исключе- 
ния разделы математики, в физику, 
химию, кристаллографию... 

Но злой рок преследует работы Га- 
луа. В Парижской академии наук 
дважды теряют его рукописи. В оче- 
редном варианте работы не могут ра- 
зобраться рецензенты-академики. 
А сразу после смерти двадцатилетне- 
го юноши на дуэли (обстоятельства 
дуэли сродни политическому убийст- 
ву} чудом уцелевший окончательный 
вариант его работы ... не принимает к 
публикации ни один научный журнал. 


Клейн и Ли: группы в геометрии 
и в анализе 


Лишь 35 лет спустя, когда яркий об- 
раз студента-республиканца и матема- 
тика стал постеленно исчезать из чело- 
веческой памяти, идеи Галуа получи- 
ли признание. Сначала, в 1846 году, 
Ж. Лиувилль опубликовал его работу 
в своем научном журнале. Работа, од-` 
нако, была оценена по достоинству не 
сразу. Первым, видимо, ее значение 
поиял французский алгебраист Ка- 
миль Жордан. Но широкому проник- 
новению идей теории групп в матема- 
тическую науку мы в первую очередь 
обязаны двум начинающим матема- 
тикам, его ученикам: Феликсу Клейну 
и Софусу Ли. 

И здесь не обошлось без политики. 
Начавшаяся в 1870 году франко- 
прусская война привела к гибели поч- 
ти всего тиража книги Жордана о 
теории Галуа и на долгие годы разъ- 
единила француза Жордана и немца 
Клейна. А ни в чем не повинный нор- 
вежец Ли и вовсе оказался за решет- 
кой: подталкиваемые волной шови- 
нистического угара, набравшей силу с 
первых дней войны 1870 г., не в меру 
бдительные французские граждане 
определили, что светловолосый голу- 


боглазый красавец, сосредоточенно 
заносивший таинственные знаки в не- 
большой блокнот и говорящий с ак- 
центом, конечно же — немецкий 
шпион. 

В тюрьме недалеко от Парижа со- 
зревают глубокие идеи Софуса Ли о 
применении теории групп в анализе, 
в частности — в дифференциальных 
уравнениях. Зарождаются основы тео- 
рии, плодотворно развивающейся и по 
сей день, — теории групп Ли. А у себя 
на родине Клейн обдумывает роль 
групп в геометрии. Роль эта оказыва- 
ется определяющей для самих основа- 
ний геометрической науки, и Клейн 
разъясняет это с блеском в своей зна- 
менитой эрлангенской программе.*} 


Задача классификации 
конечных групп 


Грулпы выступают не только в каче- 
стве метода в различных областях ма- 
тематики, но постепенно становятся 
самостоятельным предметом изуче- 


*) См. «Квант», 1975, № 12. с. 6. 





Год 
Группа 










2375. 11=17920 
25335. 11=95040 


Спорадические конечные простые группы 


Порядок группы 
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ния. Особенно это касается конечных 
групп, изучение которых идет еще от 
самого Галуа. Математиками ХХ сто- 
летия ставилась задача их клас- 
сификации: предъявить полный 
список, без повторений, всех конечных 
групп.*) Насколько это трудно, сви- 
детельствует тот факт, что настойчи- 
вые усилия по составлению каталогов 
конечных групл заводят в тупик даже 
при сравнительно небольших поряд- 
ках групп (порядок |С | — число эле- 
ментов в группе С). Например, списка 
групп порядка 1024—2'0 до сих пор 
нет. 

Поэтому задачу классификации 
стоит ослабить. Подобно тому, как бел- 
ки составлены из аминокислот, хими- 
ческие соединения состоят из атомов 
или натуральные числа являются 
произведением простых, конечные 
группы тоже строятся (хотя и весьма 
сложным образом} из элементарных 
составляющих: именно, из так назы- 

*) Для понимания математической части даль- 
нейшего текста достаточио знать, что такое копеч- 
ная группа (в частности, циклическая группа и 


группа перестановок) н гомоморфизы. Об этом 
написано на с. 9, 11. 





27325. 11-443 520 

27335. 7. 11- 28=10 200 960 
2'0335. 7. 11. 23=244 823 040 
23-5. 7. 11. 19=1175 560 
2331537. 11=44 353 000 
2733621 =604 800 

273°5'7. 11=898 128 000 
2''37517. 11. 13 

273-5. 17. 19=60 232 960 
27133519211- 13- 23 

21238537. 11- 23 

21037637. 11- 23 

2'6335243. 17 

21733527. 11- 13 
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Янко 
Хигман, Симс 
Холл, Уелс 
Маклафлин 
Судзуки 

Хигман, Мак-Кей 

















| Конвей 







Хелд, Хигман и др. 































21831352. 7. 11. 18. 17- 23 { Фишер 

2213165213. 11. 13. 17. 23. 29 

28376°. Т. 11. З1. 37. 67 Лионе, Симс 

214336. 1. 13- 29 Рудвалнес, Конвей и др. 
27345. 73. 11. 19. 31 О’Нэн, Симс 
2335672. 11. 13. 11. №. 23х Фишер, Симс и др. 
х31. 47 

215311639?. 13. 19- 31 Смит, Томпсон 


2'43°5'.7.11.19 
2%53205915112133.11.19.23Х 
х29.31.41-47.59.71 

2133. 5. 7. 11°. 23. 29. 31Х 
хЗТ. 43 


Конвей, Фишер и др. 
Фишер, Грисс 





Коивей, Янко я др. 
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алгебраического происхож, 
шем эти группы. 
Рассмотрим группу 8 





менной группой п-й степени. и обозна- 
чается через А.. Можно доказать, что 
в группе А. имеется п!/2 элементов 
и что при п--4 группа А, — простая. 
Таким образом, знакопеременные 
группы 


ВН, 6, 7, ..., 


составляют вторую серию конечных 
простых групп. 


Шестнадцать 
геометрических серий 


Конечные простые группы не исчер- 
пываются сериями 2, и -4,. Имеется 
еше 16 других серий конечных про- 
стых групп. Они устроены уже более 
сложно. Группы этих серий, как пра- 
вило, — конечные подгруппы «групп 
Ли». Можно сказать, что они скорей 
геометрической, чем алгебраической 
природы. В их открытии участвовало 
много математиков. Основополагаю- 
щую роль сыграли работы француза 
К. Шевалле, выполненные вскоре пос- 
ле войны и завершенные в пятидеся- 
тые годы. Бесконечные геометриче- 
ские серии охватывают основную мас- 
су типичных простых групп и допус- 


_ кают много разных олисаний, приспо- 





‘тересно, 


собленных для тех или иных целей. 
Спорадические простые группы 


Задолго до того как задача выявления 
всех 18 бесконечных серий конечных 
простых групп уступила перед натис- 
ком исследователей, было известно о 
существовании изолированных про- 
стых групп, названных спорадически- 
ми. До 1965 г. их было всего пять, и 
все они были связаны с именем фран- 
цузского математика-аналитика 
Э. Матье. Слово «группа» не фигури- 
ровало в названиях его работ периода 
1861—1873 гг., где были описаны 
функции и комбинаторные структуры 
в пространствах размерностей 12 и 24 
с очень специальной и красивой сим- 
метрией. Управляют этой симметрией 
пять групп, носящих теперь название 
групп Матье (см. таблицу на с. 3). Ин- 
что в наше время груплы 





"Матье послужили 
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.. Е то ЛС 
основой. для ков: | 
струирования — оо тивных — 
корректирующих кодов. . \ 
В целом же пять простых. групп | 
Матье простояли особняком, полуза- | 
бытые, около столетия, пока в 1965 г. 

3. Янко из Гейдельберга ие нашел еще 

одну простую группу, тоже не укла- 

дывающуюся ни вкакую бесконечную 

серию. Но найдена она была не слу- 

чайным образом, а в ходе решения од- 

ной специальной классификационной 

задачи. Подобными задачами занима- 

лись десятки других математиков. 

Успех 3. Янко, открывшего впослед- 

ствии еще три спорадические группы, 

послужил своего рода катализатором. 

Как грибы после дождя, для посто- 

роннего наблюдателя — ‘без всякой 

причины, непонятно откуда, с по- 

мощью ЭВМ и без, стали появляться 

все новые спорадические простые 

группы. Имена удачливых «грибни- 

ков», в сокращенном виде повтоуряе- 

мые названиями самих +‹грибове — 

спорадических групп, приведены в 

уже упомянутой таблице, второй 

столбец которой указывает на год на- 

ходки. Этот год не всегда совпадает 

с годом фактического построения 

группы. 





«Большой монстр» и «бэби монстр» 


Наибольшая из спорадических групп 
Е, или М, заслуживает отдельного 
рассказа. Ее существование впервые 


(ее 

















было предсказано независимо Б. Фи- 
шером, Дж. Томпсоном и Р. Гриссом 
еще в 1974 г. Строгую конструкцию 
этой группы лишь в 1981 г. предло- 
жил Грисс, основываясь на некотором 
семействе поворотов в пространстве 
размерности 196883 (!) Число элемен- 
тов этой — с позволения сказать — 
простой группы равно 808 017 424 
794 512 815 886 459 904 961 710 757 
005 754 368.10? (примерно 10°“). Не 
удивительно, что математики окрес- 
тили ее «Ыр топзфег» («большой 
монстр») и долго подбирались к дока- 
зательству ее существования. Приме- 
чательно, что Грисс обошелся без по- 
мощи ЭВМ и тем самым избавил от 
первоначальных компьютерных родов 
многие другие спорадические грулпы, 
оказавшиеся «детенышами»ь (т. е. под- 
группами) монстра Р.. К, ним относит- 
ся, в частности, группа Р., известная 
под названием «Бабу топз{ег» и ра- 
нее реализованная перестановками в 
5, при п, близком к 14.107 (1). С те- 
чением времени были обнаружены по- 
разительные связи монстра с класси- 
ческими разделами математики (та- 
кими, как теория чисел) и получили 
широкое распространение «фантазии 
на тему монстра», не исключающие 
далеких параллелей между симмет- 
рией типа ГР, и новейшими физиче- 
скими теориями. 


Теория и интуиция 


Хотя ажиотаж вокруг упомянутых 
выше конструкций возник немалый, 
не нужно думать, что поиск рекорд- 
ных спорадических групл превратил- 
ся в бессмысленное спортивное сорев- 
нование, сродни популярным в США 
конкурсам по количеству студентов, 
поместившихся в телефонную будку. 
Построение спорадических групп про- 
ходило на пути глубочайшей интуи- 
ции и разумных догадок, предписы- 
ваемых классификационной теорией, 
которая была развита на протяжении 
25 лет целым рядом крупных матема- 
тиков. В самом начале этого удиви- 
тельного периода в истории алгебры 
стоят Дж. Томпсон и У. Фейт, дока- 
завшие, что всякая простая группа 
нечетного порядка (т. е. с нечетным. 
числом элементов) должна быть цик- 
лической группой 7, для некоторого 
простого р. Это доказательство заняло 
250 страниц сухого журнального тек- 
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ста (!), но зато оно содержало в заро- 
дыше всю последующую теорию. 
Помимо общих теоретико-группо- 
вых соображений, конструирование 
каждой отдельной спорадической 
группы основывалось на глубоких 
идеях из других разделов математики. 
Так, в работах Дж. Конвея, открывше- 
го три спорадические группы, исполь- 
зуются одновременно и теория кодиро- 
вания, и замечательные результаты о 
плотной упаковке сфер в многомерной 
геометрии. А тут обычная трехмерная 
интуиция часто отказывает. 


Поучятельный пример *) 


Рассмотрим квадрат со стороной длиной 4 с 
центром в начале координат плоскости В. 
В его четыре угла впишем четыре окружности 
радиуса 1, так как показано на рисунке. Каж- 


9 
|®Ф 


дая окружность касается двух других, и вся 
конфигурация симметрична относительно на- 
чала координат. Добавим теперь окружность 
с центром в начале координат, касающуюся 
четырех вписанных внешним образом. Точка 
(1:1).— центр окружности в правом верхнем 
углу. Расстояние между центром внутренней 
окружностн и центром единичной окружности 
в правом верхнем углу равно -/2. Следователь- 
но, радиус центральной окружности должен 
быть 2—1. 

Перейдем теперь в трехмерное пространство 
В’ и повторим процесс, начав с куба ребром 4 
с центром в начале координат и поместив в 
его 8 углов сферы радиуса 1. Каждая из сфер 
касается трех другнх, а все 8 симметричны от- 
носительно начала. Добавим теперь сферу с 


центром в начале координат, касающуюся 
восьми вписанных внешним образом. Ее 
радиус легко вычислить, снова обратив 


винмание на центр (1;1;1) сферы в пра- 
вом верхнем углу куба, который находится 
на расстоянии Е: от начала. Поскольку внут- 
ренняя сфера касается зтой единичной сферы, 
ее радиус должен быть -!/3— 1. 

Продолжим в том же духе! В пространстве 
В‘ рассмотрим л-мерный куб с ребром 4 с цент- 
ром в начале координат и поместим в его 


*) По Дж. Ивингу (Тйе Ма йетанса: ГцейвеЕл- 
сег. 1980, 3, № 1, с. 45—46). 


2” углах единичные сферы*). Каждая касается 
п других, и все они симметричны относительно 
иачала. Поместим сферу с центром в начале 
координат, касающуюся внешним образом п 
вписанных. Чему равен ее радиус? То же рас- 
суждение показывает, что он должен быть 
<в—1. 

Например, в В'° радиус внутренней сферы 
равен \/10—1:-=2,16. Но... минуточку! Что слу- 
чилось? «Внутренняя» сфера выглядывает из 
куба! 

Этот поразительный факт противоречит на- 
шей интуиции. Но он верен. И дает некоторое 
представление о неожидаиностях, поджидаю- 
щих исследователей теорнн простых групп. 


Вместо заключения: решена ли 
проблема классификации 
конечных простых групи? 


Так или иначе, было найдено всего 
26 спорадических групп. Но все ли? 
Какова их роль в системе всех конеч- 
ных простых групп? Стоят ли они 
особняком или образуют начало новой 
серии? Или начало нескольких серий? 
На все эти вопросы могла дать ответ 
только глубоко развитая Теория. Та- 


кая теория была создана международ-. 


ным коллективом математиков. Пос- 
ле многолетних настойчивых усилий 
специалисты постепенно пришли в вы- 
воду, что весь список конечных про- 
стых групп должен состоять из 18 из- 
вестных серий и еще 86 отдельно стоя- 
щих, и тоже известных, спорадиче- 
ских групп. 

Вводные слова нашего рассказа, 
основанные на сообщениях (и даже 
рекламных интервью в газетах) двух 
ведущих специалистов М. Ашбахера 
и Д. Горенстейна, категоричны и опти- 
мистичны. Но тот же Ашбахер не- 
сколько раньше писал: «Я верю, что 
существует не слишком много групп, 
которые ожидают своего открытия. 
Однако если бы я держал пари, у ме- 
ня не нашлось бы дополнительных 
аргументов». Все дело в том, что тек- 
ста доказательства как такового нет, 
а многие его куски попросту аккурат- 
но не записаны. Рассчитывать на по- 
явление связного текста в ближайшие 
годы не приходится. Арифметической 
суммой из 5 или 15 тысяч журналь- 
ных страниц, написанных почти за 
три десятилетия сотнями специалис- 
тов во многих странах мира, можно 
пользоваться лишь как черновым ма- 
териалом, содержащим множество 





*) О том. что такое п-мерный куб, можно про- 
читать в «Квантеь 1986, № 6. с. 7. 
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неточностей. Ими было недосуг за- 
няться, а между тем из каждой дырки, 
по мнению пессимистов, готова выско- 
чить спорадическая группа. Как пи- 
шет Дж. Конвей, начинается длитель- 
ный период *ревизионизма», идейно- 
го пересмотра и упрощения доказа- 
тельств, после завершения которого 
потомкам останутся ... несколько тол- 
стых, тщательно подготовленных то- 
мов. 

В последние годы начато издание 
трехтомного сочинения Д. Горенстей- 
на, содержащего детальный набросок 
(всего-то!) в принципе осуществленной 
программы, которая привела к впе- 
чатляющим результатам и коренным 
образом перестроила теорию конеч- 
ных групп. Наиболее интересный 
вводный том издан в переводе на рус- 
ский язык.*) 

Итак, драматическая история про- 
стых групп еще не окончена. Скорее 
всего, таинственные тысячи страниц 
сплошного, тщательно подготовлен- 
ного текста никто не напишет, да и до- 
стоверность их в любом случае выш- 
ла бы за рамки обычных математи- 
ческих стандартов. Сила математи- 
ки — вее единстве, и кто знает, на ка- 
ком пути и какими средствами будут 
даны убедительные, легко проверяе- 
мые аргументы в пользу с таким тру- 
дом полученных выводов. Проблема 
заключается не только в перечисле- 
нии всех конечных простых групп, 
но и в том, чтобы развить удобный 
сопутствующий аппарат, который 
имел бы общематематическое значе- 
ние. Цервые обнадеживающие связи 
с конечной геометрией и с теорией 
комплексных групп Ли уже обнару- 
жены. Во всяком случае, конечные 
простые группы, о которых мы так 
много узнали в ХХ веке, продол- 
жают оставаться чрезвычайно инте- 
ресной и интригующей областью со- 
временной алгебры, ждущей молодых 
исследователей и свежих идей. 





*) Горенстейн Д., Конечные простые группы. 
Введение в их классификацию. М.: Мир, 1985 г. 
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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ 


вандидат физико-математических нацк 
А. Б. СОСИНСКИИ 


Понятие группы, в частности. конечной 
группы — одио из важнейших понятий 
математики. И вместе с тем одно из самых 
распространенных и наиболее полезных 
для приложений. . 

Без конечных групп нельзя, например, 
указать, какие алгебраические уравнения 
разрешимы в радикалах, а какие — нет, 
описать, как устроены кристаллы, созда- 
вать коды, исправляющие озтибки. Об 
этом, однако, мы здесь рассказывать не 
будем, а ограничимся простейжими при- 
мерами конечных групи. 


Иллюстрации: группы действий 


Непустой набор некоторых действий, 
которые можно последовательно выпол- 
нять, называют группой, если в этом 
наборе для каждого действия обязательно 
присутствует обратное к нему, а результат 
последовательного выполнения любых 


двух действий тоже является действием 
из этого набора. 

В качестве иллюстрации рассмотрим 
хействия солдата, выполняющего коман- 
строевой подготовки (рис. 


1). Эти 


ды 





Рис. 1. 
четыре действия 


составляют 
В()=!С, П, Л, К;.|. Так, результат 
последовательного выполнения действий 
Пи К (направо и кругом) будет совпадать 


группу 


с результатом действия Л (налево); 
это записывается в виде равенства К» Ц = 
=—Л. Точно так же Ло Л==ПэьП=К, Л.П = 
—=ПоЛ=КоК=С. Остальные соотношения 
в группе можно извлечь из ее таблицы 
умножения, показанной на рисунке 1. 
Особую роль играет здесь действие С, 
которое можно назвать зничегонедела- 
ние». (Такое действие обязательно есть в 
любой групие: мы его получим, выполнив 
произвольное действие, а затем обратное 
к нему) У нас действия Пи ПЛ 
обратны друг к другу, действие К — 
обратно к самому себе, и т. д. 
Рассмотрим другую группу, тоже сос- 
тоящую из поворотов. Именно — группу 
поворотов пятиконечной звезды ПЖ) 


относительно ее центра (рис. 2). «Ничего- 
неделание» (в этом случае — поворот на 
07°) обозначено через В. а остальные 
повороты (на 72°, 144°, 216°, 288°) — через 
П., В.о, Ву В.. Здесь ВоВ,=А!-В›==В, 





Я. Л, .Я, 34 Ло 
99. 9, Я.Я, 
9:3, Я. Л.Я. 9 
24 Ва Ло Я. Л» Я, 





Рис. 2. 


В‹Яз=В,, Но В, = В. (последнее означает, 
что А; обратно к В) и т. д. Набор 
ПОХ) =. Я. В. Вз В ; 3} 

образует группу. 

Рассмотрим, наконец, «группу надева- 
ния носка» (рис. 3), состоящую из 
следующих действий: 

— +Оставь, как есть», 


и «Сними и надень на другую 
ногу», 
В = «Сними, выверни и надень на 


ту же ногу», 
1 =«Сними, выверни 
другую ногу». 
Здесь ничегонеделание — это О, далее 
ПоВ= 0’, ПеН=ВоВ-= Ц’. П’ —=о0, По П=В 
итд. 
Снова получается группа Н=10, Н. В. 


и надень на 


11; о, состоящая, как и В(0О), из 
четырех действий. Группы Н и В(0), 
однако . принципиально разные: у них 


таблицы умножения отличаются не только 
обозначением элементов, но и своим 
строением. Так, по диагонали таблицы 
умножения Н стоит одно и то же 
действие О, в то время как на этой диаго- 
нали у В(Г)) стоят разные элементы. 

Подозреваю, что у самых серьезных 
читателей нарастает возмущение: какая- 
то там строевая подготовка, надевание 
носков — что за глупости такие, не научно 
это все! Спешу возразить: научно, даже 
очень. Знаете, как на самом деле назы- 
вается набор действий солдата? Цикли- 
ческая группа 4-го порядка или группа 
вычетов по модулю 4. А наше «надевание 
косковь — группа Клейна. Повороты же 
звезды — это одна из так называемых 
простых конечных групп, о которых в 
этом номере «Кванта» написана целая 
статья (см. с. 2), а в других журналах — 
тысячи статей. 
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Рис. 3 


Группы симметрий 
геометрических фигур 


С каждой геометрической фигурой Р 
можно связать вполне определенную 
группу (7), называемую группой само- 
совмещений или группой симметрий 
этой фигуры: по определению, ее набор 
действий состоит из всех перемещений, 
совмещающих фигуру Р саму с собой. 
Например, 50) состоит из 8 действий: 
четырех поворотов квадрата (относительно 
его центра, в том числе ня 0°) и четырех 
отражений (относительно двух диагона- 
лей и двух «средних линий» квадрата). 

В группе 5(Д) самосовмещений пра- 
зильного треугольника — 6 действий, 
в группе $(С2) прямоугольника — 4. 
Таблица умиожения группы 5(С2) изоб- 
ражена на рисунке 4. 


о |0 Л: 5: 5 
Л Я. 1 5 





ЛЯ, Я. 5.5: 
у с 5: 76 Я: 
Ю2 2. я Ю: Я, Ло 





Рис. 4. 


Если сравнить таблицу умножения для 
группы 5([`) с таблицей умножения для 
группы Н, можно заметить, что эти 
таблицы отличаются только обозначением 
действий. Если переименовать действия 
так: 

Ра И ВА. 5, 


то одна таблица превратится в другую. 
Группы с совпадающими (при подходя- 
шем переименовании действий) таблица- 
ми умножения называются изоморфными. 
Мы сейчас установили, что группы 5(22} 
и Н изоморфны (их обычно в честь 
Ф. Клейна обозначают буквой К), а 
ранее заметили, что эти группы не 
изоморфны групне (С?) действий солдата. 

Читатель, возможно, догадался, почему 
мы обозначили группу действий солдата 


через В(0): она изоморфна группе 
поворотов квбабрата относительно его 


центра на углы 21/4, Е=0, 1, 2, 3. 
Эта группа — частный случай (при п—=4) 
группы поворотов правильного п-угольни- 
ка (относительно его центра), которая 


‚еще называется циклической группой 


1-го порядка и обычно обозначается через 
й- 

"В алгебре группы изучают +с точностью 
до изоморфизма», т. е. пе различают 
изоморфные группы: алгебраисту не инте- 
ресно, как называется группа и ее 
действия, ему важно знать структуру 


таблицы умножения группы. 


Группы перестановок 

и их подгруппы 

Рассмотрим конечный набор предметов — 
скажем, пять. Обозначим ты циф- 
рами, а весь набор через № = {1, 2, 3, 4, 5}. 
Перестановкой 165. этих предметов пазы- 
вается любое взаимно однозначное отобра- 
жение #: №№. т. е., попросту говоря, 
перенумерация предметов. Новый номер 
(Е) Е-го предмета мы будём обозначать 
через #2. Для наглядности перестановку & 
обычио представляют в виде таблицы: 


= (1 234 5) 
т ОМ 


Это позволяет легко находить произве- 
дение перестановок [и 2. Например, если 


;_(12345\ ,_ а) 
а з512/7— 2 3541/’ 
то (3}= (#51) (8)=1#((3))=#(5)=2, хак что 


а те 2345 
4е}1— 

35214 
(обратите внимание, что при Ё=о} сна- 
чала выполняется }, а потом &, причем это 
не всс равно: 1515 »{ — проверьте!) 
Также легко иаходить обратные перестё- 
новки («чтением снизу вверх»): 


а Р-НА, =. 2845) 
45213/° 


Нетрудно проверить, что 6, образует 
группу, состоящую из 5! = 120 перестано- 
вок. Эта группа называется группой пере- 
становок пяти предметов или симметриче- 
ской группой пятой степени. Совершенно 
аналогично определяется симметрическая 
группа $5. п-й степени для любого нату- 
рального п. 

Группы перестановок интересны в част- 
ности тем, что содержат много подгрупп 
(т.е. частей, когорые сами являются груп- 
пами). В группах перестановок содержат- 
ся подгруппы, изоморфные всем нашим 
ранее рассмотренным группам. Заинтере- 
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д и (2), 84), 
Е: (6{1,2, 3} й гы 


1,604 /° 







ра $,=Й й . 2.2.]:51-Ромештив} 


Эта поуущиты са ‹ ) 7.29 7 у иж Я, 7. 2 
бете пед с ИИ у чае м. 
о си. 78, (1 жа у 

бета офи поуиилта 29 5 порядна. ес. 
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сованный читатель может в этом убедить- 
ся, проштудировав рисунок 5. 

Рассматривая этот рисунок, читатель 
наверняка обратит внимание на красивые 
числовые закономерности, которые на нем 
проявляются. В частности, если назвать 
порядком группы число ее элементов, а 
порядком элемента & — наименьшее чис- 
ло /, для которого я" =е, то можно сформу- 
лировать следующую теорему. 

Теорема Лагранжа. Порядок 
любой подгруппы, также как порядок лю- 
бого элемента группы, является делите- 
лем порядка группы. 

Доказательство (не очень сложное) мы 
здесь не приводим. 


Взаимоотношения групи: 
гомоморфизмы 


Группы изучают не каждую саму по себе, 
а в их взаимодействии. Назовем гомо- 
морфизмом 7:С-—Н группы С в группу Н 
всякое отображение, ставящее в соответ- 
ствие каждому действию & из С вполне 
определенное действие Я = (я) из Н, если 
для любых Е и 4’ из С выполняется 
У (&°5”)= т (&)° 1 (#°). 
(Коротко говорят так: гомоморфизм — 
это отображение, сохраняющее опера- 
ЦИЮ ‹.) 

Бестолковый солдат, который игнори- 
рует команды «кругом» и «смирно», а в 
ответ на команды зналево» и «направо» 
поворачивается кругом, тем самым задает 
гомоморфизм 

В:® {0} 2, = {С, К; з} 
по правилу В(С) = В(К) = С, В() = ВТ) =К. 
Задумавшийся солдат, не реагирующий 
ни на какую команду, определяет триви- 
альный гомоморфизм в тривиальную 


группу: 
а: В (0)-—{е}. 
Нетривиальные гомоморфизмы не всег- 
да существуют. Например, любой гомо- 
морфизм @а:2.—+ 2. или В:25—7, — триви- 
ален. 


Абстрактные группы и теорема Кэли 


До сих пор мы рассматривали вполне 
конкретные группы, состоящие из дей- 
ствий — поворотов, симметрий и других 


Рис. 5. Подгруппы циклической группы 22 и 
групп перестановок 5. и 5:. Красным выделены 
циклические подгруппы Я, зеленым — так 
называемые знакопеременные группы (Али А,). 
В описании групп 5, цифры в круглых скобках 
обозначают циклы. т. е. перестановки, меняю- 
щие цифры по кругу. например (123)—= 


ео 


(24›—(! 7. _) (13) (24) ( ) 1). 


Куапетсесте.ти 


преобразований. Но к понятию группы 
можно подходить с более формальных, 
общих позиций; группы тогда считаются 
состоящими из элементов произвольной 
природы, а умножение — тоже произ- 
вольная операция (не обязательно компо- 
зиция действий). Получается следующее 
аксиоматическсе определение. 
Множество С элементов произвольной 
природы, в котором задана бинарная опе- 
рация * (состоящая в том, что каждой 
паре элементов а, 6ЕС ставится в соответ- 
ствие их произведение с =аъ6, тоже явля- 
ющееся элементом С) называется (аб- 
страктной) группой, если 

1°. операция » ассоциативна, 
любых а, 5, СС 

а*(Ьжс) = (а*Б)ъс; 

2°. в С имеется единственный нейтраль- 

ный элемент еС, для которого 


азе— езга-а 
при любом а6С; 
3°. для каждого аеС существует един- 
ственный обратный элемент а``СС такой, 
что 


т. е. для 


а ‘+а=аза '==е. 


Это общее определение позволяет сразу 
получить много новых примеров групп. 
Так, целые числа 2 образуют группу 
(в качестве « берем операцию -+, нейхраль- 
ный элемент — это 0, а обратным к а52 
служит (—а)); ненулевые действительные 
числа В {0} образуют группу относительно 
умножения и т. д. 

Однако по существу абстрактный под- 
ход ничего нового не дает: оказывается, 
что любая абстрактная группа изоморфна 
некоторой группе действий. Мы докажем 
это здесь лишь для конечных групп. 

Теорема Кэли. Всякая конечная 
группа С изоморфна некоторой подгруппе 
группы перестановок $5,. 

Доказательство. Пусть С ={е= 
=, & о. ..., &,}. Каждому элементу 86 С 
поставим в соответствие перестановку 


12 а 
ПО И РР 


где #1 — номер элемента #.*&, == же (на 
самом деле 1 =й), 1 — номер элемента 
Я 8., ... м — номер элемента &++8,. Тог- 


да все #, различны (т. е. действительно 
получается перестановка) и соответствие 


а 
—(: Би Ы 


задает гомоморфизм #:С-„5. (это следует 
из ассоциативности), притом й отображает 
С взаимно однозначно на подгруппу 
в (С)с 5. (это следует из аксиом 2° и 3°). 
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ЭФФЕЕТ ХОЛЛА: 
ГОД 1879 — ГОД 1980 


Кандидат физико-математических наук 
С. Г. СЕМЕНЧИНСКИИ 


Нобелевская премия по физике в 
1985 году была присуждена ученому 
из ФРГ профессору Клаусу фон Клит- 
цингу за цикл работ по физике полу- 
проводников. Основным результатом 
этих работ было открытие квантового 
эффекта Холла — эффекта, в кото- 
ром оказались «замешанными» клас- 
сический эффект Холла, известный 
уже сто лет, квантовые законы поведе- 
ния электронных систем, сформулиро- 
ванные в середине ХХ века, необыч- 
ные свойства «двумерных» структур, 
впервые обнаруженные в 1966 году, и 
МОП-транзисторы, создание которых 
относится к пятидесятым годам. От- 
крытие К. фон Клитцинга заинтересо- 
вало физиков самых различных спе- 
циальностей, поскольку оно открыло 
новые возможности измерения фунда- 
ментальных констант и создания но- 
вого эталона сопротивления. 

В чем суть этого открытия? Чтобы 
понять это, начнем с открытия столет- 
ней давности. 


Классический эффект Холла 


В 1879 году американский физик 
Эдвин Холл обнаружил, что если про- 
водник с током поместить в магнит- 
ное поле, перпендикулярное току, то 
в проводнике возникнет электростати- 
ческое поле, направленное перпенди- 
кулярно магнитному полю и току (ри- 
сунок 1). 

Напряженность этого поля мы мо- 
жем рассчитать. Ток в проводнике — 
это направленное движение электро- 
нов. Величина тока и средняя скорость 
этого движения связаны соотноше- 
нием в —1ТДпез), где п — концентра- 
ция электронов в проводнике, е — за- 
ряд электрона, 3 — площадь сечения 
проводника. Поместим прямоуголь- 
ный образец, по которому течет ток Г, 
в магнитное . поле с индукцией В 
(см. рисунок 1). На движущиеся элек- 
троны со стороны магниткого поля 
действует сила Лоренца Ё=еиВ, на. 
правленная перпендикулярно © и В. 


В результате действия этой силы элек- 
троны будут смещаться к боковой гра- 
ни образца, так что на одной из граней 
возникнет избыток электронов, а на 
другой — недостаток. Это приведет 
к возникновению электростатического 
поля, перпендикулярного току, — его 
называют полем Холла. Перемещение 
электронов поперек тока прекратится, 
как только сила, действующая на 
электрон со стороны поля Холла, срав- 
няется с силой Лоренца: Е, е=еоВ, 
откуда Ё, =В, или 

1В 

пез ° 

Холловское поле создает на гранях 





х — 








проводника разность потенциалов, 
равную 
ТВЬ ТВ 
И, = ЕВ = = 


пез пес ` 


где 6 — ширина проводника, а — его 
толщина. Эту разность потенциалов 
на гранях можно непосредственно 
измерять в экспериментах, и такие 
измерения дают очень важные сведе- 
ния о количестве электронов в едини- 
це объема проводника, так как отно- 
шение напряжения Холла И. к току Г, 
пропускаемому через проводник, как 
следует из приведенных рассужде- 
ний, зависит от п. Это отношение 
обычно называют холловским сопро- 
тивлением и обозначают В,:; 
т 
к, =—Х =. В 


7 пеа ° (1) 


Как видно из формулы (1), В, про- 
порционально индукции магнитного 








поля В и обратно пропорционально 
концентрации электронов п. 

Наличие магнитного поля сказы- 
вается и на обычном сопротивлении 
проводника (на сопротивлении проте- 
кающему току) — оно, как правило, 
увеличивается. 


Качественно это можно пояснить следую- 
щим образом. Причиной электрического со- 
противления является рассеяние электронов 
на препятствиях, встречающихся на их пути, — 
на примесях, на дефектах кристаллической ре- 
шетки й т. д. При столкновениях с препятст- 
виями направления скоростей электронов мо- 
гут изменяться произвольным образом. Однако 
в промежутках между столкновениями элек- 
троны разгоняются электрическим полем — 
проекции их скоростей вдоль поля растут. 
Таким образом, в проводнике устанавливается 
отличная от нуля средняя скорость дрейфа 
электронов вдоль поля — по проводнику течет 
ток. При наличин магнитного поля траекто- 
рии движения электронов между столкновени- 
ями искривляются, и в результате скорость их 
дрейфа несколько уменьшается. Следователь- 
но, при той же разности потенциалов умень- 
шается ток, т. е. растет сопротивление. Следует, 
однако, отметить, что холловское поле частично 
ослабляет описанный эффект (а иногда и ком- 
пенсирует его полностью). 

За сто лет, прошедших со дня от- 
крытия эффекта Холла, в его изуче- 
нии было сделано много. Было выяс- 
нено, как влияет на холловское сопро- 
тивление присутствие примесей в ма- 
териале образца, наличие носителей 
другого знака, изменения температу- 
ры и т. д. Однако формула (1) все это 
время, в основном, не вызывала сом- 
нений у физиков. 

И вот в 1980 году К. фон Клитцинг 
обнаружил, что в особых системах, 
называемых двумерными электрон- 
ными слоями, зависимости холловско- 
го сопротивления от индукции маг- 
нитного поля и концентрации элек- 
тронов совсем не такие, как это пред- 
писывает формула (1). И сопротивле- 
ние току в двумерном электронном 
слое при наличии магнитного поля 
ведет себя по-особенному. 

Причины этих знеобычностей» кро- 
ются в свойствах самого объекта, на 
котором они наблюдались. 


Двумерный электронный слой 


Что это такое? Как его создать? 
Оказывается, двумерный слой элек- 
тронов возникает в электронных при- 
борах, имеющих самое широкое при- 
менение, — в полевых МОП-транзи- 
сторах. Этот прибор схематически изо- 
бражен на рисунке 2. Пластина полу- 
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проводника — например кремния — 
покрыта слоем диэлектрика (оксидом 
кремния), на который сверху напылен 
так называемый затвор — пленка ме- 
талла (обычно алюминия; по первым 
буквам слов металл — оксид — полу- 
проводник прибор и назван МОП- 
транзистором). Если к затвору прило- 
жить положительное напряжение от- 
носительно полупроводника, то элек- 
троны, находящиеся в полупроводни- 
ке, притянутся к затвору. Но пройти 
сквозь оксид они не смогут и обра- 
зуют вблизи него тоякий слой (его тол- 
щина 20—30 А, т.е. 10° м). Этот 
слой можно назвать двумерным — 
в том смысле, что в двух измерениях 
вдоль слоя электроны могут двигать- 
ся свободно, в то время как отойти 
вглубь полупроводника им не дает 
электростатическое поле затвора. 
Затвор и слой образуют плоский 
конденсатор, емкость которого можно 
с достаточной точностью считать рав- 
ной С—==,=5/4, где = — диэлектриче- 
ская проницаемость оксида, @ — его 
толщина, 5 — площадь слоя. Заряд 
слоя можно определить по формуле 
@=С0, , где 0, — напряжение между 
затвором и полупроводником. Таким 
образом, число электронов в слое 


(2) 


зависит лишь от напряжения на затво- 
ре и, в отличие от числа свободных 
электронов в полупроводнике, не за- 
висит от температуры. Следователь- 
но, при понижении температуры 


вплоть до абсолютного нуля слой не 
исчезнет. Сопротивленне же полупро- 











водника станет бесконечным, так как 
его собственные носители тока исчез- 
нут — полупроводник станет изолято- 
ром. Теперь ничто не помешает нам 
изучать свойства двумерного слоя, из- 
меряя падение напряжения между 
контактами к слою. Ток через образец 
при этом пропускают между контак- 
тами, называемыми, по вполне понят- 
ным причинам, истоком и стоком 
(см. рисунок 2). Если нас интересует 
холловское сопротивление К‚, то его 
можно определить, измерив напряже- 
ние И, между контактами Ги 2 или 
З и 4 и разделив результат на вели- 
чину тока Г. Информацию о сопротив- 
лении протекающему току Я можно 
получить, измеряя напряжение меж- 
ду контактами Ги 3 или 2 и 4. Для 
измерения холловского сопротивле- 
ния такого двумерного слоя надо, ра- 
зумеется, поместить его в магнитное 
поле, направленное перпендикулярно 
плоскости слоя. Но в достаточно силь- 
ном поле под действием силы Лоренца 
электроны будут двигаться по окруж- 
ностям с одной и той же частотой 
вращения 

® =Ве/т, {3) 
где т — масса электрона. 

Таким образом, мы получили элек- 
тронную систему, в которой движение 
электронов ограничено в любом из на- 
правлений — в плоскости слоя их за- 
кручивает магнитное поле, а уйти из 
этой плоскости им не дает электриче- 
ское поле затвора. 

С точки зрения классической физи- 
ки двумерный проводник качественно 
не отличается от трехмерного. Ток че- 
рез такой проводник все так же свя- 
зан с дрейфом электронов (вдоль 
слоя). Холловское сопротивление дол- 
жно определяться по формуле (1), с 
той, однако, разницей, что под п надо 
понимать количество электронов, при- 
ходящихся на единицу площади, и в 
знаменателе, таким образом, уже не 
будет толщины проводника: 


В 
Кх= ле * (4) 
Ничего необычного не должно проис- 
ходить и с сопротивлением протекаю- 


щему через слой току — оно должно 
возрастать с увеличением В. Однако ... 


Квантовые причуды двумерного слоя 


С точки зрения квантовой механики, 
однако, у такой системы электронов 
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должны возникнуть принципиально 
новые свойства. Вы, вероятно, знаете, 
что энергия микрочастицы, которая 
движется в ограниченной области про- 
странства, согласно квантовой теории 
не может быть произвольной. Напри- 
мер, при движении электронов в атоме 
энергия электронов может принимать 
лишь определенные значения \’., И, 
У’., ... и не может — промежуточные. 
В этом случае говорят, что возникают 
разрешенные уровни энергии Я’., 
У/,, И’, -.. То же происходит и с элек- 
тронами, вращающимися в магнитном 
поле. Оказывается, их энергия может 
быть равна только дискретным значе- 
ниям 
м, (+1), (5) 
где Е — целое число, а « — частота 
вращения, определяемая формулой 
{3). Эти разрешенные уровни энергии 
принято называть уровнями Ландау. 
Согласно законам квантовой меха- 
ники, электроны, находящиеся в од- 
ном и том же месте пространства, 
должны хоть чем-нибудь отличать- 
ся — иметь разные энергии, разные 
спины и т. д. Попробуем подсчитать, 
сколько электронов с энергией \’, 
{:—=0} — это нижний уровень Лан- 
дау — может поместиться на единице 
площади. Пусть электрон вращается 
по окружности радиуса г с частотой в», 
определяемой формулой (3). Его кине- 
тическая энергия равна т?7?/2. При- 
равняем эту энергию У’: 
Во то? г? 


тои 





Отсюда находим, какая площадка 
приходится на один электрон с энер- 
гией \.: л-=ВД2Ве). На этой же 
площадке может разместиться еще 
один электрон с той же энергией У’., 
но с противоположно направленным 
спином — так велит принцип Паули 
(тот же принцип Паули, который уча- 
ствует в зрасселении» электронов в 
атоме). Другие электроны с энергией 
У’, могут поместиться рядом, так, что- 
бы зорбиты» электронов не перекры- 
вались. Таким образом, на единице 


площади можно разместить п= 
4Ве > 
= -“. = -;_ электронов с энергией \’.. 
л 


В наших расчетах мы пользовались 
чисто механической моделью движе- 
ния электронов в магнитном поле. 
Точный квантово-механический рас- 
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чет показывает, что плотность элек- 
тронов одинакова для всех уровней 
Ландау и равна 

пл =2Ве/й. (6) 
(Как видите, мы ошиблись всего в два 
раза, что совсем не так плохо для ис- 
пользованной нами грубой модели.) 


А теперь вернемся к двумерному 
электронному слою в МОП-транзисто- 
ре. Число п электронов на единице 
площади слоя можно изменять, меняя 
напряжение на затворе И, (см. фор- 
мулу (2)). При увеличении И, элек- 
троны постепенно заполняют уровень 
Ландау: когда (при некотором 0) ока- 
жется, что всем электронам не хватает 
места на нижнем уровне Ландау, они 
начнут заполнять следующий уровень 
(с :=1, затем с 1=2 ит. д.). 

Как сказывается квантованность 
энергии электронов на токе, текущем 
вдоль слоя? Пока на уровне Ландау 
есть свободные места, электроны, 
сталкиваясь с препятствиями (неод- 
нородностями в образце), могут пере- 
скакивать на эти свободные места, 
оставаясь на том же энергетическом 
уровне. Такие перескоки, как мы уже 
говорили, приводят к уменьшению 
средней скорости направленного кол- 
лективного движения электронов, т. е. 
в этом случае ток в двумерном слое 
испытывает сопротивление. Если же 
электроны полностью заполняют 
уровни от нулевого до { — 1-го, а ый 
уровень пуст, то единственная для 
электрона возможность изменить со- 
стояние — это перейти на 2-ый уро- 
вень. Но для этого ему нужна допол- 


нительная энергия И”; — И”, ‚= =. во 


(см. формулу 5)). Если бы температура 
была высокой, электрон мог бы полу- 
чить необходимую порцию энергии из 
энергии тепловых колебаний. Эта 
энергия по порядку величины равна 
ЕТ (Е — постоянная Больцмана). Если 
же температура настолько низкая, 


что АТ < =. Йс, то электрону неотку- 


да взять энергию для перехода на 
следующий энергетический уровень. 
Это значит, что у электрона не оста- 
лось больше никакой возможности 
реагировать на препятствия, и он на 
них не реагирует. Ноэтому сопротив- 
ление протекающему току в момент, 
когда заполнено целое число { уровней 
Ландау, становится равным нулю. 
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Квантовый эффект Холла 


Но мы отвлеклись от основного пред- 
мета нашего разговора — от эффекта 
Холла. 

Итак, в 1980 году, когда классиче- 
скому эффекту Холла было уже сто 
лет, К. фон Клитцинг обратил внима- 
ние на необычное поведение холлов- 
ского сопротивления и сопротивления 
току в двумерном электронном слое. 
Насколько оно было необычным, вид- 
но из рисунка 3: вместо плавной зави- 
симости от напряжения И, (или, что 
эквивалентно, — от п) — она приведе- 
на пунктирной линией на кривой 
Вх (0,) наблюдались «ступеньки» — 
участки, где В, оставалось постоян- 
ным в довольно широком интервале 
О,. Значение Е, на ступеньках ока- 
залось независящим ни от каких пара- 
метров системы: оно определяется 
только фундаментальными физиче- 
скими постоянными постоянной 
Планка В и зарядом электрона е — 
и для ступеньки с номером № 


Ев. 


М 2е` ый. 
Иными словами, сопротивление Хол- 
ла квантуется! 

Теперь, когда мы познакомились с 
квантовым характером поведения 
электронов в двумерном слое, попы- 
таемся разобраться в этих фактах. 

Давайте определим значение хол- 
ловского сопротивления В, =ВДпе) 
(см. формулу (4)) для того же особого 
в жизни двумерного слоя случая, ког- 
да заполнено точно # уровней Ландау. 
На единице площади при этом нахо- 
дятся п= ту ==7(2Ве/В) электронов 
(см. формулу (6)), и 

а 
хоро ` 
— мы получили формулу (7)! 

Посмотрим еще раз на рисунок 3. 
На нем приведена также полученная 
экспериментально зависимость со- 
противления току {К (0.)). Как видно 
из рисунка, при некоторых значениях 
О, сопротивление Я падает практиче- 
ски до нуля. Мы уже выяснили, что 
такая ситуация возможна в тех слу- 
чаях, когда электроны в слое заполня- 
ют целое число уровней Ландау и не 
имеют возможности приобрести до- 
полнительную энергию для перехода 
на следующий уровень. И в этой си- 
туации, как видно из рисунка 3, хол- 
ловское сопротивление определяется 
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лишь фундаментальными констан- 
тами. Но из того же рисунка $ видно, 
что сопротивление В продолжает оста- 
ваться нулем в некотором интервале 


изменения (И и, следовательно, п. 
А ведь наши выводы относились лишь 
к ситуации, когда заполнено точно 
целое число уровней Ландау, т. е. к не- 
которым точным значениям концен- 
трации п—{тл. То же относится и к 
кривой В, (0), на которой в тех мес- 
тах, где А, =#/(21е?), образуются по- 
чему-то ровные «полочки». Эти «подо- 
зрительные» места на графиках объ- 
ясняются тем, что реальный полевой 
транзистор далеко не идеален. В част- 
ности, не постоянна толщина оксида. 
Это приводит к тому, что при одном и 
том же напряжении на затворе в раз- 
ных местах слоя возникает разная 
концентрация электронов. При посте- 
пенном увеличении И, концентрация 
будет изменяться по всему слою, оста- 
ваясь где-то немного больше, а 
где-то — немного меньше средней. 
Рано или поздно на некоторых участ- 
ках п достигнет значения т.. Как 
только возникнет «дорожка» с такой 
концентрацией от истока до стока, 
весь ток пойдет по ней — ведь сопро- 
тивление дорожки равно нулю. Если 
мы слегка увеличим 0., то где-то по- 
явится другая дорожка с концентра- 
цией ми, и весь ток потечет по ней. 
И до тех пор, пока не исчерпаются 
все такие пути от истока до стока, 
Я будет равно нулю и будет длиться 
«плато» В; =1/(21е?). При дальней- 
шем увеличении 0, все повторяется с 
той лишь разницей, что следующая 
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«ступенька» будет соответствовать 
п=(:-+}п и В, будет равно 
ие е”). 


Итак, мы немного разобрались в 
причинах, вызывающих квантование 
холловского сопротивления в двумер- 
ном слое. Не следует, однако, думать, 
что все здесь совершенно ясно. До сих 
пор физики еще не нашли ответов на 
многие вопросы, и главный из них — 
в чем причина той чрезвычайно высо- 
кой точности выполнения равенства 
(7), которая экспериментально наблю- 
дается при конечной (не нулевой) тем- 
пературе. 

Уже в 1982 году группой американ- 
ских физиков было показано, что с 
точностью 10-7 (т. е. до седьмого зна- 
ка после запятой) равенство (7) спра- 
ведливо. Предел ли это? 

Сейчас принято считать, что В; от- 
личается от #/(2:е”) примерно на 
столько же, на сколько В отличается 
от нуля. Это было установлено для 
таких экспериментальных условий, 
когда поддаются измерению как В, 
так и отличие К, от #/(24е?). Можно 
предположить, что такая связь между 
Ну и ВН существует и тогда, когда ни 
то, ни другое уже прямым измерениям 
не поддается, так как они становятся 
слишком малыми. Однако всегда есть 
возможность оценить А, например, по 
времени затухания в образце токов 
Фуко. Возбудить токи можно, ска- 
жем, изменяя магнитное поле. Такие 
эксперименты, проведенные группой 
советских физиков в 1984 году, дали 
удивительный результат. Они пока- 
зали, что при температуре 0,4 К в маг- 


нитяом поле с индукцией 9 Тл вихре- 
вой ток «живеть столько, сколько 
длится эксперимент, то есть часы. За 
это время ток затухает столь незначи- 
тельно, что оценка полново времени 
его затухания дает многие годы. Оцен- 
ки сопротивления Я, сделанные по ре- 
зультатам этих экспериментов, дают 
значение В=10-'' Ом. Это, возмож- 
но, означает, что равенство (7) выпол- 
няется лучше, чем до пятнадцатого 
знака! 


Новый эталон ома? 


Открытие эффекта квантования хол- 
ловского сопротивления вызвало 
огромный интерес у физиков. Инте- 
рес этот понятен — сейчас известно 
не так много способов измерения фун- 
даментальных физических постоян- 
ных, и появление новых возможно- 
стей в этом направлении всегда в ко- 
нечном итоге приводит к уточнению 
значений этих постоянных, что край- 
не важно для всех направлений физи- 
ки. Однако не меньший интерес к это- 
му открытию проявили и специалисты 
в области измерений — метрологии. 
Интерес метрологов вызван тем, что 
они разглядели в эффекте квантова- 
ния холловского сопротивления спо- 
соб поддержания точных знаний элек- 
трического сопротивления. Вы знаете, 
конечно, что у единиц всех основных 
физических величин есть эталоны. Та- 
кой эталон есть и у единицы электри- 
ческого сопротивления «Ом». Эталон 
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представляет собой набор проволоч- 
ных сопротивлений, и измеряя любое 
сопротивление любым прибором, мы, 
в конечном итоге, сравниваем его с 
сопротивлением этой группы катушек. 
Но у такого эталона есть недостатки. 
Во-первых, его сопротивление, пусть 
незначительно, но все же изменяется 
со временем, что очень существенно 
сказывается на той точности, с кото- 
рой можно верить измерениям сопро- 
тивления. Во-вторых, такой эталон мо- 
жет быть только один — если мы заве- 
дем два одинаковых эталона, а их 
значения через некоторое время пере- 
станут совпадать, то нам все равно 
придется выбрать, кто из них «глав- 
ный». В-третьих, эталон может про- 
пасть — скажем, он может погибнуть 
от стихийного бедствия, и это сразу 
нарушит стройность всей системы из- 
мерения электрического сопротивле- 
ния. Если же создать эталон 1 Ом 
на основе эффекта квантования хол- 
ловского сопротивления, то все пере- 
численные недостатки исчезнут. По- 
этому во многих странах сейчас ведут- 
ся работы по созданию эталона, осно- 
ванного на квантованном эффекте 
Холла. Уже достигнуто соглашение, 
что переход на такие эталоны начнет- 
ся, как только в лабораториях по 
крайней мере трех стран удастся вос- 
произвести квантованные значения 
К,, отличающиеся между собой не 
более, чем на 2.107’ Ом. По-видимо- 
му, это произойдет скоро. 


математнка — только очень 
малая и очень простая часть 
жизни. Когда в ответ на это 
аудитория зашумела, фон 
Нейман добавил: * Если люди 
не верят в то. что математика 
проста, то только потому, что 


Новостн археологии 


По последним данным архео- 
логических раскопок, понятие 
дроби как части целого заро- 
дилось еще в зпоху первобыт- 
но-общинного строя, когда 
съесть мамонта целиком было 


№ 


[8 


не по силам ни одному дика- 
рю. Впоследствии же с исчез- 
новением мамонтов и в связи 
с переходом на более мелкую 
дичь надобность в дробях по- 
иемногу отпала, и вскоре оии 
вообще вышли из употреб- 
ления. 


Простота математики 


Джон фон Нейман, один из 
крупнейших математиков на- 
шего столетия, выступая в 
конце 40-х годов с докладом 
о будущем электронно-вычис- 
лительных машин, сказал. что 


они не осознают, как сложна 
жизнь». 


(>>7% 


Материалы представили 
В. А. Пилюш, Б. Е. Явелов 





нять математические действия с до- 
вольно высокой скоростью — до мил- 
лиона простых операций в секунду. 
Простыми мы будем называть те не- 
многие операции, которые ЭВМ умеет 
выполнять +*от рождения»; в основном 
это сложение (вычитание) и сравне- 
ние. Для выполнения сложных дей- 
ствий нужно сначала научить машину 
«преобразовывать» эти действия в по- 
следовательность простых операций. 
Во-вторых, выполнять логические опе- 
рации с такой же быстротой. Не вда- 
ваясь в тонкости логических опера- 
ций, рассмотрим подходящий пример: 
требуется составить алфавитный спи- 
сок из заданного множества в один 
миллион фамилий. Это, в общем, про- 
стая, не требующая вычислений рабо- 
та — нужно сравнить фамилии по пер- 
вой, затем второй, затем третьей и т. д. 
буквам, и по результатам сравнений 
заносить фамилии в список под соот- 
ветствующими номерами. Для чело- 
века эта работа и утомитхельна, и скуч- 
на, и весьма продолжительна. ЭВМ, 
в том числе микроЭВМ, выполнит эту 
работу довольно быстро. В-третьих, 
микрокомпьютер может управлять 
машинами, производственными агре- 
гатами, процессами. Эта его способ- 
ность складывается из первых двух, 
ибо очень упрощенно процесс управ- 
ления можно представить как расчеты 
нескольких допустимых вариантов 
действия, сравнение результатов и вы- 
бор оптимального решения. 

Понятно, что самая прекрасная 
СБИС «мертва», бесполезна, если ли- 
шена системы питания, средств ввода 
информации (например, клавиатуры) 
и отображения результатов (напри- 
мер, экрана или печатающего устрой- 
ства). Управляющему компьютеру 
также нужна система связи с испол- 
нительными механизмами. (Так, мозг 
человека, наш многоцелевой персо- 
нальный компьютер, бессилен без дву- 


сторонней связи с глазами, ушами, 
ртом, руками.) 
Итак, констатируем: СБИС — это 


мозг компьютера, сложнейшая его 
часть. Именно СБИС микрокомпьюте- 
ра будет целью нашего путешествия, 
и, несколько упрощая, именно СБИС 
мы будем называть городом МК. 
Посмотрите на фотографию, поме- 
щенную на этой странице (она сде- 
лана с увеличением 1,5): из корпу- 
са СБИС выходит несколько десят- 
ков выводов. Это дороги, связываю- 
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щие город МК с «периферией» — так 
несколько пренебрежительно назы- 
вают клавиатуру, дисплей, цифропе- 
чатающее устройство и т. п., и дороги, 
по которым в город поступает пита- 
ние — постоянное напряжение (чаще 
всего это 5 В). В случае работы с за- 





дачами большой сложности или боль- 
шого объема (например, тот же список 
из миллиона фамилий) на помощь 
привлекается архивная, или внешняя, 
память; для связи с внешними запо- 
минающими устройствами (ВЗУ) тоже 
предусмотрены выводы-дороги. 

Напомним, что сверхбольшая инте- 
гральная схема — очень маленькая. 
Кристалл кремния — основание 
СБИС — имеет размер около 5Х 5 мм, 
а сама СБИС в корпусе и с вывода- 
ми — это коробочка не больше 
40Ж25 мм, и весит она 15—20 г. 
Поэтому для удобства путешествия по 
городу МК предлагаем вам мысленно 
уменьшиться в миллион раз. (В ска- 
зочной литературе такой прием не раз 
использовался, хотя коэффициент по- 
добия был поменьше.) При таком 
уменьшении, когда наш рост стал 
1,5—1,8 мкм, экскурсия по СВИС 
МК — это то же, что в нашем обык- 
новенном масштабе знакомство с горо- 
дом площадью около 30 квадратных 
километров. 

Обычно, если есть такая возмож- 
ность, города осматривают с возвы- 
шенной точки (с Останкинской теле- 
башни, с Исаакиевского собора ит. п.). 
Мы же с вами остановимся на краю 
корпуса СБИС на высоте около 
1000 метров (с учетом масштаба!) над 
городом МК и отсюда начнем. 

Внизу, в долине — наш город. Он 
построен на берегу моря Физики Твер- 
дого Тела, у залива Полупроводников, 
и, без сомнения, это один из крупней- 
ших населенных пунктов на побе- 


режье*). Своеобразие нашего города, 
так же, например, как города Сочи 
или Юрмала, в том, что он построен 
для приема и обслуживания большого 
количества туристов. Постоянное на- 
селение города только этим и зани- 
мается. Как это часто бывает, в таком 
городе постоянных жителей намного 
менышпе, чем гостей. Город МК — 
новостройка, подобные крупные схе- 
мы-ансамбли созданы в течение по- 
следних пяти лет. Впервые столь круп- 
ный город построен на одной площад- 
ке. Ранее задачи туристского обслу- 
живания решались целым комплек- 
сом небольших поселков, располо- 
женных иногда в сотнях километров 
друг от друга (не забудьте умножить 
на 1041). Представляете, сколько бы- 
ло переездов? 


Слово о словах 


Теперь следует пояснить, о каких ту- 
ристах идет речь. Туристами в МК 
являются отрезки {элементы) инфор- 
мации, для которых хорошо подходит 
название «машинное слово». Это ни- 
как не те стихийные толпы отдыхаю- 
щих-‹дикарей», которые летом рвутся 
наудачу в приморские города-курор- 
ты. Наши туристы — частицы орга- 
низованного информационного пото- 
ка, называемого программой работы 
ЭВМ. Потеря любого слова угрожает 
разрушить смысл всей программы, но 
и лишних слов быть не должно. 
{В этом отношении хорошая програм- 
ма подобна хорошим стихам.) 

Ну, а постоянные ‘жители города, 
кто они? Это тоже машинные слова, 
«прописанные», или записанные, в са- 
мом МК. Они необходимы для того, 
чтобы упростить обращение с про- 
граммами. 

Слова машинные, как и слова обыч- 
ные, несут некоторую конкретную ин- 
формацию. Для себя мы можем раз- 
делить машинные слова на две груп- 
пы: слова-команды (что сделать) и 
слова-данные (это числа или логиче- 
екие величины, то, чем распоряжают- 
ся, чем оперируют команды; их еще 
называют операндами, по созвучию 
с командами). Но это — для себя, 


*} По берегам залива Полупроводннков вы про- 
шли, если читали книгу +Знакомство с полупровод- 
никами» М. Е. Левинштсйна н Г. С. Симина, выпу 
щенную в Библиотечкс «Кванть (кыл. 33, с. 238). 
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а для электронных схем МК любое 
машинное слово — всего лишь по- 
следовательность единиц и нулей, 
а точнее, высоких (обычно более 2,5 В) 
и низких (менее 0,5 В) напряжений 
на входах транзисторных элементов. 
Таким образом, машинные слова — 
это серии электрических импульсов, 
пробегающих по дорогам и кварта- 
лам МЕ. 

Задача каждого отдельного импуль- 
са — включить тот или иной тран- 
зистор в логическом или запоминаю- 
щем элементе ЭВМ. В свою очередь, 
каждое такое включение приводит к 
перемещению по кристаллу МЕ, заря- 
довых пакетов — электронов и дырок. 
Так информация в МК обретает физи- 
чески зримую форму пакетов заря- 
женных частиц, которые целенаправ- 
ленно продвигаются по микросхеме, 
пока, наконец, появление импульсов 
напряжения на выходных контактах 
МК не известит о завершении процес- 
са переработки информации и полу- 
чении результата. 

И еще немного о словах. Мы обычно 
почти не затрудняемся в выборе слов 
для выражения своих мыслей. У всех 
ЭВМ, и в том числе у нашего МК, 
есть жесткий порядок — можно поль- 
зоваться словами одной определенной 
длины: например, из 8 или 16 букв 
притом буквы — это 0 или 1 (такие 
буквы называют битами). Для сравне- 
ния отметим, что большие ЭВМ з+раз- 
говаривают» словами в 64 и 128 бит, 
а лучшие микрокомпьютеры пока 
лишь 32-битовые. Конечно, словарь 

коротких слов (8- или 16-битовых). 
менее выразителен, зато намного ком- 
пактнее. Для «карманной» ЭВМ ну- 
жен и карманный словарь! 

В общении человека с машиной есть 
неизбежные трудности. Составление 
программ на машинном языке — дело 
трудоемкое, оно требует определенно- 
го навыка. Нам гораздо удобнее об- 
щаться с машиной на языке, логи- 
чески близком к человеческому (ска- 
жем, русскому или английскому). Та- 
ких языков-посредников для задач 
разного назначения создано несколь- 
ко десятков: это фортран, алгол, ко- 
бол ит. д. Ну, а там, где используются 
несколько разных языков, не обойтись 
без переводчика... Но разговор о пере- 
водчиках и о бюро переводов, которое 
есть в нашем городе, мы продолжим 
в следующем номере. 
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Этот раздел ведется у нас нз 
номера в номер с момента ос- 
нования журнала. Публикуе- 
мые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выходя- 
щих за рамкн школьной про- 
граммы. Наиболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки мы 
обычно указываем. кто нам ее 
предложнл. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. Решения задач на этого 
номера можно отправлять не 


" позднее 15 апреля 1987 года 


по адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кванта» № 2-87» 
н номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, напрнмер 
«М1026, М1027ь или 
«Ф1038». Решения задач из 
разных номеров журнала нли 
по разным предметам (мате- 
матике н физике) присылайте 
в разных конвертах. В ннсьмо 
вложите конверт © написан- 
ным на нем вашнм адресом 
(в этом конверте вы получите 
результаты проверки реше- 
инй). Условие каждой ориги- 
нальнон задачи, предлагае- 
мон для публикации, присы- 
лайте в отдельном конверте 
в двух экземплярах вместе 
< вашим решеннем этой зада- 
чи (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кнанта», новая 
задача по физике» илн ‹...но- 
вая задача по математнке»). 
В начале каждого письма про- 
сим указывать номер школы 
и класс, в кохором вы учнтесь. 
Фамнлию, нмя и домашний 
адрес проснм инсать печатны- 
ми буквами. 


В 





Рис. 2. 
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Задачи 


М1026—М№М1030, Ф1038—Ф1042 


М1026. а) Пять равных дуг АВ, ВС, СО, РЕ, ЕЛА распо- 

ложены так, что каждая делится соседними на три 

равные части (рис. 1). Найдите величину каждой дуги 

(в градусах). 

6) Тот же вопрос для *розеткиь из т равных дуг, каж- 

дая из которых делится соседними на три равные части. 
А. В. Швецов 


М1027. Докажите, что число 19851 + 19861! делится на 
1987. (Через п!! обозначается произведение всех нату- 
ральных чисел, не превосходящих п и имеющих ту же 
четность, т. е. лЛИ=п(л—2)/п—4)....} 

В. В. Произволов 


№1028. а) На плоскости заданы две пересекающиеся 
прямые, и на них отмечено по одной точке (Ри Е). 
Постройте треугольник АВС, у которого биссектрисы 
Ср и АЕ лежат на данных прямых, а их основания — 
данные точки ДР и Е (рис. 2}. 

6)* Докажите, что если при этом С СОЕ = 30°, то один 
из углов треугольника АВС равен 60° или 120°. 


М. Волчкевич, ученик 10 кл. (Москва) 


№1029. Среди п членов арифметической прогрессии 
удалось выбрать # членов, образующих возрастающую 
геометрическую прогрессию. Докажите, что п 2*-*. 

В. Ф. Лев 


№М1030. Для выпуклого многогранника М обозначим 
через 5 (М) сумму площадей его граней, через Р (М) — 
сумму произведений длин всех его ребер на соответ- 
ствующие им внешние углы многогранника (внешний 
угол при данном ребре — это угол между перпеидику- 
лярами к граням, примыкающим к ребру, и направ- 
ленными во внешнюю область многогранника; он равен 
180° минус величина соответствующего двугранного 
угла). Докажите, что если многогранник М, лежит 
внутри многогранника М», то 
а) 5 (М) 5 (М.); 
6) Р(М,) = Р(М.)). 

А. Б. Гончаров 


$1038. Три одинаковые нерастяжимые нити прикрепле- 
ны на одинаковых расстояниях друг от друга к кольцу 
радиусом го и аналогичным образом — к кольцу радиу- 
сом Эг,. Нити пропущены через третье кольцо раднусом 
го (рис. 8). Кольцо 1 закреплено в горизонтальной 
плоскости, и вся система находится в равновесии. Найти 
расстояние между центрами колец 2 и 3. Все кольца 
сделаны из одной и той же проволоки. Трением пре- 
небречь. 

В. П. Бородин 


$1039. К бруску, лежащему на наклонной плоско- 
сти, прикреплена нить, перекинутая через проволочную 
петлю; на другом конце нити висит грузик (рис. 4). 
При этом брусок неподвижен. Когда грузик кач- 
нули, брусок начал двигаться. Объясните явление. 

Г. В. Меледин 


$1040. Три одинаковые проводящие пластины пло- 
щадью $5 каждая расположены параллельно друг другу 











\№е Вауе Бееп  рибйвЬте 
Куаий!з сотезё ргоЫетз еуегу 
по [гош 4Ше уегу Игз 
1взие 0Г оцг тацазште. Т№е 
ргоЫетз аге попзёапдаг@ опез, 
Ба {Бел вошеоп гедшгез по 
чаГогтаНоп оо 4е {Ве зсоре 
о {Ще 9558 зесопфакгу зсБоо] 
зуЦаЬоз. ТЬе тоге АИЙЙсиИй 
ргоШетз аге тагКеё ИНЬ а 
з(аг (*). АНег 4Ве зёметете 
оЁ {Ве ргоШет, ме цвиаПу па1- 
саёе “Во ргоровеё И № ц$. 
П поез “ИВощ заутея ай по! 
а 4Везе ргоЫеп$ аге га 
роса опз. Тне зощНопз о? 
ргоетз {гот {65:8 з3ае @п 
Кизяап ог шт Ебей8Ь) тау Бе 
розёе4 по 1щфег {Вап АргИ 1546 
1987, 40 Ве б(оПоэдая а@@тезз: 
$58, Мозсочу, 103006. Моск- 
ва К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Квант». Р!еазе зеп@ {Ве 30- 
1щолз: 01 рБузю8 ао тае- 
айс ргоЫегаз, аз \еП аз рго- 
Метз {гот ЦЁегепЕ 133цез, 
цидег зерага&е соуег; оп {Ве 
епуеоре эжтИе \е мог@з: 
“КУАМТ”$ РКОВЕЕМ5” апЯ 
{Ве потфегз о аП {Ве я0]уед 
ргоШетов; т уоцг 1еЦНег еп юзе 
ап оз атрей зе Ма @геззей еп- 
у@оре — ме зВаШ изе # 40 
зеп@ уоц (Ве соггесНоп гези!. 
И уоц Вауе ап ога ргоб- 
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на расстояниях 4, и 4. (рис. 5). Вначале на пластине {1 


находился заряд @, а плястины 2 и 3 были незаряжены. % 


Затем пластины 2 и 3 присоединяют к батарее с напря- 
жением 0. пластины Г и 3 соединяют проводником. 
Найти установившиеся заряды на пластинах. 

В. Н. Иванченко 


$1041. Проводящий стержень длиной [ и массой т 
подвешен на двух невесомых жестких стержнях длиной 
й к горизонтальной оси (рис. 6). Эта рамка находится 
в однородном вертикальном магнитном поле, индукция 
которого В. Через рамку пропускают импульс тока Г, 
малой длительности т. Определить максимальное откло- 
нение рамки от вертикальной плоскости. Смещение рам- 
ки за время т очень мало. 


В. В. Пай 
с о 1 
а, 2 - я 
3 {в 


Рис. 5. Рис. 6. 

Ф!1042. Оцените, на каком расстоянии железнодорожные 
рельсы кажутся слившимися. Предполагается, что вы, 
хорошо представляя физику наблюдаемого явления, 
можете сами задать числовые значения необходимых 
величин. 


П. Н. Зубков 


РгоШет$ 
М1026—М1030; Р1038—Р1042 


№1026. а) Е/уе еаца] агсз АВ, ВС. СО. СЕ, ЕА аге сПобеп зо 
{Ваф еасп 15 Фу Ае Бу Из пещНБопгя фо &Нгее едиа| раг$ 
{ее Иёиге рис. 1). Ета Ве тарпИи@ез о а]] {Ве агс$ (т Чез- 
геез). 

Ь) Зате диезНоп Гог а «Помег» тайде пр оГР т едуа| агсз, 
сасй оЁ ур 13 #азо Че имо \Ихее едаца! раз Бу Ця 


пещИЪоит5. 
А. Г. ЭАиезои 


№М1027. Ргоуе Маф (Ме пибег 198511 +1986! 1$ уе Бу 
1987. (Неге л!! Чепойез 4Ме ргодисё оё а пафита! питьЬега 
по итеафег \Вап п ап о 4Ме зате рагЦцу, (с.  пИ— 
=п(п—2)(л—4)...) 


и. И. Ргозьоюь 


№М1028. а) ТВе рониз ДР апа Е аге сБозеп оп 0 ифегзесипя 
Блез 11 {Ме р!апе. Сопз&гис& {Ве илапше АВС мпозе Ъ1ззесфогз 
СР апа АЕ Ие оп 4Ве вуеп Ппез, {Лет иегзесНой роз “ИВ 
\Пе оррозце в\ез Ъешё Р ап Е (зее Я1киге рис. 2). 

Ъ)* Ргоуе Ма ИН, ип4ег 1Лезе сопа!опз, /СРЕ=ЗО0°, 1Веп 
опе оЁ {Не апез ой {папе АВС еаца1з 60” ог 120$. 

М. Удевкемсв, 10%} Гогт 504ет\ 
№М1029. Атопи п 1егз 07 ап атийтейса! рговтеззюп ме 
зиссееЧеЯ ш сВоозтё й 1егтз сопзИШИЛЕ ап шегевзти 
веотефтас ргоктеззоп. Ргоуе 4Наф пе 2" -'. 


У_ РЕ. Ге 


№М1030. Гог апу сопуех роувейгоп М 4епойе Бу 5{М) Ше о 
агеа оЁ 13 Расез ап Бу Р(М) Че зит оЁ Че ргодис оЁ 
1еп&\з оЁ а №з едаез Бу &Ве сотгезроп ти ежегог апя1сз 
оЁ 1е роуве@гоп (&Не еженог апе а {Те 21уеп еде 15 Ме 
апя]е Беёмееп Фе регрепЯ1с!агз №0 Ше Ёасез ицегвесИрЕ а 
Ва све ап теме опемата). Ргоуе 11а М Те сопуех 
роуведхоп М; 13 сомаштей ат Ме роувсЯгоп М,. {Вет 


а) 5 (М) = 5 (М2); 5) РМ) Р{М.-.. А. В. Сопевагои 
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1ет © ргорозе Гог рубНсабоп, 
рея$е зеп@ # 10 из ил@ег зера- 
га{е соуег, п мо сорюз (т 
Июзыап ог т Ели), атс д- 
пе Ве зошИон. Оп (Те епусо- 
ре мгИе МЕМ РНОВГЕМ М 
РНУ$1С$ (ог МАТНЕМА- 
ТтС$). Р\еазе рим усмг па- 
ше апЯ@ а@@гезз ш ВОСК 
1. ЕТТЕК$. 


№1006. Через две верши- 
ны треугольника проведе- 
ны две прямые, разбиваю- 
щие его на три треуголь- 
ника и четырехугольник. 
а) Могут ли площади всех 
четырех частей быть рав- 
ными? 

6) Какие три из этих ча- 
стей могут иметь ‘равные 
площади? Во сколько раз 
отличается от них’ пло- 
щадь четвертой части? 


д $1 _ И 2_1, 
/ \ к-та В 2 1, 
© Би 
д \, -. 
Е 12 
Рис. 1 
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21038. ТНгее Чеписа! штеазИс заитез аге ИхеЯ а едиа] 
@1з{апсез {гот еасв оТег оп а гмЕ оГ га@\$ г, ап, т а 
зипПаг мау, опа нл& о? гадаз 2г.. ТВе зы1тЕз раз$ ФПгоцей 
а Ша инте о? гад го (зее щиге рис. 3). Тне гпв 1 8 Йхед 
11 Ме рог12опёа] рапе ап4 {пе \мБо]е зузет 18 ш едш гит. 
Ета {Те 16 апсе Бебуееп Ве сепёгез о? \Ве гтяз 2 апа 3. АП 
+Ве г:поз аге та@е ой {Пе зате млте. Касйоп 13 пение. 

У. Р. Вогодт 


Р1039. А эшше раззшя  ргопеБ а же 1оор №8 Яхед № а 
ЭаЪ р!асеё оп эп тсИпей р]апе; а зтаЙ меёрР Бапя$ оп фе 
о ег еп ой {Те защ (ее Ещоте рис. 4}. аа Цу Ве ЗаЪ 13 
тоНол]езз. \УВеп 1Ве уещВе 13 ризнеа, Мс з1аЪ6 Бейтз 10 тоус. 
Ехр\ат 55$ рВепотепоп. 

С. К. Маефт 


2040. Тьтее 1бепйса\ сопбисипе р1айез оЁ атеа 5 еасВ аге 
р1ясе@ рагаПе! фо еаср олег аё Ре а алсез 4, апа 4. (зее 
Якиге рис. 5). 1 аПу ре 1 Ваз {йе сВагке @, Фе р1авз 2 
апа 3 аге илсВагие4. ТВеп 11е р]аз 2 ап@ 8 аге соппесвеа © 
а БаМеху об 4епыой О апб 1Ме р\а\ез 1 апб 3 аге }отей Ъу 
а сопдисфог. Ета {Ве сзфаЪИзНей сВагрез оп Ме р1афез. 

у. М. ГоапейепКо 


Р1041. А сопдиесйии то4 ой ]спе® [ ап тазз т 13 зизрепдед 
Ъу изо мейНМезз к! то45 ой 1епе В № ю а Вотхотба ах! 
(зее Йвиге рис. 6). ТЬ:5 Егате 3 т а Ботовепеоцз уегИса] 
тарптейс Пе оЁё шдиеНоп В. Ап паршБе оё сиггеп® Го раззез 
ИтоцёВ Ме {тате догпя Те БмеЁ ите пиегуа! т. Оеегтте 
\\е тахуаа} шейпайоп о! Ме Фгате а\ау {гот Ве уегЫса] 
розой. Те тобоп 0 Те хате аиупе Ще ицегуа! т 13 уегу 
зта!]. И. И. Рау 


Р1042. Езитайе (Пе д13{апсе а чо гаЙгоаЯ ‘гасКз веет $0 
соте фореег. 1% 13 а55итеф {Наб уой ипдстааиЯ {Ме рву$1с8 
о# {Те рВепотепол ап@ сап ых арргорг:а{е питегса] уащез 
0 Ме тарпЯидез туое4. 

Р. Г. Рифкои 


Решения задач 
мМ1006—мМ1009; Ф1017—Ф1022 


В решении много раз будет использована следующая 
почти очевидная 

Лемма. Отношение, в котором прямая, проведенная 
через вершину треугольника. делит его площадь, равно 


отношению, в котором она делит его основание 
{см. рис. Г). 
а) Ответ: не могут. Если бы даже только три 


треугольника разбиения были равновелики (предполо- 
жение о величине площади четырехугольника нам и 
не нужно), то по лемме отрезки, разбивающие данный 
треугольник, должны были бы делить друг друга попо- 
лам (рис. 2), т.е. были бы диагоналями параллелограм- 
ма. Но это невозможно, поскольку две противоположные 
стороны этого «параллелограмма» лежат на пересекаю- 
щихся прямых — сторонах данного треугольника. 

6) Ответ: равновеликими могут быть четырехуголь- 
ник и любые два треугольника разбиения; отноше- 
ние площади 4-й части к площади каждой из трех 
равновеликих частей может быть равно либо 3, либо 
5—2. 

Введем обозначения, как на рисунке 3. Из реше- 
ния задачи а) видно, что одна из равновеликих 
частей — это четырехугольник СЁРК, другая — один 
из треугольников АРЁ и ВРК; будем считать, что это 
треугольник АРГ (случай треугольника ВРК рассмат- 
ривается точно так же). Третья часть — это треуголь- 
ник ВРК или АРВ; эти два случая надо рассмотреть 
отдельно. 








Рис. 4. 
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Обозначим площадь трех равновеликих частей через 
3 ($=5б:рк==бдрь) Площадь 4-й части через 3,. Чтобы 
найти искомое отношение $,/з, выразим двумя спосо- 
бами отношения, в которых Точки С и К делят стороны 
АСи ВС, через площади с помощью леммы: 


(62. Зеев ЭсЕР 








`РА Эрлв ЗрАР 





СК _ Эскл _ ЭскР р 
КВ  Эквл  ЭКквр ` 
а входящие сюда площади — через 3 5 и 
Х=5ерг. , 
В первом случае (рис. 3, а) имеем: 
25 _х 2 а 
$$, 3’ а 8 ` 






Отсюда легко найти, что х=5/2, $,/8=8. 
Во вгором случае (рис. 3, 6) система запишется 
так: 








о 
25 $ ° 8-3, в” 


Первое из этих уравневий дает х—{$-+8,)/2; подстав- 
ляя это выражение во второе уравнение, получим, что 
отношение 3,/& удовлетворяет квадратному уравнению 
(5, /3)2--4($,/)—1==0, т. е. 3,/5=щ/5—2. 

Остается еще проверить, что если разделить стороны 
треугольника АВС в отношениях 

СГ: ГА-СК : КВ—=25 : ($-43)=1:2 
в 1-м случае и * 
СТ, : ГА=ВК : КС=(з-з) : 25=—(\5—1)/2 

во 2-м случае, то соответствующие три части разбиения 
действительно будут равновелики. Пользуясь равен- 
ствами (>), это соесем легко сделать в 1-м случае и не- 
сколько сложнее во 2-м. Мы приведем для 2-го случая 
другое рассуждение, поясняющее, почему в нашей зада- 


2 
че возникло число а=(5—1)/2. (Число т= а 


это знаменитое «золотое сечение».) 

Заметим, что наше утверждение является, как гово- 
рят, аффинным, т. е. содержит только такие гео- 
метрические понятия и величины, которые сохраняются 
при параллельном проектировании: прямая, отношение 
длин отрезков одной прямой, равенство площадей 
и т. п. ОНапротив, такие понятия, как величина 
угла, отношение длин сторон треугольника или, скажем, 
биссектриса, не сохраняются при проекции — и не вхо- 
дят в наше утверждение.) А поскольку любой тре- 
угольник можно с помощью некоторой параллельной 
проекции превратить в треугольник заданной формы 
(подумайте, почему!), наше утверждение достаточно про- 
верить только для треугольников какого-то одного, наи- 
более удобного вида. В качестве такого «хорошего» 
треугольника возьмем треугольник АВС, образованный 
двумя циагоналями и стороной правильного пятиуголь- 
ника (рис. 4). Нетрудно показать, Что отношение сто- 
роны правильного пятиугольника к его диагонали рав- 
но ©. Отсюда ясно, что на рисунке 4 


СТ: ГА =ВК : КС=ВО : АС=а; 
и в то же время Зарв==$ ар, == скри» ПОСКОЛЬКУ оче- 
видно, что ВР=РТ,, а треугольник АРЬЕ, просто равносо- 
ставлен с четырехугольником СКРГ. 


Г. А. Гальперин. 
А. П. Савин 
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№М1007. Докажите, что тре- 
угольники с длинами сто- 
рон а, 6, сиа, ф, с, по- 
добны, если и только 
если 


Уаа-- Ув уе 
=, НЫ с, {а-ь-о). 


№1008. Лестница состоит 
из 2п-41 ступеней. На п 
нижних ступенях лежит 
по одноми камню. Двое по 
очереди таскают камни. 
Первый может переложить 
любой камень вверх на 
первию свободную сту- 
пеньку, а второй — пере- 
ложить камень на одну 
ступеньку вниз, если она 
свободна. Цель первого — 
положить камень на верх- 
нюю ступеньку. Может ли 
второй ему помешать? 


№1009. Биссектриса угла 
А параллелограмма АВСО 
пересекает прямые ВС и 
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Цосле возведения обемх частей доказываемого равен- 
ства в квадрат и несложных преобразований оно при- 
водится к виду 

(ав, — ава, — уса Нос, м сР=0, 
и следовательно, оно равносильно разенствам 
а/а,=6/6,=<с/сь, т. е. подобию треугольников. 

Другое доказательство можно получить, заметив, что 
левая часть равна_ скалярному произведению векторов 
с координатами (Са, \/, с) и (\а,, УЬ, ус, ) и не может 
быть больше правой части, которая равна произве- 
дению длин этих векторов; равенство возможно лишь, 
когда угол между векторами нулевой, т. е. они пропор- 
циональны друг другу. 

По существу, мы использовали во втором рассуж- 
дении так называемое неравенство Коши—Биуняков- 
ского: 


жи, Ноу» -+.-. ау < Ух... 


которое обращается в равенство, лишь когда наборы 
чисел (х» -... д.) и (Ил, ... Уз) пропорциональны (у нас 

—3, (х» х» ху, 5, ус), (уь у» уз 
=(\а,, \,, 5/с,)). 


Ответ: может. 

Во избежание путаницы будем номера действую- 
щих лиц задачи (их имена») писать с большой 
буквы. Правило действия Второго такое: он всякий 
раз кладет камень на ступень,  освободившуюся после 
хода Первого (это всегда возможно, поскольку ка- 
мень на следующей ступени либо лежал еще до хода 


В. Ц. Чичих, В. Н. Дубровскив 





Рис. 2. 


Первого — и остался там после этого хода, либо ока- 
зался там в результате хода Первого). Если Второй 
будет следовать этому правилу, то послё любого хода 
Перрого и ответа Второго или ничего не изме- 
нится (рис. 1), или на некотором участке лестницы, 
все ступени которого, кроме верхней, заняты, осво- 
бождается вторая снизу ступень и ставится камень 
на верхнюю (рис. 2). Ясно, что при этом нижняя 
ступень усегда остается занятой и не может образо- 
ваться группа из двух или более вдущих подряд пу- 
стых стуленей (не считая, конечно, ступеней над 
верхним камнем, с самого начала свободных). Следо- 
вательно, число свободных ступеней, лежащих ниже 
верхнего (п-го)} камия, перед любым ходом Первого не 
превосходит п—1, т. е. две верхние ступени будут 
свободны, и Первый не сможет занять верхнюю сту- 
пень. 


Обозначим центр окружности СКЁ через О; нам до- 
статочно доказать, что ХВОр—х ВСР (см. рисунок). 
Заметим сначала, что отрезки АВ и ВК, а также ГС 


Рис. 1. 


С. Л. Блисеев. Н. Н. Константинов 


СР в точках К и Г. со- 
ответственно. Докажите, 
что центр окружности, 
проведенной через точки 
С, К “1, лежит на окруж- 
ности, проведенной через 
точки В, Сир. 





$1017. Крупнейший в ми- 
ре советский телескоп име- 
ет в качестве объектива 
зеркало диаметром Р=б6 м. 
Какое время потребуется, 
чтобы, сравнивая получен- 
ные на этом телескопе 
фотоснимки, можно было 
заметить взаимное враше- 
ние нашей Галактики и ту- 
манности Андромеды во- 
криг общего центра масс? 
Расстояние до Андромеды 
В=1.42. 10" Во, где Ви — 
радиус орбиты Земли. Мас- 
сы Галактики и Андро- 
меды равны, соответствен- 
но, М‚=2,5 - 10" Мь, МА= 
=3,6 10" Ме, где М — 
масса Солнца. Фотографи- 
рование ведется в видимом 


свете на длине волны 
4=5 - 10 * м. 
Ф1018. Катер, привязан- 


ный у берега большого 
озера (береговая линия — 
прямая). неожиданно от- 
вязался, и ветер погнал 
его © постоянной ско- 
ростью и.—=2.5 км/ч под 
углом а=15° к берегу. 
Сможете ли вы догнать ка- 
тер, если ваша скорость 
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и СК равны, поскольку в треугольнике АВК равны 
углы при стороне АК (/ВАК=хХКАР=ЕАКВ), 
и прямая СС параллельна АВ. Отсюда, в частности, 
следует равенство треугольников ОКС и ОСЬ (ОК= 
—ОС=0ОГ, КС—СГ,). Повернем плоскость вокруг точки 
О так, чтобы треугольник ОКС совпал с треугольником 
ОСГ. Тогда луч КС совместится с лучом СГ, поэтому 
угол между этими лучами, т. е. /ВСЬ, равен углу 
поворота. В то же время точка В при этом повороте 
перейдет в О, так как КВ=АВ—<СО, следовательно, угол 
ВОР также равен углу поворота; тем самым равен- 
ство углов ВОР и ВСР доказано. 

Рисунок на полях иллюстрирует случай, когда 
АВ>ВС, а угол ВАР — острый,однако наше рассужде- 
ние без каких-либо изменений применимо и во всех 
других случаях. 


Минимальное угловое расстояние между двумя объек- 
тами, при котором нх можно наблюдать раздельно, ^ 
определяется дифракцией и равно приблизительно 
^/Рр. Чтобы можно было заметить, что Андромеда из- 
менила свое положение, она должна сдвинуться 
именно на такой угол: 
А 5-10" 
рев, 
Если период обращения Галактики и Андромеды во- 
круг общего центра масс равен Т, то поворот на угол 
фо происходит за время 







И. Ф. Шврыгин 


рад-=8 - 10° рад. (1) 


и 
= > Фо. (2) 


Период Т можно найти из обобщенного (в школь- 
ном учебнике астрономии он называется уточненным) 
Ш закона Кеплера: 


к =.) 
Т. Мот / В!” 

Записывая его для систем Земля — Солнце и Га- 
лактика — Андромеда и пренебрегая массой Земли, 


получаем: 
о. (3) 


где Т.—=1 год (земной). 
Из уравнений (1), (2) и (3) находим: 


? В 3/2 м 1/2 
ау елоиеь 
тр : М.М, 10° лет 


В. Е. Белоничкин 


Пусть в момент обнаружения обрыва катера вы 
находились на берегу в точке О (см. рисунок), а ка- 
тер, оторвавигись в точке Е, движется по прямой ЕЙ, 
составляющей с линией берега угол а«=15°, со ско- 
ростью #2,=2,5 км/ч. Чтобы ответить на вопрос за- 
дачи, построим границу области достижимости — той 
области, в которой спустя время # после начала ва- 
шего движения вы можете оказаться, «комбинируя» 
ходьбу и плавание. Эта граница (см. рисунок) пред- 
ставляет собой дугу АВ окружности радиусом ОА | = 
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на берегу и —4 км/ч, в в0- 
де — в›=2 км/ч?. При ка- 
кой скорости ватера это 
вообще возможно? 

























1019. В большой сосуд с 
идкостью, плотность ко- 
орой о, опущен малень- 
ий цилиндрический сосуд 
площадью основания 5, 
дно которого вставлена 
рубочка длиной [ (рис. 1); 
тенки сосудов — жестко 
креплены между собой. 
В маленький сосуд нали- 
ают подкрашенную жид- 
ость плотностью 92 
0›>0:7) д0 высоты Н так, 
что уровни жидкостей в 
ольшом и малом сосудах 
овпадают. В некоторый 
омент времени отверстие 
в трубочке открывают. Тя- 
елая жидкость начинает 
вытекать в большой сосуд. 
через некоторое время 
легкая жидкость из боль- 
шого сосуда втенает в ма- 
ленький сосуд; затем про- 
цесс повторяется. Какая 
масса тяжелой жидкости 
вытечет из маленького со- 
суда в первый раз? Какая 


28 


КуапЕ.тссте.ги 





== |ОВ|==ь и два отрезка касательных к этой окруж- 
ности — СА и БВ, причем |ОС|=|Ор]|=5и (подробно 
о построении этой границы рассказывалось в статье 
«Об оптимальных траекториях движения» в «Кванте» 
№6 за 1982 год, с. 30). Спустя время ЛЕ граница 
области достижимости займет новое положение 
СА’В’Р’, причем |СС’|=|ро’|=ь, . АЬ 1АА’ |= 
—|ВВ* | =. ‹ АР. Легко понять, что если проекция 
скорости катера на направление ОЛ (в этом направ- 
лении распространяется со скоростью и. плоский участок 
границы области достижимости) будет больше скорости 
>» то вы никогда не догоните катер. Минимальное 
значение скорости катера, при которой догнать катер 
уже невозможно, определяется из условия (см. рисунок} 


9ивс08 В=из, где В=фр— а. 


ЩИ а] 
Поскольку ф==агсзт р —агсэт -> —30°, со$ В= 


, 1 
=с0$ 45° —=—=, и 
12 


иди Е=022 == 2,8 км/ч. 
При движении катера со скоростью в.=2,5 км/ч 
(< ов) проекция скорости катера на направление 
ОА меньше 2.» поэтому, как бы долго вы ни задержа- 
лись на берегу, при правильной стратегии передвиже- 
ния догнать катер можно (граница области достижи- 
мости обязательно нагонит катер). 


После открытия отверстия в трубочке жидкость 
плотностью р. будет вытекать в большой сосуд до 
тех пор, пока давление в точке А (рис. 2) со сто- 
роны жидкости плотностью ф, не станет разно дав- 
лению жидкости плотностью р.. Из этого условия легко 
находится масса жидкости, которая вытечет из ма- 
ленького сосуда в первый раз. 

Для этого запишем условия равновесия (см. рис. 2): 


р а(Н-Н = во рьв(Н—АВ 0, (1) 
где Ал=(Н—1) — понижение уровня жидкости в 
маленьком сосуде. Отсюда 


С. С. Кротов 


рты д ЕЩ М 
р 


В: 
1, 
22 е> РО 





и 
Ат-=рь АВ $ (9, рН --0з 
(3 — площадь основания маленького сосуда). 

Для упрощения дальнейшего решения сделаем не- 
которые предположения. 

1. Площадь сечения большого сосуда настолько ве- 
лика, что если жидкость вытекает из маленького 
сосуда или втекает в него, то уровень жидкости в 
большом сосуде ие меняется. 

2. Диаметр трубочки и длина ее настолько малы, что 
объемом этой трубочки по сравнению с объемами со- 
судов можно пренебречь, т. е. когда жидкость из 


масса тяжелой жидкости 
будет вытекать каждый 
раз в дальнейшем? Какая 
масса легкой жидкости 6у- 
дет втекать каждый раз в 
маленький сосуд? Считать, 
что жидкости не смеши- 
ваются: поверхностным 
натяжением пренебречь. 


АНИ 


77 
Я 


УХА. 
ИН № 


7 
о 
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трубочки вытекает, уровень жидкости в маленьком со- 
суде не меняется. 

На первый взгляд может показаться, что, после тог 
как давления в точке А выравняются, процесс дол- 
жен остановиться; но это не так. Такое положение 
неустойчиво. Предположим, что жидкость плотностью 
р, втечет в трубочку на небольшую высоту Ах (рис. 8); 
тогда давление в точке А’ со стороны жидкости плот- 
ностью р, будет больше, чем давление в точке А’ со 
стороны жидкости плотностью р». з 

Действительно, давление в точке А’ со стороны 
жидкости плотностью р, будег равно р, =р,=(Н--:— Ах), 
а со стороны жидкости плотностью р. — рь.= 
—=р.8(й-|Н!— Ах); разность этих давлений 


Ар=р, —р.=(@®.— ря - Ах 







будет двигать жидкость вверх, поскольку р, Е(Н += 
=р›&(й--) — условие равновесия (см. (1)). Жидкость 
плотностью р, будет втекать в маленький сосуд до 
тех ‘пор, пока давления сверху и снизу в точке В 
(сы. рис. 3) не выравняются. Жидкость плотностью 
2; будет всплывать над жидкостью плотностью р. (по 
условию задачи они не смешиваются). 
Запишем условие равенстза давлений в точке В: 


р&Н' —= раёАЙ, | рьЕй, (2) 


где Ай, — высота жидкости плотностью р,, которая 
втекла в маленький сосуд. 


Из (1) и (2) находим: А, РР, и 
} 


Ат = (р.— р, )Е5. 
еперь, когда стала ясна причина перетеканий жид- 
костей из одного сосуда в другой, напищем уравнения 
равновесия в более общем случае. Предположим, что 
равновесие в точке В наступает в момент, когда 


овН=р, Е + рвй., (3) 
где й, — высота жидкости плотностью рр и й. — 
высота жидкости плотностью р2 в маленьком сосуде 
(рис. 4). Мы уже знаем, что положение равновесия 
неустойчиво, и жидкость будет вытекать из маленького 
сосуда, пока давления в точке А не выравняются, а это 
значит, что 

выз(Н +0 = рай! + рэ 30. (4) 


2 


Из (3) и (4) получаем: Айа ==В2— = Би 


ре 
Ат = (р. — р). 
Когда давления в точке А равны, положение неустой- 
чиво, и жидкость плотностью р, будет втекать в ма- 
ленький сосуд до тех пор, пока давления в точке В 
не выравняются, а это значит, что 


6 Ы = Е рьЕЙ.. (5) 
Из (4) и (5) получаем: Ао — т РР, и 
у 


Ат = (р.— 0,13 =Ат.. 
Значит, каждый раз из маленького сосуда будут выте- 
кать ин втекать одинаковые массы жидкости 


Ат=(р.— р, 8. 
Заметим, что объемы жидкостей, которые. втекают и 


вытекают из сосуда, будут разные; почему это так, 
подумайте самостоятельно. 


В. Е. Скороваров 
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Г При какой температуре 
поршень перестал двигать- 


$1020. Подвижный пор- 
шень делит цилиндр на 
две одинаковые части обз- 
емом У, —10-3 м?. В одной 
части находится сухой воз- 
дух. в другой — водяной 
пар и т-—4 г воды. При 
медленном нагревании ци- 
линдра поршень приходит 
в движение. После смеще- 
ния поршня на 1/4 длины 
цилиндра движение пре- 
кратилось. Какая масса 
водяных паров находилась 
в сосуде до нагревания? 
Какова масса воздуха, на- 
ходящегося в сосуде, и его 
начальная температура? 


ся? Зависимость давления 
насыщенных паров воды 
от температуры приведена 
в таблице. 


ё, °С р, - 10`*, Па 






= -ьк 


$1021. В цепи. показан- 
ной на рисунке, Е= 
—=100 Ом, С=10 мкФ. 
О, =—10 В, внутреннее со- 
противление батареи и со- 
противление амперметра 
пренебрежимо малы. 
Ключ К периодически за- 
мыкают на время 
—=1. 10`*ми размыкрют 
на время т2=20. 10 с. 
При танком режиме пере- 
ключений стрелка ампер- 
метра практически не дро- 
жит. Какой ток показы- 
вает амперметр? 
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Движение поригия прекратится, когда вся вода испа- 
рится; при этом слева и справа от поршня бу- 
дут газы (воздух и водяной пар), состояния которых 
описываются уравнением Менделеева — Клапейрона. 
Легко понять, что до этого при движении поршня 
уменьшался объем воздуха от У, до У,/2, а водяной пар 
все время оставался насыщенным. 

Пусть начальные температура и давление 7. и 
р» конечные — Т;, и р, и масса водяного пара до 
нагревания М. Тогда мы можем записать следующие 
уравнения: для воздуха — 





Ру. И РИ . а 
р: ) 
для пара в иачальный момент — 
м 
Р»Уо= „_ЯГь Ро=р (0), (2) 
п 
в конце процесса — 
8 М-+т 
Р'5 = ыы ВТ, р.=р, (1), (3) 
где в, — молярная масса водяного пара. Решая сов- 
местно уравнения (1) — (3), находим массу водяного 
пара до нагревания: 
—т/2==2 г. 
Пользуясь приведениой в условии таблицей, по- 


строим график зависимости р„(Ё) для водяного пара 
(см. рисунок). Тогда температура Ть определяется из 
условия пересечения этого графика с прямой р= 

м Е _ М-+т 28 
и” а Т, —с прямой = —_—— ЗУ, 
этот графический метод решения, находим: 

15=—140 °С, #=170 °С, 
Ро= 3,8 + 10° Па. 

Зная температуру Т.—=413 К и величину ро, из урав- 
нения Менделеева— Клапейрона для воздуха (р,= 
—29 г/моль) находим массу воздуха Мо: 





. Используя 


Роб, _. 
М — т 23,2 г. 


А. И. Буздин 


При замыкании ключа конденсаторы почти мгно- 
венно (сопротивление амперметра и внутреннее со- 
противление батареи пренебрежимо малы) заряжаются 
“ 
до напряжения 0. = $ 
практически полностью разряжаются. Поясним это. 
Разряжается каждый конденсатор через резистор А. 
Ток разряда в первый момент — 


а при размыкании ключа 


и 
= 9 = —. 
= р’ = 28 


Если бы этот ток не изменялся, то конденсатор 
полностью разрядился бы за время 


си, ГР 
ть 


На самом деле ток уменьшается по мере разряда 
конденсатора, и конденсатор разряжается все медлен- 





*—=-9 
бо 





$Ф1022. «Черный ящик» 
содержит катушку. резис- 
тор и конденсатор и име- 
ет три вывода. При его 
исследовании были полу- 
чены следующие резуль- 
таты. 

В схеме, показанной на 
рисунке 1, амперметр по- 
казал [1 =0,1 А при часто- 
те генераторд ^, =1000 Гц; 
ток через амперметр от- 
ставал по фазе от входно- 
г0 напряжения на 
—л/6. Когда частоту гене- 
ратора уменьшили в 100 
раз, ток возрос менее чем в 
2, раза. Частоту генератора 
вернули к прежнему зна- 
чению и вместо ампермет- 
ра в цепь включили вольт- 
метр (рис. 2). Вольтметр 


1 К 
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нее; формально говоря, он полностью не разрядится 
никогда. Нас же интересует не абсолютно полный его 


разряд, а такой, при котором просто < 7.; для этого & 


достаточно потребовать, чтобы Т„,., >> г. В нашем слу- 
чае Т„.р==т.=20 . 10 * с»1=1. 10 с. 


Рассчитаем заряд, протекший через амперметр 
при замыканий ключа: 
и. С. 
—— т = —- 
Фа Ч 


и 
{напряжение на резисторах равно 5$ ток резисторов 
протекает через амперметр). 
При размыкании оба конденейтора разряжаются че- 
рез амперметр: 


5 Си. 
9.— 2. 


Средний ток 


= —— = ——___ и 


Я 


_-3 
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Возможных схем (из упомянутых в условии задачи 
трех элементов) довольно много — 24. Поэтому 
нужно вначале их нарисовать и решить — какие из 
них в принципе могут удовлетворять поставленным 
условиям. Чтобы не пропустить какой-либо схемы, 
нужно нх разумно классифицировать — напри- 
мер: иарисуем вначале все схемы, в которых к точке 
2 (зобщей») присоединен только резистор, потом — 
только конденсатор, потом — только катушка. Таких 
схем всего 12. Затем нарисуем схемы, где к этому 
выводу подключены ровно два элемента — этих 
схем 6. Остались еще схемы: ни один из элементов не 
подключен к общему проводу — их 5, и все три 
элемента подключены к общему проводу — такая 
схема одна. (Мы тут не рассматриваем схем, в ко- 
торых точки 1 или 3 оказываются не подключен- 
ными,— понятно почему.) 

Довольно простой анализ показывает, что условиям 
задачи может удовлетворять только схема, приведен- 
ная на рисуике 3. В схеме с амперметром, вклю- 
ченным параллельно конденсатору (см. рис. 1), можно 
«выбросить» конденсатор — амперметр идеальный, зна- 


чит, ток через конденсатор вообще не идет. На 
рисунке 4 приведена такая «упрощенная» схема 
{рис. 4, 4) и векторная диаграмма напряжений 
(рис. 4, 6). Из диаграммы имеем: 

Хх, д $ 

Е = —=—_, 

В Е 6 УЗ 
откуда х= 1 Ви 

3 


28 зи 
1/12 =, та = =. 


На рисунке 5 приведена схема зчерного ящика» с 
подключенным вольтметром (рис. 5, а) и диаграмма 
напряжений (рис. 5, 6): 


` 


& 


} 


3} 
&— 


«бритниме 7 лил 


показал И, —80 В. а сдвиг 
фаз между напряжением 
на вольтметре (Ц,) и вход- 
ным напряжением ((.,) 
опять составил А, —=я/6. 
Найдите по этим данным 
параметры элементов 
«черного ящика». Во 
сколько раз нужно изме- 
нить частоту генератора, 
чтобы в схеме с вольт- 
метром (см. рис. 2) сдвиг 
фаз между 0, и О0,, сое- 
тавил Аф=я/2? 


Измерительные приборы 


считать идеальными. Вну- 
треннее сопротивление 2ге- 
нератора 
мало. 


пренебрежимо 





Эта замегка посвящена реше- 
нию задачи М1002 из Задач- 
ника »Кванта». Напомним ее 
условие: 

№М1002. а)* Рассеянный мате- 
матик, забыв трехзначный 
код своего подъезда, нажи-. 
мает кнопки (с 
0.1. ... 9) по одной в се- 
кунду. Дверь откроется. если 
три цифры кода в нужном 
порядке бидут набраны под- 
ряд (то. что 90 этого были 
набраны лищние цифры, не 
мешает). Математик уверен, 
что даже в случае «крайнего 
невезения» (если нужная ком- 
бинация встретится послед- 


ней) он сможет войты в 
подзезд не позже, чем че- 
рез 16 мин 42с (1002 с). 


Прав ли он? Как он должен 
действовать, чтобы попасть 
домой за наименьшее вре- 
мя? 

Ответьте на последний во- 
прос, если 

6) исправны только кнопки 
с цифрами 1. 2. 3 {9другие 
цифры в код не входят), 
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цифрами’ 


Кс Хь =-/3 => Хе= ВХ, == > В, = = 
№ 


и-фш=а О, =0.„соз в -=х и 


откуда 
КЕ ЗЕЕ 
т \3 ИЗ 
Следовательно, 





р ЗА ВЕ 
25%, 


вы 1 





Сдвиг фаз 


2-9 __ 3 





между 0, 
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Хх, 3 


ИР 


—_ №3 
на аа —0.46 мкФ. 


и Ц 


вх 


будет 


равен 


Аф.=л/2 при частоте генератора 


ЬХ, 





6) Хе 20, 





НИЕ + — | 2л», . 4Й 229 
2 16°’ 2 Е 5 8 


так что м, ; *=0,5. 


Трехзначные 
числа и орграфы 


в” исправны все кнопки, 
но математик помнит, что все 
три цифры кода различны. 


Комментарий 
к условию задачи 


В каждой из трех задач 
(а, би в) нужно ответить 
на два вопроса: 

\} за какое наименышее 
время {„„,„ можно заведомо — 
даже в случае «крайнего нс- 
везениях — отыскать забы- 
тый код? 

2) как нужно действовать, 
чтобы попасть домой за наи- 
меньшее время? 

В этой заметке мы пол- 
востью разберемся с первым 
вопросом. Второй же во- 
прос, как мы увидим, нуж- 
дается в уточнении; мы при- 
ведем некоторый рецепт дей- 
ствий для рассеянного мате- 
матика и поясним, что в нем 
надо улучшить. 


Идея решения 


Различных трехзначных ко- 
дов — тысяча; если наби- 
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рать их один за другим: 001, 
002, 003, .... 998, 999, 000, 
то, комиечно, рано или позд- 
но ваткнешься на забытый 
код. Но на это может уйти 
3000с (50 мия) — почти 
втрое больше, чем заплани- 
рованные 1002с1 


Как же уложиться в 
10026? Да м возможно ли 
это? 

Посмотрите: если нажать 
подряд кнопки с цифрами 
от 1 до 9, то за 9с будут 
проверены не три кода (123, 
456, 789), а семь: 123, 234, 
345, 456, 567, 678, 1789. 
Выписанные коды образуют 
цепочку: первые две цифры 
каждого следующего совпада- 
ют с последними двумя циф- 
рами предыдущего. 


Чтобы уложиться в 1002 с, 
нужно вытянуть в такую же 
цепочку всё грехзначные ко- 
ды — тогда мы вачнем на- 
бирать первый код в 1-ю 
секунду, второй — во 2-ю, ты- 
сячный — в 1000-ю. 





Отсюда, 
что в случае 
везения» меньшю, чем в 1002 с, 


кстати, следует, 
«крайнего не- 


не уложиться: если нужная 
комбинация из трех цифр 
встретится последней, то кноп- 
ки с этими тремя цифрами 
будут нажаты в 1000-ю, 
1001-ю и 1002-ю секунды. 

Цель ясна: упорядочнть 
все трехзначные коды так, 
чтобы каждый следующий 
начинался с двух последних 
цифр предыдущего, во дости- 
жима ли она? 

Вот близкая ситуация, где 
достичь ее не удается. 

Пусть известно, что цифры 
трехзначного кода различны 
и что это — цифры 1, 2 и 3. 
Иными словами, нужно про- 
верить всего 6 кодов: 123, 132, 
213, 23% 312 и 321. Если 
удастся вытянуть них в цепоч- 
ку. то подбор кола займет 
8с. Но вытянуть их в одну 
цепочку нельзя! Они образуют 
две цепочки (какие?7), так что 
на подбор кода уйдет не 8. 
а 10< (проверьте!). 

Разобраться с возникшим 
вопросом и организовать по- 
следовательную проверку ко- 
дов нам поможет специально 
подобранный  ориентирован- 
ный граф (сокращенно — ор- 
граф). Так называется конеч- 
ное множество точек (име- 
нуемых вершинами орграфа), 
если некоторые из них сое- 
динены стрелками (дугами, 


на которых указано направ- 
леииз); в частности, не исклю- 





чаются стрелки-петли, соеди- 
няющие вершину саму с со- 
бой. 


Орграф Тр 


Построим орграф, с помощью 
которого решается задача а). 
Возьмем 100 точек. Зануме- 
руем их парами цифр: 00, 
01, 02, ..., 98, 99. От точки 
аф к точке ас проведем 
стрелку, если ф—=4. Напри- 
мер 13—38. 45-55; в част- 
ности, любую точку с номе- 
ром из двух одинаковых цифр 
соединим саму с собой. 

Обозначим — построенный 
срграф Ть- 

На стрелке от арк 6е на- 
пишем трехзначный код 
абс: 13 м 38, 33 в Лю- 
бой трехзначный код будет 
написан ровно ] раз: скажем, 
455 будет написано на стрел- 
ке от 45 к 55. Тем са- 
мым Тю содержит 100 вер- 
шин и 1000 стрелок со все- 
возможными трехзначными 
номерами. При этом из каж- 
дой вершины выходит 10 стре- 
лок и в каждую вершину 
входит 10 стрелок: из аб вы- 
ходят стрелки аф0, аб1; ..., 
459. в аб входят стрелки 
Оаб, 1а6, ..., Эаб. 

Идя ино стрелкам, можно 
попасть из любой вершины 
аб в любую вершину с4: 

абс са 


аб — 57 —-+ са. 


Орграфы, обладающие таким 
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свойством, 
связными. 

Напомним: наша цель — 
вытянуть нее трехзначные ко- 
ды в цепочку; цель будет 
достигнута, если мы обойдем 
Т»ь по стрелкам, пройдя по 
каждой стрелке ровно 1 раз. 

Существование такого об- 
хода обеспечивает 


будем называть 














































Теорема об эйлеровом цинле 


Назовем орграф правильным, 
если для каждой его вер- 
шины А число стрелок, выхо- 
дящих из 24, равно числу 
стрелок, входящих в А; будез 
обозначать это число рад. 

Примеры: в Ть для 
каждой вершины аб 

Рь=10; 

ва рисунке 1 изображены 
два правильных связных ор- 
графа (или, если хотите, сдин 
правильный несвязный ор- 
граф). в них для некоторых 
вершин ра ==2, для других — 
РА =—1. 

Теорема. В любом пра- 
вильном связном орграфе 
существует цикл (замкнутый 
путь по стрелкам), проходя- 
щий по каждой стрелке ровно 
один раз (рис. 2). 

Будем называть такие цик- 
лы эйлеровыми. 


Доказательство теоремы 
об энлеровом цикле 


Возьмем любую вершину А 
и пойдем из нее по стрел- 
кам произвольиым образом, 
«сжигая за собой мосты» — 
стирая стрелки, по которым 
уже прошли. Поскольку стре- 
лок конечное число, на каком- 
то шагу мы застрянем — 
придем в тупик, из которого 
нет выхода. Застрять в вер- 
шине В%А мы не можем, 
так как из В выходит столько 
же стрелок, сколько входит в 
В. Значит, тупик — это ис- 
ходная вершина А. 

Итак, наш путь — цикл с, 
начинаюнтийся и кончающий- 
ся в А. Так как мы сразу 
стирали каждую стрелку, по 
которой прошли, цикл с ни 
по какой стрелке не про- 
ходит дважды. 

Если цикл с содержит все 
стрелки срграфа, то он — 
эйлеров, и теорема доказана. 

Если нет, то среди вершин, 
через которые проходит с, 
найдется вершина А’, из ко- 
торой торчит нестертая стрел- 
ка 3, (если бы такой вер- 
шины не нашлось, наш ор- 
граф оказался бы несвязным, 
рис. 3). 
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бе 


А 
с 
Рис. 3. \>. 


``Выйдем из А, по стрелке 
3; И Пойдем по еще не 
стертым стрелкам, сразу — 
каки раньше — стирая их за 
собой. Дойдя до нового ту- 
пика (разумеется, это — 
вершина А,), получим новый 
цикл с, с началом и кон- 
цом А, 

«Срастимь снес, в один 
цикл С (рис. 4). для этого 
прежде, чем проходить часть 
А.А цикла с, пройдем по 
циклу с», а потом уже прой- 
дем путь А.А. 

Если С содержит все стрел- 
ки орграфа, то он эйлеров, 
и теорема доказана. Если нет, 
то среди вершин, по которым 
проходит С, найдется вертинна 
А.. из которой торчит стрел- 
ка 85.:, ИТ. д. 

Последовательно наращи- 
вая наш цикл, мы ка КА- 
ком-то шагу исчерпасм все 
стрелки. Теорема доказана. 

Знатоки легко обнаружат, 
что приведенное доказатель- 
ство можно сделать более 
точным и коротким, если ис- 
пользовать метод математи- 
ческой индукции. А вот эле- 
гантное доказательство, по 


























Рис. 4. 


существу. совпадающие с при- 
веденкым: среди циклов, не 
проходящих ни по какой 
стрелке дважды, возьмем са- 
мый длинный. 

Мы предпочли приведенц- 
ное доказательство потому, 
что оно содержит рецепт нпо- 
строения эйлерова цикла. 


Найдем р 


Рассмотрим поочередно за- 
дачи а), 6) и в). 

а) Так как Тю — правиль- 
ный связный орграф, в нем 
существует эйлеров цикл е. 
Он проходит ровно 1 раз по 
хаждой из 1000 стрелок. 
Возьмем любой трехзначный 
номер и, начиная со стрел- 
ки с этим номером, обойдем 
Тю по циклу е. Последова- 
тельвые помера стрелок, по 
которым проходит е, дают ис- 
комую последовательность 
кодов: она включает все трех- 
значные коды, и в ней 
каждый код, кроме 1-го, на- 
чинается с двух последних 
цифр предыдущего. 

Цель, которую мы стави- 
ли перед собой в задаче а), 
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достигнута. Тем самым в этой 
задаче действительно „= 
—1002 с. 

6) Так же, как Го, строит- 
ся орграф ХТ, для реше- 
ния задачи 6); ом содержит 
9 вершин и 27 стрелок со 
всозозможяыми трехзначны- 
ми номерами из цифр 1, 2, 
3 (рис. 5). 

Эйлеров цикл в орграфе 
Т, существует (рис. 6). По- 
зтому ответ в задаче 6): 
„т =29 с. 

Вообще, если киопок п и 
код трехзначный, то соответ- 
ствующий орграф Т. содержит 
п? вершин и п стрелок, а 
“и = 2) с. 

а) Цусть теперь известно, 
что все цифры забытого трех- 
значного кода различны. Если 
квопок М (п>3), то таких 
кодов п(п-1)(п—2); при п= 
—3 это 6 кодов, < кохорых 
мы говорили, обсуждая ндею 
решения; при п=10 (за- 
дача в)) таких кодов 720. 

Возьмем л(п—1) точек и 
занумеруем их парами раз- 
личных цифр; при п=3 по- 
лучим 6 точек: 12, 13, 21, 
23, 31 и 32: при л= 0 
получим 90 точек: 01, 02, ..., 
09; 40, 12, .., 19; ..5 30, 
91, ..., 98. От аб к 42 прове- 
дем стрелку, если ф=а, азс; 


напишем на ней код абс. 
Подчеркием, что по построе- 
нию а 6 и с поперно 
различны. 


Получим правильный ор- 
граф 1).: р..=п—2 для каж- 
дой сго вершины аб (рис. 7). ` 

При п>3 орграф ПБ, — 
связный (проверьте!), при В == 


—3 — 


несвязный (рис. 8). 
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Из теоремы 0б эйлеровом 
цикле следует: 

в задаче в) время „= 
=:122с (вообще при п>3 
время ищ=п(п—1)(п— 2) 
--2 с); при п=3 из-за несвяз- 
ности ДР. на поиск кода ухо- 
дят лишние 2с: ?.„ — не 8, 
а 10с. 

Итак, {„;‚ в задачах а), 6) и 
в) найдено. Попробуйте тем 
же методом найти „1„, еели 

1) кнопок 10 и известно, 
что по крайней мере одна 
из цифр трехзначного кода — 
девятка: 

2) кнопок 10 и известно, 
что ровио две цифры трех- 
значното кода одинаковы. 

3) 25%Е<п, кнопок п, а 
код — Ё-значный;: 

4) кнопок 6, миа кнопках 
цифры 0, 1, ..., 5, все цифры 
трехзначного кода различны 
и код содержит цифру 5. 

Перейдем к обсуждению 
второго вопроса: 


Как отыскать забытый код 
за иаименьшее время? 


Из предыдущего следует, что 
можно действовать так. 

1) Взять подходящий ор- 
граф (То, ТГ. или Ру в зада- 
чах а), 6) и в) соответствен- 
но). 

2) Отыскать в нем эй- 
леров цикл е. 

3) Произвольно фиксиро- 
вав стрелку 5, взять стрел- 
ки, идущие в цикле е вслед 
за 5: 

5, 5,, -.. 5, 
1000 в задаче а), 

21 в задаче 6). 
120 в задаче в). 


№= 


4) Выписать одии за дру- 
гим трехзначные номера стре- 
лок 5, 5, ..„ Эм. 

Поскольку номер 5,., до- 
бавляет к номеру $ лишь 
одну новую цифру, то можно 
указывать только ее (а не 
весь иомер 5.;1/); поэтому 
п. 4) можно заменить та- 
ким: 

4° Приписать к иомеру 
5; третью цифру номера 5., 


затем третью цифру номера 
5; ит. д. — вмаоть до 
5»: получится последователь- 
ность П из (№42) цифр. 
Нажимая на киопки с эти- 
ми цифрами по одной в се- 
кунду, мы за (№--2)с (т. е. за 
время („ш) переберем все тре- 
бующие проверки трехзнач- 
ные коды и, значит, не более 
чем за (№М--2)с отыщем забы- 
тый код. 

Пример: циклу е в оргра- 
фе Т, с первой стрелкой 
113 (рис. 6) соответствует 
последовательность П из 29 
цифр: 113 332 331 322 321 
312 311 2 223 211 1. 

Так как е — цикл, то 
первая и последняя пара цифр 
в последовательности П совпа- 
дают (это номер вершины, 
из которой выходит стрелка 
5. и в которую входит стрел- 
ка 5м). Поэтому вместо того, 
чтобы писать М-+-2 цифры П 
в строчку, можно написать № 
цифр по кругу (см. рис. 9, 
где М=27). 

На рисуике 9 по ободу ко- 
леса (будем именовать его 
колесом Б) идут в особом 
порядке 9 единиц, 9 двоек 
и 9 троек. В этой записи 
заключено полное решение 
задачи 6). Остается нарисо- 
вать такие же замечательные 
колеса А и В для задач 
а) и в). 

Такие же замечательные? 
А что это значит? 


Диалог о колесах А, Би В 


— Итак, чем же замеча- 
тельно колесо Б? 

— Какую бы цифру на 
нем ни взять, если идти от 
нее по часовой стрелке, чи- 
тая по одиой цифре в се- 
кунду, то за 29с — встре- 
тишь все трехзначные числа 
из цифр 1, 2, 8. 

— Да, это замечательно 
(и аналогичными свойствами 
должны обладать колеса А и 
В), но не это самое заме: 
чательное! 

— Можно с равным успе- 
хом идти против часовой 
стрелки! 


— Можно, но это свойст 
следует из. первого. И об 
они выполияются для колеса 
построенного по любому эй 
лерову циклу ев Т.. 

— ‘Так, значит, цикл 
на рисунке 6 — особенный? 

— Да! Он построен не п 
общему рецепту, пригодному 
для любого правильного связ- 
ного орграфа, а по 
циальному алгоритму, 
пользующему симметрию Г... 

— И что это дает? 

— При п=3 разница не 
велика. А в То уже ты- 
сяча стрелок, и поиск е 
Тьс по общему рецепту мож 
оказаться слишком долгим 
трудоемким — даже если ис 
пользовать ЭВМ. 

— А специальный алго- 
ритм ищет е быстро? 

— Да, я берусь выписат 
тысячу цифр на колесе А 
тысячу секунд! Мне не нуж 
на ЭВМ, не нужно запоми- 
нать, какие цифры я уже вы- 
писал, нужно помнить тольк 
последние 3—4 цифры. Мо 
последовательность почти та 
же проста, как натуральный 


тельность из 720 цифр на 
колесе В тоже простая? 
можно выписать за 720 с? 
— Да! Хотя придумать 
эту простую  последователь- 
иость было не просто... 
...Здесь мы прервем этот 
диалог, чтобы не лишать чи- 
тателей удовольствия самим 
придумать замечательные по- 


следовательности цифр для 
колес А и В, или даже в 06- 
шем случае — для #Й-знач- 


ных кодов из п чисел. (В тек- 
сте и на рисунках скрыты 
подсказки, поясняющне секре- 
ты построения и быстрого 
выписывания последователь- 
ности И; но, может быть, они 
вам не понадобятся, и вы 
пойдете своим путем.) А мы 
надеемся, получив ваши пись- 
ма, вернуться к этой задаче 
в одиом из следующих номе- 
ров журнала. 

М. Л. Гервер 
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Красивый многогранник, по- 
казанный на обложке, обла- 
дает кубической симметрией. 
Это значит, что ов — как и 
куб — симметричен относи- 
тельно девяти плоскостей. од- 
ного центра, а также совме- 
щается сам с собой при по- 
вороте на углы, кратные 1/2, 
около трех осей, и на углы, 
кратные 2/3, около четырех 
осей. Произвольную граиь 
многограиника можно пооче- 
редно подвергать этим пре- 
образованиям, и она пооче- 
редно совместится с 28 други- 
ми гракями того же вида. 

Создавать подобиые миого- 
гранники можно с помощью 
техники, разработанной 
В. Н. Гамаюновым и связан- 
ной с вычерчиванием эпюров 
специального вида (проекто- 
графическими чертежами, см. 
«Квант», 1982, № 2, с. 39). 
Мы не будем пояснять здесь 
построение таких эпюров, а 
расскажем, как можно сконст- 
руировать модель показак- 
кого многоугольника по го- 
товому эпюру. 

Жля этого следует увели- 
чить элюр (ов приведен на 
второй странице обложки) до 
нужного размера и каждую 
выделениую деталь (кроме 
красной) аккуратно вырезать 


из тонкого картона или плот- 
ной бумаги в 24-х экземпля- 
рах. Для удобства склейки. 
стороны деталей можно рас- 
ширить «язычками», которые 
друг к другу и приклеивают- 
ся, когда соответствующие де- 
тали (грани) имеют общее 
ребро на многограннике. 
{Впрочем, можно обойтись без 
языков и склеивать грани 
вдоль ребер «липучкой».} 


Детали вырезаны. Как по- 
нять, с чем склеиваить дан- 
ную деталь? В этом помогают 
черные дужки, имеющиеся на 
эпюре. Например, чтобы уз 
нать, к какому ребру приклеи- 
вается ребро АВ болышой зе- 
леиой детали, следует найти 
черную дужку на прямой АВ 
{оиа расположена в точке О) 
и повериуть прямую около О 
на угол, заданный дужкой 
(здесь — 180°); тогда ребро 
АВ перейдет в ребро А’В’ 
желтой детали: именно к нему 
следует приклеить ребро АВ. 
Точно так же для ребра ЕР: 
ищем дужку на прямой ЕЁ, 
находим ее в точке Р и пово- 
рачиваем около Р на угол 90°, 
в результате чего ЕР совме- 
щается с Е’Е’, что и дает необ- 
ходимую склейку. Аналогич- 
но, дужка в 60° в точке @ 


Е Задача для исследования 


а} На бесконечном листе 
клетчатой бумаги двое играют 
В зкрестики-ноликие. Выиг- 
рывает тот, кто первым поста- 
вит подряд девять своих зна- 
ков по вертикали, горизонта- 
ли или диагонали. Докажите, 
что при правильной игре ни- 
кто не может выиграть: най- 


дите беспроигрышную страте- 
гию для второго игрока. 

6) Докажите аналогичное 
утверждение для следующей 
игры. На бесконечном поле, 
составленном из шестиуголь- 
ников, двое играют в экрести- 
ки-ноликиг. Выигрывает тот, 
кто первым поставит подряд 


зя Возвращаясь к напечатанному 


В заметке В. И. Стомахнна 
«Геометрические преобразо- 
вания в планнметрических за- 
дачахь («Кванть, 1986, № 12, 
с. 16) решение задачи 6 
(см. с. 18) верно только в слу- 
чае, когда все углы треуголь- 
ника меньше 120°; если один 
из углов треугольника больше 
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или равен 120°, то искомой 
точкой является вершина это- 
го угла. 


Замечание к задаче 7 так- 
же справедливо лишь для тре- 
угольников АВС, все углы ко- 
торых меньше 120°. Если же 
один из углов больше 120°, 
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указывает, что ребро ФЕ при- 
клеивается к ребру СЕ, но ко- 
нечно не к той же грани, а 
к другому ее экземпляру. 
И так далее. 

Имея готовые детали и 
зная их схему склейки, остает- 
ся только запастись клеем, 
липучкой и терпением, и 
очень тщательно склеить мо- 
дель, сверяясь иногда с изо- 
бражением на обложке. 

Двадцать четыре идентич- 
ных зострияь нашего много- 
гранника, расположенные па- 
рами, расходятся лучами в 
шести направлениях. На фото- 
графии иекоторые из них вид- 
НЫ эсбокуь и потому выгля- 
дят более тонкими, чем те, 
которые видны в занфась 
{а некоторые вообще не вид- 
ны). Сечение каждого острия 
представляет собой самопере- 
секающийся — четырехуголь- 
ник. 

Читателю, возможно, инте- 
ресно узиать, к чему на эпю- 
ре красная четырехугольная 
деталь. Отвечаем: из иее (вер- 
нее, из 24 экземпляров этой 
детали, склеенных в соответ- 
ствии с дужками в точках 5 
и М) можно склеить еще один 
(выпуклый) многогранник, 
представляющий собой часть 
«выброшенной середины» на- 
шей конструкции. Образовав- 
шаяся на месте красного мно- 
гограиника и вокруг него пу- 
стота и придает нашей моде- 
ли легкость и определенное 
изящество. 

Н. В. Лавров 


семь своих знаков в щшести- 


угольиики, примыкающие 
друг к другу по сторонам (в03- 
можиы три направления). 


в) Верно ли утверждение за- 
дачи а) для чисел т 9 и 
задачи 6) для чисел п< 7? 


О. А. Степанов 


то точке О лежит вне тре- 
угольника АВС, и из нее две 
стороны треугольника видны 
под углом 60°, а третья — под 
углом 120°. Если же один угол 
треугольника равен 120°, то 
указанные три прямые пересе- 
каются в вершине этого угла. 
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Задачи 


1. У меня дома есть три ведра, каж- 
дое из которых вмещает целое число 
литров. Если вылить полное первое 
ведро воды во второе, то вода займет 
там ровно 2/3 его объема, а если вы- 
лить полное первое ведро в третье, 
то вода займет 3/4 его объема. Однаж- 
ды я наполнял водой тридцатилитро- 
вую бочку, сначала вылив первое вед- 
ро, потом второе, затем третье ведро, 
но бочка еще не наполнилась. Сколько 
литров воды можно было еще в нее 
влить? 


2. Решите арифметический ребус, 
изображенный на рисунке. В нем раз- 
ным буквам соответствуют разные 
цифры, одинаковым — одинаковые. 


3. В Великобритании и США тем- 
пературу принято измерять по шкале 
Фаренгейта, по которой температура 
плавления льда составляет 32°, а тем- 
пература кипения воды 212°. Сущест- 
вует ли температура, при которой ко- 
личество градусов по шкале Цельсия 
и по шкале Фаренгейта будет совпа- 
дать? 


4. Шеф секретной службы составил 
следующую инструкцию взаимной 
слежки для своих семи главных аген- 
тов: агент 001 следит за тем, кто 
следит за агентом 002, агент 002 — 
за тем, кто следит за агентом 003, 
ит. д.; агент 007 следит за тем, кто 
следит за агентом 001. Но вдруг при- 
шел приказ — взять на службу еще 
агента 008. Сможет ли шеф составить 
аналогичную инструкцию для восьми 
агентов? 


5. Имеется кубик и шесть одинаковых 
крестообразных фигур, вырезанных 
из бумаги (см. рисунок). Площадь 
каждой бумажной фигуры равна пло- 
щади одной грани кубика. Можно ли 
этими кусками бумаги целиком окле- 
ить поверхность кубика? 


Эти задачи предложили С. Р. Сефибеков. 
Б. А. Мукушев. А.Н. Савин. Г. А. Гальпе- 
рин, В. В. Произволов. 
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Донтор' педагогических найк 
Н:- А. РОДИНА 


Как вы думаете, сколько энергии рас- 
ходует ученик на выполнение домаш- 
него задания? Наверное, этот вопрое 
многих читателей поставит в тупик: 
можно ли сосчитать эту энергию? 
как? Отвечаем: можно; вот ответ: 
в среднем около 500 кДж. А полу- 
чили мы этот ответ так. Открыли на 
странице 118 книгу ©е таким, каза- 
лось бы, прозаическим названием 
«Справочник по физике и технике», 
и... 2 . 
Дальнейшие ‘действия, читатель, 
станут вам ясны, если и вы откроете 
эту книгу. И мы думаем, что если 
вы это сделаете, то уже не сможете 
оторваться от ее страниц, хотя оенов- 
ное содержание книги таблицы, 
графики, цифры. «Но цифры тоже 
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имеют свой язык, умеют говорить, рас- 
сказывать о различных вещах и яв- 
лениях природы...» С этими словами 
автора книги — Анатолия Сергеевича 
Еноховича — нельзя не согласиться. 
Цифры расскажут нам много нового, 
любопытного... 

Вы узнаете, например, . что длина 


инфузории-туфельки — 300 микро- 
метров, а длина реки Нил — самой 
протяженной реки на Земле — 


6106 км, что расстояние между теле- 
графными столбами составляет 50— 
60 м (таблица № 19). 

А что такое микрометр? В табли- 
це № 13 приведены единицы измере- 
ния малых длин. Самая большая из 
них — микрометр — равна миллион- 
ной доле метра, т. е. 10° м;. самая 
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малая — фемтометр — равна 10`'° м 
и названа ч‹ферми» в честь итальян- 
ского физика Энрико Ферми (1901— 
1954), который в 1942 году осущест- 
вил цепную ядерную реакцию в пер- 
вом ядерном реакторе (и об этом на- 
писано в справочнике). 

В той же таблице № 19 находим, 
что диаметр молекулы кислорода со- 
ставляет 0,3 нанометра (1 нм= 
—=10`® м). Вычислим, во сколько раз 
длина инфузории-туфельки больше 
диаметря этой молекулы: - (300. 
10 °):(0,3-10-°)=10°. Инфузория, 
которую можно увидеть только в мик- 
роскоп, в миллион раз «длиннее» мо- 
лекулы! А Нил, оказывается, длиннее 
Волги в 1,9 раза. 

Зная расстояние между телеграф- 
ными столбами, можно, заметив вре- 
мя движения машины между столба- 
ми, определить ее скорость. 

При помощи ручного динамометра 
можно проверить, соответствует ли 
сила вашей правой руки среднему зна- 
чению для вашего возраста (табли- 
ца № 58). 


5 Бу 


Хотелось бы ‘рассказать обо всех” 
величинах, которые приведены в таб- 
лице №`19, ведь из нее вы узнаете, 
что эвкалииты (самые высокие де- 
ревья в мире) выше пирамиды Хеопса, 
а наиболее глубокая пробуренная на 
Земле скважина глубже Марианской 
впадины — самого глубокого места 
в мировом океане. 

Автор справочника рассказывает 
нам и о том, что масса самой ма- 
ленькой лтицы — колибри — равна 
1,1 г, а масса крылышка мухи — 
0,00005 г. 

В таблицу № 30 не успели попасть 
данные о мировом рекорде в беге на 
коньках для равнинных катков, устя- 
новленном в 1984 году И. Железов- 
ским на дистанции 1000 м, но там 
указано время пробега такой же 
дистанции на высокогорном катке — 
1 мин 12,58 с. Зная время, показанное 
И. Железовским (1 мин 14,3 с), можно 
вычислить и сравнить скорости этих 
двух рекордных пробегов. 

Состязания, в которых побеждает 
тот, кто затрачивает на движение 
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меньитое время, проводятся в беге по 
дорожке, в беге на коньках, в плава- 
нии. В каком из этих видов движения 
человек показывает абсолютно боль- 
шую скорость? Почему скорость бега 
на коньках на дистанции 1000 м боль- 
ше, чем на 500 м? Может ли человек 
в каких-нибудь видах спорта превы- 
сить скорость движения ласточки 
(17,5 м/с)? гепарда (31 мд)? 

Из таблицы № 43 мы узнаем, что 
каждая точка Земли на широте Моск- 
вы движется вследствие вращения 
Земли со скоростью 259 м/с. У точек 
экватора эта скорость достигает 
465 м/с. Почему мы не замечаем этого 
движения? Или все же существуют 
явления, позволяющие нам заметить 
его, как замечаем мы движение поез- 
да, находясь в нем? 

Есть ли деревья, которые тонут в 
воде? Такие деревья существуют, это 
бакаут («железное дерево») и черное 
дерево — плотность их древесины 
больше, чем плотность воды. Эти све- 
дения дают таблицы № 49 и № 55. 
Эти же таблицы сообщают, что из 
всех пород дерева самую малую плот- 
ность имеет древесина бальзы: она 
*«лучше» всех плавает в воде, из нее, 
как указано в сноске к таблице № 55, 
был изготовлен плот «Кон-Тики». Вот 
почему участники плавания на «Кон- 
Тики» разыскивали бальзовое дерево 
в Южной Америке, преодолевая гро- 
мадные трудности: в сезон дождей 
они через Анды перебрались в район 
джунглей и вывезли оттуда двенад- 
цать бальзовых деревьев, девять из ко- 
торых пошли на сооружение плота 
(описанию этого путешествия посвя- 
щена целая глава в известной книге 
Т. Хейердала). 

А если плот такого же объема, как 
«Кон-Тикиъ, изготовить не из бальзы, 
а из сосны, то во сколько раз будет 
меныше его грузоподъемность 
(т. е. масса груза, который плот мо- 
жет удержать до полного погруже- 
ния)? Получить ответ на этот вопрос 
вам поможет таблица № 55. 


Как вы думаете, какие расстояния 
пробегают от одного соударения до 
другого молекулы воздуха в комнате? 
Можно ли такое расстояние отложить 
на бумаге при помощь остро отточен- 
ного карандаша? Оказывается, нель- 
зя: в обычных условиях средняя дли- 
на свободного пробега молекул воз- 
духа 60 нанометров (а число соуда- 
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рений молекул в секунду составляет 
1,5 миллиардов). А вот на высоте 
80 км над Землей воздух так раз- 
режен, что расстояние между молеку- 
лами в среднем равно 4,4 мм (таб- 
лица № 105); такой отрезочек можно 
отложить карандашом на бумаге. 

За один киловатт-час электроэнер- 
гии мы платим 4 колейки. Но о няа- 
стоящей «цене» сэкономленного кило- 
ватт-часа мы узнаем из табли- 
цы № 203. Такая энергия расходует- 
ся на производство 1,5 кг писчей бу- 
маги или 39 кг сахарного песка, на 
добычу 30 кг нефти или выплавку 
0,5 кг стали. На выработку 1 кВт-ч 
расходуется около 600 г каменного 
угля. 


Справочник будет вам помощником 
при решении различных практиче- 
ских задач, которые могут возникнуть 
и на уроке, и дома, и при работе 
в школьных мастерских или на про- 
изводстве, и при конструировании и 
изготовлении различных приборов, 
моделей... 

Есть ли еще подобные книги? В лю- 
бом справочнике можно найти инте- 
ресные сведения и необходимые для 
решения задач таблицы физических 
величин, таких как плотность, удель- 
ная теплоемкость, температура кипе- 
ния и т. п. Но книга «Справочник 
по физике и технике. Учебное посо- 
бие для учащихся» А. С. Кноховича 


(М., Просвещение, 1983) — это осо- 
бый справочник, особая книга. Она 
учит,  заинтересовывает, воспиты- 


вает. Ее значение так же велико, как 
значение книг Я. И. Перельмана, 
М. И. Блудова. 

Создание справочника потребовало 
от его автора огромного труда. 'Ты- 
сячи данных нужно было разыскать 
в множестве книг, каждое число про- 
верить, а если нужно, то обновить — 
ведь развивается техника, растут ско- 
рости и мощности машин и электро- 
станций, дальность и длительность 
космических полетов, коэффициенты 
полезного действия механизмов... 
Впервые в справочное пособие по фи- 
зике включены такие интересные таб- 
лицы, как «Скорости движения в жи- 
вой природе», «Физика человека», 
данные об автомобилях, тракторах, 
зерноуборочных комбайнах, о знаме- 
нательных событиях в истории фи- 
зики... 

Спасибо автору книги за все это. 


Математика 8, 9,10 


Публикуемая ниже заметка «Выручает описан- 
ная окружность» предназначена восьмиклас- 
сникам, «Лишние условия в конкурсных за- 
дачах» — девятиклассникам и десятиклассни- 
кам. 


& Выручает 
описанная окружность 


Хорошо известно, что величина цент- 
рального угла равна величине дуги, 
заключенной между его сторонами, 
а величина вписанного угла — поло- 
вине величины дуги, заключенной 
между его сторонами. При решении 
планиметрических задач нередко по- 
лезно провести окружность, описан- 
ную около треугольника или четырех- 
угольника. При этом отмеченные вы- 
ше свойства можно сформулировать 
так. 


<) 
ча 


Рис. 1. 
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1. Если четырехугольник АВСВ 
вписанный (рис. 1), то ДГ АВЬ= 
= АСР, ДАВС АРС=180° (а 
также /РВС=/ РАС, / АБВВ= 
= АСВ, ХВАС—= ИВС, ДВС 
=“ ВАР=180°). 

П. Если точки В и С лежат по 
одну сторону от прямой АБ и при 
этом { АВО=Х АСО или С АВС-- 
С АБС=180°, то  четырехуголь- 
ник АВСО — вписанный (см. рис. 1). 

ПТ. Если треугольники АВС и АОС 
лежат по одну сторону от прямой АС 
и точка О — центр окружности. опи- 
санной около треугольника АВС, то 
/.АОС=ЗЕ АВС (рис. 2). 

ТУ. Если треугольники АВС и АОС 
лежат по одну сторону от прямой АС, 
ОА—=ОС и { АОС=2Г АВС. то О — 
центр окружности, описанной около 
треугольника АВС (см. рис. 2). 

Покажем на примерах, как этими 
свойствами можно воспользоваться 
при решении задач. 


Пример 1. В треугольнике 
АВС:{ А=ТО°, / В= 50°. Точка М ле- 


жит внутри треугольника, причем 
(.МАС= С. МСА— 40°. Нойдите 
/ ВМС. 

Решение. Так как СХ АМС= 
—=100-=2/8, МА=МС, по свойст- 
ву 1У точка М — центр окружности, 


описанной около треугольника АВС 
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Рис. 3. Ва 


{рис. 3). Следовательно, по свойст- 
ву ПТ /ВМС=2( А=140°. 

Пример 2. В треугольнике 
АВС: АВ=АС, (ВАС— 40°. Вне тре- 
угольника АВС, но внутри угла АВС 
взята точка М, такая что { АМВ=30°, 
/ ВМС=20° (рис. 4). Найдите ХХ АВМ. 

Решение. По свойству У точ- 
ка А — центр окружности, описанной 
около треугольника ВСМ. Поэтому 
АВ=АМ и { АВМ= { АМВ=30°. 

Пример 2 можно обобщить на лю- 
бой треугольник АВС, в котором 
АВ=АС, ДВАС=2/ ВМС, Х АМВ= 
==. Тогда д АВМ=а. 

Задача 3. В треугольнике 
АВС: АВ=ВС, / АВС-80°. Точка М 
лежит внутри треугольника, причем 
(МАС—=10°, /МСА-—30°. Найдите 
( ВМС (рис. 5). 

Решение. Углы ВАС и ВСА рав- 
ны 50°. Пусть О — центр окруж- 
ности, описанной около треугольни- 
ка АМС. Тогда по свойству Ш 
х АОМ=60°, поэтому треуголь- 
ник АОМ правильный. Далее, 
ВО — серединный перпендикуляр к 
отрезку АС (так как АВ=ВС и АО= 
—=0С). Прямоугольные треугольники 
АВК и АОК равны, поскольку 
ХОАК=60°—10°=50°= (ВАК. Сле- 
довательно, АВ=АО, но АО—= АМ, по- 
этому АВ=АМ. В равнобедренном 
треугольнике АВМ углы АВМ и АМВ 
равны (180°-—40°):2=70°. Наконец, 


/ВМС==360°—140°—170°=150° (см. 
рис. 5). В 
А С 
|9) 


Рис. 5. 
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В заключение предлагаем пять за- 

дач для самостоятельного решения. 
Задачи 

4. В треугольнике АВС: /А»-50°, (Вы 
=—=60°. Точки Д и Е выбраны на сторонах АВ 
и ВС так, что ОСА = (ЕАС-- 30°. Найдите 
& СОЕ- 

2. В треугольнике АБС: Х А-=30°, / В-=80°. 
Точка М лежит внутри треугольника, при этом 
/МАС-=10°, ДМСА-= 30°. Найдняе С ВМС. 

3. В треугольнике АВС: Х А= 20°, (С-=30°. 
Точка К лежит внутри треугольника, при этом 
Г КАС = Г КСА „= 10°. Найдите Х ВКС. 

4. В треугольнике АВС: АВ-=ВС, (С=40°. 
Вне треугольника АВС, но внутри угла ВАС 
взята точка М, такая что ХАМС-=50°, 
с АВМ={ АСМ. Найдите 2 ВСМ. 

5. В треугольнике АВС: (А=84°, / С==1Т8°. 
Точки Ди Е выбраны на сторонах АВ и ВС 
так, что /АСР=48°, /САЕ=63*. Найдите 
ССОЕ. 

Д. Ф. Изаак 


Лишние условия 
в конкурсных задачах 


В этой заметке речь идет о двух мало- 
Удачных задачах по математике, 
предлагавшихся в свое время 
{в 1971 году) поступающим в МИФИ 
и МФТИ и опубликованных вместе се 
рещениями в 1972 году в «Кванте». 
Вот эти задачи; 

Задача 1 (МИФИ, 1971; «Кванть, 
1972, № 6, с. 52, 75—76). Если дву- 
значное число разделить на сумму его 
цифр, то получится в частном ив 
остатке 3. Если же это число разде- 
лить на произведение его цифр, то по- 
лучится в частном 3 и в остатке 5. 
Найдите это число. 

Задача 2 (МФТИ, 1971; «Кванть, 
1972, № 5, с. 43). Если двузначное 
число разделить на произведение его 
цифр, то в частном получится 3, а в 
остатке 9. Если же из квадрата суммы 
цифр этого числа вычесть произведе- 
ние его цифр, то получится данное 
число. Найдите это число. 

На самом же деле для решения за- 
дачи 1 достаточно знать лишь второе 
условие, а для рещения задачи 2 — 
первое условие. 

Действительно, записав искомое 
число в виде 10х{у{(1<х<9, 
1<и=<9), в задаче 1 из второго усло- 
вия получим 

10% + у=3Зху--5 (ху 0). 

Выразим х через и: 

5—у 
10— Зи” 


(Окончание см нас 47) 


Е: 


(+) 


0 









Матвей Петрович Бронштейн 
{1906 —1938) был . филиком- 
тсоретиком очень широких ин- 
терегов. Он занимался асгро- 
физикой и физикой полупровод- 
ников, космологией и ядерной 
физикой. Важнейиая его ра- 
бота относится к квантовой теории гравитации. 
Прожил Матвей Петрович всего тридцать с не- 
большим лет, но успел сделать очень многое. 
Иначе в наше время его не вспоминали бы 
выдсющиеся советские физики. его имя не поя- 
влялось бы в физических статьях, написанные 
им книги не переиздавались бы спустя многие 
десятилетия и о нем не было бы написано 
в Большой Советской Энциклопедии. 

Кроме научных работ. профессор М. П. Брон- 
штейн оставил нам книги, написанные для 
хюбознательных юных читателей. О сложной 
физике он умел говорить просто. понятно и 
правильно (а это все име одно и то же). 
Он рассказывал о науке как о необычайно 
увлекательном и важном Пеле, чем она и была 
для мего самого. Однако интересна ему была 
не только наука. Много сил он отдал научно- 
популярной литерагуре. Н, наверное. не случай- 


АСЯ Хблив_ @®@ 


Изобретатели 
радиотелеграфа 


{Главы из книги) 


М. П. БРОНШТЕИН 


Кто и когда? 


Кто и когда изобрел радио? 

Одни на этот вопрос отвечают: изоб- 
рел его Александр Степанович Попов, 
и было это сорок лет тому назад. 
Другие говорят: радио изобрел 
итальянец Гульельмо Маркони. 

И в самом деле: сорок лет назад 
и Попов, и Маркони одновременно 
построили первые в мире радиостан- 
ции и начали посылать первые в мире 
радиотелеграммы. 

Но история радио началась значи- 
тельно раньше, чем была послана пер- 
вая радиотелеграмма. Ученые, кото- 
рые своими открытиями и опытами 
начали иеторию радио, не посылали 
и не принимали никаких радиотеле- 
грамм. Они и не стремились к тому, 
чтобы передавать на расстояние какие- 
либо сигналы или музыку, или звуки 
человеческой речи. Как удивились бы 
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но. Его отрочество пришлось на трудные годы 
революции и гражданской войны, и учиться 
6 школе ему не довелось. Главными его учите- 
лями были книги и журналы. Учигься он 
любил и сделался — сделал себя! — необычай- 
но образованным человеком, читал на несколь- 
ких языках, тремя владел свободно. А кроме 
всего, он был очень хорошим человеком, и ему 
хотелось делиться своими знаниями, радостью 
познания с другими. 

Первым выпуском «Библиотечки «Квантъ стало 
переиздание его книги „Атомы и электроные. 
В библиотеках можно найти также его книги 
«Солнечное вещество» — о том, как и 2де (на 
Солнце!) был обнаружен гелий, и зЛучи 
Нкс» — 0б идивительном открытии Рентгена. 
Книга, отрывок из которой здесь приводится, 
не успела выйги отдельным изданием, она была 
напечатана только в журнале «Костер» в 
1936 году. В этой книге рассказывается, как 
изучение малоприметной искорки привело к 
изобретению радио и к другим чудесам, к кото 
рым мы довольно быстро привыкаем. но кото- 
рые от этого не становятся менее замечатель- 
ными. 

Публикацию подготовил Г. Е. Горелик. 





эти первые изобретатели радиотеле- 
графа, если бы им сказал кто-нибудь, 
что они изобретают радиотелеграф! 

Передача звуков, сигналов, изобра- 
жений их нисколько не занимала. Их 
интересовало другое. 

Видели ли вы когда-нибудь элект- 
рические искры, которые вылетают из 
наэлектризованных предметов? Бле- 
стящие электрические искорки, вспы- 
хивающие на одно мгновение и 
сейчас же угасающие снова? 

Вот с этих-то искорок и началась 
история радио. 

Много десятилетий физики наблю- 
дали электрическую искру, делали с 
ней опыты, изучали ее свойства. Иа- 
конец, они захотели узнать: какой 
срок проходит от рождения искры 
ло ее смерти? Сколько времени живет 
электрическая искра? 

Вопрос был трудный. Обыкновенно 
на него отвечали так: она вспыхи- 
вает и сейчас же угасает, она живет 
всего только одно мгновение. Но что 
такое мгновение? Сотая доля секунды 
или тысячная доля, или миллионная? 
Как узнать это, как измерить? 

Течение времени ощущает ясякий 
человек. Все мы отличаем минуту от 
двух минут, секунду от двух секунд 
и даже десятую часть секунды от це- 
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лой секунды. Но все, что меньше одной 
десятой, одной пятнадцатой доли ее- 
кунды,— все это для нас уже нераз- 
личимо, все это — и сотая, и тысяч- 
ная, и миллионная доля секунды —- 
кажется нам совершенно одинаковым. 
Органы чувств у нас не такие уж 
быстрые, точные, изощренные. Во вся- 
ком промежутке времени, который 
меньше одной пятнадцатой части се- 
кунды, мы не улавливаем никакой 
длительности. Поэтому-то в нашем 
ощущении сотая доля секунды сли- 
вается с тысячной, тысячная с мил- 
лионной. Миг — и все тут. 

Ну, а часы? Ведь они для того и 
сделаны, чтобы измерять время. Не 
могут ли часы измерить длительность 
одного мгновения? 

Зайдем на фабрику, изготовляю- 
щую точные приборы. Мы увидим там 
и стенные часы, и башенные, и кар- 
манные. Мы найдем там и хрономет- 
ры, которые берут с собой моряки, 
отправляясь в далекое плавание, и 
сверхточные часы для астрономиче- 
ских наблюдений, и  электриче- 
ские хронографы, и секундомеры. Но 
часов, измеряющих миллионные 
доли секунды, на фабрике мы не 
найдем. 

И все же такие часы существуют. 
Семьдесят пять лет тому назад их 
изобрел и построил немецкий физик 
Вильгельм Феддерсен. Он изобрел их 
специально для того, чтобы измерить, 
сколько времени живет электрическая 
искра. 

Он и не подозревал, что, создавая 
эти часы, он начинает историю радио. 





Часы Феддерсена 


Часы, построенные Феддерсеном, до- 
жили и до нашего времени. Они хря- 
нятся в музее, в немецком городе 
Мюнхене. 

На обыкновенные наши часы они 
ничуть не похожи. Ни часовой, ни 
минутной, ни даже секундной стрелки 
у них нет. О каких стрелках может 
идти речь, когда нужно мерить мил- 
лионные доли секунды? Где найти 
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стрелку, которая успевала бы сделать 
в секунду миллион заметных глазу 
шажков? А шажки эти должны быть 
заметны — ведь к этому и своди- 
лась задача Феддерсена. 

И вот Феддерсен после долгих раз- 
думий сообразил, какая стрелка нуж- 
на его часам. Он смастерил ее не из 
бронзы, не из стали, а из материала, 
которого до него не употреблял ни 
один часовщик. 

Он построил ее из лучей света. 

Возьмем маленькое карманное зер- 
кальце и вынесем его на улицу, на 
солнечный свет. Лучи солнца отра- 
зятся от зеркальца, отскочат от него 
блестящим ярким зайчиком. 

Начнем поворачивать зеркальце. 
Как быстро забегает зайчик, как за- 
танцует он и запрыгает, отражаясь 
от зеркальца, которое дрожит у меня 
в руке! Только что он был совсем 
близко, но вот зеркальце чуть-чуть 
повернулось, и зайчик уже перебежал 
на другую сторону улицы и прыгает 
по стенам, по карнизам, по балконам 
домов. 

Быстро движется зайчик — в сто, 
в тысячу раз быстрее секундной стрел- 
ки часов. А нельзя ли как-нибудь 
заставить его кружиться не в сто, 
а в миллион раз быстрее? 

Можно. Стбит только сильнее завер- 
теть зеркальце. Лучше вертеть не ру- 
ками, а машиной — ведь машина 
проворнее человеческих рук, и к 
тому же точнее: какую скорость за- 
кажешь ей, с такой она и будет 
работать. 


В машине, устроенной Феддерсеном, 
тяжелая многопудовая гиря, опу- 
скаясь, тянула за собой канат. Канат 
поворачивал вал, на который было 
насажено зубчатое колесо. Это колесо, 
вращаясь, цеплялось зубцами за дру- 
гое зубчатое колесо, другое — за 
третье, а третье — за нарезку боль- 
шого стального винта. Постепенно пе- 
реходя от колеса к колесу, движение 


все усиливалось, все убыстрялось: 
первое колеео поворачивалось не 
очень быстро — делало всего только 


несколько оборотов в секунду, второе 
вращалось быстрее, третье еще быст- 
рее. А быстроходнее всех был сталь- 
ной винт: каждую секунду он успевал 
совершить целых сто оборотов вокруг 
своей оси. 

Для того чтобы весь этот прибор, 
набирая скорость, не дрожал и не 


трясся, Феддерсен решил укрепить его 
на прочной подставке. В калитальную 
стену комнаты он вделал две чугун- 
ные балки, а к ним привинтил массив- 
ную чугунную коробку, открытую спе- 
реди и с боков. Вращающийся винт 
своего прибора он пропустил сквозь 
дно и крышку коробки. 

Оставалось теперь приделать к вин- 
ту зеркало, от которого отскакивали 
бы зайчики, Феддерсен купил два во- 
гнутых стекла для очков — обыкно- 
венных очков, какие носят близору- 
кие люди. Эти стекла Феддерсен по- 
серебрил — каждое с одной только 
стороны. Получились два блестящих 
вогнутых зеркальца. Феддерсен укре- 
пил их на своем винте так, чтобы 
одно смотрело в одну сторону, дру- 
гое — в другую. Когда гиря падала 
и винт приходил в движение, оба зер- 
кальца, прикрепленные к винту, рав- 
номерно и быстро кружились вместе 
с ним. 

Механизм новоизобретенных часов 
был готов. Но это еще не все. Ведь 
для часов нужен не только часовой 
механизм, заставляющий вращаться 
стрелку, нужен еще и циферблат, что- 
бы измерять пройденный стрелкой 
путь. ь 

Если стрелка сделана из света, из 
чего же должен быть сделан пи- 
ферблат? 

Долго думал Феддерсен, долго 
искал он подходящий для этого дела 
материал. Наконец, нашел: фотопла- 
стинка, чувствительная к свету фото- 
пластинка, будет циферблатом не- 
обыкновенных часов. На этом ци- 
ферблате электрическая искра сама, 
своими собственными лучами, отме- 
тит начало и конец своей короткой 
жизни. Лучи искры упадут на вра- 
щающееся зеркало, стремительный 
зайчик скользнет по фотографической 
пластинке и оставит на ней свой след. 
Чем дольше будет гореть искра, тем 
длиннее окажется след зайчика. А по 
длине следа, зная скорость зайчика, 
уже нетрудно будет сосчитать, сколь- 
ко времени бежал он по пластинке, — 
сколько времени горела электриче- 
ская искра. 

Прибор Феддерсена был закончен. 
Стальной винт был установлен в чу- 
гунной раме, вращающееся зеркало 
работало исправно, фотографическая 
пластинка лежала наготове. Наготове 
была и лейденская банка — источник 
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электрических искр. Банка эта со- 
стоит из трех стаканчиков, вставлен- 
ных друг в друга: наружный — ме- 
таллический, средний — стеклянный, 
а внутренний — опять металличе- 
ский. 

Феддерсен зарядил банку: наруж- 
ный металлический стаканчик поло- 
жительным электричеством, а внут- 
ренний металлический — отрицатель- 
ным. Затем проводами он соединил 
банку с двумя металлическими шари- 
ками, поставленными друг против 
друга. Эти шарики называются раз- 
рядником. Внутренний стаканчик бан- 
ки Феддерсен соединил с одним ша- 
риком разрядника, наружный с дру- 
гим. Теперь оставалось только нажать 
на кнопку, замыкающую и размыкаю- 
щую электрическую цепь, чтобы за- 
ряд электричества устремился из бан- 
ки по проводам. Положительный за- 
ряд побежит навстречу отрицатель- 
ному, и между шариками разрядника 
вспыхнет блеетящая Тонкая искра. 





История искорки 


Феддерсен приступил к опытам со 
своими необыкновенными часами. Он 
отпустил гирю, приводившую в дви- 
жение зубчатые колеса и винт. Сейчас 
же винт и зеркальце начали пово- 
рачиваться так быстро, что у Феддер- 
сена замелькало в глазах. С тонким 
свистом вращалось насаженное на 
винт маховое колесо. Прислушиваясь 
к этому свисту, Феддерсен убедился 
в том, что прибор его действует ис- 
правно: звук был все время одной 
и той же высоты,— значит, ось вра- 
щается равномерно, не замедляя и не 
убыстряя своего движения. 

Тогда Феддерсен погасил свет и при- 
открыл кассету, в которой была при- 
готовлена фотографическая пластин- 
ка, а затем нажал кнопку, замыкав- 
шую электрическую цепь. И сейчас 
же в темноте между шариками раз- 
рядника проскочила искра: это элект- 
рический заряд устремился из одного 
металлического стаканчика лейден- 
ской банки в другой. В мгновение 
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ока пробежал он по проводам и яркой 
электрической искрой пробил себе до- 
рогу от одного шарика к другому. 

Искра горела всего только миг, но 
в течение этого неуловимого мига 
быстрый отблеск от зеркальца успел 
упасть на фотографическую пластин- 
ку. Он пробежал по пластинке со ско- 
ростью артиллерийского снаряда и 
вычертил на ней свой путь. 

Тут же на месте, не отходя от при- 
бора, Феддерсен проявил пластинку 
и отпечатал фотографический снимок. 
На снимке была явственно видна уз- 
кая полоска — след, оставленный 
зайчиком. 

Феддерсен измерил длину полос- 
ки — полтора сантиметра. Скорость 
зайчика была ему известна — 
60 000 сантиметров в секунду. Сколь- 
ко же времени бежал зайчик по пла- 
стинке? Длину полоски — 1,5 нужно 
разделить на скорость движения зай- 
чика — 60000, получается 0,000025. 
Итак, значит, двадцать пять миллион- 
ных долей секунды — вот сколько 
времени бежал зайчик по пластинке 
и столько же времени жила элект- 
рическая искра. 

Часы Феддерсена с честью выпол- 
нили возложенное на них дело. Про- 
должительность искры была измере- 
на. Задача, которую поставил себе 
Феддерсен, была решена. 

Но, вглядевшись в свой снимок по- 
внимательнее, Феддерсен убедился, 
что часы его совершили еще одно от- 
крытие. Они не только измерили дли- 
ну жизни искры, но еще и узнали, 
чем наполнена эта короткая жизнь, 


составили подробную биографию 
искры. 
След, вычерченный зайчиком на 


снимке, оказался не сплошным, а пре- 
рывистым. Он состоял из нескольких 
светлых пятен, отделенных друг от 
друга темными промежутками. 
Значит, электрическая иекра, про- 
скочившая между шариками разряд- 
ника, вовсе не горела равномерным 
блеском. В течение всей свой жизни, 
продолжавшейся всего только 25 мил- 
лионных долей секунды, она вспыхи- 
вала и угасала несколько раз. Корот- 
кие вспышки шли одна за другой 
так быстро, что человеческий глаз не 
мог уследить за ними,— несколько 
вспышек казались глазу одной. 
И только чудесные часы Феддерсена 
сумели расчленить мгновение, разло- 
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жить искру на несколько отдельных 
вспышек. 

Феддерсен сосчитал число вепышек 
на своем снимке. Их оказалось во: 
семь, и каждая последующая была 
чуть-чуть слабее предыдущей. Восемь 
вспышек за двадцать пять миллион- 
ных долей секунды! Значит, искра 
состояла из отдельных искр, загорав- 
шихся и угасавших через каждые 
три миллионные доли секунды. 

Так по записи, сделанной зайчиком, 
Феддерсен прочитал историю электри- 
ческой искры, историю, которая от 
начала до конца продолжалась всего 
только одно мгновение. 





Опыты продолжаются 


Не один раз повторял Феддерсен свой 
опыт. Он брал то одиу лейденскую 
банку, то целую батарею из десяти, 
пятнадцати и даже двадцати лейден- 
ских банок. То сдвигал шарики почти 
вплотную, то раздвигал их на целый 
сантиметр или на полтора. Менял и 
самые шарики — брал то железные, 
то медные, то свинцовые, то золотые. 
В одних опытах оба шарика были 
из одного и того же металла, в дру- 
гих — из разных. Провода, кото- 
рые шли от лейденских банок к ша- 
рикам разрядника, Феддерсен брал то 
короткие и толстые, то длинные и тон- 
кие. И каждый раз он фотографиро- 
вал отблеск искры во вращающемся 
зеркальце. 

По фотографическим снимкам изме- 
рял он, сколько времени длится искра, 
узнавал, как она вспыхивает, горит 
и гаснет. 

Искры получались разной яркости, 
разной длины, разной продолжитель- 
ности, но каждая состояла не из одной 
только вспышки, а из многих. Вспыш- 
ки следовали одна за другой через 
несколько миллионных долей секун- 
ды и становились все слабее и сла- 
бее, пока искра-не угасала. 

Почему же электрический заряд 
прокладывает себе путь между шари- 
ками разрядника не одним скачком, 


а несколькими судорожными скач- 
ками? 

Размышляя 0б этом, Феддерсен 
вспомнил одну статью о разряде лей- 
денской банки, которую он когда-то 
читал. Статья эта была написана в 
1853 году английским ученым Уилья- 
мом Томсоном. Томсон не делал ника- 
ких опытов с лейденской банкой, да 
он и вообще не занимался опытами. 
Зато он был очень искусным матема- 
тиком. Он знал физические законы, 
которые управляют электрическим 
током, и умел выводить математиче- 
ские следствия из этих законов. И вот 
Томсон попробовал с помощью вычис- 
лений установить —- что же собст- 
венно происходит с электрическим за- 
рядом, когда заряжают длейденскую 
банку. 

Вычисления Томсона показали: 
электрический заряд, добежав по про- 
водам от стаканчика лейденской бан- 
ки до разрядника, совершает прыжок 
с шарика на шарик и устремляется 
по проводу снова в банку, но уже 
в другой стаканчик. Таким образом 
оба заряда, положительный и отрица- 
тельный, меняются местами. 

Отрицательный заряд, который был 
сперва, скажем, во внутреннем стакан- 
чике банки, с разбега перелетит в на- 
ружный, а положительный из наруж- 
ного во внутренний. Таким образом 
банка не разрядится, а только заря- 
дится по-новому, и электрический ток 
снова помчится к разряднику, но уже 
в обратном направлении. То взад, то 


{Начало см. на с. 42) 


5—у 
Выражение 10—35 
и и у> 5; поскольку 1<у< 9, 
нужйо проверить целочисленные зна- 
чения у=1, 2, 3, 6, 1, 8, 9. Подставляя 
последовательно эти значения в выра- 
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целочисленное значение х=?2 при 
у=3. Поэтому второму условию за- 
дачи 1 удовлетворяет единствен- 
ное двузначное число 23. Это же чис- 
ло не противоречит и первому условию 
задачи 1, которое, таким образом, яв- 
ляется ненужным. 
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вперед станет бегать электрический 
заряд, перескакивая с одного шарика 
на другой, — снова со второго на пер- 
вый и снова с первого на второй. 

«Так вот оно в чем дело!» — поду- 
мал Феддерсен. Вот почему прибор 
отметил на снимке не одну искру, 
а целых восемь. Значит, восемь раз 
проскакивал электрический ток с ша- 
рика на шарик то в одну сторону, 
то в другую. И каждый раз в раз- 
ряднике появлялась блестящая 
вспышка. Кончилась вспьшика, и сей- 
час же появилась другая — это снова 
прорвался электрический ток, но уже 
в обратном направлении. Вспышка за 
вспышкой сверкала в узком простран- 
стве между шариками, пока продол- 
жалась жизнь искры, и с каждой 
вспышкой менялось направление то- 
ка. Пробежал ток в одну сторону — 
вспышка, пробежал назад — новая 
вспышка. 

Вращающееся зеркало Феддерсена 
подтвердило догадку Томсона: элект- 
рическая искра — это маленький от- 
резок переменного электрического 
тока. Через ничтожные промежутки 
времени, через каждые несколько 
миллионных долей секунды ток изме- 
няет свое направление. 

Так вращающееся зеркало помогло 
Феддерсену изучить природу элект- 
рической искры. 


В задаче же 2 первое условие дает 
10% +и=3ху-Е 9, 
1<х< 9, 1< у< 9. Отсюда 
—. 9—и 
10 35* 
и после очевидного перебора значе- 
ний у—=1,2,3 находим единст- 
венное число 63. Оно не противо- 
речит и второму (лишнему в данном 
случае) условию задачи. 
Р. Ю. Винокур 
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Маневрирование 
в космосе 


Кандидат физико-математических наук 
В. Е. БЕЛОНУЧКИН 


В предыдущей статье этого автора «Законы 
Кеплера и школьная физика» («Кванто, 1956, 
№ 2) были разобраны некоторые задачи на 
движение различных космических объектов. 
В данной статье обсуждается еще несколько, 
теперь уже более сложных, вопросов на ту же 
тему. 

Вероятно, аналогичные задачи мозут встретить- 
ся скорее на физических олимпиадах, чем на 
всгупительных экзаменах. Однако мы пола- 
гаем, что знакомство с ними окажется для 
абитуриентов небесполезным. 


Большие и малые планеты, кометы, 
естественные спутники планет мил- 
лионы и миллионы лет двигаются по 
одним и тем же траекториям. Не так 
обстоит дело с искусственными косми- 
ческими аппаратами. Спутники пере- 
ходят с орбиты на орбиту, стыкуются 
и разделяются, с них осуществляется 
запуск межпланетных станций. 
Каждый маневр в космосе — слож- 
ная научно-техническая задача. Для 
ее решения необходимо учесть мно- 
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жество различных факторов, провести 
массу точнейших расчетов, с ювелир- 
ной точностью выполнить те оперя- 
ции, которые предписаны результата- 
ми расчетов. 

Мы рассмотрим простейшие манев- 
ры и проведем лишь самые грубые 
оценки. Наиболее чизошреннымь» на- 
шим орудием будет второй закон Кеп- 
лера, постулирующий, что радиус-век- 
тор тела, свободно движущегося в 
окрестностях тяготеющего центра, за 
равные промежутки времени описы- 
вает равные площади. 

Начнем с широко известной задачи. 


Задача 1. Каким должно быть 
изменение скорости спутника, обра- 
щающегося по околоземной орбите, 
чтобы он мог навсегда покинуть Зем- 
лю? 

Для решения этой задачи нам не 
потребуется даже второй закон Кепле- 
ра. Зато мы постараемся вспомнить 
несколько полезных для дальнейшего 
формул и соотношений. 

Как известно, для движения по око- 
лоземной орбите тело должно иметь 
скорость, равную первой космической 
и„=Т,9 км/с, а для того чтобы уле- 
теть от Земли, необходима вторая кос- 
мическая скорость («скорость убега- 


ния») ит, = 11,2 км/с. Изменение ско- 
рости, очевидно, должно составить 
Ви=и,„—щ „= 3,3 км/с. Но давайте 
вспомним, откуда взялись эти циф- 
ры — 7,9 и 11,2 км/с? 


Первая космическая скорость опре- 
деляется из условия, что центростре- 
мительное ускорение телу массой т, 
движущемуся по круговой орбите ра- 
диусом А, (радиус Земли К, == 
—6,38.10° км), сообщает сила грави- 
тационного притяжения к Земле (телу 
массой М,): 

тлк _ с тМз 

8 № 

Заметим, что комбинация СМ. /В: 

(С — гравитационная постоянная) как 

раз определяет ускорение силы тяже- 

сти на поверхности Земли 8,= 

—=9,8 м/с”. Следовательно, можно за- 
писать 

и, = В, =17.9-103 м/с. 

Сложнее обстоит дело со второй кос- 
мической скоростью. Для ее вычисле- 
ния нам потребуется выяснить, как за- 
висит потенциальная энергия тела в 
поле тяготения от расстояния до тяго- 
теющего центра. В нашем случае это 
можно сказать более простыми слова- 
ми: надо найти формулу для потен- 
циальной энергии тела в поле тяжести 
Земли. 


Привычное выражение таН спра- 
ведливо только на небольших расстоя- 
ниях от поверхности Земли (это ясно 
из его вывода, в котором считается, 
что ускорение силы тяжести постоян- 
но и на любой высоте &—=2.). Мы же 
собираемся улететь от Земли насов- 
сем, на «бесконечность». Как меняет- 
ся потенциальная энергия тела на 
больших расстояниях от Земли (или 
другого достаточно массивного тела)? 

В выяснении этого вопроса нам мо- 
жет помочь аналогия с взаимодейст- 
вием электрических зарядов. Сила ку- 
лоновского взаимодействия точечных 
зарядов 4 и ©, находящихся на рас- 
стоянии В друг от друга, равна 
ка@/В?, а их взаимная потенциальная 
энергия равна #а0/А. Сила тяготения 
также обратно пропорциональна квад- 
рату расстояния между телами (мате- 
риальными точками). Похоже, что по- 
тенциальная энергия их взаимодей- 
ствия будет отличаться от силы только 
тем, что расстояние в знаменателе 
должно стоять не во второй, а в первой 
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степени. Однако мы должны вспом- 
нить, что потенциальная энергия — 
величина относительная. Однознач- 
ный смысл имеет только разность по- 
тенциальных энергий, а выбор нулево- 
го уровня энергии — в наших руках. 
И если в формуле таН нулевая энер- 
гия приписывается телу, находящему- 
ся на поверхности Земли, то величина 
СтМ/В обращается в нуль на беско- 
нечности. На любом конечном рас- 
стоянии энергия притяжения меньше, 
значит, она есть величина отрицатель- 
ная (еще раз подчеркнем, что это свя- 
зано только с выбором нулевого 
уровня). 


Итак, окончательно потенциальную 
энергию тела массы т в поле тяготе- 
ния тела массы М в зависимости от 
расстояния НЯ между ними можно за- 
писать следующим образом: 


Е, ры СтМм 


В 


Для того чтобы хотя бы с нулевой 
скоростью +доползти» до бесконечно- 
сти, нам надо иметь как минимум ну- 
левую полную энергию. Другими сло- 
вами, должно быть выполнено нера- 
венство 


т? СтмМ - 
—_ >00: 
5 Я >20 


Значит, телу для ухода на бесконеч- 
ность нужна скорость 





ОМ РУ 
и = в —\ 2=ЕБ, 
где & — ускорение силы тяжести на 


расстоянии Н от центра «планеты». 
Подставляя в эту формулу &=8), и 
Н=В., получаем знакомое значение 
тк == 11,2 км/с. 

Напомним, что при этом значении 
начальной скорости тело, «брощен- 
ное» с поверхности Земли, движется 
по параболе (отсюда еще одно назва- 
ние второй космической скорости — 
*«параболическая»), если скорость еще 
больше — по гиперболе. Отметим так- 
же, что направление скорости почти 
не имеет значения, надо лишь чтобы 
тело не врезалось в Землю. В нашем 
случае это означает, что скорость мо- 
жет быть направлена перпендикуляр- 
но радиусу Земли, проведенному в 
точку, где находится спутник, может 
иметь составляющую, направленную 
по радиусу от центра, но не к Земле. 
Достаточно ясно, впрочем, что значе- 
ние Ао будет минимальным тогда, 
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когда векторы т АБ, а следователь- 
но, и и;, направлены одинаково. 

Теперь, разобравитись с расчетной 
стороной задачи о переводе спутника 
в ранг межпланетной станции, перей- 
дем к зинженерной». В качестве при- 
мера обсудим такой вопрос: Какой 
надо иметь запас топлива, чтобы кос- 
монавты, которые находятся на кос- 
мической станции, обращающейся во- 
круг Луны, не потеряли надежду на 
возвращение на Землю? 

Рассмотрим конкретную задачу. 


Задача 2. Какую часть массы 
станции, летающей вокруг Луны по 
круговой орбите радиусом 28; (В}= 
= 1,74. 103 км — радиус Луны), долж- 
но составлять топливо, чтобы в ре- 
зультате кратковременной работы 
двигателя можно было выйти из поля 
тяготения Луны? Скорость истечения 
продуктов сгорания топлива из реак- 
тивного двигателя и=4 км/с. Ускоре- 
ние силы тяжести на поверхности Лу- 
ны &1=1,64 м/с”. 

Сначала надо узнать первую (кру- 
говую) и вторую {параболическую) 
космические скорости для тела, нахо- 
дящегося в поле тяготения Луны на 
расстоянии 28; от ее центра. Круго- 
вая скорость и, =^! (ЕВ = „В м 12 = 
—=1,19 км/с. Параболическая ско- 
рость в \/2 раз больше: и„=1,69 км/с. 


Следовательно, скорость станции 
надо изменить на величину 
Аи=0,5 км/с. 


Цересядем в систему координат, ко- 
торая имеет скорость станции перед 
моментом включения двигателя. 
В этой системе продукты сгорания 
топлива, очевидно, будут иметь ско- 
рость и, а станция должна получить 
скорость Ао, направленную в противо- 
положную сторону. Запишем закон 
сохранения импульса: 


хти ={(1—х} тАо 

(х — искомая доля массы т, которую 
составляет топливо), откуда получаем 
х=Ао и Ао) =0,11 (то есть 11 %). 

Правомерность нашего решения, од- 
нако, требует некоторых пояснений. 
Во-первых, станция (и газы) находит- 
ся в поле тяжести Луны, и ее импульс 
за время работы двигателя может из- 
мениться под действием этого поля. 
Поэтому вправе ли мы пользоваться 
законом сохранения импульса? Наше 
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оправдание заключается в Том, что 
двигатель работает непродолжитель- 
ное время, реально — минуту-другую. 
Пернод же обращения станции вокруг 
Луны, как нетрудно сосчитать (он ра- 
вен 2л.2Н;/и,), более 5 часов. Сила 
тяжести за такое время создает изме- 
нение скорости станции всего в не- 
сколько метров в секунду (расчет ре- 
комендуем провести самостоятельно), 
а этим можно пренебречь. 

Во-вторых, продукты сгорания вы- 
брасываются двигателем постепенно, 
по мере сгорания топлива, и скорость 
станции в течение этого промежутка 
времени меняется. Действительно, 
скорость газов относительно исходной 
системы отсчета непостоянна, ведь 
и — скорость относительно ракеты. 
Но мы не зря «перебрались» с Земли 
на Луну. На нашей орбите необходи- 
мое изменение скорости станции за- 
метно меньше скорости газов, и мы не 
делаем существенной ошибки, считая, 
что все продукты сгорания имеют 
одну и ту же скорость. Вот если бы 
мы обсуждали старт с околоземной 
круговой орбиты, где Ау почти рав- 
но и, такой расчет был бы слишком 
грубым. 

Наконец, третье обстоятельство, 
наименее очевидное. Нужна ли в дан- 
ном случае параболическая скорость? 
Казалось бы, космонавтам достаточно 
добраться до той точки, где притяже- 
ние к Земле сильнее притяжения к 
Луне, а на бесконечность уходить не 
обязательно. Какую скорость для это- 
го должен иметь корабль? Луна усту- 
пает Земле по массе в 81 раз, значит, 
точка «пересадки» из сферы притяже- 
ния к Луне во владения Земли в 9 раз 
ближе к Луне, чем к Земле, то есть 
она находится на расстоянии около 
38 000 км от Луны (расстояние от 
Земли до Луны 384 000 км), а это в 
22 раза больше радиуса Луны. Из за- 
кона сохранения энергии 


| те — т1. На = —т оз" 22, 
найдем 
ь=и, 53/10/11 =1,61 км/с 
— Полученная скорость несколько 


меныше параболической. Как видим, 
разница невелика, однако и этот выиг- 
рыш оказывается призрачным. Дей- 
ствительно, мы исходили из того, что 
в точке пересадки скорость может 
быть равной нулю. Очевидно, что ка- 


сательная составляющая скорости 
(так называемая секториальная ско- 
рость) в этой точке также обратится 
в нуль. Следовательно, эта последняя 
должна быть нулевой и сразу же по 
окончании работы двигателя, то есть 
скорость Ф должна быть направлена 
по радиусу от центра Луны. А тогда 
дополнительная скорость Афр равна 
совсем не и— в, а 5/0? + 02 =2 км/с! 
Вот вам и выигрыш! 

И все-таки выиграть можно. Оказы- 
вается, «выгодна» Та орбита, У кото- 
рой точка старта с круговой орби- 
ты является периселением, а точка 
«пересадки» —- апоселением (для 
Земли — Гем — это перигей и апогей, 
а для Луны — Селены — периселений 
и апоселений). 

Попробуем рассчитать эту орбиту. 


Задача 3. Какую скорость дол- 
жен иметь корабль на минимальном 
удалении от Луны В =2В), если мак- 
симальное его удаление от Луны 
Я-—=228Вл? (Влиянием тяготения Зем- 
ли можно пренебречь.) 

Запишем для корабля в точках, со- 
ответствующих расстояниям ВН, и В., 
закон сохранения энергии и второй 
закон Кеплера: 








ти д ММл _ ть с тМл 
8 Е, 2 в" 
2 А, =и.В.. 


Решая эту систему уравнений, полу- 
чаем 


Ре Рама би в — 
' 1—2: / В} 
——^ Бар Вл(Вл/В —Ал/В.) —1,62 км/с 


1— 81/8: 


„баны ” пиеиодвеме. 
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Итак, вместо 5, — 0, =0,5 км/с ока- 
зывается достаточным изменение ско- 
рости на величину и, —и,==0,43 км/с. 
В переводе на вопрос о запасе топ- 
лива это означает, что вместо 11% 
надо иметь 9,7 %. Как видим, разни- 
ца есть, хотя и небольшая. 

Впрочем, вас ждет еще одно разо- 
чарование. Предположим, что космо- 
навты достигли рассчитанной «точки 
пересадки». Скорость корабля в этот 
момент можно определить, используя 
все тот же второй закон Кеплера: 

0. =иА\/В. =0,15 км/с. 

Но ведь это скорость отиссительно 
Луны! А Луна сама движется относи- 
тельно Земли. В сферу притяжения 
Земли корабль попал — он оторвался 
от Луны Но насколько близко ему 
удастся подойти к Земле? Сколько 
еще потребуется топлива, чтобы все- 
таки до нее добраться? Эти вопросы 
вынесены в упражнения для самостоя- 
тельного решения. 


Упражнения 

1. Найдите скорость корабля (см. задачу 3 
в статье) относительно Земли при переходе из 
сферы притяжения Луны в сферу притяжения 
Земли. 

2. Точка «перехода» является апогеем 
орбиты корабля. Насколько близко к Земле ои 
подходит в перигее? Влиянием тяготения Луны 
можно пренебречь. 


3. Какой дополнительный запас топлива 
надо иметь на корабле, чтобы достигнуть Зем- 
ли, то есть перейти на орбиту, перигей которой 
находится на земной поверхности? (Предпола- 
гается, что переход иа новую орбнту происхо- 
дит путем кратковременного включения двига- 
теля в апогее старой, то есть сразу лосле входа 
в сферу притяжения Земли.) 


вилось красным, на лбу высту- 
пал пот... — Никакого движе 
ння нет — я жму и жму, и не 
совершаю ни малейшей рабо- 
ты!» — ион чуть не падал от 
усталости.ь. 
Материал представил 
Б Е Звелов 


Ны маленшей работы! 

В конце 90-х годов прошлого 
века Р. Вуд работал помощ- 
ником профессора Висконсин- 
ского университета Б. Сноу, 
который был большим энту- 
зиастом лекционных демон- 
страций. Вуд рассказывает: 


«Иллюстрируян разницу меж- 
ду силой и работой. которая 
определяется как произведе- 
ние силы на путь, Сноу обыч- 
но упирался в край лекцион- 
ного стола и толкал его изо 
всей силы. «Я нажимаю, жму, 
жму, жму! — лицо его стаио 
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Математика 

Письменный экзамен 

Вариант 1 
{механико-математический факультет} 
1. Решите уравпение 


2 ( х4+ ^ )- а =0. 


2. Окружность радиуса 2 касается окруж- 
ности радиуса 4 в точке В. Прямая, проходя- 
щая через точку В, пересекает окружность 
меньшего радиуса в точке А, а большего ра- 
днуса — в точке С. Найдите длину отрезка 
ВС, если длина отрезка АС равна 3 ‚2. 

3. Решите иеравенство 


1 
з 104, х 


1 з 
34 Тюбу х < 1 

4. Путь яз села в город идет сначала по 
грунтовой дороге, а затем по шоссе. Из села 
в город в 9 часов утра выехал автомобилист 
и одиовременно с ним из города в село выехал 
мотоциклист. Автомобилист двигался по шоссе 
быстрее, чем по грунтовой дороге в 1'/› раза, 
а мотоциклист — в 1*/. раза (движение обоих 
по шоссе и по грунтовой дороге считать равно- 
мерным). Они встретнлись в 12 часов, автомо- 
билист приехал в город в 14 часов 20 минут, 
а мотоциклист приехал в село в 16 часов. 
Определите, сможет ли автомобилист приехать 
в город до 14 часов 40 минут, если он весь 
путь из села в город будет ехать с первоначаль- 
ной скоростью. 

5. Найднте все значения а, при каждом из 
которых для любого зиачения 6 система 

| х— Бу а2: —=0, 
25х4+ (6 —ву—82=8 

имеет по крайней мере одно решение (х, у, 2). 

6. В основании пирамиды РОВ&$Т лежит 
четырехугольник ОЯЗТ, у которого стороны 
ОК и 5Т параллельны, длина стороны ОА рав- 
на 6, длина стороны @Т равна 4, а величина 
угла Н@Т равна 120°. Длина ребра Р@ равна 
2/14. Найдите объем пирамнды, если нзвест- 
но, что через прямые ОЯ и ЭТ можно провести 
две плоскости, не совпадающие с основанием 
пирамиды и пересекающие пирамиду по рав- 
ным четырехугольникам. 


Вариант 2 
(Факультет вычислительной математики 
и кибернетики} 


1. Решите неравенство 


108: (хх +3) 1. 

2. Найдите координаты точкн, лежащей на 
прямой —4х--Зу=25 и наименее удаленной 
от начала координат. 

3. Число двухкомнатных квартир в доме в 
четыре раза больше числа однокомнатных, 
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а число трехкомнатных квартир кратно числу 
однокомнатных. Если число трехкомнатных 
квартир увеличить в пять раз, то их станет 
на 22 больше, чем двухкомнатных. Сколько 
всего квартир в доме, если известно, что их 
не меньше 100? 

4. В окружности радиуса В -=^(6 проведены 
хорда ММ и диаметр МР. В точке № проведена 
касательная к окружности, которая пересекает 
продолжение диаметра МР в точке О под углом 
в 60°. Найдите длину медианы ОД треуголь- 
ника МОМ. 

5. Решите уравнение 


2 Зв 5х —-/3 вт х= 
—008 24х-с08 х-{-2 с08 5х— 6. 


$. Найдите значения а и БВ, при которых 
нанболышее значение функции 


9 5+5 '—2 


= |4 ЕЕ + 
аи еааЬ 
2 В | 


на отрезке [—1; 1] является наименьшим. 


Вариант 3 
(физический факультет) 
1. Рещите уравнение 


4—х* 
=. 


2. Решите неравенство 


РЕ: 
3—х° 


3. Решите систему уравнений 
8 =х, 


28 хат 2х =2 с08? 5. 


4. Решите уравнение 
х1ов. (х’) +1 =2х4{ 2106. х 

5. В треугольной пирамиде 5АВС на ребре 
ЗВ взята точка М, делящая отрезок 5В в отно- 
шении 3:5, считая от точки $5. Через точки А 
и М параллельно медиане ВО треугольника 
АВС проведена плоскость. В каком отношении 
эта плоскость делит объем пирамиды? 

6. В треугольнике АВС проведена высота 
АН длины В, медиана АМ длины [ и биссектри- 
са АМ. Точка № — середина отрезка МН. Най- 
дите расстояние от вершины А до точки пере- 
сечения высот треугольника АВС. 


Вариант 4 
{химический Факультет) 
1. Решите уравнение 


Т1юй; (х —8)=2- 08; х. 

2. Три одинаковых комбайна, работая вмес- 
те, убрали первое поле, а затем два из них 
убрали второе поле (другой площади). Вся рабо- 
та заняла 12 часов. Если бы три комбайна 
выполнили половину всей работы, а затем остав- 
шуюся часть сделал один из них, то работа 
заняла бы 20 часов. За какое время два ком- 
байна могут убрать лервое поле? 

3. Найдите все значения х из интервала 


к 
2: Я при которых производная функции 


1х) == (о ы ева вала сь (=. ый) 


равна нулю. 


4. На стороне АВ треугольника АВС взята 
точка О, а на стороне АС — точка Е так, что 
длина отрезка АЁ равна длине отрезка ВВ и 
равна 2. Прямые ВЕ н СР пересекаются в точ- 
ке О. Найднте площадь треугольника ВОС, если 
длнна каждой из сторон АВ и ВС равна 5, 
а длина стороны АС равна 6. 

5. Найдите все значения а, при каждом из 
которых система 


У!+3| =1— 5х |, 
16а —9—бу=255 + у? 
имеет ровно четыре различных решения. 


Вариаит 5 

(биологический факультет) 

1. Найдите наибольший отрицательный ко- 
рень уравнения 


зи (. + х сов (:+ я 5. 

2. Решите неравенство 

2'—1<6.-2`*. 

3. Два лыжника вышли с линии старта 
одновременно с постоянными скоростями по 
одному и тому же маршруту, причем скорость 
первого лыжника составила 71/6 скорости вто- 
рого. Вслед за ними через 20 минут отправился 
третий лыжник, который, двигаясь со ско- 
ростью 18 км/час, догнал второго лыжника на 
80 минут раньше, чем первого. Какова скорость 
первого лыжника? 

4. В треугольнике АВС длина стороны АС 
равна 3 -/3, длина стороны ВС равна `/13. Точ- 
ка М лежит на стороне АС, точка М лежнт на 
стороне ВС, причем прямые ММ и АВ парал- 
лельны. Отрезок МС в 2 раза длиннее отрезка 
АМ. Биссектриса угла ВАС пересекает прямую 
ММ в точке А, лежащей между точками М и М, 
причем радиус окружности, ацисанной около 
треугольника АМИ, равен `\/6 +3 -/3. Найдите 
длину стороны АВ. 

5. Найдите все значення $, при каждом из 
которых система уравнений 


2х?— 2ху + 10? ==5* — 663-495? —194-/85. 
х’ + 2ху —8у' =4 
имеет хотя бы одно решение. 


Вариант 6 
{факультет почвоведения) 
1. Решите уравнение 


: : ы: 
вп х—=2 8 (.— з ) 

2. Решите неравенство 

1085 (1 — х) < 16. (х-+ 3). 

3. При одновременной работё двух насосов 
разной мощности бассейн наполняется водой 
за 8 часов. После ремоита насосов производи- 
тельиость первого из них увеличилась в 1,2 ра- 
за, а второго — в 1,6 раза, и при одновремеиной 
работе обоих насосов бассейн стал иаполняться 
за 6 часов. За какое время будет наполняться 
бассейн одним первым насосом после ремонта? 

4. Найдите площедь треугольника, образо- 
ванного осью абсцисс н двумя касательными, 
проведенными из точкн А(0;3) к графику 


функции у = ух +5. 


5. В треугольнике АВС точка М делит сто- 
рону ВС пололам, а точка К лежит на стороне 
АС, причем длина отрезка АК в 4 раза меньше 
длины стороны АС. Отрезки АМ и ВК пересе- 
каются в точке О. Длина отрезка АМ равна 5, 
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длина отрезка ВК равна 10. Найдите длину 
отрезка МА, еслн величина угла АОВ рав- 
на 135°. 


Вариант 7 
(географический факультет) 
1. Решнте неравенство 


х—1 > 1 
х' + 6х—4 5 ° 
2. Решите уравнение 
[9:2 65 +108, ль = = з 
125 8 


3. Три цистерны одинакового объема начн- 
нают одновременно заполняться водой, причем 
з первую цистерну поступает 120 литров воды 
в минуту, а во вторую — 40. Известно, что в 
начальный момент первая цистерна пуста, &а 
объем зоды в третьей цистерне в два раза 
меньше, чем во второй, и что все три цистерны 
будут заполнены одновременно. Сколько лит- 
ров воды поступает за одну минуту в третью 
цистерну? 

4. В выпуклом четырехугольннке АВКС 
длина стороны АВ равна -/3, длина диагонали 
ВС равна 1, а величины углов АВС, ВКА и 
ВКС равны 120°, 80° и 60° соответственно. 
Найдите длину стороны ВК. 

5. Для каждого значения а, удовлетворяю- 
щего неравенствам 9 <в-< 1, найдите наимеиь- 


шее значенне выражения г (и фа (ху) 
прн условии эп (лху} =0- 


Вариант 8 
(геологический факультет) 
1. Решите уравнение 


эт (+ Е И х. 


2. ЦДлины сторон АВ, ВС и АС треугольника 
АВС образуют в указанном порядке арифме- 
тнческую прогрессню. Найдите отношение вы- 
соты треугольника АВС, опущенной из вершн- 
ны А, к радиусу вписанной окружности. 

3. Решите уравнение 

2.6" —4"— 15 =%. 
6'—9'—5 

4. Студенческий строительный отряд обору- 
довал прямоугольную спортплощадку пло- 
щадью 0,1 га, установив с противоположиых 
более длинных сторон — трибуны, а с двух 
других сторон — проволочную сетку. Стоимость 
установки одного погонного метра трибун и 
сетки равны соответственно 7 руб. и 3 руб. На 


установку трибун и сетки израсходовано 
820 рублей. Найдите длины сторон спорт- 
площадкн. 


5. Пусть а> 0, > 0. Найдите решения не- 
равенства 


1 1 1 1 


а? хть 
6. При всех значениях параметра р= 9 най- 
дите решения уравиения 


о =! [" и. =) 
их 5 вип у А + 34 -+- 


Зы 


ты 
О 9 


=6 4? (= 


соз (2х) Е 


и 2х 
эт х- 5 р 
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на отрезке [0; 21}. 


Вариант 9 

(отделение политической экономики 
экономического факультета) 

1. Решнте уравнение 


1 \х-2 
т) 
ы 5 


2. Найдите все решения снстемы уравнений 
{ Зх + Азту=- Ш, 


7 

— 2х 5 3т у= 5. 

3. Найднте все действительные решения 
уравнения 


\3х-+4 (9х? + 21х4+10)=0. 
4. В прямоугольннке АВСР, где |АВ|=6, 


12 
|А5|--3 1+ №№), расположены две окруж- 


ности. Окружность радиуса 2 с центром в точ- 
ке К касается сторон АВ и АД. Окруж- 
ность радиуса 1 с центром в точке Ё касается 
стороны СБ и первой окружности. Найдите 
площадь треугольника СГМ, еслн М — основа- 
ние перпендикуляра, опущенного из верши- 
ны В на прямую, проходящую через точки 
К и 1. 

5. Линню, связывающую города А н Б, об- 
служивают самодеты трех типов. Каждый са- 
молет первого. второго и третьего типа может 
принять на борт соответственио 230, 110 и 
40 пассажиров, а также 27, 12 и 5 контейнеров. 
Все самолеты линии могут прннять на борт 
одновременно 760 пассажиров и 88 контейне- 
ров. Найдите число действующих на линин 
самолетов каждого типа, зная, что их общее 
число не превосходит 8. 

6. В пирамиде 5АВС ребра 5С, ВС и АС рав- 
ны соответствеино -с- >93. 8 и 4. Известно. что 
угол АВС тупой, ребро 5С перпендикулярно 
к плоскости основания АВС, а радиус окруж- 
ности, описанной около треугольника АВС, ра- 





8 

НЕ . Найдите площадь сечения пирами- 
У 

ды плоскостью, проходящей через вершину 5, 

точку пересечения медиан треугольника АВС и 

центр окружностн, влисанной в этот тре- 

угольник. 


вен 


Вариант 10 

{отделения экономической кибернетики 
и планирования народного хозяйства 
экономического факультета) 

1. Решите уравнение 


21х+1 1.-- (2) 2х+3. 
2. Найдите все решения системы уравнений 
бем х-Е 7 105, 3= — 10, 
-- 5 вм х-|- 2108, 3 ==0,5. 
3. Решнте неравенство 


У 25+ 15х—2(8х7—вх+ 020. 


4. В окружность радиуса 2 7 вписана тра- 
пеция АВСО, причем ее основание АР является 


диаметром, а угол ВАД равен 3. Хорда СЕ 


< 
пересекает диаметр АР в точке Р такой, что 
АР:РО=1:3. Найдите площадь треугольника 
ВРЕ. 

5. В течение нескольких дней двое рабочих 
изготовляли специальные детали, причем еже- 
дневная выработка деталей у каждого рабочего 
была постоянной. В итоге за все эти дии второй 
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рабочий изготовил на Ё деталей больше, чем 
первый, где число К удовлетворяет неравен- 
ствам 129-132. Если бы первый рабочий 
увелнчил ежедневную выработку в 2 раза, то 
за то же количество дней он изготовил на 
711 деталей больше, чем второй. Сколько дней 
рабочие изготовляли детали? Какова была еже- 
дневная выработка у каждого из них? 

6. В наклояной треугольной призме 
РОНР,@.Н, площадь боковой граии РР, К,Н рав- 
на 64, а косинусы двугранных углов при ребрах 


РР, и ©9@, равны соответственно -- и +. 


В эту призму помещена треугольная призма 
РЕРР,Е. Е. так, что веригины 2, ©, РЁ лежат на 
отрезках РФ, ОВ, ВР, а вершины Б,, Е, Р, — 
на отрезках Р@, @Е., В.Р, соответственно. 
Известно, что призма ОЕРО.Е Е, имеет наи- 
меныпую площадь боковой поверхности среди 
всех так расположенных призм. Найдите пло- 
щадь боковой поверхности призмы РЕРБ. Е.Р, . 


Вариант 11 

{отделение прикладной социологии 

философского факультета} 

1. Решнте систему уравнений 

Зх + Ту=5, 
2х4-Зи== — 6. 

2. Найдите площадь ромба АВСЬ, если тан- 
генс угла АВС равен 3/8, а длина диагонали 
ВО равна 3 см. 

3. Решите уравнение 


2 311? х— 5 с03 х==4. 
4. Решите неравенство 
1 1 
104: х—2 — Тю. Хх 
5. Найдите все пары целых чисел х, р, удов- 
летворяющих системе 


ТЫ 28у+167— 0, 
15 


х+2и< э` 


Вариант 12 


(факультег психологии) \7 


1. Найднте %728, если сов В= — 5 


2. Решите уравнение 
У3х—3=5— 2х. 
3. Решите неравенство 


1х" —2 _ 3 

4—З 1х 2 
4. Имеются три слитка сплавов, содержа- 
щих золото. Вес каждого слитка — 1 кг. Если 


сплавнть 500 г первого сплава и 200 г второго 
сплава, то в получившимся слитке будет со- 
держаться столько же золота, сколько его со- 
держится в 300 г третьего сплава. Количества 
золота в даниых слитках, взятые в порядке 
номеров сплавов, образуют геометрическую про- 
грессию. Сколько граммов второго сплава нуж- 
но взять, чтобы в них содержалось столько же 
золота, сколько его содержится в 300 г третьего 
сплава? . 

5. В трапецию АВСШ вписана окружность. 
Продолжения боковых сторон трапеции АР и 
ВС за точки Р и С пересекаются в точке Е. 
Периметр треугольника ОСЕ и длина основания 
трапеции АВ равны соответственно 60 и 20, 
величина угла АШС равна В. Найдите радиус 
окружности. 


6. Найдите наименышее из значений, кото- 
рые принимает выражение х -- 5у, если х, у по- 
ложительны и удовлетворяют неравенству 

х? —бхи{ у? + 2150. 

Вариант 13 

{отделение структурной и прикладной 


лингвистики филологического факультета) 
1. Решите неравенство 


хз <. 


2. Решнте уравнение 
©0908? х—608 2х = 1 х, 


3. Из заготовки, имеющей форму шара с диа- 
метром 12, вытачивается прямой цилиндр с вы- 
сотой #. При каком значении # объем вытачи- 
ваемого цилиндра максимален? 

4. В треугольнике АВС длина стороны АВ 
равна 8, а величина угла АСВ равиа 60°. Пря- 
мая, параллельная стороне АВ, пересекает сто- 
рону АС в точке 0, а сторону ВС в точке Е. 
Длины отрезков ВС и ОС равны, а длина отрез- 
ка РЕ равна 3. Найднте длинну стороны ВС. 

5- В ящике находятся 13 красных шаров и 
17 белых шаров. Разрешается производить в 
любом порядке и в любом количестве следую- 
щие олерацин: 

а} увеличить на 2 число красных шаров и 
одновременно уменьшить на 1 чнсло белых 
шаров; 

6} увеличить на 1 число красных шаров и 
одновременно увеличить на 2 число белых 
шаров; 

в) уменьшить на 2 число красных шаров 
н одновременно увеличить на 1 число белых; 

г) уменьцтать на 1 число красиых шаров и 
одновременно уменьшить на 2 число белых. 

Можно ли, совершая такие действия, добить- 
ся того, чтобы в ящике оказалось 37 красных 
и 43 белых шаров? Ответ обоснуйте. 

Физика 


Задачи устного экзамена 


Физический факультет 

1. Тело массой М свободно падает без на- 
чальной скорости с высоты Н (рис. 1). На высо- 
те А в него попадает другое тело массой т, 
которое в момент соударения имест лишь гори- 
зоитальную составляющую скорости. Оба тела 
слипаются. Через какое время после этого со- 
ударения тела упадут на землю? Сопротивле- 
ние воздуха не учитывать. Ускорение свобод- 
ного падения равно 8. 

2. У трех невесомых одинаковых пружин 
одни коицы соединены вместе, а протизопо- 
ложные закреплены на потолке в точках, яв- 


". 





Рис. 1. 


Рис. 2. 
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ляющихся вершинами равностороинего тре- 
угольника со стороной а=0,2 м (рис. 2). В нера 
стянутом состоянии пружины располагаются 
горизонтально, а при подвешивании к точке 
соединения пружин груза массой М—=0,6 кг эта 
точка опускается на Н=0,2 м. Найдите жест 
кость одной пружины. Ускорение свободного 
падения я==1®0 м/с’. 

3. Прибор для измерения плотности серной 
кислоты (ареометр) представляет собой стек- 
лянный баллончик объемом У, с припаянной 
к нему длинной цилиндрической трубочкой се- 
чением $=10 мм”, в которую помещена шка- 
ла (рис. 3). На дне баллончика находится свнн- 
цовый груз. Общая масса ареометра Т==3 г. 
Деления шкалы ареометра нанесены через 
А0=20,01 г/см. Каково расстояние между 
щмтрихамн АА (в мм) вблизи деления, соотнет- 
ствующего плотности о=1,28 г/см?? 

4. Два одинаковых баллона заполнены газа- 
ми при температуре Т-=300 К. В одиом балло- 
не находится кислород под давлением 
Р'=7` 10* Па, в другом — гелий под давле- 
нием р.=2,5- 10° Па. В некоторый момент 
весь гелий из второго баллона перекачивают 
в первый. Какую плотность будет иметь смесь 
газов при той же температуре? Для кислорода 
М, =32 кг/кмоль, для гелия М.=4 кг/кмоль; 
В-=8,34. 10° Дж/(кмоль- К). 

5. В цилиндре с поршнем содержится 
идеальный газ массой п: с молярной массой М. 
Этот газ в исходном состоянин 1 имел темпера- 
туру Т' (рис. 4}. Его нагревают до температу- 
ры То. так, что давление газа растет лннейно с 
ростом объема. Затем газ охлаждают при по- 
стоянном объеме до температуры Т.. При этом 
давление газа уменьшается до нсходного дав- 
ления (то есть давления в состоянии 1). На за- 
ключительном этапе цикла газ сжимают при 
постоянном давленин до исходного состояния. 
Чему равна работа, совершенная газом за цикл? 


6. В теялоизолированный сосуд (калори- 
метр), содержащий 1! =0,4 кг воды при темпе- 
ратуре 7Т‚-=290 К, брошено т.=0,05 кг мокро- 
го енега (снег с водой). В результате темпера- 
тура воды в сосуде установилась на АГ=5 К 
ниже исходной. Сколько воды было в мокром 
снеге? Теплоемкость сосуда С-—0,16 кДж/К, 
уделъиая теплоемкость воды с= 
=4.8 кДж/(кг- К). удельная теплота плавле- 
ння снега }—=334 кДж/кг. 

7. Два конденсатора емкостью С'=1 мкФ 
иС.=2 мкФ подключены к источнику постоян- 
ного напряжения, как ноказано на рнсунке 5. 
Сопротивления резисторов А'=300 Ом, В. = 
100 Ом, А.=100 Ом. Прн разомкнутом клю- 








Рис. 5. 


че конденсатор емкостью С› имеет заряд 
@.—=4- 10-6 Кл. Какой заряд установится на 
конденсаторе емкостью Сь если ключ К зам- 
кнуть? Внутренним сопротивлением источни- 
ка пренебречь. 

8. На два гладких проводящих рельса, со- 
ставляющих угол а==60° с горизонтом, положе- 
на проводящая перемычка длиной Р.—=10 см, к 
которой прикреплены две одинаковые невесо- 
мые пружины жесткостью А=0,5 Н/м каждая, 
надетые на рельсы (рис. 6). Верхние концы 
пружин закреплены на рельсах на одинако- 
вой высоте. К нижним концам рельсов присо- 
единен через резистор источник питання, так 
что по цепи течет ток Г-=5 А. В определем- 
ный момент включается однородное магинтное 
поле, направленное вертикально вверх, мед- 
ленно возрастающее по модулю от нуля до неко- 
торого максимального значення В н далее 
остающееся постоянным. При этом положение 
равновесия перемычки смещается вдоль рель- 
сов на расстояние [=1 см. Определите велнчи- 
ну В. Сопротнвлением рельсов пренебречь. 

9. Стеклянная равнобедренная трехгранпая 
призма с прямым углом АВС гранью АС опу- 
щена неглубоко в жидкость (рис. 7). При каких 
значениях показателя преломления стекла го- 
ризонтальный луч света, падающий на боко- 
вую грань АВ и попадающий на горизонталь- 
ную грань АС, полностью отражается от гра- 
ницы стекло — жидкооть? Жидкость прозрач- 
на. ее показатель преломления п„={,515. 

10. Оптнческая система состоит из тонкой 
линзы с фокусным расетояннем ЁР и плоского 
зеркала, расположенного за линзой парал- 
лельно ее оптической оси ОО’ (рис. 8). На пря- 
мой АВ, перпенднкулярной плоскости зеркала 
и проходящей через ось линзы, находится то- 
чечный источник света 5. Расстояние от источ- 
ника до линзы равно 4 (4>>Ё), а до осн лин- 
зы — Н (Н<а). На каком расстоянии должно 
находиться зеркало от оси линзы, чтобы изо- 


Рис. 4. 


бражение, получаемое с помощью линзы и зер- - 


кала, было на оптической оси линзы? 


Геологический факультет 

1. Ракета запущена вертикально вверх с 
поверхности Земли н на участке разгона имела 
постоянное ускорение а—=19,6 м/с”. Какое время 
падала ракета с ускорением #=9,8 м/с’ после 
достижения наибольшей в полете высоты, если 
на участке разгона движение продолжалось в 
течение времени т=1 мин? 

2. Однородный шар массой т»? кг при- 
вязан за веревку к гвоздю, вбитому в стену. 
Какую горизонтальную силу нужно приложить 
к середине веревки, чтобы натяжения ннжней 
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Бис. 6. 


и верхней ее половин относились как 1:2, а шар 
не касался стенки? 

3. Однородный стержень длиной [=1 ми 
массой л1—0,8 кг несет на концах два малень- 
ких шарика, массы которых Ии—0,2 кг н 
72==0,25 кг. Стержень может поворачиваться 
вокруг горизонтальной оси, находящейся на 
расстоянии 1=0,3 м от шарика меньшей мас- 
сы. Чтобы стержень был расположен горизон- 
тально, под шарик большей массы подставле- 
на опора. Найдите силу, действующую на опору. 

4. Два одинаковых сосуда соединены труб- 
кой пренебрежимо малого объема, в кото- 
рую помещена теллоизолирующая перегородка. 
В одном из сосудов иаходится газ при тем- 
пературе &1=27 °С и некотором давлении, в дру- 
гом — тот же газ при температуре {.=227 °С 
и том же давлении. Во сколько раз нзменит- 
ся давление газа в сосудах, если довести тем- 
пературу газа в каждом из них до одного и того 
же значения #3127 °С, а перегородку удалить? 

5. Газ, взятый в количестве ху -=5 моль, сна- 
чала нагревают при постоянном объеме так, 
что абсолютная температура газа возрастает в 
П=3 раза, а затем сжимают при постоянном 
давлении, доводя температуру до первоначаль- 
ного значения Т-100 К. Какая работа совер- 
шена при сжатии? Универсальная газовая 
постоянная А=8,31 Дж/(моль. К). 

6. В двух вершинах равностороннего тре- 
угольника помещены одинаковые - заряды 
41 =92=4=+4 мкКл. Какой точечный заряд 





Рис. 8. 


необходимо поместить в середину стороны, 
соединяющей заряды 4; и 4з, чтобы напряжен- 
ность злектрического поля в третьей вершине 
треугольника оказалась райной нулю? 

7. Источник с ЭДС Я =50 В и с внутрен- 
ним сопротивлением г—1,2 Ом должен питать 
дуговую лампу с сопротивлением А=6.0 Ом, 
тоебующую для нормального горения напряже- 
ния И=30 В. Определите сопротивленне ре- 
зистора, введенного последовательно в цепь 
ламиы для ее нормального горения. 

8. Точечный нсточник света расположен на 
дие водоема глубиной #—0,6 м. В некоторой 
точке поверхности воды вышедший в воздух 
преломленный луч оказался перпендикуляр- 
ным лучу, отраженному от поверхности воды 
обратно в воду. На каком расстоянии от нсточ- 
ника на дне водоема достигнет дна отражен- 


Выручает опнсанная окружность 
{см. с. 41) 


1. 40°. Указание. См. рисунок 1: АК =КВ, 
поэтому АВК —=20°. / КРЕ = Х КВЕ =©0° — 
— 20° = 40°. 

2. 110°. Указание. См. рисунок 2: треуголь- 
ник ВОС — правильный, ВМ — середнинный 
перпендикуляр к отрезку ОС: Х ВМС=180°— 
—30°—40°. 

3. 60°. Указание. См. рисунок 3: треуголь- 
ник АОВ — правильный, ОК — середннный 
перпендикуляр к отрезку АС, ВК — середин- 
ный перпендикуляр к отрезку АО. 

4. 80°. Указание. По свойству ТУ точка В — 
центр окружности, описанной около треуголь- 
ника АМС (сделайте рисунок). Обозначив 
и ВСМ через х, нз равнобедренного треуголь- 
никв ВСМ находим, что ДМВС=180°—2х; 
( АВМ=280°—2х; Х АСМ=х-- 40°. Из усло- 
вия ( АВМ= { АСМ находим х=80°. 

5. 81°. Указание. См. рисунок 4: треуголь- 
ник ДОЕ — правильный, где О — центр окруж- 
ности, описанной около треугольника СРОЕ. 
ОА — серединный перпендикуляр к отрезку 





Рис. 2. 





ный луч? Показатель 
п—=4/3. 

9. Точечный источник света описывает ок- 
ружность в плоскости, перпендикулярной оп- 
тической оси тонкой собирающей линзы, фо- 
кусное расстояние которой Й=7 см. Изображе- 
ние источника ив экраие расположено ма рас- 
стоянии /=0,35 м от линзы. Каково отношение 
ускорений изображения и источника? 

10. Мнимое изображение предмета в рассеи- 
вающей линзе находится от нее на расстоя- 
нии в два раза меньшем. чем предмет. Найдите 
расстояние от линзы до изображения, еслн фо- 
кусное расстояние линзы Р известно. 


преломления воды 


Нубликацию подготовили А. Н. Боголюбов, 
Б. Б. Буховцев, В. Я. Галкин, Л. А. Муравей. 
И. Н. Сергеев, С. С. Чесноков 


СО, треугольники АОЕ и ДАБЕ равны, (СВО 
== / ЕЛО—21°, так что { СРЕ=бО° {+ 21°—=81°. 


Маневрированне в космосе 
1. Расстояние от Земли до Луны Я-=3.84ах 
Ж10’ км=60 А.. Круговая скорость на таком 
расстоянин равна скорости Луны 
==:„/^/60—1.02 км/с. Скорость корабля на 
расстоянии от Луны В.=22А д найдем из вто- 
рого закона Кеплера: и.=5,Я,/В,-==0,15 км/с 
(здесь ©, =1,62 км/с и В, =2Ал — см. задачу 
3 в статье). Скорость корабля относительно 
Земли е=ол-Еь.. т. е. в лучшем случае о —= 
—=©л—и-==0,81 км/с. 
2. Найденная в предыдущей задаче ско- 
роеть г — это скорость в, в апогее той орбиты. 
которую корабль опишет вокруг Земли. Рас- 
стояние в апогее В, —3,456 - 10° км=54,17 Д.. 
Из этих данных (как в задаче 3 в статье) 
находим расстояние в перигее: Н„=26,5 Пз. 
Таким образом, запаса топлива в количестве 
9,7 % от массы корабля хватает лишь на то, 
чтобы, оторвавшись от Луны, попасть в дальние 
окрестности Земли. 
3. Зная расстоянне в апогее А,=54.17 К., 
с помощью закона сохранения энергии и второго 
закона Кеплера найдем скорость в апогее их. 
при которой перигей орбиты лежит на рас- 
стоянии Д._ от центра Земли: ги 
=2нк/ У, АГЕЕВ, ПЗ) —=0,2 км/с. Скорость 
мадо изменить ма величину \М=0.— = 
=0,67 км’с. Для этого надо израсходовать 
Аб '/(и-- Ло’)=0,143, т. е. 14,3 % массы, кото- 
рую имеет корабль в апогее, а это 12,9% 
исходной массы корабля. Окончательно полу- 
чаем, что в этом варианте перелета на Землю 
топливо должно составлять 22,6 % массы 
корабля на окололунной орбите. 
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Вариант 1 
а 


52 
И х—=56 (1--12п")° (пе). 


2. 2\2. Указание. Рассмотриче случаи внеш- 
него и внутреннего касания и заметьте, что 
последний случай невозможен. 

3. 10: 3—2%3] Ц [3?58; оо[. 

4. Нет. Решение. Пусть О — точка, где грун- 
товая дорога переходит в шоссе, хх ума — 
расстояние от нее до села, до города и до 
места встречи соответственно, ациг — ско- 
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рости автомобилиста и мотоциклиста на грун- 
товой дороге. Тогда время, за которое авто- 
мобилнст проедет весь путь с первоначаль- 


|. ху 
ной скоростью, равно {== . Если нстреча 





произошла на шоссе или в точке О, то из 
условия задачи имеем 


а, Ме _ 2 3 иу—2 
Ча кт > и Е 
3 т ий 
ЗА 5р. ‘ИЗ 
Значит, в этом случае ответ на вопрос задачи 
отрицателен. Если же встреча произошла на 


грунтовой дороге, то 





х—2 у. 
и 
И" ==4, 
[2 
28 у __ 16 
иж 
2 
х и _ 
*. 5. ы ==7, 
з 
З 
откуда, в частности, следует, что 2=-„ и. 
т 2 16 
Если «—-,, п. то @-+ З В= З‘ а-Е 
3 21 5 7 4 
-Р = Е <’ поэтому «= -5, их. ис = 
23 #2 : 
т. >53, то есть ответ и в этом случае 
отрицательный. 
5. -> <а< + . Решение. Выражая х из 


первого уравнения исходной системы и под- 
ставляя его во второе, получнм равносиль- 
ную систему 

х==фи—а27, 

{6-1 2)(25—3)и=2аё2? 4+ 82-8. 


Если в 66 |2. 3} система совместна 


ири любом значении а (достаточно взять 

2—0). Если 65—=— 2, то система имеет решение 

тогда и только тогда, когда имеет корни урав- 

нение —4а2'482-8=0, зо есть  яри а> 
1 З 

>— ту. $——, получим, 


Аналогично, при 5 


2 
ма. 


6. 28/3. Решение. Пусть две указанные в 

задаче плоскости пересекают пнрамиду по 

равным четырехугольникам ОВ5’Т’ и О’Н’5Т 
Р 





[в Р М О 

6 

Рис. 6. а) ) 
(рнс. 5). Так как ОВ! 5Т, то плоскость 


@П5”Т’ параллельна прямой 5Т и 5Т” | 5Т. 
Аналогично получаем, что ©’В’ || ОЙ. Равные 
четырехугольники ОВ5’Т’и @’В’ЗТ являются 
траинециями, поскольку @’К’|ОКП5ТИ 5$’ 
(если, например, еще и @7” || А5', то О’Т | В'$ 
ни плоскости РОТ и РВ5 параллельны, что 
невозможно). Поэтому @А—=5Т (ибо ОВ> 
>@’Е’), следовательно, ©9’В”=5'Т’ и ОКЯ&Т, 
@’В”$”Т’ — параллелограммы. Так как ОТ 1 85 
и @'Т’|Ю’5”, от @Т| @’Т’и А$1 В”5° (иначе 
плоскости РОТ и РА5$ были бы параллель- 
ны). Заметим, что ОТ’ - О’Т, поскольку в про- 
тивном случае трапеция ОТТ’О’ была бы рав- 
нобедренной, и в снлу равенства трапеций 
ОВ5'Т’и @’В'$Т, аналогично, равнобедренной 
была бы трапеция А55’Ю”, следовательно. 
медианы ЭМ, $№ равнобедренных треуголь- 
Йиков РАТ, РЕ$ были бы перпендикулярны 
прямым @Т|Я5 и прямая ©@Т была бы иер- 
пендикулярна плоскости РММ, а значит, и пря- 


мым ММП (т. е П@Т-=90°-120°). Таким 
образом, @Т’=8’5, О©Т=В5$’ и так как 
@Т=В5, О©’Т’=В’5’, то трапеции ОТТ’О’, 
В5$'В’ равны, следовательно, равны и тре- 
угольники РОТ, РЕ5, откуда Р@=2Р5, РТ=РВ. 
Если О — точка пересечения диагоналей 
параллелограмма ОБ$Т, то РО — меднана 
каждого из равнобедренных треугольннков 
РОЗ, РЕТ. откуда РО — высота пирамиды 
РОВ$Т. 
Из данных задачи получаем 
05:=15?-+-В@*— 28$ - ВО - соз 60°=28, 

2 2 9$ } 
РО`—=Р@*— га —49. 
Итак, искомый объем пирамиды равен 

= РО. ОТ - ОВ - эт 120°—=28-. 

Варнант_2 м Г 
1. [—2—56; —310]—1; \6—2]. 
2. (—4; —3). Указание. Задача сводится к 
отысканию точки минимума функции 


реж? у? == от-+8х+25). 


3. 132. Указание, Если Пь, П>, Пу. — коли- 
чество одно-, двух-, трехкомнатных квартир, 
то п.=4н, пз=Аль, бп п=22, пупа 
4+пз—100, где Ё — мекоторое. натуральное 


число. Отсюда п\(58—4)=2. 11, п(5-- В) 100. 
4. \/-> =). Указание. Пусть О — 
центр окружности. Возможны 2 случая 
(см. рис. 6 а), 6)). В обоих яз 
них М@=лу2. В первом случае @Мр—105°, 
а мМо= 6 соз 15°, во втором ОМр=15°, 
МР=—,/6 зт 15°. Осталось применить теорему 


косинусов. 


5. х==л/3-|-2лл (пЕ7). Указанне. Перспиши- 
те уравнение в виде 


6) 5 Р 
А р С 





Рис. 7. 


ль (Зат х со$ 24хсо$ х 
3-Е соз? 24х ( у 


3 + соб? 24ах 3-03" 24х. 
т 
ты эп эх 2 с0$ 5х -Еб, 
или 


^/3 + с03* 24х зи(х + $) —4яп (6=— 8 в. 
(*) 


тт 
где ф—ф(х)Е [а = т | находится из усло- 





\3 к с05 24х 
и ‚› ЭП ф== =. 
\/3 -Есоз* 24х \3-еоз" 24х 
Левая часть (+) не больше 6, поэтому (») рав- 
носильно системе 

с05° 24х=1, 

яп (ХФ, 


вий с0$ ф= 








: л 
эп \5х— — 


6 
которая в свою очередь, равносильна сово- 
купности даух систем 

с0з 24 х==1, 
эт(х $) ==1, 


=. 


с0$ 24 х=—1, 
эип(х --$)=1, 


бани о 
чт (5х 6 1, зи 5х — с 1, 
о 8 3 
©05 Ф= 5’ 08 ф==-5 , 
811 $ ] эп 1 
Е — в Ё=——— 
9 > ее 2 
6. а=— ы ©— ы Указание. Пусть 
6, 4" 6 ыы 
3 о Г 
5 ны {при х@[-—1; Ё] область значе- 
ний Ё — тоже промежуток [—1; 1]). рЬ=а— 6, 


д=2а 5. Задача свелась к отысканию таких 
р и 9, для которых наибольшее значение 
функции (= |+ рЁ19| на отрезке [—1; 1] 
является наименьшим. 

Рассмотрим функцию ИЕР РЕНА и ее зна- 
чення /(0)—4, /(—1)=1—р-+а, К=р-+а-1. 
Пусть а=К—И—Ко)=1—р, В—=/(1)—КО)= 
=—1 +р. В зависимости от знака р, либо 
а>1, либо В>1. Отсюда следует (докажите 
это!), что наибольшее значение функции 
[7 [ не меньше, чем 1/2, причем может быть 
равно 1/2 лишь при р=0. Итак, (= +9. 
Для функции Й— 1/8 максимум модуля в 
точности равен 1/2, если же а>—1/2 или 


4<—1/2, то он больше 1/2. Итак, р=0, 
1=— 1/2. 
Вариант 3 


1.1—1; 4}. 2. 13; +. 
л эл 
З. 15 +2ли, х-=`е 42лй, хлам, 


пЕ2, п; 0, 
у=1ю8. х- 


4. (1/2, 2}. 
5. 9/95. Указание. Секущая плоскость пере- 


секает пирамиду по треугольннну АММ 
{см. рис. 7, а)) так, что МК | ВР. 
В плоскости АЗС через точку $ прозедем 


прямую, параллельную АС (см. рие. 7, 6)). 


ь 5Р 5 ЭМ 
Поскольку ДАКРсо ДК5Р, др ЕР мАР 
- а ВА 97 
м 3 - Поэтому (ДАМСс> АМЗР) ме = с 
га Я -=3 и, следовательно Аы 
2АР 10 ‚ след ьно, с = 18: 


Отношение объемов пирамид АЗММ и АЗВС 
равно отношению площадей их оснований. 
5м 5М 3 З 9 





есть но —. о. 
г ВЕ 15 ЗВ Вазы 8 Ма 

м ЖЕ Улямм 9 

откуда окончалельна ——_—— Ш. 
и Улдсвым 95 

РА? 

РУ Решение. Пусть 5 — точка 
перссечения высот треугольника АВС, О — 
центр описанной окружности (см. рие. 8). 
сразу же введем обозначения А$= 
ох, ММ= МН-=у, ВС—а, АМ= 


—4, ОА==Н. Поекольку АЛ’ делит пополам 
дугу ВС, постольку ОА’ ВС и точка М лежит 
на ОЛ’. Отсюда следует, что четырехуголь- 
ник МАНА’ — параллелограмм (МН==МН, 
А’М ПАН). Поэтому МА’=НАЬ, МА’—=МА = 
—4. Проведем отрезки ОМ и ОА: ОМТА"А, 
так как Д’М—МА и А’О=ОД=В. 

Из прямоугольных треугольников МАН ни 
МАН соответственно получаем: Р=й7-+-4у и 

з 2 

а*—=1? 4 у?, откуда 4= ыы + г ь 

Из подобия треугольников ААММА’ и ЛОМА” 


а 
следует: я =: или ВВ а?. 
Поэтому 
Вв= ЗЕ (+) 


Далес из прямоугольного треугольника СОМ 
получаем 
г 


и =А?—(П—Ву=аАВ— №? 


или, используя (*), 


а _ 4 


Ра © 
Н Н 
Но АЗСНс ДАНВ, поэтому аи или 
а © 
й—х 2 2 
> Е откуда с учетом (5) и 
— +2 
5 +2иу 
Рис. 8. 








в? 
(**) окончательно получим х== 25° 
Зарнант 4 
1 
1.9. 2. 9ч. 3. — агсат т -- = ‚п агсзтй Е $ 


2 ны 3 
4. 4. Указание: 5\вс=12, поэтому Заек= 


З ЗАавс-=8. Пусть К — точка на АР такая, 


ЕК ОЕ ЕК 
то АК | АВ. —= = — ЕО 
ч |] Тогда вр —ов’ *° др 
— реет — ‚ то есть ЕК=ВР=2. Поэтому 
АС 3 
1 
ВО=ОЕ и Эвос= > ЭвсЕ- 
и зы 2 Р ение. Сп а 
` 16’ 128 ° еш е. омощью замены 
и=5|х|, г=-/ ПУЗ|, приведем систему к ви- 
ДУ 
и —1, 
и^ 4+0‘ =1 ба, 
ВО. (*) 
#>0. 


Каждой паре положительных значений и, о со- 


ответствуют 4 различных пары значений 
. 
р 

Хх, у=— 3-57. Если при некотором 


значенни а исходная система имеет ровно 
4 решения, то системе (+) при этом не может 
удовлетворять ни одна пара (и, 6), для 
которой и>0. в>0, а-и (в противиом слу- 
чае паре (2, и) соответствовало бы еще 4 ре- 
шения (х, у) исходной системы, а всего решений 
было бы не меньше 8). Поэтому искомые 
значения @ должны обеспечивать такие ре- 
щения (и, 0) системы (+). для которых либо 
и-—0, либо 0—0, либо и-=о. В первых двух 
случаях необходимо, чтобы величина а приии- 


1 
мала значение тс, а в последнем 


С другой стороны, при а= 


зна- 


чение 





1 — 
128 ° 16 
система (») имеет только 2 решения (1; 0), 
(0; 1) (если и, 2Е]0; Ц, то и ших 
< и о, и равенства и* {- и* —=16ба = 1 == и-ро не- 
возможны), которым соответствует ровно 4 ре- 


щения исходной системы. Наконец, при 
“= 158 система (*} тоже имеет только 1 ре- 


1 . 
шение \—, > (поскольку для любого ре- 


2 


шения (и, и) этой системы величина = 
1 
—=и— = —6 должна удовлетворять усло- 
1 1 
вю = (+ "+ (2 и)‘ = ый 


+ и”, т. е. ш=0), которому также соответствует 
ровно 4 решення исходной системы. 


Вариант 5 

1. —2л. 2. ]—с; 108. 3[. 3. 14 км/ч. 4. 
7. Указание. По теореме синусов для ранно- 
УАрОННОтЬ И АМЕВ получим 


п МАВ= 2 В, откуда сов ВАС УЗ. 
и, в теоремой косинусов для тре- 
угольника АВС, найдем АВ (9+5); зна- 
чение АВ—2 следует 


= АВ=ММ> МР-=АМ =. 
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отбросить, так как 


Куапетсесте.ти 


5. 6<—1 или 6>4. Решение. Пусть а= 


—5* +663 +95?—19-+-/85. Найдем сначала все 
значения а, при которых соаместна систе- 


ма 
2—2 ху 10у’=а, 
х'-+-2ху— Зи? —4. 
Если а<0, то х +9,’ (х— у) =а«0, поэто- 
му а=0, х=у—0 и система решений не 
имеет. Нусть а>0. Умножив первое урав- 
нение на —4, а второе на а и сложив их, 
получим равносильную систему 

2х —2хи-+10у=а, 

(а—8)х? {+ 2(а-+-4)ху— (За-+40}у?—0. 
Переходя к переменным х и И (56, 
так как иначе у-=0 и @—0), получаем си- 
стему 

(2— 21-4-1012) х? =а, 

{3а--40)1’—2(а- 4 —(а—8)-=0. 


Последнее уравнение нмеет решение # тогда и 
только тогда, когда (а +4' +(3а-+40)(а—8)>0, 


т. е при а>2—8-`/85. При этом первое 
уравнение разрешимо относительно х, так как 
2—2:4+10Ё>0 при любом #. Итак, искомые 


значения Ь удовлетворяют неравенству 5*-- 


465+ 95?—19-\85> — —8+ 8 илн 
(5?—35)}—16>0, откуда (5— —35+4)ь+0х 
х(6—4)>0. 


Вариант 6 
1. ап, пе. 2. |1: Ц. 3. 10 ч.4. 6. 


Указание. В уравнение касательной у= 


та 

х 
—=(хь—1)(х— хо) И —5х5+-5 к графику в 
точке с и хо подставьте х=0, у=3 и 

ее 

3+6. Указание. Проведите через 
точку М прямую, параллельную прямой ВК, 
и воспользуйтесь подобием треугольников для 
нахождения длин отрезков ОМ и ОК; приме- 
ните теорему косинусов для треугольника ОМК. 


Вариант 7 
1. ]-—-3—/73; —3+./3[. 2. 2. 3. 80. 4 у 
. ^ У 25 . 5 


Указание. Докажите, что ВСК =-90°+-ВАК, 
и, пользуясь теоремой синусов для треуголь- 


ников АВК, ВСК, получите соотношения 
—^ 1 со$ ВАК 
& ВАК = з’ ВК = 160” 
21 


== Ы$—Ф . 
Мане" ВАК. зт 60° 
5. ——, если @а6]0; 2—1; 
2 
ае]2—8; Ц. 


Решение. Равенство вт лху=0 равносильно 
условию ху==п, ПЕЯ. Если л2>0, то наи- 


1 
меньшее значение выражения А— >= у— 


1—2а, если 


1 Е 
НВА (х—у)—в)'— >. +1  до- 
стигается при х— у=а, ху=0 (т. е. п=0) и 


2 


а 
равно — >. Пусть п<0. Тогда при х—и>0 


имеем = 2^/ ху / па и АР 2и— 





Рис. 9. 
—2а У—п+п=-п—а\/п= (па)? 


—а'>(1—а)—а?=1—2а, причем равенство 
А=1—2а достигается при х=— у, ху=1 
(т. е. при п=1)- Таким образом, наименьшее 
значение А совпадает с меньшим из двух 


чисел 1—2а или — р ы 


> 
справедливо лишь при 2—4/2— 


<а<24 4”. то в случае 0=в<2—^/?2 мень- 


2 


а ‚- 
шим будет число — 5, ав случае 2—1/2< 


Так как неравенство 
| 


р а 
1—2а—— 5 


<а<\ — число 1— 24а. 
Ара Нт 8 
1. к-т +лп (п62.). 2. 3. Указание. Пусть 


ВС=а. и псриметр Р треугольника АВС 
равен За, а его площадь 


$= > Рг= 3 аг== Гу 


2 2 
1--/13 
3. [ва =) 
4. 50 м. 20 м.. 
5. [—-а; 01070; а при а. [—а; 0[1/]0: а] 
при а>6. об Неравенство равно- 


сильйо созокупности двух систем 
1 1 1 1 





аи ав № оба, — 
в <, ЕР 2 
1 1 1 1 1 1 
а зб 
Е 9 ЕР х 
Зл > 
6. е при р=%9; при нь корней нет. 
Указание. Положив п- — и 15 в 3 х, В= 
Я 
— 14 Т соз 2х, приведите уравнение к виду 


за? В— 33 щ сыт В-б? а-=р-1 


или г 
(т В— 2/3 48 «(ат В-—\/З 4% а) ==р-+1. 

(1) 
Затем убедитесь. пользуясь ог раничениями на 
аи В что 2\/8 мат В>2, а 23 ши 


— т 6-5. Поэтому левак часть уравцеция (1) 
не меньше 10. 


Вариант 9 
И - +1 Л 
НА {3 177 $5 
3. {1—4/3; —2,3}. 
4. 2 42-5). 
З 
(см. 9) КР=5б— ЗК —РС = а то 


соз [КР — 2/2, т. е. КР 21/4 == ‚КАТ. Сдедо- 
вательно. точки А, Ки Ё лежат на одной пря- 
мой. Опустим перпендикуляр СА и АР. Тогда 


Зерм == 5 МТ,-СН. Осталось найти МЬ и СВ. 


+лп) } (162). 
Указацкие. — Цоскольку 


рис. 


5. По 2 самолета каждого чипа. Указание. 
Количества х, у, 2 самолетов 1. 2 и 3 типа 
соответственно удовлетворяют системе 


230х + 110% + 402-160, 
21х12 + 52=88, 
ху 2= 8, 


из которой следует, что х -у=4. 254. Случаи 
2=4, 2=3З и 2=1 невозможны. 
6. 3. Указание. Пользуясь формулами 











АС \15 - к 315 
= = — А—=ВС/28В = ь 

эт В 5 ее зип ВС/28В 16 
эт С = С вв (АВ )= 


—2 (см. рис. 10). Далее, г= 2 =15/6. Вы- 


сота й, опущенная из вершины А на ВС, равна 


25 ^/15 

———=-_—=3г. Поэтому точка М персесече- 
с ^5 ь 

ния медиан удалена от ВС на то же расстоя- 
ние, что и О — цектр вписаццой окружиости, 


т. е. на 15/6. Это значит, что секущая плос- 
кость пересекаст плоскость основания по пря- 
мой, параллельной ВС (см. рис. 11). Для вычис- 
ления площади треугольника 5Р@ найдите его 
высоту 5И из треугольника 5СН. 


мы 10 


. 1314}. 2. Ц—1)‘л/6--ля; 1/3), пЕХ). 


3 [1/5; 1/4 {2/5}. 


4.33. Указание. Пусть О — центр окруж- 
ности, описанной около трапеции АВС 
(см. рис. 12). Треугольник АВО — равносто- 


1 1 
ронний и потому АР= 442= з 40. Это 
значит, что К АВР — прямоуголь- 
ный и ВР= УЗ А. Треугольник РВС тоже пря- 


моугольный, а ВС= АРЬЕ, РС == ‚У В. 
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— —. = 
Пусть ВСР=а, ВЕС=р, ГВР=у. Имеем 
эп @= ^\/= ‚ = = Поэтому зп = 


==С05 (и Е В)==5/3/2\/1. Для вычисления ВЕ вос- 
пользуйтесь теоремой синусов, а для нахожде- 





ния площади — формулой 
1 3 3 
ЭВГЕ #2 5 ВЕ. ВР эт у == 58 5 —=3./3. 


5. 11 дней; выработка первого 19 деталей, вто- 
рого — 31. Указание. Пусть л, @,, 4. — со- 
ответственно число дней работы и ежедневные 
зыработки первого и второго рабочих. Эти числа 
удовлетворяют системе 


| па. — а) =^. 

127 = #— 132, 

п (24 —а.)=7.11; 
из третьего услозия видно, ЧТо либо п =7, либо 
л=11, причем п =7 не удовлетворяет условию. 
6. 72. Решение. Проведем плоскость, пер- 
пендикулярную к боковым ребрам призм 
РОВРО В, и РЕРЬЕ Е. Получившиеся в се- 
чении треугольники обозначим. через АВС и 


КЕМ Я (см. рис. 13). Положим АЕ бе, СВА = В 
и АСВ. Из условий задачи зта=\6/4, 


эт В=-/15/4, а, значит, эт ут {«-РВ)= 
=3/6/8. Пусть $ — площадь боковой поверх- 
ности призмы РЕРО ЕЁ. Имеем $ =РР, -Ркгмь 
где Регм — периметр треугольника КЕМ. Сле- 
довательно, условие минимальности 3 равно- 
сильно условию минимальности Ругмы среди 
периметров всех треугольников, вписанных в 
треугольник ААС: легко видеть, что он остро- 
угольный (03а, соз В, соз > 0). Ниже будет 
доказано, что при выполнении условия мини- 
мальности е 


Ри м=2 АС зта ту, (+) 
$=3РР, 2-64-59 е 


откуда -АСзтаизшу = 


3-6 2. 

х 8 == 

Докажем формулу (+). Решим сначала вепомо- 
гательную задачу. Пусть М — произвольная 
точка на основании АС треугольника АВС, а 
М’и М” — точки, симметричные ей относи- 
тельно сторои АВ н ВС (см. рис. 14). Тогда 
ВМ’=ВМ =ВМ””. следовательно, треугольник 
д’ ВА” = равнобедренный. Кроме _ того, 
м’ ВА АВМи МВС= СВМ”. Отсюда М” В) = 
—28. Обозначим через К и ЁЬ — точки пересе- 
чения отрезка М’М”’ со сторонами АВ и ВС. 
Пусть К’и 7’ — две произвольные точки на 
АВи ВС. Очевидно, что периметр треугольника 





Рис. 13. 
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КТ.М, равный длине отрезка М'М””, меньше 
нериметра треугольника В”МХ’, равного длине 
ломаной М’К"Г./М”'. При этом 

Рктм =М'М”” == 2ВМ эт В. (=*) 
Остается минимизировать выражение (+*) вы- 
бором точки М на стороне АС. Ясно, что мини- 
мум достигается в случае, когда М — основание 
высоты, опушенной из вершнны В на АС. Тогда 
формула (+*) принимает требуемый вид (*»). 


Вариант 11 


26) 92 5л 
и 1:5 2. 5.3. х= Е +278. 


(пЕ2). 

4. 10, 1019; <з[. 

5- (7:7), (—6: 6). Указание. Первое не- 
равенство системы преобразуется к виду 


н > 8 
(ху -+и-т< 5. 


иоэтому пара целых чисел |[х-+6|и |иу—7 | сов- 
падает либо с парой (1; 0), либо с парой (0; 1). 


Вариант 12 


1 203 
= ДРМ 
2 

р <. 


1 а 
3. ]-— о; —10°[1; 0010; 1И]103 ; <[. 
4. 500. 


60 г 
5. эй Указание. Используя 
5-3 #5 
свойства о к окружности, получите 
1 
равенства ЕК =ЁЕМ = _— Ррск, АК=АМ = 


2 

—=г-# - (г — радиус окружности), ВМ =ВМ = 
= АВ_—АМ. а затем примените теорему коси- 
нусов для треугольников АВК. 

6. 13. Указание, Пусть [=х бу. Под- 
ставляя в исходное неравенство х={— бу, по- 
лучим неравенство 56у?— 161+ --21=0, 
которое имеет решения тогда и только тогда, 
когда 2/4 =8 (1? 147) >0. Наименьшее поло- 
жительное Ё, у ео. этому условию, 
равно 7 58. При этом х=2 13. у=д 3. 


Вариант 13 
1. ]|—<; — Ш 0]— 1; И. 


2. пл, пе; 5 4 2лт (п, тЕ2). 
3. 433. 





Рис. 14. 
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4. т - Указание. Воспользуйтесь теоремой 


косинусов для треугольника СОЕ, 
треугольнику АВС. 
5. Нет. Указание. Количества А. Г, т, п 
операций а), 6), в). г) соответственно удовлет- 
воряют системе 

| 13421 —2т—п=31, 

17 — Е 2-т — 2143, 

из которой, умножая второе уравнение на 2 и 
складывая с первым, получим 5 (1 —п)=16, что 
невозможно. 


подобного 


Физика 
Физический факультет 


у (5 м у т —в+"- 





мет 
м а 
Бри ку 
2. К _ а. —=20 Н/м. 
ЗН —1/\А-+З(Н/а) 
тАр тАф 
Ара А =2 мм. 
3. АВ А т. мы 
4. о=(рМ, ЕрмДАВТ)-= 1,3 кг/м®. 
т мВ ( вит 
5. А 5-м 9: т. ут, ). 
6. миа „т, +АТ)-+ 
-- САГ)/^ =0.08 кг. 
{ + 
7. 9:= мт +3) —25.10-6 Кл, 


С.В.) 
8. ВЕ ЗЕЕ соз а)=0,04 Тл. 
9. п.> № („0,57 40,5 = 1.6. 
10. А=НР/2 эры 1 


Геологический факультет 


1. 2=т а? +-ав/в=2,45 мин. 
2. Ета 3 == 118,8 Н. 


3. Раш (ть Саи в ЧАШ 1—=3.85 И. 
1Ь-Ё 
р’ _ Тз(Т+Т») _ 16 _ 
4. > = эт. _ = 5 =1,0Т. 


5. А-п—П>НР=8310 Дж. 

6. 93 = —(3 8/4) «= — 5,2 мкКЛл. 
7. В' = И К/И—г=2.8 Ом. 
8. (= 21 /п=0,9 м. 

9. и =/— РР = 4. 

10. /=Е/2. 


«Квант» для младших школьников 
(см. «Авант» М 1) 

1. Заметим, что сумма площадей левого сектора 
и полукруга равняется площади щита, поэтому 
непокрытая ими площадь равняется площадя, 
нокрытой дважды. 

2. ШЕПНУЛ = 628150 или 682150. 

3. Можно разжечь костер рядом с трубой 
и проследить, с какой стороны труба будет 
сильнее нагреваться. В ту сторону и течет 
вода. 

4. Из сразнения первой и третьей полок сле- 
дует, что объем средней банки равен 3 литрам. 
Сравнив вторую и третью полки, замечаем, 
что на третьей полке стоит половина того, что 
стоит на второй полке, и еще три средних банкя. 
Таким образом, половина объема варенья на 
полке умещается в трех средних банках, что 
составляет 9 литров. Значит, на одной полке 





Рис. 15. 

стоит 18 лнтроз, а на всех трех полках — 
54 литра варенья. 

5. Будем считать, что сторону квадрата каж- 
дый джентльмен проходит за одну минуту. 
Заметим, что если первый джентльмен входит 
в парк по дорожке АД (см. рис. 15), то выходит 
из парка по дорожке СА, и наоборот; аналогич- 
но, если второй джентльмен входит в парк по 
дорожке ВЕ, то зыходит по дорожке СВ, и 
наоборот. Если первый джентльмен пошел по 
АС. а второй по ВС, то через 2 минуты они 
встретятся в точке С. Если первый джентльмен 
пошел по АР, а второй по ВС. то он обизан 
идти к точке 0), поскольку в противном случае 
он не сможет туда поласть, не проходя дважды 
по одной дорожке, и тогда джентльмены встре- 
чаются в точке О через 5 минут после входа 
з ларк. Маршруты, начинающиеся с АД и ВЕ, 
обратны маршрутам первого случая, н джентль- 
мены ветречаются в Точке С за 2 минуты до 
выхода из парка, а маршруты, начинающиеся 
< АСи ВЕ, обратны маршрутам второго случая, 
и встреча произойдет за 5 минут до выхода 
джентльменов из парка. 


ти На круги свои 


(см. «Квант» № 1) 


1. Конечность количества принимаемых зна- 
чений в последовательности, каждый сле- 
дующий член которой равен сумме кубов 
цифр предыдущего числа, вытекает из сле- 
дующих двух утверждений: 

1. Если число меньше 3000, то и сумма кубов 
его цифр меньше 3000. 

2. Если число больше или равно 2000, сумма 
кубов цифр этого числа меныише самого числа. 
Доказательства этих утверждений аналогнчны 
доказательствам соотнетствукицих утвержде- 
ий для задачи с суммой квадратов цифр. 
Возможны следующие пернодические последо- 
вательности: пять последовательностей с 
периодом 1— неподвижные точки 1, 153, 310, 
311 и 407. две с периодом 2— 919-1459 и 
136-244; две с периодом 3— 133-55-250 и 
217-852-100. 

2. Здесь будет один период из 150 чисел, 
включающий все иатуральные числа от 1 до 
100 и все четные числа от 102 до 200, а также 
одии период длины /{ с непожвижной точ- 
кой 101. 


1.4 ем. 


Зычисаение расстояний и углов 
(см. «Квант № 1) 


УЗ 
2. вуссоь = : 
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36 зп 

а” 6 а`-/15 
сы 

2 4 

—- . => .. — ы. 

честве базиса векторы АВ=т, АС—=п, ВС’:=р 

и обозначим через # неизвестный нам косинус уг- 

— 


ах 
ла между векторами т и п. В таблице приведены 


. Решеиие. 





Выберем в ка- 





скалярные произведения векторов этого базиса. 
Пусть В'Н — высота призмы. Тогда ВН = 
— ВН — ВВ’ = хт-+-уй—{т—И-р)=(хфП + 
Ну+тя--р. Неизвестные х, у, Е находятся 
из системы уравнений, получающейся из усло- 


вий: ВН- 18. .ВН, ВН-т-о, В'Н-п-=0. Эта 
система имеет два решения: х=1, у= —1,1—0 


1 6 
их— — д, у — 1, = — — ‚ откуда находятся 


2’ 4 

два возможных значения объема призмы. 

33 „з. 

256 

а 15. 
З 

центр основания Е Образуем базис 

ке. — „ — > 
из векторов О$ = т, ОВ= п, Об. Эти векто- 
ры попарно взаимно перпендикулярны, & дли- 


и а“ 
ны их легко маходятся: [т|== —_, 


у’ 
=|}2 |= мы Зададим положение точек М и М 
у2 

на отрезках ВР и 5С равенствами ОМ=хн 
(—1<х= Пи 5 =у-56=уф-—т) 0<у<1) 
Тогда ММ == (1 —у) #— хй- ур. Так как прямая 
ММ параллельна плоскости 5ЗАР, ММ = 
—=2-5А +156 = —е+ит— Ш гр. Сравни- 
вая два разложения вектора ММ в базисе 


а и 








5. а) ; 6) . Решение. Пусть О — 


[|= 


2. р). приходим к системе уравнений 
1—у=—2— х=Ь У= —2. Выразим у, иф 
через х: ие, =, { =х. Следова- 


тельно, ММ№ : (п-т 2хп- (ИР) от 


куда ММ — 5 6х2 — 6х4 4. Если ОМ:ЮВ= 1:3, 
1 РИ а 15 
то х= — З: м = Е 


чение ММ принимает при мы Это значение 
Е 2 
а 10 
д. 


. Наименьшее зна- 
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ПАлдрманинь слфанн7КА— 


Консультирует — эксчем- 
пион мира по шахматам, меж- 
дународный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ПАРАДОКСАЛЬНЫЕ 
НАХОДКИ ЭВМ 


В «Кванте» № 1 за этот год 
мы рассказали об анализе 
ЭВМ окончания здва слона 
против коня», которое являет- 
ся объективно сложным. Сле- 
дующий пример весьма нс- 
обычен. 





Оценка эндщпиля «ферзь и 
ладья против ферзяь не вызы- 
вает сомиений, однако в дан- 
ном случае белые, как это ни 
удивительно, матуют только 
на 67-м ходу, иричем при 
наилучшей игре обеих сторон 
уйти королем от преследова- 
ния и разменять ферзей удает- 
ся лишь на 65-м ходу. Этот 
рекорд установила специаль- 
ная программа, созданная 
К. Томпсоном, автором прог- 
раммы «Белль, третьей зчем- 
пионкиь мира по шахматам 
среди ЭВМ. Посмотрите, как 
белый король после долгих 
мытарств скрывается от прес- 
ледования черного ферзя. 

1. Крь7 ФЬб- 2. Кре7 
Фес5-- 3. Кра7 ФА5- 4. Кре7 
Феб-| 5. Креб Феб 6. Кре5 
Фе5-+- 7. Кред Фс2-- 8. Кра4 
Фа1 -1 9. Кре4 Фе2- 10. Крьа 
Фа2-|- 11. КраЗ Фаз.|- 12. 
Кра4 Фаб-- 13. Крь4 Фа6-+ 
14. КрсЗ Фез- 15. КрЬ2 
Ф!2+ 16. КрьЗ ФЕТ 17. 
Крсз $Ф!з-- 18. Крьа Фг4-+ 
19. Краб Фа2{ 20. Льда 
Фа5-- 21. ЛЬ5 Фо? 22. 
Крьб Феб-{- 23. Кра7 Фе7 | 
24. ЛЬ7 Фа3З-+ 25. КрЬь8 Фа6 
26. Лс7 ФЬб-| 27. Крс8 Фаб-- 
28. Кра7т Фаз-+ 29. Креё 
Фес4-- 30. Краб Фаз-- 31. 
Крс5 Фаз-- 32. КреА Фа6- 
33. Кра5 ФЬ5|-34. Кра4 
ФЪб-- 35. Ле5 Фаб+ 36. 


995 ФЬЯ-- 37. Кре5 Фе? {+ 
38. КрГ4 47- 39. Кре4 
ФР5-! 40. Кра4 (40. Л:15 
пат!) 40...914-| 41. КрсЗ 
Фс7-- 42. Краз ФЕЗ+ 43. 
Крео Фес? 44. Лс5 ФЕТ+ 
45. Крь4 Фьт1 46. ЛЬ 
Фе7-- 47. Кра4 Фа7-- 48. 
КрьЗ ФЕТ-- 49. КрсЗ ФРЗ-- 
50. Крь4 Ф!4-- 51. Кра5 
Фа2-- 52. Краб Фа2-| 553. 
Крь7 ФЕГ-+ 54. Крь8 Ф1А+ 
55. Фе5 Ф:е5 +. 

Черные могли оттянуть 
размен ферзей (55...Ф18-- 56. 
Крс? @Т-- 51. Кр98 Ч18-ф 
58. Фе8-), но тогда мат 
дается быстрее 67 ходов. 
56. Л:е5. Ладья матует оди- 
нокого короля не позднее 
16-го хода, а в данном случае 
достаточио десяти. 56...Крёб 
57. Лс5 Кре7? 58. Лев Кра7 
59. Крь?т Кре?7 60. Кре8 
Кр! 61. Кра7 КрЕТ 62. ЛЬб 
КрЕ8 63. Креб Кря7? 64. Кре7 
Кр!8 65. Либ КрИ7 66. Кр! 
Крь8 67. Льбх. 

Итак, нанесен еще один 
удар по правилу 50 ходов, 
причем рекорд вновь уста- 
новлен компьютером. Вот дру- 
гая занятная позиция с тем 
же соотношением сил. 





На сей раз белые при своем 
ходе вообще не могут выиг- 
рать! При движении ладьи 
черные сооружают патовое 
гнездо (1. Ле5 (57) Фа8-!, 
1. 2Л95 $Фь6-+- 2. Кре8 
ФЬТ- и 3....Ф:45), у ферзя 
нет удачных отступлений, 
а королю не уйти от шахов. 
Другое дело, если ход черных, 
тогда им не избежать пораже- 
ния. Таким образом, перед 
нами редчайшая картина вза- 
имного цугцванга при реша- 
ющем материальном превос- 
ходстве одной из сторон. 
Удивительнее всего, что дан- 
ную позицию (как и две сле- 
дующие) обнаружил компью- 
тер. Шри этом программа 
установила, что это — единст- 
венная конструкция взаимно- 
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го цугцванга в борьбе ферзя 
ы ладьи против ферзя. Разу- 
меется, симметрия не в счет: 
точно так же фигуры могут 
разместиться и в трех других 
угявх доски. 

Окончание зферзь против 
двух легких фигур — двух 
слонов или слона м коня» 
выиграно для сильнейшей сто- 
роны (м быстрее чем за 50 
ходоп), но теории известны и 
исключения — противнику 
удается соорудить иеприступ- 
ную крепость. Исследуя эти 
окоичания, машина и здесь 
в первую очередь интересова- 
лась необычными позициями 
взаимного цугцванга. Вновь 
оказалось, что такие конфигу- 
рации едииственны (опять с 
точностью до симметрии). Рас- 
смотрим следующую позицию 





Примечательио, 
своем ходе белым ие спра- 
виться с черным королем (на 


что при 


отступление ферзя следует 
С‹7--), а черные, делая ход, 
быстро проигрывают. из-за 
шаха ферзем с <7 или по 
линий вЪ». 

А вот другая парадоксаль- 
ная позиция. 

Белые: Кра8, 48; 
ные: Кр95, Саб, Ксб. 

Вновь, начиная, белые не 
могут освободить своего коро- 
ля (1. Фа3 ©с8!), а если ход 
черных, клубок ик фигур 
мгновенно рассыпается. 

Какую еще пользу от ком- 
пьютеров можно ожидать в 
исследовании пятифигурных 
окончаний? — Из окончаний, 
которые могут представить 
проблему для человека (осо- 
бенно для этюдистоп), оста- 
лось, пожалуй, лить «ферзь 
и легкая фигура против фер- 
зя». у 

Конкурсные задания 

3. Белые: Кра8, $16, 
Кс4; черные: Кра7, Фь5. 
Белые начинают и вынгры- 
вают. 
4. Белые: Крь1, Фа3, Се4; 
черные: Крь8, Фя7. Белые 
начинают ни выигрывают. 

Срок отправки решений — 
20 апреля 1987 г. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс *Кванта», задания 
3. 4+. 


чер- 


Цена 40 коп. 
Индекс 70465 


Вроде незамысловатое это занятие — катать 
кубик по плоскости. Но если вы соедините 
его с известной игрой «15», получится 
качественно нозая интересная игра-головолом- 
ка. Для этого квадратные фишки в игре 
«15» надо заменить на равные кубики, 


ло-прежнему оставив одно место свободным; 
«ход» состоиг в том, что один из кубиков 
ребро на свободное 


перекатывается через 


место. Конечно, кубики надо тем или иным 
способом разметить; теперь можно решать 
задачу, типичную для всех золоволомок этого 
сорта (той же игры «5», кубика Рубика, 
«вавилонской башни»... — 6 последние годы 
их появилось великое множество): отыскивать 
целочку ходов, которая переводит одно данное 
расположение кубиков 6 другое. Меняя размет- 
ку кубиков, размеры и Форму поля, можно 


получить разные виды вперевергышей» — так 
назвали свой вариант этой игры А. Дремов 
и Г. Шевцова. Их вперевертгыши» и показаны 
ка рисунке. Каждый кубик здесь раскрашен 
в 6 цветов наподобие кубика Рубика; на гранях 
сделаны квадратные выступы, которые вместе 
с порожками, наклеенными на дно коробки, 
облегчают перекатывание и к тому же позво- 
ляют видеть цвет не только верхней, но ц 





боковых граней каждого кубика. Будем 
считать «правильным» такое расположение 
кубиков, при котором на всех кубиках грани 
одного цвета обращены в одну и ту же 
сторону, а нижний угол пустой: имеется 
24 таких расположения (почему?). Сколько 
ходов вам понадобится, чтобы перейти ог 
одного правильного распояожения к аругому? 
(Нам известно решение в 100 ходов.) 


Научно-популярный 


физико-математический 
журнал 
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Рисунок на первой странице обложки — ато 
ответ к задаче М1012. Он получается 
«стереографической проекцией» окружностей, 
вписанных в грани правильного додекаэдра 
{см. вторую страницу обложки, а также 
решение задачи М1012). 
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На рисунке 1 изображена замкнутая 
выпуклая линия Г. Эта линия явля- 
ется гладкой, т. е. в каждой точке этой 
линии можно провести к ней касатель- 
ную. Множество (или, как еще гово- 
рят, «семейство») всех касательных к 
линии Г обозначим через Т. На рисун- 
ке 2 изображены несколько прямых, 
принадлежащих семейству Т (т. е. яз- 
ляющихся касательными к линии РЁ.). 
Эти прямые как бы «огибают» ли- 
нию Ё; поэтому говорят, что линия Ё, 
является огибающей семейства пря- 
мых Т. 

Можно поставить и обратный воп- 
рос: дано некоторое семейство пря- 
мых Т и требуется найти оги- 
бающую этого семейства, т. е. ли- 
нию, которая касается всех прямых 
семейства Т. Задача о нахождении 
огибающей часто встречается в мате- 
матике и ее приложениях. О решении 
этой задачи и будет здесь рассказано. 


Огибающая семейства прямых 


Вернемся к рисунку 2. Линия Г, раз- 
бивает плоскость на две области, внут- 
реннюю и внешнюю. Через каждую 
точку Мо, лежащую во внешней обла- 
сти Е. проходят две линии семей- 
ства Т (т. е. касательных к линии РЁ), 
а через гочку М‚, лежащую во внут- 
ренней области /. не проходит ни 
одной касательной. Через каждую 
же точку М самой линии Г, проходит 
одна прямая семейства Т (касатель- 
ная). 

Это обстоятельство и поможет нам 
найти аналитический 


прием 


Рис. 1. 


отыскания огибающей. Для этого каж- 
дой прямой из семейства Т мы сопо- 
ставим в качестве ее «номера» (точ- 
нее, параметра} некоторое действи- 
тельное число а. Именно, зафиксиро- 
вав на линии Г, начальную точку А, 
мы сопоставим прямой {(СТ, касаю- 
щейся кривой в точке М (рис. 3), 
число (параметр) а, равный длине ду- 
ги АМ линии Г. Возможны и другие 
способы сопоставить каждой прямой { 
семейства Т некоторое значение пара- 
метра. у 


Прямую (из семейства Т), кото- 
рой сопоставлено значение парамет- 
ра а, обозначим через [ (=); пусть урав- 
нение этой прямой имеет вид 


А (а) х+В (а) у С(“)=0. (1) 
Вспомним теперь (см. рис. 2), что че- 
рез разные точки может проходить 
разное число прямых семейства Т. 
Жак же узнать, сколько прямых се- 
мейства Т проходит через данную точ- 
ку Мо (хо; у‹)? Ясно, что это можно 
сделать так: надо подставить коорди- 
наты точки М. в (1) и узнать, сколько 
есть значений параметра &а, для кото- 
рых получающееся равенство справед- 
ливо. Иначе говоря, надо решить 
относительно о уравнение 

А (©) ж-- В (а) %--С («)=0. (2) 

Например, если бы оказалось, что 
уравнение (2) является кзадрат- 
ным относительно с, то было бы по- 
нятно, почему через некоторые точки 
проходят две линии семейства Т 
(уравнение имеет два различных дей- 
ствительных корня и, а2), через не- 
которые точки не проходит ни одной 





прямой семейства Т (уравнение не 
имеет действительных корней), а через 
некоторые точки — только одна пря- 
мая (уравнение имеет дза совпа- 
дающих действительных корня 
о; =е2). Отсюда ясно, что (в случае, 
когда уравнение (2) — квадратное 
относительно о) для нахождения оги- 
бающей семейства Т надо найти мно- 
жество всех тех точек Мо (хо; Уо), для 
которых уравнение (2) имеет два 
совпадающих корня. Таким обра- 
зом, нужно приравнять нулю Ддис- 
криминаит квадратного (отиоси- 
тельно а) уравнения (2) (или, что рав- 
носильно, уравнения (1)) — это и бу- 
дет уравнение огибающей. 

Пример 1. Семейство Т состоит 
из всех прямых, отсекающих от пер- 
вого координатного угла треугольник 
данной площади 5. Найти огибающую 
этого семейства. 

Решение. Пусть и — произволь- 
ное положительное число. Обозначим 
через {1 («) прямую семейства, которая 
пересекает ось абсцисс в точке а. Так 
как площадь отсекаемого треугольни- 
ка должна быть равна $, то ось орди- 
нат эта прямая должна пересекать в 
точке 25/%. Уравнение этой прямой 
можно записать в виде 


#5. —а-х=0. (3) 


Действительно, это уравнение — пер- 
вой степени, т. е. описывает прямую, 
и эта прямая проходит через обе точки 
(а; 0), (0; 25/а). Приравняв нулю дис- 
криминант, получаем уравнение оги- 
бающей: 

(—1) —(4у/23) х=0, 

т. е. у=з$/2х (х > 0). 


Это — одна ветвь гиперболы (рис. 4). 

Пример 2. В плоскости даны пря- 
мая а в не принадлежащая ей точ- 
ка ЕР. Через каждую точку Мса про- 
перпепдикулярная 


водится прямая, 





- линиям. 


ЕМ. Найти огибающую этого семей- 
ства прямых. 

Решение. Примем а за ось абс- 
цисс и будем считать, что ось ординат 
проходит через точку Ё (рис. 5}; орди- 
нату точки Е обозначим через р/2. 
Далее, возьмем на прямой а (т. е. на 
оси абсцисс) точку М с абсциссой а. 
Тогда прямая [(°), проходящая че- 
рез М и перпендикулярная (ЁМ), за- 
дается уравнением 


25 
и —= е--Х 
ут (х—@), 
т.е 
[и их 0. 
Приравнивая нулю дискриминант 


стоящего в левой части квадратного 
трехчлена, получаем уравнение оги- 
бающей: 


х? = Эру. 


В данном случае огибающей является 
парабола (рис. 6)- 

В обоих рассмотренных примерах 
в качестве огибающих похучились 
хорошо известные линии (в частности, 
при 5=2 и р=1/2 получаем у=1/х 
ии==х'). Это позволяет получить инте- 
ресные свойства касательных к этим 
Пример 1 показывает, что 
любая касательная к  гиперболе 
у—=/х определяет вместе с осями ко- 
ординат треугольник постоянной пло- 
щади *=2Кк. Пример 2 двет иитерес- 
ное свойство параболы х’=2ру; точ- 
ка Р (0; р/2} называется фокусом этой 
параболы, точка (0; 0) — ее вершиной, 
а прямая у=0 (ось абсцисс) является 
касательной, проведенной через вер- 
шину. Таким образом, если на произ- 
вольную касательную к параболе опу- 
стить перпендикуляр из фокуса, то 


‘основание этого перпендинуляра при- 


надлежит касательной, проведенной 
через вершину (рис. 6). 








В иных случаях, напротив, легче 
геометрически увидеть, какая линия 
является огибающей, чем написать 
уравнение прямой, принадлежащей 
семейству, и приравнивать нулю дис- 
криминант. 

Пример 3. Дан угол (меньший 
развернутого). Семейство Т состоит из 
всех прямых, отсекающих от этого 
угла треугольник постоянного пери- 
метра 3Зр. Найти огибающую этого 
семейства. 

Решение. Отложим на сторонах 
данного угла О отрезки ОА и ОВ, 
имеющие длину р (рис. 7), и рассмот- 
рим окружность Г, касающуюся сто- 
рон угла в точках А и В. Любая ка- 
сательная [ к окружности Г (прове- 
денная. так, что точка О и окружность 
Р находятся по разные стороны от нее) 
обладает требуемым свойством, т. е. 
{СТ, поскольку 
ОР-+ОО-+РО=оОР-ТОВ РЗ 50 = 
—=ОР-+-ОО-+РА | 9В=ОА + ОВ=2р. 
Усли же прямая Ё не касается дуги АВ 
окружности Г, то отсекаемый ею тре- 
угольник имеет либо меныший, либо 
больший периметр. т. е. эта прямая 
не принадлежит семейству Т. Итак, 
семейство Т состоит из всех прямых, 
касающихся дуги АВ окружности Г, 
а огибающей этого семейства являет- 
ся дуга АВ. 


Куапетссте.ги 


Огибающая семейства кривых 


Заметим теперь, что в проведенных 
рассмотрениях вовсе не использовал- 
ся тот факт, что семейство Т состоит 
из прямых линий. Важно было 
лишь то, что линии семейства Т’за- 
висят от параметра а, относительно 
которого левая часть уравнения явля- 
ется квадратным трехчленом. Сле- 
дующий пример подтверждает ска- 
занное. 

Пример 4. В точке О расположе- 
но зенитное орудбьце, из которого 
можно выпускать снаряды (с задан- 
ной по величине начальной скоростью 
00) под любым углом к горизонту. 
Определить зону обстрела (сопротив- 
лением воздуха пренебречь). 

Решение. Достаточно рассмот- 
реть точки, находящиеся в одной вер- 
тикальной плоскости. Вели н — гори- 
зонтальная составляющая начальной 
скорости снаряда, вылетевшего из ору- 
дия в момент #=0, то вертикальная 
составляющая равна ^\/и5— и". Гори- 
зонтальная проекция снаряда 5 (точ- 
ка Р на рисунке 8) движется равно- 
мерно со скоростью и, т. е. в момент 1 
абсцисса снаряда равна х=ыё. Вер- 
тикальная проекция движется 


по закону и==\/ 08 — и?.1— 22/2, отку- 
да (учитывая, что Ё=х/и) находим 
траекторию снаряда: 
лы. Х Ех" 
= 00 — и". = — >. 
у—\ш ь о 





Выделяя слагаемое, содержащее ра- 
дикал, и возводя в а получаем 
(О УПО ый на и’) 


ил (ну) шк (ву а" /4=0. 
Левая часть зависит от параметра 
а=и’ м представляет собой квадрат- 
ный трехчлен относительно а. Прирав- 
нивая нулю дискриминант этого трех- 
члена, получаем уравнение огиба- 





ющей семейства Т всех траекторий 
снарядов: 


о о 
х* (60 — ву (ху). 80, 
или, после деления на х' и упрощения, 
Ра 
Г. а 
т 
28 2% 


Эта огибающая называется параболой 
безопасности (выше нее полет безопа- 
сен); вершина этой параболы находит- 
ся в точке (0; и /22=), а ветви направ- 
лены ‚вниз, поскольку коэффициент 
при х? отрицателен (рис. 9). 

Важный класс задач, связанный с 
построением огибающих к семейству 
окружностей, возникает из прин- 
иипа Гюйгенса («Физика-10», п. 37, 
с. 96). Мы здесь не касаемся этих 
задач (см. «Квант», 1982, № 6, с. 30). 


Задачи 

1. Рассматриваются всевозможные прямые 
ах у =1, где коэффициенты а, Ь удовлетво- 
ряют условию а* + 5’ =1. Найдите огибающую 
Заре семейства прямых. 

Найдите огибающую семейства прямых 
а 

3. В плоскости даны прямая 4 и не принад- 
лежащая ей точка Л. Для каждой точки МЕ 
рассматривается прямая {[/. являющаяся осью 
симметрии точек А и М. Найдите огибающую 
еемейства всех прямых (5. 

4. Найдите (алгебраически) огибающую 6&- 
мейства линий (х— а)? Ру 2—1 —=0 и дайте гео- 
метрическое ноясиение результата. 

5. Рассматривается семейство окружностей 
(рис. 10) 


з 2 # г 
(ха = мы 


где 5, с — данные положительные числа, а 
&« — параметр (||) с). Докажите, что оги- 
бающей этого семейства окружностей является 
эллипс, описываемый уравнснисм 

го 


А те 1 (гдеа 8—6 с). 


6. и прямая { (а), спределяе- 
мая уравнением 


у—ах-+- а” (9—1) =0, 
22 

где а — заданное положительное число, 
аа — параметр (|а|<1)- 

а) Найдите точки Р, © пересечения этой пря- 
мой с бисссктрисами первого и второго коор- 
динатиного углов и докажите, что ОР--О@— д. 

6} Найдите огибающую семейства прямых 
1 (©). и убедитесь, что эта огибающая предстан- 
ляет собой дугу параболы. 

в) Дан прямой угол; рассматриваются все- 
возможные прямые, отсекающие от этого угла 
треугольники, у которых сумма длин катетов 
равна а. Докажите, что огибающая этого се- 
мейства прямых представляет собой дугу паря- 
боль, 

7. Рассматривается прямая (21, А 
мая уравнением 


ьх 1 -- а) ау (1 —о?)— Зааь =0, 


где а, Б — заданные положительные 
аа — параметр. 


чиела, 


8) Найдите точки Р, @ пересечения этой 
прямой с прямыми у= рха, у == —фх/а и до- 
кажите, ч-о ОР.Об=а* | В”, ЕО 

6} Докажите, что огибающей семейства пря- 


мых {(@) является гипербола, описываемая 
уравнением 

э р 

а? ы_ 


в) Прямые у=ёх/а, у-= —Ьх;а называются 
асимптотами указанной геперболы; докажите, 
что произвольная касательная к гиперболе 
определяет вместе с асимитотами треугольник 
постоянной площади 5 =а6. 

8. Рассматривается прямая {{о), олределяе- 
мая уравнением 

ох (= — | 2вау +0 (а? +1) ==0,. 
где а, Ь — заданиые положительные числа; 
а < — параметр. Докажите, что огибающей 
семейства прямых Ка) является эллипс, „рас. 
смотренный в задаче 5. 

9. „Найдите огибающую семейства парабол 
у=а'х—2о (где а — параметр). Сделайте 
чертеж. 

10. Найдите о семейства окруж- 
ностей х (уфа =& (где а — параметр). 
Сделайте чертеж. 

11. Найдите бу семейства окруж- 
ностей (х— с)’ увы @* 5 (где а — параметр). 
Сделайте чертеж. 

12. Найдите огибающую семейства парабол 
у=2ох? — с? (где а — параметр). Сделайте 
чертеж. 

13. „Найдите огибающую семейства парабол 
у=ах? -+(1/&— 0) (где а — параметр); сде- 
лайте чертеж. 

14. Найдите огибающую семейства парабол 
у=—фах "4-е -Е1/о) (где а — параметр); 
сделайте чертеж. 


Воспользуемся производной 


Теперь мы рассмотрим другой, более 
общий способ нахождения огибаю- 
щей, применимый и в том случае, ког- 
да левая часть уравнения не является 
квадратным трехчленом относительно 
параметра ч._-Этот способ основан на‘ 
использовании понятия производной. 

Пусть семейство нии задано урав- 
нением 


[ (о, х; у)=0, (4) 
где { — некоторое выражение (напри- 





Рис. 10. 


На’ 





=== 


(оч) 


Рис. 11. 


мер, многочлен), содержащее буквы 
о, хиу; а — параметр, а х. у — коор- 
динаты, При каждом конкретном зна- 
чении параметра а получается соот- 
ношение между х и у, чем определя- 
ется некоторая линия [ (а). При разных 
и будут получаться разные линии { (5), 
т. е. мы получаем семейство ли- 
ний. Например, уравнение (1) как раз 
имело вид (4) (но там левая часть 
линейна относительно х и цу ав 
общем случае уравнение (4), опреде- 
ляющее семейство линий, может быть 
произвольным). 

Пусть Ь — огибающая семейства 
линий [(9) (рис. 11). Выберем из этого 
семейства одну линию Кос} и пусть 
(оо-Г В) — «близкая» к ней линия се- 
мейства, а М — точка пересечения 
этих линий. Так как М принадлежит 
обеим рассмотренным линиям, ее ко- 
ординаты х, у удовлетворяют уравне- 
ниям 


(9 х, у)=0, # (со-- В, а у) =0. 
Следовательно, для координат точ- 
ки М выполнено соотношение 


Рой, х, у) — У [би, ху) 
В А 550% (5) 


При #—0 точка М будет приближать- 
ся к той точке Ме, в которой линия 
(20) касается огибающей. Если в вы- 
ражении (5) перейти к пределу при 
р—0, получим 


[о (а, хо» Уи) =0 (6) 
(где в левой части стоит производная 
по а от выражения /[, рассматривае- 
мого как функция от 4). Итак, в точке 
М СЁ выполнено, во-первых, соотно- 
шение 

(оо, Хе #0)=0 (т) 
{поскольку Мь — общая точка линий 
ри (20) и, во-вторых, соотношение (6). 
Иначе говоря, огибающей принадле- 
жат те точки Мо(хь; Уп), которые одно- 
временно удовлетворяют (при некото- 
ром и.) обоим уравнениям (6), (7). Это 
означает, что для нахождения оги- 
бающей можно поступить следующим 
образом: надо написать два соотно- 
шения 


Го, х, у)=0, [и (а, х, у)=0 (8) 
и исключить из них параметр а 
{т. е. найти и из одного соотношения 
и подставить его во второе соотноше- 
ние). Получится одно уравнение, свя- 
зывающее хи у; это и будет уравне- 
ние огибающей. 

Пример 5. На высоте № по пря- 
мой, параллельной поверхности зем- 
ли, летит со сверхзвуковой скоростью 
о самолет. Определите в заданный 
контрольный момент зону слыши- 
мости. 

Решение. Пусть в заданный мо- 
мент самолет находился над точкой О 
земной поверхности; проекцию траек- 
тории самолета на поверхность земли 
примем за ось абсцисс, а за ось орди- 
нат — перпендикулярную ей прямую. 
За а секунд до интересующего нас 
контрольного момента самолет был в 
точке А., расположенной над точкой 
х= —г% оси абсцисс. К контрольно- 
му моменту звук из точки А. распро- 
странился внутри шара с центром А. 
и радиусом ис, где и — скорость рас- 
пространения звука в воздухе. Этот 
шар пересекается с поверхностью зем- 





ли по кругу, центр которого находит- 
ся в точке х= — са оси абсцисс, а ра- 
диус равен \(ио)’ —#? (рис. 12). Ок- 
ружность этого круга и ограничивает 
на земле Ту зону, в которой (к конт- 
рольному моменту) распространился 
звук, произведенный самолетом при 
прохождении точки А.. Уравнение 
этой окружности имеет вид 

(х-- са} Ну? =(но — 12. °— (9) 
Взяв объединение всех указанных 
кругов, мы и получим образовавшую- 
ся к контрольному моменту зону слы- 
шимости. А чтобы найти границу 
зоны слышимости, надо найти оги- 
бающую (рис. 13) семейства окруж- 
ностей (9). Уравнение (9) запишем в 
виде (4): 

о 2 2 2 2\__ 
а" (и — и”) - Вахь (м -Ну’-?)=0. 
(10) 
Взяв производную по и, получаем 
22: (5? — и?) + 2хь=0. 
Наконец, определив © из последнего 
соотношения и подставив в (10), полу- 
чаем уравнение огибающей: 
а и И? (и — и, 

Это уравнение описывает гиперболиу; 
нам надо взять только левую ее ветвь, 
госкольку скружности (9) мы должны 
рассматривать лишь при «>00. (Заме- 
тим, что то же уравнение огибающей 
можно получить и прежним приемом, 
взяв дискриминант квадратного трех- 
члена (10).} 


Задами 

15. Найдите огибающую семейства парабол 
у=а`х—3За (где а — параметр). Сделайте 
чертеж. 


16. Найдите огибающую семейства прямых 
у=одх — 30/2. 

17. Найдите огибающую семейства прямых 
у=4обх — 3. 

18. Найдите такое семейство прямых, оги- 
бающей которого елужит линия их. 

19. Найдисе огибающую семейства окруж- 
ностей (х— сова)" (у—зт о) = 1/4. Сделайте 
чертеж. 

20. Решите задачу о зоне слышимости, если 
самолет летит (со сверхзвуковой скоростью) по 
прямой, наклонениой к земле под углом 4. 


Дискриминантная кривая 


Заметим в заключение, что если зада- 
но некоторое сешейство линий (4), то 
линия Г, получающаяся при исключе- 
нии параметра а из уравнений (8) 
(она называется дискриминантной 
кривой), может, кроме точек огибаю- 
щей, содержать и посторонние 
точки. Так, в примере 4 дискрими- 





Рис. 14. 


нантная кривая, как легко проверить, 
содержит, кроме параболы безопасно- 
сти, линию х-=0 (ось ординат). Часть 
этой оси, расположенную ниже точки 
у—=5/28, можно, в каком-то смысле, 
считать «касательной» к траектории, 
получающейся при вертикальном вы- 
стреле вверх, но верхняя часть оси ор- 
динат (выше этой точки} расположена 
вне зоны обстрела и никак не связана 
с траекториями снарядов. 

Вообще, дискриминантная кривая 
(если не считать ее «посторонние кус- 
кие) отделяет друг от друга области, 
через которые проходит разное 
число линий семейства. Кроме оги- 
бающей и «посторонних кусков» дис- 
криминантная кривая может содер- 
жать особые точки линий семейства 
(например, точки их самопересечс- 
ния). На рисунке 14 показано семей- 
ство линий 
(х— а 3 (хо) у’ — 

— 8 (х— чу 0. 
Эти линии (называемые декортовыми 
листами) получаются друг из друга 
параллельными переносами вдоль соси 
абсцисс. Каждая линия имеет особую 
точку (точку самопересечения). Дис- 
криминантная кривая в данном слу- 
чае состоит мз трех параллельных 
прямых: прямой у—0 (множества то- 
чек самопересечения всех наших ли- 
ний) и прямых у= —# и у—А№, где 
Е —\/2\3—3 (огибающих). Через 
каждую точку вне полосы —#<у=Ё 
проходит одна линия семейства, через 
каждую точку дискриминантной кри- 
вой — две, а через каждую из 
остальных точек — три. 
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АКУСТИКА В ОКЕАНЕ 


Академик Л. М. БРЕХОВСКИХ, 


кандидат физико-математических наук В. М. КУРТЕПОВ 


Источник пищевых ресурсов, кладо- 
вая полезных ископаемых, кухня» 
погоды, главная дорога Земли... Таки- 
ми словами можно в общем охарак- 
теризовать роль Мирового океана 
в нашей жизни. И с каждым годом 
все яснее становится, как велика эта 
роль, как огромно влияние Океана 
на все сферы деятельности человека, 
как важны исследовательская работа 
в Океане и разработка технических 
средств освоения его ресурсов. 
Человек остро заинтересован в том, 
чтобы как можно больше знать о 
состоянии Океана, о движении его вод, 
о строении океанического дна. Это 
нужно для надводной и подводной 
навигации, для определения областей 
с наибольшей биологической продук- 
тивностью, для учета влияния Океана 
на погоду и климат нашей планеты 
и для многих других целей. 
Многочисленные исследовательские 
корабли разных стран находятся. все 
время в Океане и в прилегающих 
к континентам морях. Они регистри- 
руют состояние водных масс на раз- 
ных глубинах, состояние атмосферы 
над Океаном, изучают характеристи- 
ки дна. Результаты исследований сте- 
каются в Мировые центры данных, 
главные из которых расположены 
в Москве и Вашингтоне. Эта инфор- 
мация очень ценна. Однако по своему 
объему она слишком мала, чтобы 
сколь-нибудь полно описать текущее 
состояние всего Мирового океана и 
прилегающих к нему морей. Для этой 
цели поток информации должен быть 
увеличен в тысячи раз. Здесь на по- 
мощь приходят средства исследования 
Океана из космоса. Приборы, установ- 
ленные на искусственных спутниках 
Земли и на космических станциях, 
быстро и сразу с большой площади 
«собирают» данные‘о многих харак- 
теристиках Океана. Измерения соб- 
ственного излучения Океана в инфра- 
красном или сантиметровом диапазо- 
не позволяют регистрировать темпе- 
ратуру его поверхности. По рассея- 
нию электромагнитных волн санти- 
метрового диапазона на поверхности 
Океана можно определить характери- 


стики поверхностных воли, скорости 
поверхностного течения и приповерх- 
ностного ветра. По времени пробега 
электромагнитного импульса от кос- 
мической станции до поверхности 
Океана и обратно можно определить 
перепады уровня Океана на больших 
расстояниях. Именно так впервые 
была обнаружена «ложбина» на по- 
верхности Океана глубиной около 
23 метров над Пуэрториканской впа- 
диной на дне океана. 

Однако все эти данные, получае- 
мые из космоса, относятся к поверх- 
ности Океана. И понятно почему — 
электромагнитные волны не могут 
сколь-нибудь значительно проникать 
в глубь морской воды. В толще вод 
свет затухает на расстоянии несколь- 
ких десятков метров; даже для мощ- 
нейшего луча лазера предел — не- 
сколько сотен метров. | 

Инструмент для «просвечивания» 
глубин Океана дает акустика. Только 
звуковые волны могут распростра- 
няться в воде на значительное рас- 
стояние. Так, звук сравнительно не- 
большого исследовательского взрыва 
в морских экспериментах ученые 
регистрировали на расстоянии 22 000 
километров. 

Здесь нам надо обратиться к от- 
крытию сорокалетней давности. 
В 1946 году советские ученые обна- 
ружили в Японском море очень 
интересное явление. Звуки взрывов 
(подрывались противолодочные бом- 
бы на глубине 100 метров) распрост- 
ранялись без заметного ослабления 
на очень большие расстояния — мно- 
гие сотни километров. Детальная об- 
работка и анализ экспериментальных 
материалов показали, что`это проис- 
ходит из-за своеобразной зависимости 
скорости звука в Океане от глубины. 
Скорость звука в морской воде, вооб- 
ще говоря, меняется с изменением 
температуры, солености и гидроста- 
тического давления, Во время работ 
в Японском море соленость изменя- 
лась с глубиной незначительно, и ее 
влияние не сказывалось. При удале- 
нии от поверхности до глубины при- 
мерно 300 метров скорость звука 
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Рис. 1. 


уменыпалась из-за падения темпера- 
туры. При дальнейшем углублении 
температура изменялась мало и со- 
ставляла 0,3—0,5 °С. Однако по мере 
увеличения глубины (максимальная 
глубина в Японском море 3700 м) 
существенно росло гидростатическое 
давление. Это приводило к возраста- 
нию скорости звука. В результате 
формировалась своеобразная зависи- 
мость скорости звука от глубины. 
Пример такой зависимости (профиль 
скорости звука) приведен на рисун- 
ке 1. Минимум скорости звука распо- 
ложен на глубине 800 м. Выше и 
ниже этого уровня скорость возраста- 
ет. К чему приводит такой профиль 
скорости звука? 

На рисунке 2 изображены зву- 
ковые лучи, выходящие из излуча- 
теля (И), помещенного на глубине 
100 м, и попадающие в приемник (П), 
который находится на глубине 300 м 
на расстоянии 184 км от излучателя. 
Вследствие «преломления» лучи ис- 
кривляются, и снова и снова они 
возвращаются к горизонтальной оси, 
соответствующей минимуму скорости 
звука. При этом целое семейство 
лучей (некоторые из них и показаны 
на рисунке 2) не достигает дна, где 
звуковые сигналы могли бы погло- 
титься, и не выходит на поверх- 
ность, на неровностях которой они 
могли бы рассеяться. В результате 
звук приходит в приемник по чисто 
водным лучам, или, как говорят, по 
подводному звуковому каналу — 
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Рис. 2. 
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ПЗК, — почти без затухания. Это поз- 
воляет регистрировать звуковые сиг- 
налы за многие тысячи километров 
от их источника.*) 

Наличием ПЗК и объясняется явле- 
ние ‹сверхдальнего» распространения 
звука, наблюдавшееся в 1946 году 
в Японском море. Оказывается, ПЗК, 
имеется в любом море и любом окея- 
не при условии достаточной их глу- 
бины. 

Излученный звуковой сигнал, рас- 
пространяясь по различным лучам, 
приходит в точку приема в различ- 
ные моменты времени. Любые, даже 
малые изменения профиля скорости 
звука приводят к смещениям момента 
прихода звукового сигнала по от- 
дельному лучу. Величины этих смеще- 
ний, или флуктуаций,— свои для 
каждого из лучей. Вся последова- 
тельность принятых сигналов пол- 
ностью определяется свойствами сре- 
ды и является чрезвычайно чувстви- 
тельным индикатором этих свойств. 

В действительности Океан можно 
считать строго горизонтально-сло- 
истым только в пределах нескольких 
десятков километров, да и то не всегда. 
Под воздействием различных процес- 
сов, протекающих в Океане, скорость 
звука изменяется не только по глуби- 
не, но и по горизонтали. И особен- 


*) Об образовании подводных ввуковых каналов, 
об особенностях распространения звуке в ИЗК 
полробяо рассказано в «Кванте» № 2 за 1985 год 
в статье А. А. Варламова и А. И. Маляровского 
*«Переговорная трубка длиной в экватор?ь. 


но велика в этом роль океанических 
вихрей, открытых советскими учены- 
ми. Это открытие было основным 
результатом проводившегося в 
1970 году полугодичного эксперимен- 
та, названного «Полигон». Изучая 
мощное пассатное течение в Атлан- 
тике, считавшееся исключительно по- 
стоянным, ученые обнаружили, что 
в зоне течения существуют гигант- 
ские водяные вихри размерами в сот- 
ни километров, аналогичные атмос- 
ферным циклонам и антициклонам 
(дальнейшие исследования показали, 
что подобные вихревые движения 
охватывают практически весь Океан). 
Центр вихря перемещается со ско- 
ростью до 300 м/ч, но частички воды, 
участвуя во вращательном движении 
вихря, движутся раз в 10 быстрее. 


Прохождение интенсивного вихря 
приводит иногда к таким изменениям 
среды, которые могут полностью на- 
рушить акустическую связь и, напро- 
тив, могут, подобно миражам в пусты- 
не, сделать ранее неслышимое — слы- 
шимым. 

Несколько лет назад возникла идея 
воспользоваться высокой чувствитель- 
ностью звуковых сигналов к изме- 
нениям водной среды для организа- 
ции длительных, порядка года, на- 
блюдений за крупномасштабной из- 
менчивостью Океана на акватории 





Обитаемый аппарат «Пайсис» 


площадью до 10°’ км’. Для этого 
нужно разместить по периметру аква- 
тории на разных глубинах систему 
заякоренных акустических излучате- 
лей и приемников и измерить флук- 
туации времен прихода сигналов по 
всевозможным «чисто водным» лу- 
чам. Эти сигналы, как мы уже го- 
ворили, несут информацию обо всех 
неоднородностях, встретившихся на 
пути. Таким образом можно осу- 
ществить «‹просвечивание» всей толщи 
Океана, сделать как бы «послойный 
снимок» акватории. Никакие флоти- 
лии научных судов не в состоянии 
практически мгновенно произвести из- 
мерения в столь большом объеме. 
Впрочем, за такую оперативность при- 
ходится расплачиваться сложностью 
обработки экспериментальных дан- 
ных. По временной последовательно- 
сти принятых сигналов нужно восста- 
новить поле скорости звука — найти 
значения скорости звука в различ- 
ных местах акватории; анализ этих 
результатов дает информацию о вих- 
рях. Описанный метод и называют 
акустической томографией Океана (от 
греческого тодос — слой, ломоть). 

Принципиальная схема восстанов- 
ления поля скорости звука такова. 
Исследуемый район условно разбива- 
ется на № объемных ячеек, размеры 
которых — десятки километров по 
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Спуск антенной решетки в эксперименте по 
акустической визуализации дна океана. 


горизонтали и несколько сотен мет- 
ров по вертикали — малы по сравне- 
нию с пространственными масштаба- 
ми вихрей. Скорость звука внутри 
п-ой ячейки в момент времени { на 
глубине 2 в точке с горизонтальны- 
ми координатами х, у может быть 
записана в виде 


сх, у, =, 1) = со(2) + Аси(х, у, 2, 7), 
А 
Здесь со (2) — известное значение 
скорости звука в отсутствие вихрей, 
а Ас, — возмущение скорости звука 
в П-ой ячейке, вызванное вихрями. 
Его-то, Ас, и нужно определить. 
Профилю со (2) соответствует сово- 
купиость из М чисто водных лучей, 
соединяющих в отсутствие вихрей все 
источники со всеми приемниками. 
Назовем эти лучи «опорными», В 0т- 
личие от ‹истинных» лучей в реаль- 
ной ` среде с вихрями. Траектории 
опорных лучей, а также времена 10» 
(т=1, 2, .., М) распространения по 
ним. звуковых сигналов рассчитыва- 
ются на электронных вычислитель- 
ных машинах. При абсолютных зна- 
чениях |Ас.| много меньших Со, что 
обычно и бывает, истинные лучи бу- 
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дут мало отличаться от опорных. Если 
обозначить через &. время распрост- 
ранения сигнала по т-му истинному 
лучу, то для флуктуаций времени 
прихода АЁ = — №, получится при- 
ближенное равенство 


А 
у’ 8 У Е„„Ас,. 

пе] 
Перебирая всевозможные лучи, мы 
получим систему из М уравнений 
относительно Ас, (п=1, 2, .„... №). 
Величины коэффициентов Е„„ вычис- 
ляются, если известна траектория 
т-го опорного луча и геометрическая 
форма п-ой ячейки. В ячейках, не 
«затронутых» т-ым лучом, Е_,=0. 
Измерив флуктуации времени прихо- 


‘да звуковых сигналов АБ, и решая 


описанную выше систему линейных 
уравнений, получим значения ^с, 
в каждой из ячеек. Именно так и де- 
лается на практике, хотя попутно при- 
ходится преодолевать немало техни- 
ческих и математических трудностей. 
Если распределение скорости звука 
с,(х, у, 2, ®) удалось восстановить, 
то, пользуясь известными в физике 
морской воды соотношениями, можно 
приближенно восстановить темпера- 
туру, соленость и плотность воды. 
Знание температуры на большой аква- 
тории позволяет определить тепло- 
содержание Океана, что важно для 
прогноза погоды. Но и этим не 
ограничивается информация, полу- 
чаемая акустической томографией. По 
разности времен распространения сиг- 
налов туда и обратно между двумя 
корреспондирующими точками мож- 
но оценить среднюю вдоль луча про- 
екцию скорости океанских течений на 
направление звуковой трассы. С этим 
связывают надежду на измерение 
крупномасштабной циркуляции Океа- 
на, что недоступно традиционным ме- 
тодам. Существуют проекты охвата 
томографической сетью огромных ак- 
ваторий Мирового океана. что позво- 
лит по-новому подойти к проблемам 
взаимодействия Океан — атмосфера 
‚и формирования климата Земли. 
Другой областью применения аку- 
стической томографии является иссле- 
дование ‘океанского дна. Это не про- 
сто, если учесть, что исследователь 
обычно отделен от предмета изуче- 
ния столбом воды высотой в не- 
сколько километров. Имеющиеся в на- 
стоящее время способы сейсмопрофи- 


лирования дна Океана в сочетании 
с глубинным бурением громоздки и 
очень дороги. Между тем существуют 
и другие подходы. 

В арсенал научной гидроакусти- 
ческой аппаратуры все более уверен- 
но входят так называемые акусти- 
ческие автономные донные станции 
(АДС). Такая станция, снабженная 
приемниками звука (гидрофонами), 
специализированными ЭВМ и магни- 
тофонами, может погружаться на дно 
Океана и там работать. Если научно- 
исследовательское судно, установив 
АДС, будет удаляться от нее, то стан- 
ция зафиксирует шум судовых дви- 
гателей. В соответствии с законами 
распространения звука в Океане и 
в толще осадочных пород, сигнал, при- 
нимаемый АДС, приходит по водному 
лучу и донному лучу, преломляюще- 
муся в дне Океана (рисунок 3). Кроме 
того, наблюдается сравнительно сла- 
бый фон из сигналов, рассеянных 
поверхностью и неоднородностями 
дна Океана, а также собственные шу- 
мы Океана. При движении судна 


«траектории» водного и донного лу- 
чей плавно изменяются. При этом 


Одна из представительниц семейства автономных 
донных станций. Перед погружением. 








Дно 





Рис. 3. 


меняется и относительная задержка 
времен прихода шумового сигнала по 
этим лучам. Разбив условно осадоч- 
ные породы Океана, граничащие 
с водой, на слои с пока неизвест- 
ными значениями скорости звука, 
можно для этих скоростей составить 
такую же систему уравнений, как 
это было сделано ранее в задаче 
томографии океанской толщи. При 
этом в качестве Аё, будут выступать 
измеренные станцией задержки при- 
ходов шумового сигнала для различ- 
ных дистанций между судном и стан- 
цией. Решая систему уравнений, мы 
восстановим профиль скорости звука 
в осадочных слоях. По окончании 


‘измерений донная станция вызывает- 


ся на поверхность, и эксперимент 
может быть повторен в любом дру- 
гом месте. 

Акустические методы зпироко при- 
меняются и для исследования мелко- 
масштабных неоднородностей и про- 
цессов в Океане. Так, искажения 
звукового сигнала, рассеянного дном, 
несут информацию о неровностях гра- 
ницы вода — грунт и о различных 
неоднородностях в осадочных слоях. 
В будущем на этом пути предпола- 
гается. осуществить акустическую ви- 
зуализацию дна. 

Для проведения таких исследова- 
ний и анализа результатов ведутся 
теоретические расчеты, разрабатыва- 
ется специальная экспериментальная 
техника и методы обработки дан- 
ных, ориентированные на использова- 
ние самых современных вычислитель- 
ных средств. Этими и многими дру- 
гими проблемами занимаются студен- 
ты и выпускники кафедры физики 
гидрокосмоса МФТИ, в том числе — 
и в морских экспедициях на исследо- 
вательских судах. 
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Кандидат технических. Наук Д.Р. БРУТОГИН ка 
В предыдущем номере мы ‘отправи- ‘ском. м плане рыбу рок У вы видите 
лись в прогул о городу. МК, осмот- пять. крупных”. ‚районов, связанных 
рели панора: у города, представили. ‘друг. с другом. Мы ‘пройдем. по ним . 
жителей города, временных и посто-_ в ‘следующем порядке: о уст. а 
янных. Сейчас самое время посмот- ройство ввода (УВв). и вывода. . 
реть на план ‘города, чтобы _ оце- район оперативной памяти (< 
‚ его. » Структуру На схематиче стоянные ЗапомыяАоин уотро Истра 
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(ПЗУ) и, наконец, район микропро- 
цессора (МП). На фотографии вни- 
зу реальный кристалл микро- 
компьютера, увеличенный в 10 раз. 
Так он выглядит незадолго до окон- 
чания процесса изготовления схемы 
и помещения в корпус. На нем не 
так просто указать границы районов, 
тем более, что свободного места на 
кристалле почти не видно. Поэтому 
нам удобнее двигаться по плану. 
А теперь. в путь... 


Площадь тридцати вокзалов 


На плане (рисунок 1) внизу располо- 
жен центр приема туристов, или 
система устройств ввода (УВв) (на- 
помним, что туристы в МК — машин- 
ные слова, объединенные в програм- 
мы делегации). Сюда, в район 
УВв, прибывают делегации из разных 
стран, к тому же самым разным 
транспортом. Например, с клавиатуры 
дисплея, с магнитофонов внешней 
памяти (ВЗУ) *), с экрана дисплея или 
от внешних датчиков. Поэтому район 
УВв представляет совокупность не- 
скольких вокзалов или портов **). 
Но УВв не только вокзал, но и об- 
разцовое туристское бюро нашего го- 
рода, а также и таможня, отсекаю- 
щая неправильные или недопустимые 
слова программы, словосочетания или 
команды. Устройства ввода встречают 
туристские делегации, проверяют 
въездные документы, снабжают их ле- 
реводчиками и сопровождающими ли- 
цами (адресами). Наконец, те же 
устройства занимаются и расселением 
туристов в городе на время пребы- 
вания. 

Итак: первая задача ввода, еще 
до анализа и перевода, — разгрузить 
транспорт, доставивший в город про- 
граммы, то есть линии ввода инфор- 
мации. Для этого нужно записать по- 
лученные сигналы (лока просто запи- 
сать, без всякой обработки) на том 
языке, на котором они посланы. 
Первоначальную запись слов исход- 
ной программы выполняют входные 
порты. Они, собственно, и представ- 


*) Устройство систем ВЗУ рассматривалось в 
статье «Магнитная память ЭВМ® в «Квантеь № 11 
за 1984 год. 

**) Здесь слово «порть но только литературный 
образ. но м технический термин. Так называют 
часть микросхемы в районах УВв или УВы, обсс- 
печивающую связь МК с внешними устройствами. 


Фо ооо овосоао Фе 
Клавишный 
пульт 





Дисплей 


Рис. 1. 


ляют собой небольшие блоки опера- 
тивной памяти длиной в одно машин- 
ное слово, то есть регистры. Каждый 
регистр снабжен блоком логических 
элементов*) буфером, который 
обеспечивает подключение пустого 
регистра к внешним линиям инфор- 
мации, а заполненного регистра 
к микропроцессору. Микропроцессор 
время от времени опрашивает вход- 
ные порты и перегружает содержа- 
щиеся в них слова в ОЗУ, после чего 
порты готовы записать новое слово. 


Кто командует парадом? 


Надо заметить, что УВв активно 
участвуют во всех этих мероприятиях, 
но главным действующим лицом яв- 
ляется микропроцессор. Под управле- 
нием программы ввода (хранящейся 


*) Устройство регистров рассматривалось в 
рубрике ПЭВТ в «Кванте» № 4 за 1986 год: 
устройство логических элементов — в «Квзитее 
№ 2 за 1986 год. 





в ПЗУ) он сотрудничает с УВв, осу- 
ществляя прием туристских групп. 

Вообще, давайте отметим, что при 
рассмотрении работы ЭВМ всегда по- 
лезно различать аппаратное обеспече- 
ние (скажем, реальные порты ввода 
или ‘вывода, ячейки памяти и т. п.) 
и программное, то есть те действия, 
которые совершают отдельные элемен- 
ты МА, подчиняясь определенным 
программам, управляющим машиной 
на разных стадиях ее работы. 

Вот перед вами выключенная ЭВМ. 
Сейчас вы нажмете кнопку «Вкл», ... 
что? Какие действия должна предпри- 
нять машина, чтобы подготовиться 
к работе, к вводу программы поль- 
зователя? Кто управляет ею до тех” 
пор, пока вы не ввели свою програм- 
му? Ответ: собственная, записанная 
в ПЗУ программа, называемая *«мони- 
тор». Ей отдается приоритет сразу 
после «пробуждения» машины. Ожив- 
ший, но незагруженный МП как бы 
шлет во все концы вопрос: «что де- 
лать? что делать?» И первой отве- 
чает программа-монитор: «приготовь- 
ся к вводу, очисти ОЗУ, вызови 
программу ввода, уточни, откуда 
(< какого порта) последует ввод...» 
Потом мониторхуступит командование 
программе ввода, а после завершения 
ввода монитор прикажет МП нали- 
нать исполнение программы пользо- 
вателя. Вот какая это важная про- 
грамма — монитор! А кроме монито- 
ра у МЕ есть еще несколько слу- 
жебных программ. 


Мы снова говорим 
на разных языках 


Следующая задача, выполняемая при 
зводе, — перевод текста программы 
пользователя на машинный язык. 
Вот тут мы вновь возвращаемся к раз- 
говору о переводчиках. Переводчики 
живут тут же в городе, в районе 
ПЗУ. Это специальные служебные 
программы, называемые транелято- 
рами (о фтапз!а&е (англ.) — пере- 
водить). Переводчики есть разные: од- 
ни больше похожи на переводчиков- 
синхронистов, другие — на литера- 
турных переводчиков. 

Синхронисты (или трансляторы-ин- 
-терпретаторы) переводят одну очеред- 
ную команду и направляют -ее непо- 
средственно на исполнение. В. памяти 
переводчика-синхрониста текст пере- 
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вода не сохраняется, поэтому при 
повторной работе с той же про- 
граммой и той же командой транс- 
лятор-интерпретатор снова проделы- 
вает ту же самую работу. Но иногда 
он вдруг отказывается переводить; это 
значит, что в исходной программе 
встретилось неточное, неверное выра: 
жение. Перевести ошибку интерпрета- 
тор не может, ее нет в его «словаре». 
Поэтому на устройства вывода (УВы) 
поступает сообщение об ошибке, даже 
о характере ошибки. 

Литературные переводчики (или 
трансляторы-компиляторы) работают 
более.солидно. Команду за командой 
они переписывают исходную програм- 
му на язык микрокомпьютера и за- 
носят в его оперативную память. 
В конце этой работы в ОЗУ хранится 
полный аналог исходной программы, 
но уже на машинном языке. После 
окончания работы транслятора про- 
грамма эта готова к исполнению, 
в том числе к многократному повто- 
рению. 

Какой же транслятор нужнее и луч- 
ше? Нужны оба. Для тесного обще- 
ния с машиной, для работы в режи- 
ме диалога удобнее интерпретатор, он 
позволяет поправить, изменить любую 
команду в любом месте программы. 
Для МК интерпретатор удобнее и по- 
тому, что требует меньшего объема 
оперативной памяти (для записи) и 
постоянной памяти (для хранения 
*«словаря»). Зато для длительных, 
многократных расчетов по большой 
и сложной программе удобнее компи- 
лятор, так как он работает намного 
быстрее. 


Без тесноты и без обиды 


Очередная задача приемного райо- 
на — расселение программ. Для этого 
служит гостиничный комплекс, назы- 
ваемый ОЗУ — оперативное запоми- 


- нающее устройство. Мы побываем там 


несколько позже, а сейчас отметим, 
что слова-команды и слова-операнды 
нужно расселить в разных кварталах 
ОЗУ-района. Как уже говорилось 
раньше, с «точки зрения» машины 
они неразличимы, и если при выпол- 
нении программы они перепутаются, 
то исполнение программы нарушится. 
Чтобы команду или операнд в нуж- 
ный момент можно было легко най- 
ти, устройства ввода снабжают все 
расселяемые слова адресами, а адреса 


необходимо запомнить, занести в свое- 
го рода адресную» книгу. После 
этого машина работает уже не со 
словами как таковыми, а с адресами. 
Например: переслать содержимое 
ячейки № 95 ОЗУ в МП (допустим, 
ячейки с номерами от 000 до 199 мы 
отвели под команды). Еще пример: 
сравнить содержимое ячейки № 286 
с нулем и болылее число занести 
в ячейку № 286. 

Ну и наконец, туристские бюро 
приемного района согласовывают по- 
рядок пребывания туристов в городе 
и заказывают соответствующие услу- 
ги. Согласитесь, что для расчета 
двух коротких уравнений, записан- 
ных пятью символами, — например, 


с—=а-Ь, 
с—% 8 аз 


— потребуется совсем разная подго- 
товительная работа. В масштабах го- 
родской жизни первая задача проста 
как покупка газеты, вторая больше 
похожа на организацию фестиваля 
народных танцев. Тут нужно отыскать 
(где? в ПЗУ) программу вычисле- 
ния степенных функций, а затем уж 
тангенсов произвольного аргумента. 
Но если туристы хотят побывать 
на фестивале, то он должен быть 
организован, таковы условия работы 
нашего города — туристского центра. 

Устройства вывода, раслоложенные 
на плане рядом с устройствами ввода, 
выполняют во многом схожие функ- 
ции, но, конечно, в обратном поряд- 
ке. Они преобразуют машинные сло- 
за — результаты расчетов — в удоб- 
ную для потребителя форму (в виде 
таблиц, графиков, текста, звуковой 
сигнализации или даже речи) и по- 
дают управляющие сигналы на соот- 
ветствующее выходное устройство: 
дисплей, печатающее устройство, зву- 
ковые генераторы, моделирующие 
речь. 

Даже если выходное устройство 
представляет собой простой семисег- 
ментный цифрознаковый индикатор 
(рисунок 2), то для управления им 
на выходе МК должна стоять логи- 
ческая схема, содержащая около сот- 
ни транзисторов. А на табло просто- 
го калькулятора обычно не менее 
5—8 таких индикаторов, и даже на 
электронных часах не меныише четы- 
рех. 

Итак, мы познакомились с задачами 
двух районов города МК, но по ходу 
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ь 01234 
‘{ 55189 


десятичная двоичное 


цифра число афсае{ Е 
0 0000 1111110 
1 0001 0110000 
2 0010 1101101 
Е 0011 1111001 
& 0100 0110011 
5 0101 1011011 
6 0110 1011111 
7 0111 1110000 
8 1000 1111131 
9 1001 1тЕтОТЯ 





Рис. 8. Таблица включения сегментов. реализу- 
емая логической схемой формирователя, распо- 
ложенной между портом вывода и цифровым 
индикатором. 


дела упомянули все пять. Мы увидели, 
что приемный район и район уст- 
ройств вывода имеют свои опреде- 
ленные функции, но работают они 
не изолированно, а при активном 
участии других районов. ПЗУ хранит 
текстовый словарь и вспомогательные 
программы, ОЗУ размещает команды 
и данные в последовательности, необ- 
ходимой для обработки, наконец, все 
логические процедуры, связанные с 
вводом и выводом, выполняет микро- 
процессор. 

Как видите, продвигаясь по городу, 
мы знакомимся не только с его архи- 
тектурой, но и, в некоторой степени, 
с условиями жизни и работы его оби- 
тателей, с правилами поведения, язы- 
ком и прочими этнографическими де- 
талями. 
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По математике 


Н, АЗАМОВ — с. Балыкчи Андижанской обл., 
с. ш. № 14, 10 кл. 

В. АКОПЯН — Ереван, ФМШ при ЕрГУ, 9 кл. 
А. БАРАБАНОВ — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
Д. БЕРЗИН — Калуга, с. ш. № 6, 10 кл. 
Р. ВАЛИЕВ — Фрунзе, с. ш. № 61, 10 кл. 
Я. ВАРШАВСКИЙ — Харьков, с. ш. № 27, 9 кл. 
Т. ГАМИДОВ — п. БВорадыгях АзССР, с. щ. 
№ 1 9 кл. 

О. ГЕВОРКОВ — Тбилиси, ФМШ им. В. М. Ко- 
марова, 10 кл. 

Р. ГЕНДЛЕР — Ташкент, с. ш. № 110, 10 кл. 
А. ГЛУЦЮК — Харьков, с. ш. № 77, 9 кл. 
М. ГОЛЬДШЕЙД — Челябинск, с. ш. № 31, 9 кл. 
Р. ГРИНИВ — Львов, с. ш. № 62, 9 кл. 

С. ЖЕЛЕЗОВСКАЯ — Саратов, с. ш. № 13, 
10 кл. 

Т. КАСУМОВ — Баку, с. ш. № 193, 10 кл. 
А. КОРШКОВ — Мозырь, с. ш. № 8, 8 кл. 
О. ЛИМЕШКО — Куйбышев, с. ш. № 16, 10 кл. 
М. ЛИТВИНОВ — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
В. ЛЯНДИН — Белорецк, с. ле. № 14, 10 кл. 
Г. МИНАСЯНЦ — Ереван, ФМШ при ЕрГУ, 
10 кл. 

С. МУШИНСКИЙ — Новосибирск, с. ш. № 130, 
10 кл. 

А. НАЗАРЯН — Тбилиси, ФИШ № 42, 9 кл. 
Ю. НИКОНОРОВ — с. Михайловка Джамбул- 
ской обл., с. ш. им. Г. Муратбаева, 9 кл. 

А. ПОКРОВСКИЙ — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
И. ПОРТНОЙ — Одесса, с. ш. № 100, 10 кл. 
А. РОИТЕРШТЕИН — Ленинград, с. ш. № 239, 
30 кл. 


В. СТОЛИН — Вильнюс, с. ш. № 6, ХГ кл. 
Д. ТАМАРКИН — Горький, с. ш. № 11, 10 кл. 
И. УСТИЛОВСКИЙ — Москва, с. ш. № 91, 
10 кл. 
Е. ЧЕРНАЯ — Днепродзержинск, с. ш. № 11, 
30 кл. 


Е — Целиноград, с. ш. № 15, 
10 кл. 


Е. ЧУРИКОВА — Целиноград, с. п. № 15, 10 кл. 


Б. ШРАЕР — Ленинград, с. ш. № 30, 10 кл. 
Я. ЭФЕНДИЕВ — Баку, с. ш. № 82. 9 кл. 


Победители конкурса 
«Задачник«Кванта» 


Ежегодно наш журнал проводит конкурс среди школьников 
ло решению задач из Задачника «Кванта». Ниже 
публикуются списки победителей конкурса 

«Задачник «Кванта» 1986 года. 

Награждоются Дипломом и значком журнала «Кванть 

и получают право участвовать сразу в четвертом 
(республиканском) туре Всесоюзной олимпиады 1987 года: 


зи Мо физике 

ча 

Х. АКИМОВ — Шават, обл. ФМШ, 10 кл. 
А. АНТОНОВ — Москва, с. ш. № 437, 10 кл. 
Ф. АСМАНДЬЯРОВА — Целиноград, 
с. ш. № 15, 10 кл. 

Г. АХМЕДОВ — Сумгаит, с. ш. № 26, 9 кл. 
Д. БЕРАДЗЕ — Тбилиси, с. ш. № 42, 10 кл. 
А. БЕСОЛОВ — Кишинев. с. ш. № 3, 10 кл. 
Д. ВБИСИКАЛО — Винница, с. ш. № 33, 10 кл. 
А. БЫЦКО — Ленинград, с. ш. № 239, 10 кл. 
М. ВАГАНОВ — п. Черноголовка Моск. обл., 
с. ш. № 82, 10 кл. 

П. ВОЛЬФБЕИН — Киев, с. ш. № 145, 9 кл. 
А. ГАЕК — Днепропетровск, с. ш. № 23, 10 кл. 
С. ГЕРАСИМОВ — Харьков, с. ш. № 105, 
9 кл. 

Г. ГРИДНЕВ — Тбилиси, ФМ № 42, 10 кл. 
В. ГУРАРИИ — п. Черноголовка Моск. обл., 
с. ш. № 82, 10 кл. 

Д. ЕВТУШЕНКО — Донецк, с. ш. № 64, 10 кл. 
Д. ЕЖИКОВ — Минск, с. ш. № 32. 10 кл. 
П. ЗАДОРОЖНЫЙ — Киев, с. ш. № 145, 
10 кл. 

А. ИЛЬЕНКОВ — Киев, с. ш № 1456, 10 кл. 
В. КИРЮХИН — п. Черноголовка Моск. обл., 
с. ш. № 82, 10 кл. 

С. КОНАРЕВ — Баку, с. ш. № 167, 10 кл. 
Ю. КРАВЧЕНКО — Москва, с. ш. № 820, 
9 кл. 

С. КУРДЮКОВ — Москва, с. ш. №205, 10 кл. 
А. КУСАИНОВ — Алма-Ата, РОФМШИ, 9 кл. 
Д. КУЧУЛОРИЯ — Тбилиси, веч. шк. № 5, 
ХГ кл. 

А. ЛОБКОВСКИЙ — п. Чериоголовха Моск. 
обл., с. ш. № 82, 10 кл. 

И. ЛУГАЧ — Винннца, с. ш. № 11, 10 кл. 
А. МУРАВЬЕВ — Рига, с. ш. № 46, 10 кл. 
У. РАХМАНОВ — Ташкент, РФМШ при 
ТашГУ, 9 кл. 

М. СЕРГАЗИН — Алма-Ата, РОФМШИ, 9 кл. 
А. СТАВИЦКИЙ — Баку, с. ш. № 56, 10 кл. 
А. ТКАЧЕНКО — Киев, с. и. № 145, 10 кл. 
Г. ФИНКЕЛЬШТЕЙН — п. Черноголовка 
Моск. обл., с. ш. № 82, 10 кл. 


А. ФУРС — д. Дричин Минской обл., Дричин- 
ская с. ш., 10 кл. 


0. ЧЕПИКОВ — Могилев, с. ш. № 5, 10 кл. 
{Окончание см. на с. 59} 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момен- 
та основания журнала. Пуб- 
ликуемые в нем задачи не- 
стапдартны, но для их реше- 
ния не требуется знаний, кы- 
ходящих за рамки школьной 
программы. Наиболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
дочкой. После формулировки 
задачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, ие все эти задачи 
публикуются впервые. Реше- 
вия задач из этого вомера 
можно отправлять ме позднее 
15 мая 1987 года по адресу: 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/ 1, «Квант». В графе 


*Кому» иапипшлите: «Задач- 
ник «Кванта» № 3 — 87» 
ин номера задач, решения 


которых вы посылаете, на- 
пример «М1031, М1032» или 
*«Ф1043ь. Решения задач яз 
разных номеров журнала или 
по разным предметам (мате- 
матике и фязыке) присылайте 
в разных конвертах. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным па нем вашим адресом 
{в этом конверте вы полу- 
чите результаты проверки ре- 
шений). Условие каждой оря- 
гинальной задачи, предлагае- 
мой для публикации, присы- 
лайте в отдельном конверте 
в двух экземплярах вместе 
с вашим решением этой зада- 
чи (ва конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новая 


задача по физыкеь илн *...но- 
вая задача по математике»). 
В начале каждого письма 
просим указывать номер шко- 
лы и класс, в котором вы учи- 
тесь. Фамилию н имя просим 
писать печатными буквами. 
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задачи 


М1031—М1035; Ф1043—$Ф1047 


№1031. На плоскости даны прямая [{ и две точки 
А и В по одну сторону от нее. На прямой {[ выбраны 
точка М, сумма расстояний от которой до точек А и В 
наименьшая, и точка №, для которой расстояния от 
А и В равны: АМ-=ВМ№. Докажите, что точки А, В, 
М и М лежат ва одной окружности. 

Л. Д. Курляндчик 


М1032. Выписаны л чисел 2, 3, .... п- 1, их всевозмож- 

ные произведения по два, по три, и так далее вплоть 

до произведения всех л этих чисел. Докажите, что 

сумма чисел, обратных всем вылисанным, равна п/2. 

1 1 1 1 1 

Например, при л=3 = + 5 - а. + 5% + рае -- 
1 1 3 
г ЕЕ ЕВЕ ЛЬ 

А. А. Анджанс 


№1033. Окружность отрезает от квадрата четыре криво- 
линейных треугольника (граница каждого состоит из 
дуги окружности и двух отрезков). Выкрасим два из 
них, примыкающих к противоположным углам квад- 
рата, в голубой цвет, два другие — в красный. 
Докажите, что 
а) суммы красных и голубых дуг равны; 
6) суммы периметров красных и голубых треугольников 
равны. 

В. В. Произволов 


№1034. Прямоугольная шоколадка разбита продольны- 
ми и лолеречными углублениями на 50 квадратных 
долек. Двое играют в такую игру. Начинающий 
разламывает шоколадку по некоторому углубленню 
на две прямоугольные части. Затем играющие по 
очереди ломают одну из получившихся частей по 
некоторому углублению на две. Тот, кто первым от- 
ломит квадратную дольку (без углублений) 

а) проигрывает, 

6) выигрывает. 

Кто из играющих может обеспечить себе выигрыш — 
начинающий или его партнер? 


С. В. Фомин 


№1035. На отрезке [0; 1] по очереди отмечаются точки 
Х, Хь Хь = Х.. Для каждой точки хь (#=1, ..., п) 
измеряется расстояние 4. от нее до ближайшей к ней из 
поставленных ранее точек. Докажите, что 4 |4. +... 


„аз Юл 


2 В. С. Гринберг 





Ф1043. По гладкой горизонтальной поверхности, вра- 
щаясь, скользит со скоростью 0-10 см/с лалочка дли- 
ной [=10 см. При какой угловой скорости вращения 
палочка ударнтся о стену (см. рисунок) плашмя, если 
на расстоянии Г, =50 см от стены палочка была парал- 
лельна стене? 

И. Ю. Потеряйко 


$1044. Парашютист массой т-—=80 кг совершает затяж- 
ной прыжок. Перед раскрытием парашюта его скорость 
ро=60 м/с, после раскрытия парашюта установившаяся 
скорость и==6 м/с. Каково было бы максимальное на- 
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«бритни > ил 


\Уе №ауе Беел робити 
Кузи!гз с07{её ргоетз еуегу 
топ (гом Ще уегу Их 
1взце оГ оцг таразле. ТЬе 
ргоеплз аге попзвапдаг@ олез, 
ие (Шешг вошИиоп  гедшкез 
по ГогтаНол ош Юе 1Ве 8с0- 
ре 0{ Ше 0$$Е зесопдагу 
сво} зуПаБия. ТКе тоге Я{- 
НЯсий ргоЫетз аге тагКкеё 
\%ИВ а зфаг (*). АЙег Че 
вёабетепе оЁ {Те ргоШет, че 
изцаПу пд кафе уВо ргорозей 
1 40 45. Ц 0 учош 
заупя Фа поё а {Мезе 
ргоЫетив аге {175 рибЙсаНоп8. 
ТВе вод опз 0 ргоетз {гот 
ФН 5зще (м Кизмай ог м 
ЕлЕзВ) мау Ъе роза по 
1а{ег ал Мау 15 Ш 1987, 
+30 Ше (оШомтя —а@дгеезз: 
0558, Мовзсом, 103006. Моск- 
ва К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Квант». Реаве зепё Ше з0- 
1аНопз оГ ркузея ал та{е- 
та сз ргоетв, а3 \’е!| аз рго- 
ета [том @НТегеле 55463, 
илфег зерагайе соуег; оп Фе 
епу@оре згЦце Ше чогдз: 
«КУАМТ'$ РКОВЕЕМ$» апа 
Ве лит ег оГ аЙ {Ве зо[уей 
ргоЫетз; ш усие 1еНег влс10зе 
вай цифатреё  зеГаддгеззей 
епу@оре — ме &НаШ избе 
1 30 зеп@ уоц Ше согтесйоп 
гези{з. АЕ Ме еп@ о Ше 
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тяжение строп парашюта, если бы он раскрывался 
мгновенно? Считать, что сила сопротивления воздуха 
движущемуся парашюту пропорциональна квадрату 
скорости. Массу парашюта и строп считать малой по 
сравнению с массой парашютиста. 

И. Ф. Гинзбург 


$1045. В Арктике встретились два полярийка. Они 
были одеты в одинаковые с виду комбинезоны, но 
на самом деле один из комбинезонов был теплее. Когда 
померили температуру на поверхности комбинезоиов, на 
одном оиа оказалась выше, чем иа другом. Какой из 
комбинезонов теплее? (Комбинезоны обычные, без подо- 
грева.) 

И. И. Мазик 


Ф1046. Маленький шарик массой т, имеющий заряд а, 
подвешен на невесомой нерастяжимой нити. Этот мате- 
матический маятник помещен в сильное однородное 
магнитное поле, индукция которого равна Во и направ- 
лена вертикально. За какое время плоскость кача- 
ний маятника повернется на угол 2л? Явления, 
связанные с вращением Земли, не учитывать. 

Д. А. Купцов 


Ф1047. Наблюдатель пускает «солнечный зайчик» при 
помощи маленького зеркальца, стоя перед большим 
зеркалом, в котором он видит свое изображение. Что 
произойдет, если наблюдатель направит «зайчикь на 
изображение зеркальца в зеркале? 

О. В. Фатьянов 


Ргоет$ 
№М1031—М1035; Р1043—Р1047 


№1031. А мхаш Е Ппе { ап 1\%0 рошф5 А ап В аге дуеп 
т Че рапе, Те роз А ап В Ъеше эзйоа®@ оп Те 
затпе $14е ой 1. е& М Ъе Ме рошё оЁ Е “ЦИ 1Те ]еазё ров Ые 
зит ог 413апсез от А ап В, ап № Ъе {Ме рот оЁ # 
\Возе а1$апсез {гот А ап В аге едиа!, АМ—ВМ. Ргоуе 
«Паё {Ве ропиз А, В, М, М ате оп опе сиае. 

7.. 2. Кипуспас В 


№1032. \е Вауе ийиепт оцё Ще л потЬега 2, 3, .... п-- 1 апё 
а! розз!е ргодисёз оЁ соирез, и1р]ез ес. ой 4Тезе питЬетз 
ур © \\е ргодисё ой а] п оф «Пет. Ргоуе \Маф {Те за оё а 
Фе питфегз 1пуегзе № фе уг Иеп потЪегз 18 едиа1 ю л/2. 
(Рог ехатые, Гог л=3 опе Ваз 

1 1 1 } 1 1 1 З 

оз На 12.3 1241341284 2) 


А. А. Апаапа 


№М1033. А се си о Гог сигуШпеаг илаплв!ез [том а 
зачаге (4Ме Ъоипаагу оЁ еас\ оЁ \Мем соп55ёз оЁ ап аге 
0 Ме сте вп \м%0 зедтепз). Союог т Шуе 40 
чай 5 вд]асепе 30 оррозИйе ап&ез оЁ \Ме заиаге, ап 
со]ог т тгеё Че 4%о гетапийя ап ез. Ргоуе Ша 
а) {Ме зитл оГ Ме 1епяИ3 о {Ме Ъе агсз 15 едив! №0 {На 
оЁ ре те агсз. 
Ъ) Те зип оГ {Ме рейтетв оГ {Ъе Бше флапез 13 едоа1 
фо БТаф ой \Ъе ге опев. 

У. У. Ргохоою6 


М10334. А гесбапашщаг Баг о! спосоайе 15 411 4е4 Ъу 1опяйаАа1 
ап@ \гапзуегае БоШомз т 50 зта здиаге рогИопз. Тео 
регзопз рау Че {оПозлпя кате. Те ЁЙхзё ЪгеаКз Фе Баг 
а1опЕ зоме вбоПом шо 1\%0 гефапишаг рашз. ТНеп Ще 
р1ауегз. аКмк фиглз, БгеаК опе 0 Ше гез Ипа рагё 
вот а Пойом. ТНе рауег мВо 15 Ёхз тю БтевК оЁ а 
зта! рогНоп ({\ИКоце ВоЦомз) а) 1юзез, Ь) мита. МГЫюН ог {Ще 


асадет с уезаг че зит пр 
Че гезцНз ог Фе Куам 
ргоет сопев!. И уоц Вауе 
ап обита| ргоШет фе рго- 
розе {ог рибИсаНоп, р]еазе 
зеп@ т %0 из илдег зерагаёе 
соуег, т 0 сорез (шт Киз- 
вап ог т ЕпеИзЬ), поющая 
Ве зоиНоп. Оп Ше елуе!оре 
чгце МЕМ РКОВГЕМ № 
РНУ$1С$ (г МАТНЕМА- 
Т1С$). Реазе ргий уопг пате 
ап а44гезз ш ВГОСК ГЕТ- 
ТЕК5. 


 М1011. Докажите, что для 
п положительных чисел 
а 2а2>аз>..2а. выпол- 
нены неравенства: 

а} а1—а{а}> 
2(а—а Раз); 

6) а—а3 + а3—а2 
2(а1—а2-{63—а4}; 

в) а—а#-+...—(—172> 


2(а —а@а›-... —( = 17а, 
5(х) 
й а. 
Рис. 1. Е 
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р!ауехтз сап вагатее эйптая, Те опе мно берша, ог 4\е 
о{пех опе? 


$. У. Рот т 


м1035. Тре роз хо, х,, х.,... Хх, аге воссевауе]у сНозеп м 
{Ве веятепь [0: 1]. Рог еасВ рот х, (Ё-=1, ..., п) Ве дазвапсе 4 
{гота № 40 Те пеагез& оЁ 4Ве ртемзом®у сБоозеп роз 1° 
геазиге4. Ртоуе {рае 


108: п 


Ча... +41 2 - 





У. $. быльегв 
Р1043. А гой оё 1епё1Ъ ]==10 ст &И\4ез, гобайпя, чИН уе]осМу 
22—10 ст/8 оп а этоо Когхопфа! зихГасе. Рог “Ва апишах 
уЧосйу ог гоаНоп \П те год В Те маП ап аП 1 
1еп&1! (зее Явиге оп р. 19) И И аз рага\е! № Те ма] а Фе 
а13{апсе Г. ==50 ста гот И? 
Г. Ти. РиегужкКо 
Р1044. А рагасниИз$ оЁ тазз т==8В80 Ки регГогтв а Фе]ауеб 
затр. из& БеГоге 4\е рагасНце орепз №13 убосШу #3 го—60 т/з, 
а{4ег № орепз {Ме езёаЪИзНей уеосНу 33 ,ь=6 т/з. \У/Вае эаз 
Ще тахьпта] 4епз1оп 1 4Ме рагаслафе’ горез 3 8 13 аззитод 
{фРаЕ 1 орепз тзфап у? Уои тау аззмте 4Лаф а геззвалсе 
фо 4Ве тоушя рагасище #8 ргорогМопа| 0 1Не вдиаге оЁ Из 
зреед. Тне тазв оЁ Ме рахасрме ап ШЦв горез тау \е 
сот Чегед пез \к!Ые- 
Г. Е. Сттафигв 
Р1045. Тмо роаг гезеагсНега теф ш Фе АгсИис. ТЬеу меге 
Бо меайптя вреба! зи Мз умен 1оокей Пе зате, аМКоцяь 
опе \маз асбиаПу \магтег Бал {Ре офег. ЗУ/Веп {Ве 4етре- 
гатте ол 4\е ощег зиГасе оЁё йе зийз маз теазмтгей, № 
фиглед оц а И змаз маПег оп опе ой &\е вмз. \УЫСЬ опе? 
(Тье зиИз аге ог@тагу: по%ф Неа{ед.) 
Т. Г. Мат 
Р1046. А зта| ЪаП Беагтя о твз5 т ап @есиле сВагае 
а Вайпёз оп а ОЕ езз шеазИс зёити. ТА зтаН репдщот 
13 расеё 1 а этот мпНота тарлейс е18 оЁ \адосцоп Во 
Ч1тес%е8 чегысаЦу. Нох Поле “Ш № Ке Гог Те релашиптз 
р!апе оГ озсШамоп №Ю гофафе 'Итоцен ап апе 0Ё 217 ЕМесёз 
геахед №0 Те Еа{\`з гоайоп аге ю Бе щтогефв. 
О. А. Кирззоео 
21047. Ап обзетуег вела ге ее ЙазКсз Бу сплеатз 0 а ата 
титог, %апаще т гоп оЁ а Ыя опе, м чраюей Бе зеез М оп 
геЙесНоп. У/Ва® м Варроп { Ве 41госёз Че НазЬ аЁ Ф1о ге- 
Песвой ой \Ме эта пахтог п Ве 8 опе? 
О. У. РаПапои 


Решения задач 
М1011—мМ1014; Ф1023—$Ф1027 


Приведем два решения задачи. 
а) Рассмотрим разность левой и правой части и заме- 
ним букву @з на х. Полученная фуикция от х (рис. 1) 
(хай ах’ — (ви — ах} 
будет линейной (при возведении скобки в квадрат воз- 
никает член х’ и линейные по х члены). Для того 
чтобы доказать неравенство #3(х)>0 при 0 х<а», 
достаточно проверить, что {\(0)>0 и [{(а>)>0. Это сде- 
лать легко: 
Г. (0)=а1—а7— (а —а-*— (а —в2)2а.>0; 
р(а)=а'—а1—=0. 
6) Рассуждая аналогично, 


(*) 


рассмотрим функцию 


(рис. 2) 

Ри) а ра3— х’— (аа афаз—х). 
Это — квадратный трехчлен от х вида {[ (х)= —2х° + 
4+-рх{9а. Для того чтобы доказать неравенство 


[(х)у>0 при 0 х< аз, 


достаточно . проверить, 
1(0)>0 и /(аз)>0: 


что 
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М1012. Докажите, что 
а) на плоскости можно рас- 
положить несколько непе- 


ресекающихся кругов так, 
чтобы каждый касался 
ровно 5 других; 

6) число 5 в пункте а) 
нельзя заменить на 6. 





Первое из этих неравенств совпадает с неравен- 
ством а), а второе — с неравенством (»). 

в) Точно так же, рассматривая функцию 
хата..." аа 

—(а— а... На, -— (1х, 
мы увидим, что при нечетном п она линейна, а при 
четном является квадратным трехчленом с отрица- 
тельным коэффициентом (—2} при х’. Позтому дока- 
зательство неравенства {.(х)->0 при О<х<а._, сводится 
к проверке условий #[(0)20 и Ги/а. 1)>0, а это — 
в точности утверждение задачи для п-Т и п—2 первых 
чисел: ряда а, 2а2>>... 22а. 24. 

Таким образом, общее утверждение вытекает из прин-^ 
ципа математической индукции в такой его разно- 
видности: если некоторое утверждение, зависящее от. 
натурального параметра п, справедливо для п=пои для 
п=по-Е1 и из его справедливости для значений пара- 
метра п—2 и л—1 вытекает его справедливость для 
значения параметра п, то оно справедливо при всех п. 
Мы проверили утверждение задачи для п=Я, п=3 
и л=4 (это — неравенство (+), пункты а) и 6) задачи); 
и проделали шаг индукции — переход от п^2 и 
п 1 кл. 

На рисунках 3 и 4 показано другое, очень изящ- 
ное решение (оно было предложено несколькими участ- 
никами олимпиады «Турнир городов», где прошлой 
весной предлагалась эта задача). 

Левая часть доказываемого неравенства а а2-аз— 
—а:-{... — это сумма площадей голубых трапеций 
на рисунке 3 (в самом деле, из площади квадрата 
а.Ха, надо вычесть площадь квадрата а›ЖХа›, добавить 
площадь квадрата азХ аз, вычесть аз Ха: и т. д.). 

Правая часть (а. —а›-{-аз—а-+..)” — это площадь 
квадрата, сторона которого равна сумме высот этих 
трапеций (а,—а›, а:—а., ..: его можно разбить на 
трапеции с такими же высотами, но с меньшими сред- 
ними линиями (см. рис. 4); поэтому левая часть не 
меньше правой. 

И. Б. Васильев 


а} Искомое расположение кругов показано на }1-Й стра- 
нице обложки этого номера. Но отнюдь не просто до- 
казать строго, что такое расположение действительно 
существует (т. е. вычислить радиусы кругов или 
хотя бы доказать, что определякюжкие их уравнения 
разрешимы). Самый изящный (и, видимо, самый про- 
стой) способ доказательства использует выход в про- 
странство. 

Возьмем правильный додекззэдр и впишем в каждую 
его грань окружность (рис. 1). Мы получим 12 окруж- 
ностей, каждая из которых касается пяти других, 
причем все они лежат на одной сфере, а именно, на 
сфере, касающейся всех ребер додекаэдра. Возьмем на 
этой сфере любую точку Р, не лежащую внутри ок- 
ружностей, проведем плоскость а, касающуюся сферы 
в точке @, диаметрально противоположной Р, и спроек- 
тируем сферу из центра Р на плоскость «а (т. е. сопо- 
ставим каждой точке Х--Р сферы точку У пересе- 
чения луча РХ с плоскостью а; рис. 2). Такое отобра- 
жение сферы на плоскость называется стереографиче- 
ской проекцией. Ниже мы покажем, что при стереогра- 
фической проекции окружности переходят в окруж- 
ности. В нашем случае 12 окружностей на сфере спро- 





Рис. 2. 








Рис. 4. 





Рис. 5. 


Рис. 6- 


екткруются в нужную систему окружностей на плоско- 
сти. Если точку Р взять на прямой, соединяющей центр 
додекаэдра с его вершиной, получится конфигурация, 
изображенная на обложке. 

Докажем теперь, что стереографическая проекция 
любой окружности ® на сфере тоже будет окруж- 
ностью, если ® не содержит центра проекции Р (если ® 
содержит точку Р, то проекцией ®, как легко видеть, 
будет прямая). Пусть У, и У — проекции произ- 
вольных точек Хо и Х окружности ®. Плоскость РХьХ- 
пересекает сферу по некоторой окружности, а плоскость 
ч — по прямой У»У, которая параллельна касательной 
МР к этой окружности в точке Р (рис. 2, 3). Ясно, что 


ДРУУ= (МРУо— = ОРХ.= (РХХ.. 


Проведем теперь еще одну, вспомогательную сферу, со- 
держащую окружность о и точку У; пусть прямая 
РХ пересекает ее в точке У’. Рассматривая сечение 
этой сферы плоскостью РХоХ (рис. 4), мы убеждаемся, 
что 


/ РУоУ'=180°— / ХоХУ= /РХХь, 


т.е. ХРУ.У’= /РУоУ, следовательно, У=У”’. Таким об- 
разом, проекции всех точек окружности ‹« лежат одно- 
временно в плоскости а и на нашей вспомогательной 
сфере, т. е. образуют окружность. 

Если точку Р взять на прямой, соединяющей центр 
додекаэдра с центром его грани, то стереографи- 
ческая проекция даст конфигурацию, показанную на ри- 
сунке 5. Строгое доказательство существования этой 
конфигурации легко провести и без выхода в простран- 
ство (мы предоставляем это читателю). И хотя сама 
ло себе она нас не устраивает (один ее круг содер- 
жит остальные), при инверсии с центром, скажем, в точке 
О (см. рис. 5) из нее получится то, что нужно. Читате- 
ли, не знакомые с преобразованием инверски и его 
свойствами, могут обратиться к статье В. М. Уроева 
«Инверсия» (Квант, 1984. № 5, с. 26); там же расска- 
зано и о стереографической проекции. 

6) Допустим, что искомое расположение кругов су- 
ществует, и не все они равны между собой. Рас- 
смотрим все круги наименьшего радиуса (обозначим его 
через г) и выберем из них круг, который касается 
хотя бы одного круга другого радиуса г! (гг). Пусть 
О и О — центры этих кругов, Оз, ... Об — центры 
остальных Пяти кругов, касающихся круга О (центры 
занумерованы по часовой стрелке, рис. 6). В треуголь- 
нике ООО. стороны ОО., ОО и ОО; равны п-го, 


ггг и г-Ег, соответственно, где г. — радиус круга О» 
(гг, т. е. ОО. — наибольшая сторона, а значит, 
ХО ОО, — наибольший угол этого треугольника. Сле- 


довательно, СО:ОО.->60° (неравенство строгое, так как 
ОО.->0О0),). Аналогично доказывается, что углы О:ОО-, 
О.ООь, ..., ООО, не меньше 60°. Но тогда сумма зсех шес- 
ти углов О'ОО., .... ОбОО, оказывается больше 360°, 
что, конечно, невозможно. 

Итак, все круги должны иметь одинаковый радиус г. 
В этом случае каждый круг должен быть окружен 
шестью другими, как круг О на рисунке 6, что воз- 
можно лишь для бесконечного числа кругов. (Если 
Огги О. — центры двух соседних кругов, то и все 
точки прямой О!О›, отстоящие от О! на расстояния 
ОО,, 20.0. ЗО!Оь -..., должны быть центрами кругов 
нашей конфигурации.) 

В. Н. Дубровский, Д. В. Фомин 
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№1013. На сторонах АВ 
и ВС треугольника АВС 
взяты две точки М и М. 
Три параллельные пря- 
мые, проходящие через 
точки М, В и М, пересе- 
кают основание АС в точ- 
ках К, ОР ци Г. Докажите, 
что площадь трапеции 
(или параллелограмма) не 
больше площади одного 
из треугольников АВР и 
ОВС. 


№М1014. Пусть в, а. „>. 
а. — различные попарно 
взаимно простые нату- 
ральные числа. Докажите, 
что существует бесконечно 
много таких натуральных 
Ь, что числа На, Ва», ..- 
.. &--а, также попарно 
взаимно просты. 


Китайская теорема 
об остатках 


Если натуральные числа 
Рь 2. ... Рь взаимно про- 
сты. то для любого набора 
натиральных чисел Гь 
3 ОЗ р,@=1, ... т) 
найдется число 6. дающее 
при делении на р оста- 
ток г, при всех г. 
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Положим / АРВ=—=оа, Ар=а, ВО—Ь, СР-=с, АК ; Ар= 
—=й, СГ: СР={. Тогда МК : ВО=, МГ: ВОЕЬ, т. е. 
МК=ЕЬ, МГ—1, а К.Г=Кр-+-ОЕ.=={1—№а-- (1 —Ц, и по- 
скольку расстояние между прямыми МК и МГ, рав- 
но ЕГ чм а, площадь четырехугольника КММУТ, равна 


1 (МКМ КЕ зта= ва -юа+ 


+1 —1с)} эл а. 
Пусть для определенности ас, тогда последнее выра- 
жение не превосходит 


Е БО + база < т ав эп а 


(так как х{2—х)<1 при всех х), т. е. площади тре- 
угольника АРВ. 
В. Н. Дубровский 


Обозиачим через Р абсолютную величину произве- 
дения всех разностей а,—а, 1<1<)}жЖп. Тогда при 
каждом #—1, 8, ... числа ЕР-ра, ЕР-а., .., ЕРфа» 
будут попарно взвимно простыми. Действительно, 
если 4 — общий делитель числа АР-а, и АР-а, то а 
делит и их разность а, —а., т. е. 4 делит Р, а значит и 
каждое из чисел а, и а,. Но а, и а, взаимно просты, 
следовательно, 4—1. 

Интересно выяснить, для каких наборов А= 
=(а, ... @.) различных натуральных чисел выполняет- 
ся утверждение задачи, т. е. суммы а. 46, ..., а, РЬ 
попарно взаимно просты хотя бы для одного целого В 
{а зиачит, и для бескомечиого миожества чисел Ь). 
Если, иапример, набор А содержит два четных и два 
нечетных числа, то при «сдвиге» на любое $ хотя бы два 
числа будут четными — такой набор нас не устраи- 
вает. Вообще, если среди остатков от деления чисел 
а, на некоторое простое 4 каждый из возможных 
остатков 0,1, .., 4—1 встречается по крайней мере 
дважды, то при любом *«сдвигеь хотя бы два числа 
будут делиться на 9. Отсюда следует, что набор А 
должен удовлетворять такому условию: 

среди остатков от деления чисел из набора А на 
каждое простое р хотя бы один остаток г» О<г,<хр, 
должен встречаться не более одного раза. 

(Для р>п/2 это выполняется автоматически, так что 
проверять его нужно только для р<п/2.) Оказыва- 
ется, что это иеобходимое условие является и доста- 
точным. Доказательство опирается на так называемую 
«китайскую теорсму 0б остатках», приведенную на 
полях. 

Пусть ВР — разность между наибольшим и наи- 
менышим числами в наборе А. Для каждого простого 
р<0 найдем тот остаток г,<р, который при делении 
чисел из А и р появляется не более одного раза. 
Подберем теперь число $, дающее при делении на 
каждое простое р) дополнительный к г, остаток 
Г (7=рр—г, при г,>0 и г*—0 при г,=0). Тогда числа 
а |5, ..., а. будут попарно взаимно простые, по- 
скольку на каждое простое р может делиться не более 
чем одно из них: при р<) это обеспечено вы- 
бором Ь, а при р>>р выполняется автоматически, так 
как все остатки от деления чисел а,, ..., а. иа р будут 
различиы. 

Н. Б. Васильев, 
В. Ф. Лев 


Ф1023. Лампочка висит 
на расстоянии 1 от по- 
толка на высоте [: от пола. 
При ее взрыве осколки 
разлетаются во все сторо- 
ны с одной и той же по 
величине скоростью о. 
Найдите радиус круга на 
полу, в который попадут 
осколки. Считать, что уда- 
ры осколков 0б потолок 
абсолютно упругие, а об 
пол — неупругие; до стен 
осколки не долетают. 





Куапитесте.ги 


найдем в этом случае максимальный радиус пятна 
на полу, в котором лежат осколки. 

Введем систему координат с началом в точке на- 
хождения патрона лампочки (см. рисунок). Условия 
падения на землю через время { осколка, вылетевшего 


Г ч 
& 
лод углом а к горизонту, состоят в следую- 
щем: 
: г 
—2= ат а— = ‚ 


{ ы 
В== 010$ а. г 


Очевидно, нам необходимо так подобрать угол а, чтобы 
величина В была максимальной. Преобразуем для 
этого уравнения (=) к виду 


в 1 : 
А =0 ЗМ “м. 
2 В у ы (++) 
= = СОБ @. 
Отсюда для величины В получим неравенство 


Ви — ва п = 
— ь, > 2 а 2 


Предположим сначала, что потолок отсутствует, и \ 





+81: \2 2 ая? риа 
Вы 
& 2 я 5 
Таким образом, 


угол вылета к горизонту найдем из уравнения 


2 
с08 «*= Вах = и вы ь 
о" 2514-Е НЫ} 


Высоту #* этой траектории над уровнем патрона лам- 
почки найдем по формуле 





р*— (ал а*} .* 


2 48014 1.) 


Вспомним теперь про потолок. Очевидно, если 
ь>й*, то 


г 
= 5: {1— с03? а*)= 


В случае, когда 1 й*, т. е. <, мак- 
А-а) 

симальный радиус пятна на полу получится от ос- 
колков, у которых максимальная высота траектории 
(над уровнем патрона) равна { (их траектория будет 
касательной к потолку). Чтобы доказать это, доста- 
точно рассмотреть хотя бы один осколок, отразив- 
шийся от потолка в точке А. Уровень патрона после 
отражения он пересечет под углом вылета. Следова- 
тельно, траектория этого осколка будет более крутой по 
сравнению с «касательной» траекторией, и они никогда 
не пересекутся. Значит осколок, коснувшийся потол- 
ка, пролетит по горизонтали дальше всех остальных, 
ударившихся о потолок. Осколки, не долетевшие до 
потолка, при своем движении до земли не могут пере- 
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Ф1024. Оцените измене- 
ние давления в парной 
после того как на раска- 
ленные камни плееснули 
воду из ковша. Предпола- 
гается, что вы, хорошо 
представляя явление, мо- 
жете сами задать необхо- 
димые величины, выбрать 
достаточно правильно их 
числовые значения и по- 
лучить численный ответ. 
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сечь «касательной» траектории (докажите это само- 


стоятельно). 


2 


Таким образом, если [> ———^ то 
АЯ 07° Я 
о 
ЯВтах= у У’ 281.; 
о 
если п —— =. 





Ау ре 
ты (Мая, + ав ь)) 


(последний ответ а ы из системы уравнений (*} 
при условии, что (и* зп а)/28 =1)- 


С. С. Еротов 


После испарения воды, которую плеснули из ковша 
на раскаленные камии, температура в помещении 
несколько увеличивается (заметим, что она различна 
наверху у потолка и внизу у пола). Образовав- 
шийся пар распространяется по всему помещению, час- 
тично конденсируясь на холодных участках стен, по- 
толка и окон. Меняется влажность, изменяется про- 
цесс теплопередачи; потоки пара и воздуха приводят 
к различным значенням физических параметров в раз- 
ных местах парной. 

Для оценки изменения давления, создаваемого до- 
полнительной порцией пара, будет использовать 
грубую, но достаточно разумную физическую мо- 
дель. 

Прежде всего, считаем, что двери и окна плотно 
закрыты (иначе говорить об изменении давления не 
имело бы смысла: давление внутри и снаружи оста- 
валось бы постоянным), Будем считать, что параметры 
установились (стали постоянными) и что температура 
пара по всему помещению одна и та же и равна ТА 
—350 К. (Изменением температуры в помещении при 
этой оценке пренебрежем.} Водяной пар будем считать 
идеальным газом, состояние которого описывается урав- 
нением Менделеева — Клапейрона. 

Положив объем парной У 100 м’, массу воды в 
ковше и, соответственно, массу образовавшегося во- 
дяного пара т^-1 кг и учитывая, что молярная масса 
пара (воды) /=18 - 10-3 кг/моль, а газовая постояиная 
В=8,3 ДждАК-моль), из уравнения Менделеева — 
Клапейрона находим парциальное давление Ар водяного 
пара, образовавшегося из ковша воды: 
др - У= "ВТ = Ар т =1,6 - 103 Па^=0,02 атм. 
Считая, что давление в парной обычно р--1 атм, прихо- 
дим к выводу, что изменение давления после подачи 





пара невелико — всего несколько процентов от нор- 
мального давления. 
Заметим, что учет изменения давления, обуслов- 


ленного дополнительным нагревом воздуха в парной, 
согласно закоиу Шарля привел бы к соотиощению 
Ар/р-АТ/Т. Чтобы это дополнительное увеличение 
давления было сравнимо с приведенной выше оцен- 
кой (Ар/р-2 %)}, при Т- 350 К прирост температуры 
должен составлять АГ-—10 К. 

Г. В. Меледин 


$1025. В схеме, приведен- 
ной на рисунке 1. сверх- 
проводящие катушки име- 
ют одинаковые индуктив- 
ности [, диод Д идеаль- 
ный, начальный заряд 
конденсатора емкостью С 
равен @ь. Постройте гра- 
фики изменения заряда 


© (й конденсатора и токов 
1 (пи Г) через катушки 
после замыкания ключа. 





Схему данной цепи представим в эквивалентной форме 
(рис. 2). Будем считать токи в катушках положитель- 
ными, когда их направления соответствуют обходу 
внешнего контура против часовой стрелки. Процессы 
в такой цепи легко проанализировать по аналогии, рас- 
сматривая механическую систему, показанную на ри- 
сунке 3: одинаковые тележки массой т (аналог кату- 
шек) соединены пружиной жесткостью # (аналог кон- 
денсатора). Так как ток через правую катушку благо- 
даря диоду Д может протекать только в положитель- 
ном направлении, колеса второй тележки должны быть 
снабжены устройством, позволяющим ей свободно дви- 
гаться только вправо. В этой системе скорости тележек 
и: (би о2 (® будут аналогами токов Г, (Ви Г; (2), а дефор- 
мация пружины х(!) — аналогом заряда конденса- 
тора @ {1}. 

Пружина сначала растянута на хо. 

В момент времени :=0 левую тележку отпускают 
без начальной скорости (при замыкании ключа конден- 
сатор начинает разряжаться через левую катушку). 
До тех пор, пока деформация пружины не обратится 
в нуль, правая тележка неподвижна (52=0), ибо пру- 
жина тянет ее влево, куда она катиться не может 
(пока заряд конденсатора не обратится в нуль, ток 
через правую катушку протекать не может: 15=0). 
Эта первая фаза движения от { = 0 до момента 2, соответ- 
ствует четверти периода гармонических колебаний те- 
лежки массы т на пружине жесткостью А: и —=7Т,/4 = 
== Е {для цепи И =7Т:/4 = 21/66). К моменту В 
левая тележка разгоняется до скорости г, которую 
можно найти из закона сохранения энергии: 


2 
АХо 


лу 
№ 2 1 — Ао та 


(аналогично для цепи Г = = Деформация пружины 





Х (1) (заряд конденсатора ©({)) уменьшается за это вре- 
мя по косинусоидальному закону от начального макси- 
мального значения х. (о; до нуля. 

Затем пружина начннает сжиматься и толкать вто- 
рую тележку вправо, т. е.. начиная с момента #. колеса 
правой тележки освобождаются (заряд нижней пласти- 
ны конденсатора становится положительным, и диод 
пропускает ток через правую катушку). В дальнейшем 
центр масс тележек движется вправо со скоростью 21/2, 
и эта скорость постоянна, так как при #> И никакие 
внешние силы на систему не действуют. На это равно- 
мерное движение накладываются колебания тележек 
относительно центра масс, происходящие в противо- 


и 2Е 
фазе с частотой в = — (жесткость вполовиные пру- 


жины составляет 22). Так как при !=1:, когда пружина 
не деформирована, тележки движутся относительно 


центра масс навстречу друг другу со скоростью 
и: Хь х 
Е - 2» ТО именно такой будет амплитуда коле- 


баний скорости. Амплитуду х, колебаний деформации 
пружины можно найти из закона сохранения энергии, 
приравнизвая кинетическую энергию тележек (в системе 
центра масс) в момент # потенциальной энергии пру- 
жины в момент максимальной ее деформации: 





‘ 2т (и:/2)* _ 2х8 Ех в. хо 
— о к = ‚= —. 
2 4 2 2 


В электрической цепи аналогом равномерного движе- 
ния системы как целого будет постоянный ток 11/2, 
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Арии, Фили 


Ф1026. — Горизонтальная 
площадка, на которой ле- 
жит брусок, вибрирует по 
гармоническому закону с 
частотой {-=10 Гц в на- 
правлении, составляющем 
угол о=45° с вертикалью 
(рис. 1). Коэффициент тре- 
ния бруска о площадку 
р=0,5. При какой мини- 
мальной амплитуде вибра- 
ций брусок зпоползет» по 
площадке? 
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циркулирующий по внешнему контуру. На этот ток 
накладываются происходящие в противофазе колеба- 
ния тока в контурах (рис. 4), содержащих по одной 
катушке и по «половине» конденсатора (по конденсато- 


ру емкостью С/2), период которых т== ая. 


Амплитуда колебаний заряда конденсатора @, =@0/-/2. 
Графики рассмотренных процессов приведены на ри- 
сунке 5. 

Е. И. Бутиков 


Найдем сначала действующие на брусок силы, пред- 
полагая, что он движется вместе с площадкой, т. е. по 


закону Г(/)=А эт 2дЙ, где вектор А направлен под 
углом «=45° к вертикали. По второму закону Ньютона 


т8-+М+Е-= та, 1) 


—+ 
где тя — сила тяжести, М — нормальная сила реакции 


площадки, Е — действующая на брусок сила трения 
покоя, ‚направленная горизонтально (вправо или влево), 


а= — Ао? яп &Ё (и=2д/). Запишем (1) в проекциях 
на горизонтальную х и вертикальную у оси (см. рис. 1): 


2 
эт ОБЬ (2) 





тАз 
Е, —= Та. = Ре 
х 
2 





№М— те = та, = — эп ФЕ. (3) 
у 

Учитывая, что сила трения покоя |ЁР,| 

и (3) ОА: 


г 

иди г | < [вв — А” ыт |. (4) 
2 м 

Правая часть неравеиства (4) при зп «< 0 всегда боль- 

ше, чем при эт >> 0. Поэтому минимальное значение 

амплитуды вибраций, при которой брусок поползет по 

площадке, следует искать при Ш 0ё;> 0. 

Знак равенства соответствует предельной ситуации, 
когда трения покоя едва хватает для того, чтобы сооб- 
щать бруску такое же горизонтальное ускорение, с ка- 
ким движется площадка, и в этом случае (4) можно 
использовать как уравнение для нахождения того мо- 
мента времени #, когда брусок поползет по площадке: 


< |М|, из (2) 


2 





не 2. 5 
4 О Ао’ (5) 
Такой момент # существует, если уравнение (5) имеет 
решение. Для этого его правая часть должиа быть 
меньше единицы, т. е. ия \/2 < (и 1) Ао’, или 


А-> #8 У, (6) 
ЕО о’ 

Таким образом, скольжение бруска по площадке воз- 
никает тогда, когда амплитуда А ее колебаний удовлет- 
воряет неравенству (6). Графическое решение уравнения 
(5) приведено на рисунке 2. Начиная с момента #, 
брусок скользит вправо относительно площадки. В мо- 
мент времени $5 сила трения становится в состоянии 
обеспечить бруску такое же, как у площадки, горизон- 
тальное ускорение, но проскальзывание продолжается 
еще некоторое время и после #›, так как к моменту #2 
скорость бруска относительно площадки не равна нулю. 

Итак, брусок «пололзет», когда амплитуда колебаний 
площадки превысит минимальное значение 


п <Ё = 


Ф1027. Источник света на- 
ходится на расстоянии 
{= м от экрана. В экране 
напротив источника сдела- 
но отверстие диаметром 
4=1 см. Как изменится 
поток света через отвер- 
стие. если между экраном 
и источником поместить 
прозрачный цилиндр из 
материала с показателем 
преломления п—1,5 ток, 
как показано на рисунке 1 
(Олина цилиндра 1=1 м, 
диаметра= 1 см; источник 
находится на оси ^ ци- 
линдра)? 





Рис. 2. 


Список читателей, приславших 


правильные решения 


Куапетссте.ги 


— _и8\2 
д 
Если же амплитуда превышает значение А = в/о’ 
(А, =3ЗА„„ при р=0,5), то брусок не только «ползет», 
но еще и +подскакивает» (отрывается от площадки), 
так как при этом в течение некоторой части периода 
колебаний сила № нормальной реакции площадки обра- 
щшается в нуль (это легко увидеть из уравнения (3)). 


Е. Н. Бутиков 


Все лучи, идущие от источника в направлении к экрану, 
после преломления на границе воздух — стекло (мате- 
риал цилиндра) окажутся ззаключенными» внутри 
цилиидра и после многократного отражения от его 
боковой поверхности (на границе стекло — воздух) 
в конце концов пройдут через отверстие в экране. 

Действительно, предельный луч, падающий из воз- 
духа на торец цилиндра под углом л/2, после прелом- 
ления будет составлять с осью цилиндра угол полного 
внутреннего отражения а Такой, что з1т м =1/п; эт 
луч попадет на боковую поверхность цилиндра по 
углом ф=л/2— ци (рис. 2). Так как 


и =1,2 мм. 


: 1 я \:2 ол 
1 (== — = — — — 5 —. 
Е МИ 
л 
то“ 7 и, следовательно, ф >> т >> а. Значит, при паде- 


нии на боковую поверхность цилиндра этот луч отра- 
знтся. В дальнейшем луч будет идти внутри цилиндра, 
отражаясь каждый раз от его поверхности, и в конце 
концов попадет на его дальний торец. 

Любой другой луч от источника, падающий на вход- 
ной торец цилиндра под углом, меньшим л/2, прело- 
мившись, будет составлять с осью цилиндра угол 
“’< а; на боковую поверхность цилиндра этот луч по- 
падет под углом ф’> 924 и заведомо отразится. 

Таким образом, прозрачный цилиндр зсоберет» в 
отверстие лучи, испусквемые источником в телесный 
угол 2л стерадиан. В отсутствие цилиндра в отверстие 
попадал световой поток, сосредоточенный внутри телес- 
ного угла л4?/4{ стерадиан. Следовательно, при нали- 
чии цилиндра световой поток через отверстие увели- 
чится в 


А. И. Бутов 





(СФРЮ) 91, 93; Л. Барабанов (Киев) 89, 91, 
93. 95; Р. Безрукавников (Калуга) 91. 93. 95; 
А. Бейянку (СРР) 91; И. Белозеров (Серпухов) 


Болылниство читателей, приславших решеиня 
зздач М986—№М1000, $998 —Ф1012, справи- 
лись с залачами М986, М987, М992, М994А, 
мМ996 — 1000, Ф1000—Ф1002, Ф!о06, Ф1010. 
Ниже мы публикуем фамилии тех, кто при- 
слал правильные решения остальных задач 
(цифры после фамилии — плоследине цифры 
номеров решенных задач). 
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$1, 83; 1/1. Дадашов (п. Борадыгях АзССР) 
91; Д. Добрицын (Москва) 95: А. Донченко 
(Киев) 89, 91, 93; Ю. Дрозд (Киев) 89; И. Дын- 
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ников (Жуковский) 88—91, 95; С. Железовская 
(Саратов) 91, 93, 95; Д. Зайцев (Киев) 89; 
Б. Зон (Харьков) 91, 93; В. Кальницкий (Ка- 
лининград) 91, 93; Т. Васумов (Баку) 93; А. Ко- 
зинский (Гайворон) 91, 93; А. Корнилов (Ро- 
стов-на-Дону) 89, 93; Ю. Королев (Казань) 89, 
93; А. Коршков (Мозырь) 91, 93; А. Кошеков 
(Алма-Ата) 91; Б. Кругликое (Харьков) 89, 93; 
М. Кукс (Львов) 93; Д. Куцемако (Саратов) 
91, 93; И. Кучугурин (Новый Уренгой) 91; 
О. Лимешко (Куйбышев) 89, 91, 93; М. Лит- 
винов (Киев) 88, 89, 91, 93; А. Лобковский 
(п. Черноголовка Московской обл.) 88, 91; 
В. Ляндин (Велорецк) 88, 93, 95; М. Макичян 
(Ереваи) 93; А. Мельник (Гайворон) 91, 83; 
А. Мельцер (Ленинград) 93; А. Мигло (Ленин- 
град) 91, 95; Я. Мустафаев (Баку) 93; С. Му- 
шинский (Новосибирск) 88, 88, 93, 95; А. Наза- 
рян (Тбилиси) 88, 89, 98; Д. Недулков (НРБ) 
91; Ю. Никоноров (с. Михайловка Каз. ССР) 
91; Ю. Ним (п. Черноголовка Московской обл.) 
93; О. Ниц (Одесса) 91, 93; 17. Пасманик (Моск- 
ва) 93; Р. Пащенко (Белгород) 89; О Пелевин 
(Кострома) 91; Д. Погребинский (Киев) 93; 
А. Покровский (Киев) 88, 89, 91, 93; В. Помаз 
(Семеновка) 89, 93; И. Портной (Одесса) 88, 89, 
93; В. Поярков (Николаев) 91, 93, 95; В. Пушня 
(Харьков) 93; В. Рагулин (Челябинск) 89, 91, 
93; С. Резнов (Киев) 89; О. Ринк (Вольск) 83; 
А. Ройтерштейн (Ленинград) 91, 98; Т. Руденко 
(Киев) 88; Л. Рябова (Клин) 91; И. Самовол 
(Гайворон) 91, 93; Д. Семинихин (Киев) 91, 93, 
95; С. Сильвестров (Киев) 88; В. Слитинский 
(Енев) 88, 93; Л. Смирнов (Киров) 91, 93; 
М. Соколова (Ленинград) 91, 93; И. Соловьев 
(<. Черноголовка Московской обл.) 91, 93, 95; 
Г. Сралей (Будапешт, ВНР) 93; А. Ступин 
(Саратов) 88; К. Стыркас (п. Черноголовка 
Московской обл.) 88, 91, 93, 95; В. Суклиян 
(Одесса) 93; Д. ГТамаркин (Горький) 88, 91, 93, 
95; А. Тарасенко (Днепропетровск) 91, 83, 95; 
Б. Татцевский (Киев) 87; Е. Творум (Павлодар) 
91, 93; Р. Тодев (НРБ) 91; Ю. Томилов (Киев) 
89, 93; С. Тилешов (Москва) 93; Д. Туляков 
(Жданов) 89, 91, 93, 95; И. Устиловский (Моск- 
ва) 88, 89, 93, 95; Д. Фалькович (Москва) 91,93; 
Д. Фельдман (п. Черноголовка Московской обл.) 
89, 93; Ф. Фот (Томск) 93; В. Фрасинич (Гайво- 
рон) 91, 93; М. Хованов (Москва) 93; Д. Хосид 
(Алма-Ата) 89; О. Христенко (Караганда) 93, 
95; С. Черенков (Апрелевка) 91; Е. Черная 
(Диепродзержииск) 88—91, 93, 95; Т. Чудинов- 
ских (Целнноград) 88, 89, 93; Е. Чурикова 
(Целиноград) 88, 89; И. Шефтель (Ленинград) 
88, 93; И. Шехтман (Киев) 93; А. Шибаков 
(Свердловск) 87; Б. Шраер (Ленинград) 91, 93; 
Я. Эфендцев (Баку) 93; А. Яврян (Ереван) 93; 
А. Ягубъянц (Ростов-на-Дону) 94. 


Физикв 

А. Андрианов (п. Кузнецовск Ровенской обл.) 
99, 08; А. Анисимов (Киев) 98, 03; А. Антонов 
(Москва) 98, 08, 09, 11; Ф. Асмандьярова (Це- 
линогред) 98, 03, 11, 12; В. Баргатин (Лида) 
99; А. Белецкий (Канев) 09; И. Белов (Челя- 
бинск) 04; С. Беловолов (Новосибирск) 08, 05, 
08; С. Белоусов (Ленинград) 09, 11, 12; В. Бен- 
зерук (Брест) 05; Д. Берзин (Калуга) 03, 09, 
11, 12; А. Билибин (Боровичи) 05, 08, 09, 11; 
Д. Бисикало (Виикица) 03, 05, 09; С. Бобылев 
(Верезннки) 03—05, 09, 11; А. Болотников 
(п. Кузнецовск Ровенской обл.) 08; В. Болот- 
ников (п. Кузнецовск Ровенской обл.) 98; 
А. Бривь (Донецк) 05; Д. Будько (Белгород) 
99, 04; А. Бучель (Луцк) 98; М. Ваганов (п. Чер- 
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ноголовка Московской обл.) 09; П. Вольфбейн 
(Киев) 98, 08—12; А. Гаек (Днепропетровск) 
05, 09, 11; А. Гомаюнов (Полтава) 08, 09, 11; 
А. Геращенко (Белорецк) 98, 11; Ю. Гольд- 
баум (Тбылиси) 03; А. Гольдин (с. Водяное 
Льзовской обл.) 98, 03, 04, 08, 12; Ю. Гор- 
диенко (Винницв) 98, 03, 05; В. Гравит 
(Северодвинск) 98; В. Гурарий (п. Черноголовка 
Московской обл.) 07—12; Б. Гуревич (Саратов) 
98; Л. Гуревич (Кемерово) 98, 11; Д. Гугоров 
(п. Кузиецовск Ровенской обл.) 03, 07, 08, 11; 
Г. Дятлов (Новосибирск) 04; Л. Евсеев (Димит- 
ровград) 03, 08, 11; Д. Евтущенко (Донецк) 
05. 11; Д. Ежиков (Минск) @5, 08, 09, 12; 
А. Езерский (Минск) 03, 05, 09; О. Бсенков 
(Новороссийск) 05; Д. Жильцов (Краматорск) 
98, 89; Д. Житний (Киев) 08; Г. Задорожный 
(Киев) 05, 07—12; К. Зарембо (Москва) 05; 
Е. Зельцер (Киев) 05, 11; Я. Зубкович (Алма- 
Ата) 99; А. Ильенков (Киев) 98, 04, 05, 08; 
В. Ильин (Саратов) 05; Д. Исильманова (Целн- 
ноград) 03; В. Каменькович (Харьков) 05; С. Ка- 
натов (п. Кузнецовек Ровенской обл.) 99, 05, 
08, 11: А. Карлов (Киев) 09; В. Кирюхин 
(п. Черноголовка Московской обл.) 03, 07—09, 
11; ИГ. Кирюхин (Чимкент) 05; В. Клименко 
(Первомайск Николаевской обл.) 03; И. Клим- 
чук (п. Кузнецовск Ровенской обл.) 99, 05, 08, 
11; А. Коновалов (Мытищи) 11; И. Борсунв- 
ская (Киев) 04, 05; Б. Корсунский (Харьков) 
05; М. Косолапов (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 07—09, 11; 17. Кохан (п. Новые Сан- 
жары Полтавской обл.) 88, 03, 05; В. Кочетков 
(Винница) 03; В. Кравцов (Ставрополь) 05; 
Г. Кравченко (п. Кузнецовск Ровенской обл.) 
99, 08, 11; С. Кравченко (Ростов-на-Дону) 05, 
09, 11; Ю. Кравченко (Москва) 03, 07, 09, 11; 
С. Курдюков (Москва) $8, 05, 07—09, 11; И. Ку- 
ренной (Глобино) 08; А. Кусаинов (Алма-Ата) 
09, 11; Д. Кучилория (Тбилиси) 05, 11; А. Лоб- 
ковский (п. Чериоголовка Московской обл.) 98, 
09; И. Лугач (Винница) 03, 05, 09, 11; А. Ма- 
зуренко (Минск) 03, 09; О. Милдюк (Киев) 
05; 7. Митосериу (СРР) 98; А. Мищенко (Киев) 
03, 08, 09; А. Ыедачин (Киев) 04, 05, 07—12; 
Д. и П. Николаевы (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 03, 07, 09; А. Никонюк (Ровно) 
09; Ю. Новиков (Великие Пуки) 98; Д. Ногот- 
ков (Алма-Ата) 11; А. Овчинников (Сверд- 
ловск) 05; Д. Орел (Воркута) 04, 09; О. Поруш 
(Выборг) 04; Л. Петько (Минск) 03, 05, 08; 
Р. Плюснин (Великие Луки) 98; Д. Погребин- 
ский (Киев) 03, 09; А. Покровский (Киев) 04; 
А. Португалов (Киев) 11, 12; В. Родин (Сасово) 
05, 09, 11; А. Розенберг (Уфа) 05, 09, 11; 
А. Розенвайн (Киев) 99; Е. Розпощик 
(Киев) 07; Н. Рябова (Харьков) 11; Р. Сагай- 
дак (с. Матугов Черкасской обл.) 03, 09, 
11, 12; С. Сазонов (Климовск) 11; Д. Сам- 
борский (Истра) 88, 99, 03, 08, 09; В. Сафонов 
{Челябинск) 05; А. Севенюк (Врест) 09, 11; 
М. Сергазин (Алма-Ата) 08, 09, 11; В. Служвев 
(Димитровград) 08, 09; В. Смирнов (Тиквин) 
05; А. Слринцсов (Ленинград) 99; А. Ставиц- 
кий (Баку) 08, 09, 11; А. Стародубов {Алма- 
Ата) 09, 11; А. Степура (Ивано-Франковск) 
04, 05, 08, 09; Д. Сторожук (Киев) 09, 11; 
И. Стригунов (Брест) 98, 05; А. Стронов (с. Узу- 
ново Московской обл.) 98, 99, 09; К. Стыркас 
{п. Черноголовка Московской обл.) 08, 11; 
В. Суклиян (Одесса) 98, 99, 08, 07; Б. Тстиев- 
ский (Киев) 04; А. Ткаченко (Киев) 98, 08, 05, 


(Окончание см. на с. 37) 


ан Ал Анк прыая чает И 


Ш Задачи 


1. Имеются два пластмассовых ку- 
бика одинаковой величины. Первый 
плавает в воде, опускаясь в воду 
на 2 см, а второй — на 1 см. На 
сколько опустится в воду нижний 
кубик, если первый кубик поставить 
на второй? А если второй на первый? 


2. Мадемуазель Дюбуа любит до- 
машних животных. Все ее животные, 


кроме двух,— собаки, все, кроме 
двух,— кошки, и все кроме двух, — 
попугаи, а остальные — тараканы. 


Сколько каких животных у мадемув- 
зель Дюбуа? 


3. Два одинаковых бумажных вы- 
пуклых четырехугольника разрезали: 
первый — по одной из диагоналей, 
а второй — по другой диагонали. 
Докажите, что из полученных частей 
можно сложить параллелограмм. 


4. Известно, Что «медные» монеты 
в 1, 2 Зи 5 коп. весят соот- 
ветственно 1, 2, Зи 5 г. Среди четы- 
рех «медных» монет (по одной каж- 
дого достоинства) одна — брако- 
ванная: отличается весом от нормаль- 
ной. Как с помощью взвешиваний 
на чашечных весах без гирь опреде- 
лить бракованную монету? 


5. Замените в неравенствах на 
рисунке буквы цифрами так, чтобы 
все неравенства стали верными. (Оди- 
наковые буквы заменяются на одина- 
ковые цифры, разные — на разные.) 


Эти задачи нам предложилн Я. П. Долби- 
лин. А. И. Рудинская, В. В. Произволов, уче- 
ник 8. класса школы № 5 г. Гайворона 
Г. Тартаковский, Л. П. Мочалов. 


И 
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Кандидат физико-математических наук 
Ю. П. СОЛОВЬЕВ 


На днях подошел ко мне мой сын 
Саша (он семиклассник): 

— Купи мне калькулятор, 
Вовки! 

— Во-первых, у тебя есть калькуля- 
тор, но во что ты его превратил? Те- 
перь он вместо цифр показывает ка- 
кие-то иероглифы! Во-вторых, школь- 
ник должен уметь считать и без каль- 
кулятора. В-третьих, так и быть, от- 
несу на этой неделе калькулятор в 
починки. 

— Можешь не носить калькулятор в 


как у 


Различные способы извлечения 
квадратных корней ‹вручную» суще- 
ствуют с древких времен. Я расскажу 
тебе об одном таком способе, который 
был создая еше в ХУ веке и на протя- 
жении долгих лет честно служил и 
школьникам, и ученым. 

Чтобы освоить этот способ, доста- 
точно разобрать несколько примеров. 





Сначала рассмотрим случай, когда ко- 
рень извлекается нацело, т. е. когда 
число является полным квадратом. 
Найдем, например, корень из Числа 
294 849. 

Разобьем цифры, входящие в это 
число, справа налево на группы по 
две цифры (рис. 1, а). Самую левую 


группу назовем первой, следую- 
щую — второй и т. д. Общее число 
образовавшихся групп определяет 


число цифр искомого корня. 
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СТАРЫЙ АЛГОРИТМ 


мастерскую, — отвечал мне Саша, — 
складывать, умножать и делить я и 
сам умею. Мне цравнение квадратное 
надо решить, а под корнем вон какое 
число: 16229! В учебнике-то самое 
большое число в таблице — это 10 000. 
А у Вовки калькулятор вычисляет 
квадратные корни. 

— 4 хочешь я научу тебя вычислять 
корни без калькулятора? 

— А это трудно? 

— Не намного труднее деления. Вот 
слушай. 


Первая цифра находится как цело- 
численное значение корня из первой 
группы с недостатком. В нашем слу- 
чае — это цифра 5. Записываем ее в 
ответ, затем возводим в квадрат, вычи- 
таем из первой группы и сносим к ре- 
зультату вычитания следующую груп- 
пу. (Если результат вычитания — 
нуль, то просто сносим следующую 
группу.) В рассматриваемом примере 
получится число 448 (рис. 1,6). 


Переходим к определению второй 
цифры. Для этого слева от получен- 
ного числа 448 проводим вертикаль- 
ную прямую и записываем за ней на 
место десятков удвоенную первую 
цифру: 2Ж 5=10 (рис. 1,6). 

На место единиц ставим самую 
большую цифру а, для которой раз- 
ность 448—0а-а неотрицательна, 
т. е. положительна или равна нулю. 
Ясно, что в наем случае это цифра 4. 
Заносим эту цифру в ответ (рис. 1, г). 

Умножаем 104 на 4 и записываем 
результат справа от вертикальной чер- 
ты. Вычисляем разность 448—416— 
—32 и сносим к ней следующую груп- 
пу. В результате получаем число 3249 
(рис. 1,9). 

Третья цифра находится так же, как 
и вторая: умножаем 54 на 2 и полу- 
ченный результат — число 108 — 
записываем слева от вертикальной 
черты на место десятков. На место 
единиц ставим самую большую цифру 
6, для которой разность 8249 —308Ь-Ь 
неотрицательна. Подбором убеждаем- 
ся, что для 6—3 эта разность равна 





нулю. Заносим 6 —=3 в ответ (рис. 1,е). 
Умножаем 1083 на 3, записываем 
результат справа от вертикальной чер- 
ты и вычитаем его из 3249 (рис. 1, ж). 
Так как разность равна нулю, процесс 
вычисления корня окончен. 

А теперь, глядя на рисунки 2 и 3, 
попробуйте самостоятельно повторить 
все шаги, необходимые для вычисле- 
ния квадратных корней \/212521 и 
—/165649. 

До сих пор мы рассматривали чис- 


ла с четным числом цифр. Если же 
общее число цифр нечетно, то первая 
группа слева будет состоять только из 
одной цифры (рис. 4, 5). 

Ну а что же делать, если число 
не является полным квадратом? Алго- 
ритм в этом случае не меняется, нуж- 
но лишь правильно подготовить чис- 
ло. Итак, пусть № — некоторое число 
(не обязательно целое), представлен- 
ное десятичной дробью, и мы хотим 
вычислить корень из него с точностью 
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1 
жет т. е. хотим найти цифры в 


десятичном представлении искомого 
корня до т-го знака после запятой 
включительно. Тогда мы поступаем 
следующим образом. Цифры, входя- 
щие в целую часть числа М, разбиваем 
на группы по две цифры в каждой 
справа налево, а цифры, образующие 
дробную часть, разбиваем на такие же 
группы, но уже слева направо. Если 
общее число цифр в цёлой части не- 
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четно, то первая группа слева будет 
состоять из одной цифры, если же не- 
четно число цифр в дробной части, то 


к последней цифре слева приписываем 
нуль. Когда число групп в дробной 


части больше т, мы отбрасываем лиш- 
ние группы справа, когда оно мень- 
ше ш, мы составляем недостающие 
группы из нулей. Теперь все готово, 
чтобы использовать наш алгоритм. На 
рисунках 6 и 1 показано вычисление 


квадратных корней -/2 и 2, 5 с точ- 
1 
ностью до 10об- 


Чтобы проверить, освоили ли вы 
этот алгоритм, проделайте следующее 
упражнение: вычислите с точ- 


квадратные корни 


59 \/232324, 
5/243049, 104,2441, 1867, 1041. Я, 
5/10. 

Мы не будем заниматься обоснова- 
нием описанного алгоритма. Заметим 
лишь, что получение каждой новой 
цифры связано с возрастающим объе- 
мом вычислений, поэтому алгоритм 


д 1 
ностью (9) 1000 
-/18769, \/24336, 535721, 


разумно применять тогда, когда тре-. 


буемая точность не превышает трех- 
четырех значащих цифр (чего, как 
правило, достаточно для практиче- 
ских расчетов). 

Точность вычислений с использова- 
нием указанного алгоритма можно по- 
высить, если воспользоваться следую- 
щим утверждением: 

Если после вычисления п знача- 
щих цифр корня остаток от изелече- 
ния разделить на удвоенное найден- 
ное значение корня, то частное дает 
п—1 следующих цифр корня. 

Докажем это утверждение. Предпсложим 
вначале, что число а, из которого извлекается 
корень. имеет целую часть из п групп. Пусть 
найдено п первых цифр корня, образующих 
число с. Тогда \а=е--х, где х — дробная 
часть корня, которую нужнс найти. Следова- 
тельно, 





а=е + 2ех |", 
а—с* х? 
= Ч я 


Разность а—с* — это и есть остаток, который 
получается после нахождения п цифр коркя. 


Дробь “— 





с с 
представляет собой то самое част- 


2с 
ное, о котором говорится в утверждении. 
Поэтому 
И 
2с Рам 
а—с" 





Считая х = ‚ мы допускаем погрешность, 


2с 


равную о Так как х<1, а>10" 


22 > имеем 


Список читателей, приславших 
правильные решения 


{Начало см. на с. 29} 


09, 11; С. Тюрин (п. Правдинск Горьков- 
ской обл.) 09, 11; А. Усинский (е. Птичья 
Ровенской обл.) 09; Д. Фельдман (п. Черного- 
ловка Московской обл.) 03, 05; Д. Фолатьев 
(Алма-Ата) 99; Г. Финкельштейн (п. Черно- 
головка Московской обл.) 03—05, 07—12; 
Ф. Фот (Томск) 03, 05; А. Фурс (п/о Дричии 





что и требовалось. Если запятая, отделяющая 
целую и дробную части в числе а. стоит не 
там, где мы ее предполагали, то ее всегда можно 


перенеети на надлежащее место, производя 
умножение или деление числа а на некоторую 
степень 10 с четкым показателем, а потом 
разделив или умножив найденный корень на 
степень 10 с показателем, вдвсе меньшим. _ 


Рассмотрим пример. Вычислим 5/2 
с семью значащими цифрами, т. е. с 
шестью цифрами после запятой. Ранее 
мы вычислили -\/2 с тремя знаками 
после запятой (рис. 6). Деление остат- 
ка на удвоенное значение корня даст 
следующие три (рис. 8). 

Конечно, в наше время, когда почти 
каждый первоклассник носит в порт- 
феле микрокалькулятор, нелегко уди- 
вить школьника ручным способом 
извлечения квадратного корня. Но мы 
все же надеемся. Известный амери- 
канский математик академик Грехем 
вспоминал, что сильный интерес к ма- 
тематике он почувствовал впервые в 
начальной школе, увидев тот самый 
алгоритм по извлечению квадратных 
корней, о котором мы сейчас расска- 
зали. Его заинтересовало, возможно 
ли сделать что-нибудь похожее для 
кубических корней и корней более вы- 
соких степеней. Он нашел аналогич- 
ный способ решения, и с тех пор мате- 
матика навсегда вошла в его жизнь. 


Минской обл.) 09, 11; М. Хараба (с. Надречное 
Тернопольской обл.} 04; П. Хиль (п. Овидио- 
поль Одесской обл.) 03; Д. Ходсровская (Киев) 
094; И. Чайка (п. Кузнецовск Ровенской обл.) 
39. 05, 07. 08. 11: О. Чепиков (Могилев) 03. 09, 
11; И. Шехтман (Киев) 04, 05, 09; А. Шищкин 
(Новый Уренгой) 09; А. Шуляк (с. Молодецкое 
Черкасской обл.) 11; Н. Юдина (п. Майна Улья- 
новской обл.} 11; В. Лалзиян (Шостка) 03; 
И. Яковлева (Киев) 04; Ю. Яровой (Канев) 
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Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Вязкое трение» 


предназначена восьмиклаесникам, «Метод 
электростатических изображений» — девяти- 
классникам, «Ядерные спектры» — десятиклас- 
свикам. 


 Вязкое трение 


С трением знакомы практически все. 
Оно сопровождает любые движения 
тел и накладывает отпечаток на ха- 
рактер этих движений. В «Кванте» 
уже рассказывалось о трении, возни- 
кающем при относительном движении 
двух сухих поверхностей трущихся 
тел, об исследованиях Кулона и Амон- 
тона, относящихся к зависимости си- 
лы сухого трения от силы нормаль- 
ного давления, от площади контакта 
и от относительной скорости движу- 
щихся тел*). 

Но совершенно сухие тела в природе 
почти не встречаются, и техника 
больше имеет дело со смазанными 
поверхностями. Трение между твер- 
дым телом и жидкостью или газом 


*) Сы., например, статью И. Ш. Слободецкого 
«Сухое треннеь («Козить, 1986, № 8), статью 
А. В. Семёнова «Трение: вредное, полезное, инте- 
ресное ...е («Квантьо, 1985, № 10), заметку И. К. Бел- 
кина «Конус тренни» («Кванть, 1986, № 1, с. 24). 
(Примеч. ред. 
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называется жидким, или вязким, тре- 
нием. Оно подчиняется своим законо- 
мерностям, существенно отличаю- 
щимся от законов сухого трения. Ка- 
ково это отличие и чем оно объяс- 
няется? 

Отличие, прежде всего, — в отсутст- 
вии силы трения покоя. Любая сколь 
угодно малая сила может привести 
в движение тело относительно жид- 
кости или газа. И наоборот — беско- 
нечно медленно движущееся тело не 
испытывает в газе или жидкости ни- 
какого сопротивления. Причина со- 
стоит в том, что «трутся» друг 
о друга фактически не шероховатые 
со впадинами и выступами (конечно, 
микроскопическими) поверхности 
твердых тел, сцеплением которых и 
определяется трение покоя, а слои 
жидкости или газа. Как это про- 
исходит, и что вообще означает по- 
явление силы, препятствующей дви- 
жению (силы сопротивления движе- 
нию} тела? 

В основе любых сил трения движе- 
ния лежит стремление тела сообщить 
свое движение другим телам, кото- 
рые с ним соприкасаются, или, дру- 
гими словами,— тенденция к вырав- 
ниванию скоростей движения. Силы 
трения всегда стремятся замедлить 
движение более быстрых тел и уско- 
рить движение более медленных. 


В случае сопротивления движению 
твердого тела в жидкости или газе 
речь идет о передаче импульса 
{количества движения) молекул слоя, 
который движется в каком-то направ- 
лении с большей скоростью, чем со- 
седний слой, молекулам этого сосед- 
него слоя.*) И наоборот, молекулы 
этого медленного слоя, обладая кроме 
своего хаотического движения еще 
и медленным направленным движе- 
нием вдоль границы слоев, разбав- 
ЛЯЮТ *быстрый» слой, тем самым 
замедляя его. Обычно считается, что 
слой, непосредственно прилегающий 
к телу, имеет ту же скорость, что 
и хело. Следовательно, он испытывает 
ту же силу трения и, в свою оче- 
редь, замедляет или ускоряет слой, 
отстоящий чуть дальше. При этом 
играет роль то, как быстро нарастает 
{или убывает) скорость по мере пере- 
хода от одного слоя к другому, или, 
как говорят, сколь велик градиент 
скорости. 


Исследования различных ученых 
локазали, что при небольших ско- 
ростях сила вязкого трения пропор- 
циональна скорости относительного 
движения твердого тела и жидкости 
или газа. Она зависит также от при- 
роды жидкости и от формы и разме- 
ров тела. Такую силу сопротивления 
испытывают, например, частицы ту- 
мана и дыма, оседающие в воздухе, 
маленькие твердые шарики, падаю- 
щие в вязкой жидкости (например, 
в глицерине) и т. п. 

При любом виде трения движения 
происходит еще одно крайне важное 
явление. Это превращение энергии 
механического движения во внутрен- 
нюю энергию (тепловое движение мо- 
лекул) в соответствии с законом со- 
хранения энергии. Еще Кулон иссле- 
довал затухание крутильных колеба- 
ний цилиндра в жидкости. В этом 
опыте механическая энергия Цилинд- 
ра при колебаниях рассеивается, пре- 
вращаясь в тепло, и жидкость вместе 
< цилиндром нагреваются. А если бы 
жидкость была идеальной, т. е. не об- 
ладающей вязкостью, то цилиндр мог 
бы колебаться на упругом подвесе 
вечно. 





*) Более подробно о механизме жндкого трения 
можно прочитать, например. в заметке Е. Е. Городец- 
кого «О явлениях переноса» («Квант». 1886, № 9, 
с. 27). (Примеч. ред.} 
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Итак, вязкое трение приводит к по- 
тере механической энергии, к сопро- 
тивлению движению тела в жид- 
кости. Но означает ли это, что вяз- 
кость жидкости или газа нужно во 
всех случаях уменьшать, что самолет, 
например, в таком случае будет ле- 
тать быстрее? Отнюдь! Самолет в воз- 
духе, лишенном внутреннего трения 
(в идеальной «жидкости»), вообще не 
взлетит, так как подъемная сила его 
крыла будет равна нулю, как и си- 
ла тяги воздушного винта. Дело здесь 
в особом свойстве лишенного вязкости 
потока идеальной жидкости. Оказы- 
вается, на тело любой формы такой 
поток может действовать только с си- 
лами, сумма которых равна нулю. 
В этом состоит сущность так называе- 
мого парадокса Даламбера — Эйлера. 
Но обсуждение этого вопроса, к со- 
жалению, выходит за рамки данной 
заметки. 

Б. Б. Буховцев 


№ Метод 
электростатических 
изображений 


В школьном курсе физики вы позна- 
комились с явлением электростатиче- 
ской индукции. Вспомним, в чем оно 
заключается. 

Поднесем точечный заряд ак ка- 
кому-либо проводнику, например к не- 
заряженному металлическому шари- 
ку. За очень малое время свободные 
заряды на шарике перераспределятся 
так, что напряженность результирую- 
щего поля внутри него станет равной 
нулю. После этого движение зарядов 
прекратится. Поле внешнего заряда 
оказывается скомпенсированным по- 
лем зарядов, «появившихся» на по- 
верхности шарика. Будем называть 
их наведенными зарядами. 


2) ры 
+9 


6) ——=—17> 
+9 
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Поле наведенных зарядов есть и вне 
проводника, в частности, оно дейст- 
вует на заряд -|-4 — заряд притяги- 
вается к шарику, хотя полный заряд 
шарика равен нулю (рис. 1, а). Если 
бы шарик был заземлен, притяжение 
было бы сильнее, поскольку на шари- 
ке появился бы избыточный отрица- 
тельный заряд (рис. 1, 6). Этот заряд 
перетек бы нэ: проводник с земли под 
действием поля заряда -! 9.*) 

Как рассчитать поле наведеияых 
зарядов? Рассмотрим пример. Пусть 
проводник занимает все правое полу- 
пространство (рис. 2). Тогда на его 
плоской границе ОО’ соберутся наве- 
денные отрицательные заряды, кото- 
рые уничтожат поле всюду в провод- 
нике. Вычислить поле вне проводника 
(слева от ОО’) нам поможет тот оче- 
видный факт, что поле наведенных 
зарядов симметрично относительно 
плоскости ОО’. Посмотрите на рису- 
нок 3 — на нем хорошо видно, чему 
равно поле наведенных зарядов спра- 
ва от ОО’ (в проводнике). Раз это поле 
компенсирует поле заряда -|- 9, то, оче- 
видно, оно совпадает с полем вообра- 
жаемого заряда —4, помещенного в 
ту же точку, что и заряд --9. Теперь 
ясно, какое поле создают наведенные 
заряды слева от ОО’ (вне проводника). 
Оно в точности равно полю вообра- 
жаемого заряда — 4, но помещенного 
по другую сторону от плоскости ОО’, 
симметрично по отношению к заряду 
+4. Заряд —9 называют изображе- 
нием заряда -|9- 


*) Поле вне проводника может быть определено, 
если известен либо полмый заряд проводника (как 
в случае, изобрвжеином иа рисунке 1,а), либо его 
потенциал (как па рисунке 1,6). Первый случай <о- 
ответствует изолированному проводинку, второй — 
проводнику, соединеиному с удаленным очень боль- 
зуим проводником известного потенциала (например, 
с эсмлей). Мы, в основном, будем рассматривать 
второй тип задач- Потенцнал бесконечного провод- 
ника будем считать равным потенциалу на бесконеч- 
кости, т. ©. нулю. 


заряда 4+9 
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Итак, плоская поверхность провод- 
ника притягивает точечный заряд 
-+ а, удаленный от нее на растояние 4, 
с такой же силой, с какой его притяги- 
вал бы заряд —@, удаленный на рас- 
стояние 24: 

Е=94?/(2а). 

Мы получили удивительный ре- 
зультат: поле, создаваемое зарядом я 
проводником (рис. 3, а), в простран- 
стве вне проводника совпадает с полем 
всего двух точечных зарядов (рис. 3, 0). 
Цочему оказалась возможной такая 
подмена? Вспомним, что поверхность 
проводника представляет собой экви- 
потенциальную поверхность, причем 
в нашем примере потенциал провод- 
ника равен нулю. Поле же двух заря- 
дов |-4 и — 94 обладает следующим 
свойством: эквипотенциальная по- 
верхность ‹ф—=0О совпадает с плос- 
костью симметрии ОО’, т. е. точно 
повторяет форму иповерхиости рас- 
сматриваемого проводника. Именно в 
этом скрыта причина совпадения по- 
лей, изображенных на рисунке 3, а и б- 
И з других случаях надо стремиться 
расположить заряды-изображения 
внутри проводника так, чтобы поверх- 
ность проводника совпала с поверх- 
ностью постоянного потенциала, рав- 
ного потенциалу проводника.*) 

Возникает резонный вопрос — как 
это сделать? Как найти заряды-изо- 
бражения и их положения, если изве- 
стны форма и потенциал проводника? 
К сожалению, в общем случае такого 


*) Тогда поле внешних зарядов и проводник& 
будет совпадать с полем внешних зарядов и зарядов- 
изображений (т. е. проводник подменяется изобра- 
жениямн). Дело в том, что граница рассматриваемой 
областн (Пространетво эне проводннка} имеет а этих 
двух случаях одинаковый потенциал, н расположе- 
кие зарядов внутри области также одно и то же (все 
нзображения находятся в проводннке, т. е. вне этой 
областн). Выполнения этих условий  доствточно, 
чтобы утверждать, что поля совпадают всюду 
внутри области. Это утверждение часто называют 
приндипом единственности в электростатике. 
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Рис. 3. 
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6) +9 
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рецепта не существует, и обычно при- 
ходится действовать, как говорят, 
«с конца» — от зарядов к проводнику. 

Возьмем несколько точечных заря- 
дов, рассчитаем их поле, найдем лю- 
бую эквипотенциальную поверхность 
<= фи и заполним пространство внут- 
ри этой поверхности проводником с 
потенциалом фо. Тогда поле, которое 
мы уже рассчитали, представляет 
собой готовое решение для получив- 
шегося проводника и тех зарядов, что 
оказались вне его! Заряды же, кото- 
рые «погибли» внутри проводника, 
играют роль зарядов-изображений. 
Таким способом можно построить мно- 
го «готовых» решений, но нет гаран- 
тии, что среди них найдется провод- 
ник заранее заданной формы. 

Рассмотрим пример. Возьмем ка- 
кую-нибудь эквипотенциальную по- 
верхность для тех же зарядов -|-а и 
— 4, например с ф—= —1 В (рис. 4, а). 
Поле этих двух зарядов вне этой по- 
верхности совпадает с полем заря- 
да --4 и проводника, имеющего фик- 
сированный потенциал <= —1В 
(фис. 4, 6). 

Еще пример. Поле четырех зарядов -|+(4, 
494, —9 и —9, размещенных в вершинах 
прямоугольника (рис. 5, а), имеет эквипо- 
тенциальную поверхность ф—0 в виде двух 
взаимно перпендикулярных плоскостей. Зна- 
чит, часть этого поля, заключенная в первом 
квадранте. совпадает с полем заряда +а. 
помещенного в двухгранный угол (рис. 5, 6). 
Три других заряда являются изображениями 
заряда -9. Попробуйте сами найти решенне 
для заряда, помещенного в трехгранныи 
угол, — для этого вам придется использовать 
семь дополнительных зарядов. 

Вернемся теперь к примеру с метал- 
лическим шариком, о котором шла 
речь в начале статьи. Возьмем два 
заряда На: и — 92 (а! >> 92), располо- 
женные на расстоянии [ друг от друга. 
Оказывается, что эквипотенциальная 
поверхность ф= 0 представляет собой 


Рис. 4. 





Рис. 5. 


сферу (рис. 6, а).*) Чтобы определить 
радиус этой сферы В и расстояние Г, 
от ее центра до заряда 9: можно 
приравнять к нулю потенциалы то- 
чек А иВ (рис. 6, 6): 


Ч: 42 т. 
р ® вип =, 

Ч: 92 С) 
р Е А+И—В =0. 


Поле этих двух зарядов в простран- 
стве вне сферы в точности совпадает 
с полем, которое возникает, если за- 
ряд а, поместить на расстоянии Ё 
от центра заземленного металлическо- 
го шара радиусом В (рис. 6, 6). В этом 
случае, когда задано положение шара, 
нам известны В и Г, а положение отри- 
цательного заряда-изображения (1) и 
его величину (42) можно найти из той 
же системы (+): 


1=Е— В*/Т,, 92=9.В/Т. 
Сила, с которой заряд +4: притяги- 
вается к шару, равна 


9:92 
РВ. 





*) Потеициал точечного заряда 4 имеет вид: 
ф=а/г. Условие #4: /г — №9›/гз=0 преобразуется к 
равенству г,/г:.=4,/4., т. е. описываст геометри- 
ческое место точек. откошение расстояний от 
которых до заданных двух точек имеет фиксирован- 
ное значенне. Докажите сами, что это сфера. 








Рис. 6. 
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А как же найти поле и силу притя- 
жения в случае незаряженного шари- 
ка? Тогда кроме изображения — 42 
надо поместить в центр сферы еще 
один воображаемый заряд -|- 42. Поле 
этих трех зарядов вне сферы будет 
совпадать с полем заряда а; и неза- 
ряженного шарика. Почему? Заметим, 
что поверхность сферы останется экви- 
потенциальной поверхностью и после 
добавления третьего заряда. Зато чис- 
ло силовых линий, входящих внутрь 
сферы, теперь точно равно числу сило- 
вых линий, из нее выходящих, — ведь 
полный заряд внутри сферы равен ну- 
лю. Но такому же условию удовлет- 
воряет поле и в случае незаряженного 
проводника! Значит, мы нашли пра- 
вильное поле. Сила притяжения заря- 
да |4: к шару в этом случае будет 
заметно меньше — ведь он не только 
притягивается к изображению —0., 
но и отталкивается (с меньшей силой) 
от другого изображения - а: 

9:42 9:92 
А. И. Черноуцан 


№ ллерные спектры 

Как вы знаете, атомные ядра состоят 
из нуклонов — протонов и нейтро- 
нов, между которыми действуют ядер- 
ные силы притяжения и кулоновские 
силы отталкивания. Что может про- 
изойти с ядром при его столкнове- 
нии с другим ядром, частицей или 
гамма-квантом? Опыты 9. Резерфор- 
да, выполненные в 1919 году, показа- 
ли, например, что под воздействием 
альфа-частицы из ядра может быть 
выбит протон. В экспериментах, про- 
веденных Д. Чедвиком в 1932 году, 
было установлено, что альфа-частицы 
могут выбивать из атомных ядер и нейт- 
роны («Физика 10», $ 106). Но всегда ли 
так заканчивается процесс столкнове- 
ния? Не может ли атомное ядро 
поглотить энергию, полученную при 
столкновении, и перераспределить ее 
между входящими в его состав нукло- 
нами, изменив тем самым свою внут- 
реннюю энергию? Что будет происхо- 
дить с таким ядром дальше? 

Ответы на эти вопросы дали пря- 
мые опыты по изучению взаимодейст- 
вия протонов с атомными ядрами. 
Их результаты очень похожи на 
результаты опытов Франка и Герца 
по изучению столкновений электронов 
с атомами («Физика 10», 6 96). Ока- 
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зывается, при постепенном увеличе- 
нии энергии протонов сначала наблю- 
даются только упругие столкновения 
< атомными ядрами, кинетическая 
энергия не превращается в другие 
виды энергии, а лишь перераспре- 
деляется между протоном и атомным 
ядром как одной частицей. Однако, 
начиная с некоторого значения энер- 
гии протона, могут происходить и не- 
упругие столкновения, при которых 
протон поглощается ядром и пол- 
ностью передает ему свою энергию. 
Ядро каждого изотопа характеризует- 
ся строго определенным набором 
«порций» энергии, которые оно может 
принять. 

Эти опыты доказывают, что ядра 
обладают дискретными спектрами 
возможных энергетических состоя- 
ний. Таким образом, квантование 
энергии и ряда других параметров 
является свойством не только ато- 
мов, но и атомных ядер. Состояние 
атомного ядра с минимальным запа- 
сом энергии называется основным, 
или нормальным, состояния с избы- 
точной энергией (по сравнению с ос- 
новным состоянием) называются воз- 


бужденными. 
Атомы обычно находятся в воз- 
бужденных состояниях примерно 





Превращение ядра азота с захватом альфа- 
частицы и испусканием протона. 


10-3 секунды, а воэбужденные атом- 
ные ядра избавляются от избытка 
энергии за гораздо более короткое 
время — порядка 10`'5-10-"° секун- 
ды. Как и атомы, возбужденные ядра 
освобождаются от избытка энергии, 
испуская кванты электромагнитного 
излучения. Эти кванты называются 
гамма-квантами (или гамма-лучами). 
Дискретному набору энергетических 
состояний атомного ядра состветству- 
ет дискретный спектр частот излу- 
чаемых ими гамма-квантов. Гамма- 
лучи представляют собой поперечные 
электромагнитные волны, такие же, 
как радиоволны, видимый свет или 
рентгеновские лучи. Они являются 
самым коротковолновым видом элек- 
тромагнитного излучения из всех 
известных, и соответствующие им дли- 
ны волн лежат в диапазоне при- 
мерно от 10-1 м до 10-3 м. 

Энергетические состояния атомных 
ядер и переходы ядер из одного со- 
стояния в другое с поглощением 
или излучением энергии принято опя- 
сывать с помощью энергетических 
диаграмм, аналогичных энергетиче- 
ским диаграммам атомов (*Физи- 
ка 10», $ 94). На рисунке пред- 
ставлена энергетическая диаграмма 
ядра изотопа железа — Ее, по- 
пученная на основе опытов по бом- 
бардировке протонами. Заметим, что 
при качественном сходстве энергети- 
ческих диаграмм атомов и ядер меж- 
ду ними есть существенные коли- 
чественные различия. Если для пере- 
вода атома из основного состояния 
в возбужденное требуется энергия 
в несколько электронвольт, то для воз- 
буждения атомного ядра необходима 
энергия порядка сотен тысяч или мил- 
лионов электронвольт. Это различие 
обусловлено тем, что ядерные силы, 
действующие между нуклонами в яд- 
ре, в значительной степени превосхо- 
дят силы кулоновского взаимодейст- 
вия электронов с ядром. 

Способность атомных ядер само- 
произвольно переходить из состояний 
с большим запасом энергии в состоя- 
ние с меньшей энергией объясняет 
происхождение не только гамма-излу- 
чения, но и радиоактивного распада 
ядер. 


Многие закономерности в ядерных 
спектрах можно объяснить, если вос- 
пользоваться так называемой оболо- 
чечной моделью строения атомного 
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Дивграмма энергетических уровней ядра изо- 
топа железа. 

ядра. Согласно этой модели, нукло- 
ны в ядре не перемешаны в беспо- 
рядке, а, подобно электронам в ато- 
ме, располагаются связанными груп- 
пами, заполняя разрешенные ядерные 
оболочки. При этом протонные и 
нейтронные оболочки заполняются не- 
зависимо друг от друга. Максималь- 
ные числа нейтронов: 2, 8, 20, 28, 
40, 50, 82, 126 и протонов: 2, 8, 
20, 28, 50, 82 в заполненных 06бо- 
лочках получили название магиче- 
ских. Ядра с магическими числами 
протонов и нейтронов обладают мно- 
гими замечательными свойствами: по- 
вышенным значением удельной энер- 
гии связи, меньшей вероятностью 
вступления в ядерное взаимодействие, 
устойчивостью по отношению к радио- 
эктивному распаду и т. п. 

Переход ядра из основного состоя- 
ния в возбужденное и возвращение 
его в основное состояние, с точки 
зрения оболочечной модели, объяс- 
няется переходом нуклона с одной 
оболочки на другую и обратно. 

При большом числе достоинств обо- 
лочечная модель ядра не способна 
объяснить свойства всех ядер в раз- 
личных типах взаимодействий. Во 
многих случаях более плодотворным 
оказывается представление о ядре 
как о капле ядерной жидкости, 
в которой нуклоны связаны ядерны- 
ми силами, кулоновскими силами и 
силами поверхностного натяжения.*) 
Существуют и другие модели, но ни 
одна из предложенных до сих пор 
не может считаться универсальной. 

О. Ф. Кабардин 


®) Более подробно о капельной модели ядра 
можно прочитать в соответствующей заметке в 
разделе «Школа В «Квантее, опубликованной в 
«Квантё» № 5 за 1986 год на странице 23. (Примеч. 
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РН кружек ® 


В поисках 
оптимального 
раскроя 


Кандидат физико-математических наук 
М. Б. БАЛК. 
Г. М. ЛАНДМАН 


Завод детских игрушек приступил к 
массовому выпуску нового изделия, 
одна из деталей которого — неболь- 
шой многоугольник определенной 
формы и размеров (рис. 1) из тонкой 
жести. На заводе имелся станок, на 
котором легко и быстро можно было 
нарезать из листа жести прямоуголь- 
ники любых заданных размеров. По- 
этому технологами было принято ре- 
шение: нарезать сначала одинаковые 
прямоугольные заготовки надлежа- 
щих размеров, а затем уже обрезать 
каждый такой прямоугольник так, 
чтобы из него получить требуемую 
многоугольную деталь. А размеры 
прямоугольников следует, естествен- 
но, выбрать так, Чтобы отходы на об- 
резки были минимальными. Так воз- 
никла математическая задача, о реше- 
нии которой мы расскажем в данной 
заметке. 

Основная задача. Указать ал- 
горитм, который позволяет среди всех 
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прямоугольников П, вмешающих в 
себе данный многоугольник М, вы- 
брать тот. который имеет наименьшую 
площадь. 

Прямоугольник, удовлетворяющий 
условию этой задачи, мы будем назы- 
вать оптимальным. Если какой-либо 
прямоугольник вмещает в себе много- 
угольник М, а на контуре прямоуголь- 
вика нет ни одной вершины много- 
угольника, то можно прямоугольник 
улучшить, т. е. заменить его другим 
прямоугольником меныпей площади, 
также содержащим в себе многоуголь- 
ник М. Для этого достаточно перене- 
сти параллельно самой себе каждую 
из четырех прямых, содержащих сто- 
роны прямоугольника М так, чтобы 
они (после переноса) уже проходили 
через какие-то вершины многоуголь- 
ника М. На рисунке 1 таким зулуч- 
шеннымь» прямоугольником (по срав- 
нению с П) является П'. 

Принято называть опорной прямой 
для данного многоугольника М лю- 
бую прямую, которая содержит хотя 
бы одну точку контура многоугольни- 
ка и не содержит ни одной его внут- 
ренней точки (например, на рисунке 1 
прямые а и $ — опорные для много- 
угольника М, а прямая с — не опор- 
ная).  Прямоугольник, все четыре 
стороны которого лежат на опорных 
прямых для многоугольника М, будем 
называть описанным около М. Таким 


является прямоугольник Н’ на рисун- 
ке 1. Как только мы для заданного 
многоугольника М (рис. 1) выбрали 
опорную прямую (а), мы тем самым 
уже однозначно задали прямоуголь- 
ник, описанный около М. Описанный 
около М прямоугольник обладает, оче- 
видно, тем свойством, что на каждой 
его стороне (быть может, в ее конце) 
помещается хотя бы одна вершина 
многоугольника (рис. 1). Из двух пря- 
моугольников, описанных около дан- 
ного многоугольника М, будем назы- 
вать лучшим тот, который имеет мень- 
шую площадь. Оптимальный прямо- 
угольник, о котором говорится в основ- 
ной задаче, следует, очевидно, искать 
среди прямоугольников, описанных 
около М. 

Технологи завода высказали две ги- 
потезы: 

Гипотеза Е. Оптимальный пря- 
моугольник для многоугольника М — 
это тот описанный прямоугольник, 
у которого одна сторона содержит наи- 
большую сторону многоугольника. 

Гипотеза П. Оптимальный пря- 
моугольник — тот описанный прямо- 
угольник, у которого одна сторона 
параллельна наибольшей диагонали 
многоугольника. 

На этот этапе задача была предло- 
жена математику. 


С чего начал математик 


Математик начал с совсем, казалось 
бы, неинтересного и малосодержа- 
тельного вопроса: «А существует ли 
вообще оптимальный  прямоуголь- 
ник?» 


Выберем на плоскости какую-нибудь точ- 
ку О и проведем через нее ось {. (рис. 2а). Затем 
проведем через О произвольно луч =, и пусть 
он образует угол ф с осью |. Мы можем постро- 
нть для многоугольника М опорную прямую, 
параллельную лучу [, и затем — тот (единствен- 
ный) опнсанный прямоугольник 1, две стороны 
которого параллельны лучу [5 его площадь 
обозначим через $ ‘р. Будем изменять угол ф; 
пусть этот угол растет от 0 до п; при этом 
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будет меняться и прямоугольник ДП, и мы полу- 
чим все возможные прямоугольники. описан- 
ные около М; будет непрерывно изменяться и 5 
{т. е. при малом изменении угла у мало изме- 
нится и величина 5 (‹)). Но функция, непре- 
рывная на некотором отрезке (в иашем слу- 
чае — на отрезке [0; л]), обязана принимать 
при каком-то (хотя бы при одном) значении ф 
из этого отрезка свое наименьшее значение 
{«Алгебра и начала анализа 9— 10», с. 89). 
Значит, найдется такой угол ф, что соответ- 
ствующий описанный около М прямоугольник 
будет иметь наименьшую возможиую площадь 
{будет оптимальным). Иначе говоря, среди пря- 
моугольников, описанных около многоуголь- 
ника М, наверняка имеется (хотя бы один) 
оптимальный. 


У достоверившись в существова - 
нии решения, математик приступил 
к его поиску. 

Рассмотрим произвольный много- 
угольник — невыпуклый или выпук- 
лый. Случай невыпуклого много- 
угольника, однако, легко сводится к 
случаю выпуклого многоугольника. 
В самом деле, пусть М — невыпуклый 
многоугольник. Рассмотрим наимень- 
хтий выпуклый многоугольник М’, со- 
держащий многоугольник М (М’ на- 
зывают выпуклой оболочкой много- 
угольника М, рис. 26). Легко понять, 
что прямоугольник И содержит в себе 
многоугольник М в том и только том 
случае, когда он содержит его выпук- 
лую оболочку М’. Следовательно, за- 
дача поиска оптимального прямо- 
угольника для многоугольника М рав- 
носильна той же задаче для выпукло- 
го многоугольника М". 

Чтобы освоиться с ней, попытаемся 
сначала ренгить ее в простейшем част- 
ном случае, когда М — треугольник. 


Решение задачи для треугольника 


Пусть М — треугольник АВС, а П — 
какой-либо прямоугольник, описан- 


ный около М. На каждой из четырех 
сторон прямоугольника должна быть 
хотя бы одна вершина треугольника. 
Поэтому по крайней мере одна верши- 
на треугольника «обслуживает» две 
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М с Г с С С 
а} 6} 6} г) В 


Рис. 3. 


стороны прямоугольника Н, являясь 
их общим концом. Однако остальные 
две вершины могут располагаться 
по-разному на сторонах (или внутри) 
прямоугольника, и возможны 4 прин- 
ципиально разных случая (рисун- 
ки 3, 4—2) в зависимости от их распо- 
ложения. 

Обозначим площадь треугольника 
АВС через с, а через 5 — площадь 
прямоугольника ДП. 

В случае 6) имеем, очевидно: 5 —=24. 

В случаях в) и 2): 5 > 25. 

Как обстоит дело в случае а)? Прове- 
дем через В параллель к стороне АК 
прямоугольника и отметим точки Ё 
и ДР ее встречи со стороной треуголь- 
ника и стороной прямоугольника. 
Тогда 


$ =5 лкво-- 5 вомь > 25 врд-- 25 вес= 20, 
т.е. $> 2с. 

Видим, что оптимальный прямоуголь- 
ник возникает лишь в случае 6). Та- 
ким образом, среди описанных прямо- 
угольников, вмещающих в себе задан- 
ный треугольник М, оптимальным яв- 
ляется такой, у которого основание 
совпадает со стороной треугольника; 
при этом площадь оптимального пря- 
моугольника ровно вдвое больше пло- 
щади треугольника. Понятно, что если 
треугольник — тупоугольный, то та- 
кой оптимальный прямоугольник — 
единственный. В случае разносторон- 
него остроугольного треугольника 
оптимальных прямоугольников — 
три. Возможен и тот случай, когда 
оптимальных прямоугольников два 
(например, если треугольник прямо- 
угольный). 

Алгоритм получения оптимального 
прямоугольника очевиден. 


А как быть 
в случзе четырехугольника? 


Рассмотренный выше способ решения 
настолько прост, что даже в голову не 
приходит искать другой способ. 
А между тем наш способ обладает од- 
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ним крупным недостатком: он не пере- 
носится на случай многоугольника, у 
которого больше трех сторон. Поэтому 
прикинем, какой другой, более пер- 
спективный, подход мог бы — в слу- 
чае треугольника — привести нас к ре- 
щению. В случае а) мы могли бы вы- 
числить суммарную площадь отрезае- 
мых треугольников (обозначим ее 
через Т), выразив ее через угол Е 
(угол наклона стороны треугольника 
АВ к опорной прямой АК) и через 
элементы треугольника; можно пока- 
зать, что эта сумма имеет вид 
Т=Т(В=А, эт 21-- А. зт (2 0.) 
4- Аззт (21-03), 
где А, А›, А, 0», 63 — какие-то числа, 
которые не зависят от # (а зави- 
сят только от элементов треуголь- 
ника АВС). Затем мы могли бы 
попытаться отбросить те значения ЁЬ 
для которых эта сумма заведомо не 
принимает минимального значения. 
Этот способ в случае треугольника мо- 
жет показаться неоправданно гро- 
моздким, но в случае четырехуголь- 
ника и других многоугольников он 
приводит к решению — и, как оказы- 
вается, не так уж сложно. 
Сформулируем в виде задач два 
простых факта, которые нам потребу- 
ются в дальнейшем (решения — в 
одном из следующих номеров). 


Задача 1. Каждую сумму вида 
Тр =А, вт (21-0, } + Ао вт (21+ 0.)--...-- 
+ Азат (2: 0») 
можно всегда привести к виду 


Ти =ра (2:0), (1) 
где р >20 и числа ри 0 зависят только от чисел 
А:, -.„А т, 9» ..., 9» (но не завясят от Г). 


Задача 2. Если для всех зиачений г низ 
некоторого интервала вида (1—2; #1 =) (концы 
не входят) функция т (21--6) неотрицательиа, 
то найдется на этом интервале такое значение ё., 
что верно строгое неравенство: 


вт (21: 0) < эт (2Е- 0). {2) 


Случай произвольного п-угольника 


Пусть М — произвольный выпук- 
лый п-угольник (п>4), а По — ка- 


кой-нибудь описанный около него пря- 
моугольник. Сначала рассмотрим те 
случаи, когда ни одна сторона много- 
угольника М не лежит на сторове 
прямоугольника По. При таком требо- 
вании могут на контуре прямоуголь- 
ника По оказаться ве более четырех 
вершин многоугольника М. При этом 
возможны следующие три варианта: 

Г. Две вершины многоугольника М 
служат концами диагонали прямо- 
угольника ПП, а остальные верши- 
ны М — внутри По, рис. 4, а). 

11. Одна вершина многоугольни- 
ка М служит вершиной прямоуголь- 
ника Пе, две вершины многоугольни- 
ка М являются внутренними точками 
двух сторон По, а остальные верши- 
ны М — внутри По, рис. 4, 6). 

ПТ, Какие-то четыре вершины мно- 
гоугольника М являются внутренни- 
ми точками четырех сторон прямо- 
угольника По, а остальные вершины 
многоугольника М лежат внутри Ну, 
рис. 4, 6). 

Все три варианта рассматриваются 
единообразным приемом: вычисляет- 
ся площадь описанного прямоуголь- 
ника и выясняется, нельзя ли его пу- 
тем «малого шевеления» улучшить, 
т.е. получить описанный прямоуголь- 
ник с меньшей площадью; если ока- 
жется, что можно, то рассматривае- 
мый прямоугольник Ш заведомо не 
олтимальный.*} 

Мы рассмотрим здесь вариант ТГ— 
наиболее простой. Обозначим через А 
и С те две вершины М, которые слу- 
жат концами диагонали описанного 
прямоугольника 115 (РоКоГо№о). Пусть 
АВ — сторона М, лежащая внутри По 
(кроме конца А); можно считать, что 
АВ — в АРоК ло. Обозначим величи- 
ну угла ВАКь через к, величину угла 
САВ через ^. Вычислим пло- 
щадь п: 

*) Подробно о прнеме «малого шевеления» см. 
«Квант», 1979, № 4, с. 4 нля княгу Валк М. В., 


Балк Г. Д- Поиск решения, М.: Детская литера- 
тура, 1983, с. 86. 


и) 
а} 6) 8} 


Рис. 4. 
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51. =АКо ‚ КоГн: = 
= АС -соз (№ ^)- АС эт (и) = 


= 3 АС? вв (24 4-2А). 


Теперь, считая все вершины много- 
угольника М закрепленными на плос- 
кости, пошевелим опорную прямую 
АКо: начнем ее вращать вокруг вер- 
шины А (по часовой стрелке или про- 
тив часовой стрелки). При повороте 
прямая АК. займет некоторое новое 
положение АК (изменяющееся с тече- 
нием времени}. При этом будет изме- 
няться и соответствующий описанный 
прямоугольник: он будет поворачи- 
ваться вокруг точки А и займет новое 
положение П (рис. 5), изменив, 
быть может, свои размеры. Но 
пока угол поворота достаточно мал, 
картина качественно меняться не 
будет. Говоря Точнее, можно подо- 
брать настолько малый угол е>0, 
чтобы при любом выборе угла # из 
интервала (1—6; &--=) описанный 
прямоугольник П, для которого 
ВАК =1, имел концами своей диаго- 
нали вершины А и С многоугольника, 
а все остальные вершины многоуголь- 
ника были внутри П. Площадь его 5 
вычисляется так же, как площадь бл. : 


$п= $ АС? в (2: +2). 


В силу задачи 2 существует такой 
угол Е на интервале {&%—; &-|[ =), что 
зт (2: +2^) < эт (2% --2^), а следова- 
тельно, Зл<5л.. А это означает, что 
прямоугольник По, появляющийся в 
варианте |, — не оптимальный: его 
можно «улучшить». Разбор оставштих- 
ся двух случаев мы оставляем чита- 
телю в качестве задач. 


Задача3. Докажите, что в варианте ПТ — 
прямоугольник 1 не оптимальный. 

Задача 4. Докажите, что и в варивн- 
те И — прямоугольник По не оптимальный. 


Видим, что пока описанный прямо- 
угольник не содержит ни одной сто- 
роны многоугольника М (см. вариан- 


пг--Е-РЕЕЕО ма С 
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ты [, Ц, 1) он не может оказаться 
оптимальным. Но оптимальный пря- 
моугольник, как мы уже знаем, су- 


Рис. 6- 


ществует. Таким образом матема- 
тик получил следующий 























Алгоритм решения 
основной задачи 

1) Если данный п-угольник М — 
выпуклый, то начерти все описан- 
ные прямоугольники, содержащие 
хотя бы одну сторону многоугольни- 
ка (таких прямоугольников не бо- 
лее п). 

2) Вычисли площади этих прямо- 
угольников и выбери среди прямо- 
угольников все такие, чья пло- 
щадь — наименьшая. Каждый из 
них является оптимальным прямо- 
угольником для рассматриваемого 
п-угольника. Других оптимальных 
прямоугольников не существует. 

3) Если многоугольник М невы- 
пуклый, то сначала построй для не- 
го выпуклую оболочку М’, а затем 
найди для многоугольника М” опти- 
мальный прямоугольник — он же 
будет и оптимальным прямоуголь- 
ником для многоугольника М. 


Когда поиск упрощается 


Мы видели, что нахождение опти- 
мального прямоугольника для данно- 
го выпуклого п-угольника М сводится 
к перебору не более, чем п прямо- 
угольников. Имеются важные случаи, 
когда этот перебор упрощается. Мы их 
сформулируем в виде задач. Здесь 
следует учесть, что у выпуклого 
п-угольника, отличного от прямо- 
угольника, не более трех нетупых 
Углов (в противном случае сумма 
углов не будет равной 180° (п—2)). 


Задача 5. Пусть в некотором выпуклом 
многоугольнике М имеется лишь одна сторона, 
к которой прилегают два нетупых угла. До- 
кажите, что тогда среди прямоугольников, опи- 
санных около М, нмеется лийть один оптималь- 
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ный таковым будет описаиный прямо- 
угольник, одна сторона которого содержит ука- 
занную выше сторону многоугольника М. 

Задача 6. Пусть в некотором выпуклом 
п-угольнике М, отличиом от треугольника я 
прямоугольника, нмеются две стороны, к каж- 
дой из которых прилегают по два нетупых 
угла. Декажите, что тогда каждый описанный 
около М прямоугольник, построенный на одной 
из этих двух сторон, является оптимальным; 
других оптимальных прямоугольников не су- 
ществует. 


Эпилог 


Математик передал технологам заво- 
да найденный им алгоритм, и еще 
указал на упрощения, возникающие 
в случае задач 5 и 6. Это позволило 
выбрать технологически оптимальное 
решение задачи для данной конкрет- 
ной детали: соответствующий прямо- 
угольник показан на рисунке 6. Гипо- 
тезы, выдвинутые технологами, оказа- 
лись ошибочными. В случае, если ана- 
логичные задачи возникнут для дру- 
гих деталей в форме многоугольника, 
технологи теперь владеют надежным 
общим алгоритмом и могут к матема- 
тику больше не обращаться. 
По этому вопросу. 


Упражиения 

1. Начертите какой-нибудь выпуклый четы- 
рехугольник, отличный от прямоугольника, 
у которого два противоположных угла — пря- 
мые. Покажите, что для него имеются два опти- 
мальных прямоугольника. Начертите этн пря- 
моугольиики. 


2. Опровергките гипотезу 1 и гипотезу 2. 

3. Начертите какой-либо выпуклый пяти- 
угольник с тремя последовательными пря- 
мыми углами. Постройте для него все опти- 
мальные прямоугольники. Сколько их? 


4. Начертите шестиугольник, в котором 
имеется три пары параллельных сторон и три 
попарно неравных стороны. Начертите для 
него оптимальный прямоугольник. 

5. Дан правильный треугольник А. Рассмат- 
риваются всевозможные равнобедренные тра- 
пеции, у которых острые углы равны по 60°, 
описанные около треугольника А. Докажите, 
что среди указанных трапеций нет оптималь- 
ной. 

6. Дан хреугольник А. Среди всевозможных 
выпуклых четырехугольников с заданными 
углами а, В, фт, 5 (< ЕВ-У-+6=24), описанных 
около треугольника ^\, выбрать тот, чья ило- 
щадь — нанменышая. Еслн такой существует, 
то как его найти? 

1. Пусть М — заданный выпуклый л-уголь- 
ник. Пусть {А’, А... А; — всевозможные вы- 
пуклые #й-угольники с заданными углами 
Я, @>, -.. Св (и -ч_+...+ и =(—2)л), описан- 
ные около п-угольника М. Докажите, что если 
среди этих Ё-угольников имеется такой, чья 
площадь минимальна, то хотя бы на одиой его 
стороне содержится сторона п-угольника М 
(так что оптимальных Ё-угольников не более, 
чем п). 


Неравенства 
с параметром 


Еслдидот физико-математических наук 
А. С. ЯРСКИИ 


В настоящей статье читатель найдет 
общий метод решения встречаю- 
щихся на вступительных экзаменах 
‘неравенств с параметром. 

Пример 1 «ЛГУ, мат.-мех., 1965) 
Решите неравенство 


108. (х—а)>> 2. (1) 
1. Найдем область определения не- 
равенства (1): 
х> 0, х=1, хфа>0. 
2. Решим соответствующее неравен- 
ству (1) уравнение 
108, (х—а)=2 = х—а=х’. 
Изобразим в плоскости Оха область 
определения и график последней 
функции на одном чертеже. Что каса- 
ется функции, то проше выразить а 
через х: а=х—х’ — парабола в плос- 
кости Оха. Нужно выяснить, как рас- 
положена эта парабола по отношению 
к прямой х=а — границе области 
определения. Оказывается, эти пара- 
бола и прямая имеют ровно одну об- 
щую точку (0; 0) (проверьте). Все ска- 





занное отражено на рисунке 1. Об- 
ласть определения на рисунке 1 за- 
крашена. Красным цветом (на протя- 
жении всей статьи) изображены ли- 
нии, в точках которых данное нера- 
венство не определено или не выпол- 
нено. (Отметим, что следовало изо- 
бразить лишь попадающую в область 
определения часть параболы.) 

Итак, область определения разби- 
лась на четыре части Ду, ..., О. 

Оказывается, справедливо следую- 
щее 

Предложение. Каждая из обла- 
стей Пь,...,0. обладает свойством: 
либо неравенство (1) выполнено во 
всех точках области, либо не выпол- 
нено ни в одной ее точке. 





Иначе говоря, каждая из областей 
р.,.... 0). либо целиком входит, либо 


меликом не входит в ответ. 

Интуитивно это утверждение сомнений не 
вызывает. Действительно, ясна причина, по 
которой знак неравенства (1) может изменить- 
ся в результате перехода из точки области 0, 
в точку области 2» — мы пересечем зэкрас- 
ную» линию, т, е. побываем в точке, где вхо- 
дящие в неравенство функции не определены. 
При переходе из О, в О. также придется пере- 
сечь «красную» линию — побывать в точке, 
где неравеиство (1) обращается в равенство. 
А при переходе из одной точки области 0, 
в другую ее точку не видно никаких 
*красных» линий, а значит, нет и причины для 
изменения знака неравенства! 

Все эти верные по существу утверждения 
нуждаются в доказательстве. К сожалению, 
такое доказательство требует знаний, выходя- 
щих за рамки школьиой программы... 


Если принять на веру спра- 
ведливость предложения, то реше- 
ние неравенства может завершить не- 
сложная 

3. Проверка. В каждой из обла- 
стей Д., ..., О. произвольно выберем по 


одной точке, например, А! а З)ЕРь 


Аз (2; 0)Е В», Аз (1; —1) ЕР, 


44 (2;—3)С 2. (проверьте, попадают ли 
эти точки в соответствующие области). 
Подставляя в неравенство (1) выбран- 
ные значения (х; а), получим, что не- 
равенство выполнено только в точках 
А, и А.. Это означает, согласно 
Предложению, что неравенство 
выполнено во всех точках областей 
В: ир. и только в этих точках. 

4. Как записать ответ. По 
традиции х обозначает неизвостную, 
а — параметр. Поэтому требуется ука- 
зать, как меняется х в зависимости от 
значения параметра а. Выберем снача- 
ла произвольное а< 0. Множество то- 
чек на плоскости Оха с фиксирован- 
ным а образует горизонтальную пря- 
мую. Нужно выяснить, при каких зна- 
чениях х точки этой прямой находят- 





ся в области О.. Из рисунка 2 видно, 
что х6]х1; х> («красные» границы в 
ответ не входят), где х, =1, а точка 
(хз а) лежит на параболе а=х— 
—х?. Отсюда д х-а=0О и х›= 
—=(1---/1 —4а)/2 (подумайте, почему 
при радикале выбран знак +-»). 
Итак, если а< 0, то 
хЕ]1; (1+ /1—4а)/3[. 

При а=0, как видно из рисунка 1, 
неравенство решений не имеет. Пере- 
двигая горизонтальную прямую вы- 
ше, увидим (см. рис. 8), что если 
ас ]0; 1/4], то хЕ]хи; х2[ хз; Ц; если 
аЕ1/4; Ц, зо хе хи; Ц; если жеа > 1, 
то неравенство решений не имеет. Вы- 
разим хи, хо, Хз, х‹ через а: хи —а, 

х=(1 —`\1 — 4а)/2, 
хз=(1-+-Л —4а)/2, 
х.=а. И соединив найденные фор- 
мулы, получим 

Ответ: Если ае}—с°; ©], то хЕ 
1; а л-4а)/2[; если а=0, то 
хеО; если аЕ}0; 1/4], то хЕ 
Е]а; {1 —1—4а)/2 А 1-—4а)/2; М 
если ас]1/4; Ц, то хе]а; Ш; если 
ас; + о[, то хЕ®. 


Изложенное решение содержит серьезный 
изъян — ссылку на верное, но ие доказаниое 
ирсдложение. По поводу такого решения экзя- 
менатор сделает вывод: «Ответ верен, мо не 
обоснован!» И задача абитуриенту зачтена 
не будет. Поэтому для полного решения за- 
дачи необходимо дополнительное 


5. Обоснование. Неравенство 
(1) равносильно выполнению одной 
из двух систем неравенств: 


{ 0х1, р = 
х—в< хх’, х—а>х 
Ох т, х>ь 
а>х—х’, ИСО а5хр—хе. 
Первая из двух систем описывает мно- 


жество на плоскости Оха, лежащее в 
полосе между прямыми х=0и х=1 


либо | < 





Рис. 4. 


и одновременно — выше параболы 
а=х— х', т. е. (с учетом области опре- 
деления) — в точности область ДР, 
(см. рис. 1). Аналогично вторая си- 
стема описывает область, лежащую 
правее прямой х =] и ниже параболы 
а=х-х’ — область О.. Найденный 
ранее ответ полностью обоснован. 


Легко заметить, что п. 5 сделал излишней 
проведенную в п. 3 проверку. Однако отказы- 
ваться от проверки неразумно: она нроста, 
позволяет быстро получить ответ и, что самое 
главное, делает метод решения существенно 
более надежным. 

При оформленми решення задачи лучше 
всего оставить сыгравшую свою роль проверку 
в черновике — она уже не нужна — и вписать 
на ее место выкладки из п. 5. 


Пример 2 (ЛГУ, мат.-мех., 1966). 
Решите неравенство 


умах а—х—<\2. (2) 
1. Найдем и изобразим на плоско- 
сти Оха область определения: 
х>0, а+ /х>0, а-\х>0. 
Получается область, расположенная 
правее прямой х =0 и выше параболы 
а=—/х, что и показано на рисунке 4 
(входящие в область определения гра- 
ницы изображены синим цзетом). 
2. Решим соответствующее неравен- 
ству (2) уравнение 


`/а + х +\а—ух= 2. 


Так как обе части уравнения неотри- 
цательны, то, возведя в квадрат, по- 
лучим (с учетом области определения) 
равносильное уравнение: _ 

2а-+-2\а? —х=2 <> уа’—х=1-а- 


{ а*—х=1—За-а?, < { х=3а —1, 
1—а>0 а<1. 

Теперь нужно совместить область 
определения (рис. 4) и найден- 


ную прямую х=2а— 1 на одном чер- 
теже. Несложно проверить, что эта 
прямая и парабола а = /х имеют толь- 
ко одну общую точку (1; 1) (проверь- 
те). Изобразив ту часть луча х= 2а-1, 


Рис. 5. 
а<1, которая попадает в область 
определения, получим рисунок 5. 


Итак, область определения разбилась 
на две части ДР, и О>. Точно так же, 
как в примере 1, каждая из этих обла- 
стей может лишь целиком войти в 
ответ. 

3. Проверка. Выберем точки 
А! (1/25; 1/4)ЕО., А. (1; 2)6Ъ.. Под- 
ставив в неравенство (2) координаты 
этих точек, получим, что неравенство 
выполнено только в точке Ат, а зна- 
чит, — з области ДР; (м на «синей» час- 
ти ее границы). Рассматривая пересе- 
чение области О: со всевозможными 
горизонтальными прямыми, получим 

4. Ответ: 
если а ]—со: 01; +о[, то хЕС; 
если а@[0; 1/2[, то хе[0; а?]; 
если аС[1/2; Ц, то хе]2а—1; а]. 

Как и в примере 1, полученный о1- 
вет нуждается в обосновании. 

5. Обоснование. Преобразуем 
неравенство (2): 


уе уха —ух< 2 = 


<> За 2\а'—х< 9 > 
<=> \а’—х<1-а = 
{ 1-а>0, { а 1, 

а*—х<1-—Ра-Ра’, х>2а—1. 
Последняя система неравенств описы- 
вает область, лежащую ниже прямой 
а=1 и правее прямой х=2а—1, 
т. е. (с учетом области определения) 
область О,. Ответ обоснован. 

Пример 3 {МГУ, хим.-фак., 
1984). Найдите все а, при которых 
неравенство 


514—2|х+а—4|+ 


ме 21—21 + 


1 : 
+ 519—2||х—а|<1 (3) 
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У-Ь-Ь _— 





Рис. 6. 


выполняется ровно для двух значе- 
ний х. 

Мы сделаем больше, чем требуется 
в задаче, — решим неравенство. Тог- 
да, конечно, будет получен и ответ на 
поставленный вопрос. 

1. Область определения: а5-2. 

2. Преобразуем неравенство (3). 
Умножая обе части на 2!а—2|->0 
и учитывая равенство а 
—(а— 2), получаем 
(а—2}|х+а—4|-2 (а’—4а+ 

+3—@—2}|х—2|+ 
+(@—2}[х—а|<2[а—2| <> 
<= (а—2)|х—2-+а—2|—2|х—2|- 
+@—2}|х—2-—(@в—2)| <2|а—7]. 
Теперь напрашивается замена 
х—2=у, а-2=6-20 (а--2), 
‘приводящая последнее неравенство к 
виду 
А ОИ 


Итак, нам предстоит изобразить мно- 
жество точек плоскости Оуб, коорди- 
наты которых удовлетворяют неразен- 
ству (4). Заметим, что замена (у; 5) 
на (у; —6) или (—у; 6) ничего не ме- 
няет в неравенстве (4) (проверьте). Это 
означает, что искомое множество об- 
ладает симметрией относительно обе- 
их осей Оу и ОБ. Поэтому достаточно 
нарисовать лишь расположенную в 


первой четверти часть искомого мно- 
жества и затем воспользоваться сим- 
метрией. В первой четверти |у|=у, 
[6|=6, [у-+6|=у-Ь, и неравенство 
(4) примет вид 

(уе + [у—6)<2 6+). (5) 
Остается раскрыть |у—6|. В области 
у: |у—6| =у—6, и соответствую- 
щее неравенству (5) уравнение примет 
вид 

26?у=2 (6+ у) = у=ь ДП. 

Теперь несложно нарисовать часть 
графика этой функции, расположен- 
ную в области у > Ь (рис. 6). В области 
у: |у—6|=ыЬ— у, и соответствую- 
цее неравенству (5) уравнение примет 
вид 

5.26 =2(Ь-+и) => у=-. 
Остается нарисовать часть графика 
последней функции, поладающую в 
область у (см. рис. 6). 

3. Проверка показывает, что из двух 
областей, на которые разбилась пер- 
вая четверть, неравенству (5) удовлет- 
воряет область, закрашенная на ри- 
сунке 6. Воспользовавшись симмет- 
рией, получим полную — картину 
(рис. 7). Теперь из рисунка 7 видно, 
что только при’ 6 = =`/2 неравенству 
{4) удовлетворяют ровно два различ- 
ных значення у. И вернувшись к ис- 
ходной переменной.а, получим а= 
=-+2=2-\2. Еы. 

4. Ответ: а=2--\2.. 

5. Обоснование. Преобразуем 
неравенство (5) (рассматривается пер- 
вая четверть и—>0, 6 > 0): 


(у у-фЬр 2+ = 
<=> у— 61 (2 БХЬНУ) = 
<=> — (2) (у-в< 
<(2— В{Ь-у). 


Эту систему неравенств несложно пе- 
реписать в виде 
{ Уз, . 
у (5—1) 55. 





Рис. 7. 
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Если 0<6< 1, то второе неравенство 
будет выполнено при любом у. Если 
же Ь> 1, то 5? —1>>0, и то же нера- 
венство можно привести к виду 
у<ьЬ/(?—1). Таким образом, полу- 
ченная система неравенств распада- 
ется на две: 


{ у>Ь—Ь, >-Ь, 
0<ь—<1 СЫ 1), 
ь > 1. 


Первая из двух систем описывает 
часть закрашенной на рисунке 6 об- 
ласти, расположениую ниже прямой 
Ь—1, а вторая — оставшуюся часть 
той же области. Ответ обоснован. 
Изложенный метод решения позво- 
ляет быть уверенным: если удастся 
решить соответствующее неравенству 
уравнение, то и решение неравенства 
не вызовет затруднений. 
Упражнения 


Решите неравенства 1—4: а 
1 (ЛГУ, 1965). х+4а > 5ах. 


РАН 


ФАЗЧеием» 


#767 


Новосибирский 
государственный 
университет 

им. Ленинского комсомола 


Математика 


Письменный экзамен 

Вариант 1 

(мехакико-математический и экономический 

факультеты) 

1. Решите уравнение 

Зал" х=с08 2х4 зщ 2х. 

2. Числа 108.(8*—1), 1ю8.(9-9—7- 3’) и 
108-(3—8*) являются последовательными чле- 
нами иекоторой арифметической прогрессии. 
Найдите х. 

3. Дана трапеция АВСО с основанием АБ 
и диагоналямн ВБ и АС. Известно, что 
АС=З, ВО=4, ХСАР-2( ВРА. Найдите пло- 
шадь трапеции АВСО. 

4. Найдите все значения параметра а, при 
которых система уравнений 

ах Зу=а? 1, 
(За-+14)х-- (а-+8)у>.5а?--5 
не имеет решений. 

5. Точки М и М — соответственно сере- 
дины ребер АС и 5В правильного тетраэдра 
5АВС. Ребра тетраэдра имеют длину 1. 
На прямых АЗ и СМУ выбраны точки Ри © 
так, что прямая РО параллельна прямой ВМ. 
Найдите длииу отрезка РО. 


Куапетесите.ги 


2 (МИФИ, 1982). 2 ю5(х— а 1-ю, (х— 
—3—2а) > 2. 


3 (ЛГУ, мат.-мех.. 1980). 5 108. х-1ок., 3-Е 
520, 6—0. 

4 (ТашГУ, 1984). д'+- Ва"! 
{а>0, а-- 1). 

5 (МГУ, фил.-фак., 1984). При каких д систе- 
ма неравеиств 


ух 2а, ху + 2а 
имеет единственное решение? 
6 (МГУ, эконом. фак., 1977). При каких а 
неравенство 


—4/а>а—2 


3— [х—а| > 

имеет хотя бы одио отрицательное решение? 
7 (ЛГУ, хим. фак., 1984). Для каких а в 
множестве решений неравенства х-| \'х’— 2ах> 

>>1 содержится промежуток [1/4; 1]? 
8 (ЛГУ, мат.-мех., 1979). При каких в любое 
1ойз (х? —8х+ 7} <1 
Юй: (36-2) 
неравенства х’-4 


решение неравенства 


будет также решением 
+ (5 —2а) х< 10а? 
$ (МГУ, мех.-мат. 1980). Найдите все а, 
при каждом из которых неравенство 
Юй, (Ух ах 5 11085 (ах 6)+ 
+108. 320 
имеет ровно одно решение. 


Вариант 2 

{геолого-геофизический факультет и факуль- 

тет естественных наук) 

1. Решите уравиение 

2с092х-- 5 сов? х=8 зам 2х—6. 

2. Решите уравнение 
10> (2х—2) Люб (х+ 12-108. (х’+х—3). 

3. Длина стороны ВС треугольника АВС 
равиа а, зеличина угла А равна а. Точка О — 
центр окружности, вписанной в треугольник 
АВС. Найдите радиус окружиости, проходя- 
щей через точки В, С и О. 

4. Найдите все зиачения параметра @, при 
которых система уравнений 

Зах у=а?—2а, 
—10х- (в—6)у==10а—5а* 

ие имеет решений. 

5. В правильном тетраэдре ЗАВС плоскость 
«< проходит через вершины 5, С и сере- 
дину М ребра АВ, плоскость В проходит через 
вершину В и точни К и Г, — середины ребер 
ЗА и $С соохветствеино. Плоскости а и В пере- 
секаются по прямой {. Найдите величину 
угла между прямой { и плоскостью гра- 
ни АВС. 


Вариант 3 

(Физический факультет) 

1. Решите уравнение 

2с08 2х 1—5? х-{+-6с03 х. 

2. Най в наибольшее значение функции 

=5'—6х'+6х-- 8 на отрезке [1; 6]. 

3. Окружности О! и О> радиусов 5 и 3 со- 
ответствеиио пересекаются в точках А и В, 
причем АВ—=4. Известио, что центр окруж- 
ности О. лежит вне круга О,. Точка С — 
середина дуги АВ окружности О, лежащей в 
круге О.. Лучи АС и ВС пересекают ок- 
ружность О, в точках М и №. Найдите длину 


отрезка ММ. 


4. Решите неравенство 


3х 
108. +1 58 21. 

5. В основании пирамнды ЗАВС лежит 
равнобедреиный прямоугольный треугольник 
АВС (АВ=ВС=1), длина боковых ребер 5А, 
5В и 5С равна 3. Точки К и Г — середи- 
ны ребер АС и ВС, точки М и № выбраны 
соответственно на ребрах 5А и 5$В так. что 
$М=1, МВ=:1. Найдите объем пирамиды 
КЕММ. 


Физика 


Письменный экзамен 
Физический факультет 


Каждый вариант состоял из пяти задач 
трех типов. 

Первые три задачи — расчетные, различ- 
ной трудностн: от почти стандартных до 
сравнительно сложных, требующих смекалки, 
глубоких знаний, умения разобраться в ие- 
привычиой или усложненной физической си- 
туации. 

Четвертая задача — это задача-оценка. 
Для ее решения надо понять рассматривае- 
мое физическое явление, сформулировать про- 
стую (так как нужна только оцеика) фн- 
зическую модель этого явления, выбрать 
разумные числовые значеиия физических ве- 
личин и, наконец, получить численный резуль- 
тат. более или менее соответствующий ре- 
альности. В тексте задачи подчеркивалось, 
что абитурнент может сам выбрать необхо- 
димые для решения задачи величины и их 
числовые значения. 

Пятая задача — это задача-демонстрация, 
в которой надо объяскить физическое явле- 
ние, демонстрируемое в аудитории. Здесь 
важно понять сущность явления и среди раз- 
личных факторов выделить главный. 

На решение задач давалось пять часов, 
начнная с завершения демонстрации. 

Ниже после текста каждой задачи в 
скобках указан средний процеит решивших ее. 


Вариант 4 

1. Найдите подъемную силу аэростата, на- 
полненного гелием. Масса гелмя равна т. 
Давления н температуры внутри н вне обо- 
лочки аэростата одинаковы. Молярная масса 
гелия М» воздуха М» ускорение свободного 
падения #&. Массой оболочки пренебречь. 
(80 %) 


2. Елочное украшение — тонкостенный 
шарик — разбивается при падении на ка- 
меняый пол с минимальной высоты й (рис. 1). 
С какой минимальной скоростью шарик 
должен налететь на такой же покоящийся 
до соударения шарик, чтобы шарики раз- 
бились? (49 %) 

3. Найдите изображения точечного источни- 
ка $, создаваемые системой из линзы с фо- 
кусным расстоянием Р и конического — зер- 
кала с углом при вершине, равиым 90° 
(рис. 2). Ось конуса совпадает с осью лин- 
зы. Расстояние между вершииой конуса и 
линзой 2, а между источником и линзой 
ЗР/2. {42 %) 

4. Оцените, какую мощность развивает ве- 
лосипедист на финише. (51%) 

5. Колбу © закипевшей водой снимают с 
плитки — кипение прекращается. Колбу плотно 
закрывают резиновой пробкой с продетым 
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сквозь нее массивным медяым стержнем — 
вода закнпает. Объясните явление. (65 %) 


Вариант 2 

1. Два шарика одинакового радиуса В, — 
но один из алюминия, а другой деревян- 
ный, — соединенные длинной нитью,  мед- 
ленно тонут в воде, двигаясь с постоянной 
скоростью (рис. 3). Найдите силу сопротив- 
ления воды, действующую на каждый из 
шарнков. Плотность алюминия ри, дерева р-, 
воды ро. Ускорение свободного падения #. 
(61 %) 

2. Пробирка длиной [, содержащая воздух 
и насыщенный водяной пар, касается от- 
крытым концом поверхности воды (рис. 4). 
Пробирку погружают в воду наполовину, при 
этом поверхность воды в пробирке оказывает- 
ся на глубине а. Найдите давление насы- 
щенного водяного пара. Температура постоян- 
иая, атмосферное давление р, плотность воды 
$, ускорение свободного падения 8. (55 %) 

3. Три одинаковые плоские металлические 
пластины А, В и С площадью $3 каждая 
расположены параллельно друг другу на рас- 
стояниях 4, и 4> (рис. 5). Пластины изо- 
лиронаны; на пластинах В и С ивходятся за- 
ряды +49 и —<. а пластина А не заря- 
жена. Затем пластины А и С соединили че- 
рез резистор, заыкнув ключ К. Найднте ко- 
личество теплоты, выделившееся в резисторе. 
(46 %) 

4. Оцените, на каком расстоякии желез- 
нодорожные рельсы кажутся сливщимися. 
(65 %) 

5. Проводящее колесо может свободно 
вращаться вокруг своей оси, расположеиной 
вертикально. Между центром колеса и его 
ободом создается постояиная разность потен- 
циалов. Если к колесу поднести магнит, оно 
начинает вращаться. При смене полюса 
магнита направленне вращения изменяется на 
противоположное. Объясните явление. (52%) 

Вариант 3 

1. Вдоль главной оптической оси соби- 
рающей линзы с фокусным расстоянием 
Е—5 см движутся навстречу друг другу два 
светлячка, находящиеся по разные стороны 
линзы. Скорость светлячков одна и та же и 
равна и=-2 см/с. Через какое время первый 
светлячок встретится с изображением второго, 
если в начальный момент они находились 
на расстояниях 1=20 см и [5=1$ см от 
лиизы? (70%) 

2. Две стороны правильного треугольника 
образованы одинаковыми равномерно заря- 
женииыми палочками. При этом в цент- 
ре О треугольника потенциал равен фо, а на- 


пряженность электрического поля равна Ёь. 
Найдите потенциал, а также модуль и нап- 
равление вектора напряженности, которые бу- 
дут в точке О, если одиу из пелочек 
убрать. (63%) 

3. Два одинаковых упругих шарика А и В 
движутся иавстречу друг другу со скоростями 
и и 20. причем прямые, проходящие через 
центры каждого из шариков в направлении 
нх движения, касаются другого шарика 
{рнс. 6). Найдите, под каким углом к пер- 
воначальному направлению будет двигаться 
шарик А после соударения. (38%) 

4. Оцените изменение давления в парной 
после того, как на раскаленные камни плес- 
нулн воду из ковше. (При оценке пер- 
ную считать герметичной.) (58 %) 


"=? 
—>- 








Рис. 2. 
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Рис. 4. Рис. 5. 


5. На иаклонной плоскости находится бру- 
сок, к которому прикреплена иить, пере- 
кинутая через проволочную петлю. На нижнем 
конце нити закреплен грузик. Свободно вися- 
щий грузик не вызывает движения бруска. 
Если же грузик качнуть, то брусок начи- 

. нает двигаться. Объясните явление. (71%) 
Публикацию подготовили 
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Вариант 1 
1. Решите неравенетво 


Ах — 2х1. 


2. При каких аСЕ мвожества решений 
уравнеиий 


4608? х=а’'—6 и 1- с0з2х—= 5 
совпадают? 

3. Радиус сферы, описанной около прямо- 
го кругового коиуса с вершиной Р, равен В. 
Прямая, проведенная в плоскости основання 
конуса, пересекает диаметр АС окружности 


л 
основания под углом $ 0-5 ‚ а окруж- 
ность — в точках В и О). Определите объем 


нирамиды РАВСО, если известно, что угол в 
оссевом сечении конуса при вершине Р равен а, 
а треугольники АРС и ЮОРВ равновелики. 
4. Из точек А и В, расстояние между ко- 
торыми равно 1 м, по прямой АВ начи- 
нают одновремснио двигаться два тела. Пер- 
вое тело изчинает движение с постояниой 
скоростью из точки А по направлению к точке 
В, а второе — в том же направлении с на- 
чальной скоростью 16 м/с и с некоторым но- 
стояниым ускорением. Известио, что через 1 с 
после начала движения второс тело находи- 
лось от точки А иа расстоянии, ие боль- 
шем, чем 15 м, а еще через 1 с — не меньшем, 
чем 25м. Определите скорость первого тела, 
если через 3 с после начала движения рас- 
стояние между телами составляло 2 м. 











42 
+9 
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Рис. 6. 
Вариант 2 


1. Решите иеравсиство 


ет 


А ива 
2-10. х ° ю8. 2х \2--ю2х 


2. Три бригады, работая вместе, могут вы- 
полнить некоторую работу за @ дней. Если 
сначала будет работать в течение 2 дней одна 
первая брнгада, а затем в течение 1 дня вто- 
рая и третья бригады, то выполненной ока- 
жстся 1/3 этой работы. За какое время может 
вынолнить всю работу одна первая бригада? 

3. Решите систему уравиений 


| \ пт х—с0$ узшсо$ Хх, 
зт х-соз ут? х. 

4. Боковое ребро 5А правильной четырех- 
угольной пирамиды ЗАВСР имеет длину [и 
составляет с плоскостью основания угол вели- 
чииы о. В эту пирамиду вписана правиль- 
ная четырсхугольная призма так, что всс вер- 
шины верхнего основания призмы лежат на бо- 
ковых ребрах пирамиды, а все вершины 
нижнего — на основании АВСР пирамиды. 
Найдите площадь основання призмы, если из- 
вестно, что площадь полной поверхности 
этой призмы имеет наибольшее возможное зна- 
чение. 


Физика 
Задачи устного экзамена 


1. Шарик массой т=0,1 кг закрепили на 
полу двумя одинаковымн пружинами жест- 
костью #=15 Н/м каждая (рис. 1). В ис- 
ходном состоянии пружины не деформиро- 
ваны и имеют длину 4=40 см. Шарик под- 
нимают вертикально на высоту #=30 см н 
отнускают. Какой импульс передает шарик по- 
лу при абсолютно упругом ударс? 

2. На гладкой горизонтальной поверхности 
лежит доска длиной 1—=1,2 м и массой 
М=1,6 кг (рис. 2). На край доски положили 
небольшое тело массой т-=0,4 кг. Коэффици- 
ент трения между телом и доской п==0,3. 
С какой минимальной скоростью и, следует 
резко толкнуть доску вправо, чтобы тело 
соскользнуло с нее? 

3. Цилиндрический сосуд расположеи гори- 
зонтально и разделен на две части поршием 
площадью $==10 см”, прикрепленным к левому 
торцу сосуда пружиной жесткостью 
№=2. 10° Н/м. Вначале в обеих частях сосуда 
находится воздух при атмосферном давлении 
ро-=10° Па, при этом пружина не деформи- 
рована и имсет длииу #=20 см. Затем весь 
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Рис. 1. 
т 
М = 
Ул 
— 
Рис. 2. 


воздух из правой части сосуда откачивают. 
Найдите энергию, запасенную в пружине после 
откачки, если температура газа в. левой 
части не нзменилась. 

4. Система из трех шариков, два из кото- 
рых связаны с третьим изолирующими ни- 
тями одинаковой длины [=3 см, движется под 


действием силы ЁР, приложениой к шарику С 
(рмс. 3). Массы всех трех шариков одина- 
ковы, заряды шариков А и В одинаковы 
и равны 9=0 7 Кл, а шарик С не заря- 
жен. Опрсделите силу, при которой нити об- 
разуют угол я—60°. Действие поля тяжести не 
учитывать. 

5. К проводиикам АВ и СБ одииакового 
сопротивления В--2,5 Ом подключены два 
источника тока (рис. 4). ЭДС и виутренние 
сопротивления источников: #,-—1,5 В.И,—= 
—2,0 В, г-=1,6 Ом. Найдите показания высоко- 
омного вольтметра, включениого между сред- 
ними точками проводников. 

6. Тонкая пружинка жесткостью #-=20 Н/м 
закреплена в недеформироваином состоянии в 
точках А и С, расстоямие между которыми 
к—=20 см, и помещена во виешнее магяит- 
ное поле с индукцией В-=0.80 Тл (рис. 5). 
При пропускании по пружинке тока она при- 
обретает форму дуги окружности радиуса 
К=30 см. Найдите силу тока Г. 

7. Электрическая цепь содержит источник 
тока, амперметр, резисторы с сопротивлениями 
В,—=2,5 Ом и В.=1,5 Ом, катушку ин- 
дуктивности с пренебрежимо малым активным 
сопротивлением (рис. 6). Сразу после замы- 
кання ключа К через амперметр течет ток 
Г=0,20 А, а после установления постояниого 
значения тока в катушке амлерметр показы- 





ё,г 


Рис. 6. 
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вает ток 12-040 А. Найдите внутреннее 
сопротивление и ЭДС источника тока. 

8. Контур с источником тока, ЭДС кото- 
рого “=0,4 В и внутреннее сопротивление 
г-=0,2 Ом, находится в однородном магнит- 
ном поле с индукцией В—0,1 Тл. Вектор 


В перпевдикулярен к плоскости контура и 
направлен так, как показано иа рисунке 7. 
Найдите тепловую мощность, выделяемую в 
проводнике АС при его движении вправо с 
постоянной скоростью и-=10 м/с. Длина про- 
водника {= 10 см, его сопротивление А—=0,1 Ом, 
сопротнвление остальных проводников пренеб- 
режимо мало. 

9. Колебательный контур состоит нз катуш- 
ки индуктивностью Ё и конденсатора ем- 
костью С, который представляет собой три 
металлические пластины, каждая площадью 
5=1 сы’, разделенных диэлектриком (#=4) 
толщииой 4=1 мм. Пластины конденсатора 
подключены так, как показано на рисунке 8. 
На сколько нужно изменить индуктивность, 
чтобы перенастроить контур с длины волны 
№=25 м на длинну волны 22=81 м? 

10. Стальной шарик падает без начальной 
скорости с высоты #—0,8 м на собирающую 
линзу и разбивает ее. В начальный момент 
расстояние от шарика до линзы равнялось 
расстоянию от лиизы до действительного 
изображения шарика. Сколько времени суще- 
ствовало мнимое изображенне шарика? 
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Вариакт письменного экзамена 
1. Упростите до числового значения 





( 41 __ 1 2 \ аа? 
а‘—1 а14-а--1 14 0—1 
2. Найдите область определения фуикциия 


82% —х* 
и ви 


х?42х41 ` 





В ответе запишите количество целых чисел, 
входящих в область определения. 
3. Решите уравнение 


Ух 1= 2х -}+ 4 8 
х—4 

В ответе запишите меньший корень урав- 
нения. 

4. Сплав из цинка и меди содержал на 
1280 г меди больше, чем цинка. После того, 
как из сплава удалнли 60 % цинка и 80 % меди, 
его масса стала равной 1512 г. Какова была 
первоначальная масса сплава (в граммах)? 


5. Решите уравнение 


25/556 —5/3*. 1644=0. 


В ответе запишите сумму корней этого 
уравнения. 
6. Решите неравенство 


1081/2108 $ {#—3)>6. 

В ответе запишите сумму целых решений 
этого неравенства. 

7. При каком наименьшем значении пара- 
метра Ё график функции 

у=(А— Пхи {3-2 
касается оси абсцисс? 

8. Исследуйте функцию у=4х' + 6х — 
—24х—20 на экстремум. В ответе запишите 
значекие функции в точке максимума. 

9. Упростите выражение до числового зиа- 
чения 





1—с03 4а 1- сов 4а 
{сов 2а) 2—1 (вм 2а) 2—1 
10. Решите уравнеиие 
св х—2с08 х=0. 

В ответе запишите решение (в градусах), 
удовлетворяющее условию 90°<х<180°. 

11. Около окружности с диаметром, рая- 
ным 20, описана разнобочная трапеция, длина 
боковой стороны которой равна 25. Найдите 
площадь трапеции. 

12. Основанием четырехугольной пирамиды 
является ромб с длиной стороны 6 и острым 
углом 60°. Вершина пирамиды проектируется в 
точку пересечения диагоналей ромба. Найдите 
объем пирамиды, если ребро, проведенное к 
тупому углу ромба, образует с плоскостью 
основания угол 60°. 


Физика 
Вариант письменного экзамена 


1. Вычислите, во сколько раз сила давле- 
ния тела на горизонтальную плоскость больше 
силы его давления на наклонную плоскость, 
составляющую угол а>-60° с горизонтом. 

2. На какую высоту над поверхностью 
Земли нужно поднять тело, чтобы его снла 
тяжести уменьшилась в два раза? Радиус Земли 
принять равным А.--6400 км. 

3. В первом сосуде объемом У:-=7 л газ 
находится под давлением р:-=50 кПа, а во в4о- 
ром объемом У.—=15 л — под давлением 
рз-=100 кПа. Температура газа в сосудах оди- 
наковая. Какое давление (в кПа) установится в 
сосудах после их соединения? Считать, что про- 
цесс протекает нзотермически. 


4. В иеподвижном лифте висит маятник, 
пернод колебаний которого Т=2 с. Лифт начал 
опускаться вниз с ускореиием а=2 м/с’. 
Чему будет равен период колебаний маятника 
в ускоренно движущемся лифте? 


Куапетестве.ти 


ЗЕ Е В 
в ЗВ. 
Рис. 1. Рис. 2. 


5$. Стальной лом массой т=5 т расплав- 
ляется в электропечн. Определите расход 
электроэнергии (в кВт-ч), если КПД печн 
|=62 %. Начальная температура лома = 
—=16 °С, температура плавления #.—1300 °С, 
удельная теплоемкость с=0,46 кДж/кг. К), 
удельная теплота плавления стали = 
—=82 кДж/кг. 

8. Из комматы в течение суток теряется 
@=81- 10’ Дж тепла. Какой длины иадо 
взять нихромовую проволоку диаметром = 
=10-3 м для иамотки электрической печи, 
поддерживающей лостояиную температуру в 
комнате? Печь включается в сеть с напря- 
жением И(—120 В. Удельное сопротивление 
нихрома р-=1,1. 10-6 Ом. м. 

7. В медиом сосуде массой т=2 кг на- 
гревается то=0,8 кг олова от #=22 °С до 
[-=232 °С. Какое количество теплоты потре- 
буется для этого, если считать начальную 
и конечную температуру сосуда и олова одина- 
ковыми? Удельная теплоемкость меди с:= 
=395 ДжДкг- К), олова с.»=280 Дж/кг- К). 

8. При замкнутом ключе К сопротивление 
группы резисторов, соединенных. как показано 
на рисунке 1, равно Я,-=30 Ом. Вычислите 
сопротивление этой группы резисторов при 
разомкнутом ключе К. 

8. Под каким углом В к горизонту 
следует расположить плоское зеркало, чтобы 
осветить дно колодца отраженными от него сол- 
нечиыми лучамн, в то время как свет падает 
под углом а 30° к горизонту (рис. 2)? 

10. Батарея гальванических элементов с 
ЭДС {:==15 В и внутренним сопротивлением 
г—=6 Ом замкнута проводником, имеющим со- 
противление В—10 Ом. Ж полюсам батареи 
подключен конденсатор емкостью С=1 мкФ. 
Определите величину заряда на обкладках 
конденсатора. 

11. Максимальная кинетическая энергия 
электронов, вылетающих из металла при осве- 
щенни его ультрафиолетовыми лучами с 
длииой волны 2=0,225 мкм равна Б= 
=4,54 - 10—\№ Дж. Определите работу аыхода 
электронов из металла (в эВ). Постоянная 
Планка #№=6,62 * 10—34 Дж. с, скорость света 
в вакууме с—3 ‹ 10° м/с. 

12. Колебательный контур, состоящий из 
воздушного плоского конденсатора с площадью 
пластин 5=-10-2 м’ и катушки с нндук- 
тивностью Г—10—6 Ги, резонирует на элект- 
ромагнитную волиу с длииой ^Л-=10 м. Опре- 
делите расстояние между пластинами кояден- 
сатора. Электрическая постоянная г,—8,85Ж 
х10-" Ф/м, скорость света в вакууме с= 
=3 + 10° м/с. 

Публикацию подготовили 
В. А. Карасев, В. Н. Марченко 
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Московский институт 
радиотехники, 
электроники 

и автоматики 


Математика 
Письменный экзамен 
Варнант 1 
1. Решите - уравнение 
нк 

3х? 4-8х-+10 10—1/7х"—8х--10=2х. 
2. Решите уравнение 

03 8—2 зщ 2хзщ (2х—1/2)=1. 
3. Решите неравенство 

108, 2106 х+22. 





4. В треугольнике АВС на стороне взята точ- 
ка Р, через которую провели две прямые, 
параллельные сторонам треугольника. Радиусы 
окружностей, описанных около получившихся 
двух новых треугольников (с общей верши- 


ной Р). равны В, и В.. Найдите радиус 
окружиостн, олисанной около треугольника 
АВС. 


5. Расстояние между населенными пункта- 
ми А и В составляет 36 км. Из А вв 
идет лешеход со скоростью 6 км/ч. Одно- 
времеино из В в сторону А выезжает вело- 
сипедист, максимальная скорость движения ко- 
торого 15 км/ч, а миинмальная — 10 км/ч. 
После встречи с пешеходом велосипедист еще 
20 минут ехал в сторону А, затем повернул 
н возвратился в В. Найдите минимальную 
разницу во времени прибытия в В пешехода и 
велосипедиста. 


Вариант 2 
1. Решите уравнение 


р 
^10х'-+-8х+7-+- \10х—8х-+7=8х. 
2. Решите уравнение 


соз вх+4есз( 3. 


3. Решите неравенство 


З _ 3 
2+ = кн 8 х=4. 


101. З=Ловох 39. 


4. Через точку Р, взятую внутри тре- 
угольника АВС, провели три прямые, каждая 
из которых параллельна стороне треугольника. 
Площади получившихся трех треугольников 
{< общей вершиной Р) равны $5., 5 и 5.. 
Найдите площадь треугольника АВС. 

5. Расстоянне между населенными пункта- 
ми Аи В составляет 220 км. Из В в сто- 
рону А выезжает автомобиль, который дви- 
жется со скоростью 60 км/уа. Одновременно 
из А в В выезжает автобус, минимальиая 
скорость движения которого 40 км/ч, а мак- 
симальная — 50 км/ч. После встречи авто- 
мобиль еще 20 минут дьнгался в сторону А, 
затем повернул и возвратнлся в В. Найдите 
максимальную разницу во времени прибытия 
в В автобуса и автомобиля. 


Физика 
Задачи устного экзамена 


1. Под каким углом к горизонту нужно 
бросить тело, чтобы максимальная высота его 
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Куапетесте.ги 


подъема была в три раза больше дальности 
полета? 

2. На одном из концов плавающей доски 
сидит лягушка. С какой минимальной ско- 
ростью должиа прыгнуть лягушка, чтобы 
попасть точно на другой конец доски? Мас- 
са доски М, масса лягушки 7, длина 
доски [. 

3. Тело массой т, движущееся со ско- 
ростью и, иалетает на покоящееся тело и после 
упругого удара отскакивает от него со ско- 
ростью 0/2, направлеиной под углом 90° к 
первоначальному направленню движения. Оп- 
ределите массу покоящегося тела. 

4. Легкая пружинка жесткостью А и длиной 
1 стоит вертикально иа столе. С высоты й 
над столом на нее падает небольшой шарик мас- 
сой т. Какую максимальную скорость бу- 
дет иметь шарик при своем движении вниз? 


5. Ядро распадается на два осколка мас- 
сами ти==3 + 10-7” кг й т.==10-2 кг. Опре- 
делите скорости осколков ядра, если их 
суммарная кинетическая энергия И’ = 
=6 107" Дж. До распада ядро покои- 
лось. 

6. В сообщающиеся сосуды с ртутью до- 
лили: в один сосуд столб масла высотой 
1„=30 см, в другой столб воды высотой 
в 2=20 см. Определите разность уровней рту- 
ти в сосудах. Плотность ртути р =13 ‚6х 
10? кг/м ‚ масла ры=0,9. 10? кг/м’, воды 
в=10* кг/м". 

7. Мощность, выделяющаяся на резисторах 
сопротивлением В,—=10 Ом и В-=3 Ом, при 
последовательиом и при параллельном соедине- 
ииях этих резисторов одинакова. Найдите внут- 
реннее сопротивление источника, к которому 
подключены резисторы. 


8. Квадратная рамка с током Г=5А 
может свободно вращаться вокруг горизои- 
тально расположенной стороны. При включе- 
нии вертикального магнитного поля рамка 
отклонилась на угол а=30°. Найдите вёли- 
чнну магнитной ннидукции, если плотность 
материялв, из которого сделана рамка, р= 
= 8,6 . 10° кг/м', а сечение провода 5=2 мм’. 

9. Проволочиый коитур, имеющий форму 
равностороннего треугольника со стороной 
а=20 см, номещен в однородное магнитное 
поле с индукцией В=1 Тл так, что плос- 
кость контура составляет угол о:= 30° с направ- 
лением поля. В некоторый момент времени 
магнитная индукция начинает равномерно 
умеиьшаться и через промежуток времени 
А: спадает до нуля. Определите этот про- 
межуток времени, если известно, что в кон- 
туре возникает ЭДС индукции И=100 В. 

10. На главной оптической оси собирающей 
линзы на расстояниях 4,=20 см и 42—40 см 
от нее иаходятся два точечных источника 
света. Найдите фокусиое расстояние лнизы, ес- 
ли изображения этих источников оказываются 
в одной и той же точке. 

Публикацию подготовили 
В. В. Варфоломеев, М. Н. Данилычева, 
И. М. Матусевич 


Победители конкурса 
«Задачник «Кванта» 


{Начало см. на с. 18) 


Награждаются Дипломом и значком журнала 
*«Кванть и книгаыи серии *«Библиотечка 
*Кванть за активное участие в конкурсе: 


По математике 

Р. БЕЗРУКАВНИКОВ - Калуга, с. ш. № 234, 
7 кл. 

И. БЕЛОЗЕРОВ — Серпухов. машинострои- 
тельный техиикум, Ш курс. 

В. ВОЛОГОДСКИЙ — Омск, с. ш, № 91, 9 кл. 
А. ГОРОХОВСКИЙ — Киев, с. ш. № 79, 9 кл. 
Й. ДЫННИКОВ — Жукояскяй, с. ш. № 1 
30 кл. 

Д. ЗАЙЦЕВ — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
Б. КРУГЛИКОВ — Харьков, с. ш. № 149, 
10 кл. 

А. МЕЛЬЦЕР — ФМШ № 45 при ЛГУ, 10 кл. 
0. НИЦ — Одесса, с. ш. № 100, Ю кл. 
В. РАГУЛИН — Челябинск, с. ш. № 1271, 8 кл. 
С. СМИРНОВ — Ленинград, с. ш. № 289, 
10 кл. 

К. СТЫРКАС — п. Черноголовка Моск. обл., 
с. ш. № 82. 10 кл. 

Ю. ШАМРУК — ФМШ № 18 при МГУ, 9 кл. 


Фут 
ФА", 

обеими 
м Старый алгоритм 


1371; 156; 189; 482; 493; 10,21; 43,21; 2,647; 
3,162. 


НЯ Неравенства с параметром 

1. ае}-о: 0, хЕ@; в=0, 

а; +5, хе; а ба; + о. 

2. СЕ — : 4 : }—4- | 

РЕ р хе @: а6]--4; +5, хера+3; 
0 у 1 т акт 

ЕЮ 9". 1-Е 3 


4. «ЕЮ; Ц, хе-е; —108. (4+2; 46|; о. 
хХЕ--ЮЕ. (&+2); + о<|. 

5. а= \2. 

6. вс ]—13/4; 3]. 

1. а — 

8. 15/2; + о, 

9. а-=2. 


хХЕЮ; +5]; 


Новосибирский государственный 
университет им. Ленинского комсомола 


Математика 
Вариант {1 
И 15 
1. жизагсщ (1+ \ р хате (1— 55). 
тл {п, тг7. 
2. 1—0. 2. 
14\5 
3. = АВРАга, 


/САР-=2а. Возьмем на прямой АД точку К 
так, чтобы было СК |} ВО. По теореме синусов 





. Указание. Пусть 


Куапетсесте.ги 


По физике 

С. БЕЛОВОЛОВ — ФМШ № 165 при НГУ, 
10 кл. 

С. БЕЛОУСОВ — ФМ № 245 при ЛГУ, 9 кл. 
С. БОБЫЛЕВ — Березники, с. ш. № 3, 10 кл. 
А. БРЕЖЕСТОВСКИЙ — п. Черноголовка 
Моск. обл., с. ш. № 82, 10 кл. 

Д. БУДЬКО — Белгород, с. ш. № 3, 10 кл. 
А. ГОЛЬДИН — ФМШ № 2 прн КГУ, 10 кл. 
д ЖИЛЬЦОВ — Краматорск, с. ш. № 35, 
10 кл. 

Рино — Целиноград, с. ш. № 15. 
10 кл. 

С. КАНАТОВ — Кузнецовск, с. ш. № 1. 10 кл. 
С. КАРДАШ — ФМШ № 18 при МГУ, 10 кл. 
Д. КОНЦЕВОЙ — Могилев, с. зш. № 65, 10 кл. 
А. НЕДАЧИН — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
Д. НОГОТКОВ — Алма-Ата, РОФМШИ, 9 кл. 
А. РОЗЕНБЕРГ — Уфы, с. ш. № 91. 10 кл. 
Е. РОЗНОЩИК — Киев, с. ш. № 206, 10 кл. 
Р. САГАЙДАК — с. Матусов Черкасской обл., 
с. ш. № Ъ Э кл. 

Т. СОКОЛОВСКАЯ — Целиноград, с. 11. № 15, 
10 кл. 

В. СУКЛИЯН — Одесса, с. ш. № 100, 9 кл. 
В. ТЯСНИРЯДНО — Мииск, с. ш. № 23, 10 кл. 
М. ЧЕКУШИНА — Алма-Ата, с. ш. №7, 10 кл. 
О. ЮСУХНО — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 


для треугольника АСК : ее откуда 
ра `зт2а эта’ У8 


2 
60$ и= з: Далее остается заметить, что площа- 


ди трапеции АВС н треугольника АСК 
равны, а / АСК =л— За. 

4. а=- —6. Указзаиие. Каждое из уравнений 
снстемы задает прямую иа плоскости хОуц. 
Условие параллельностн прямых дает урав- 
нение а’—а—42-=0 для определения а. Один 
из его корней, а>=7Т, не удовлетворяет усло- 


вию, так как прямые в этом случае совла- 
дут. 
1 
5. — Указание. Рассмотрим плоскость 
\'3 


«, проходящую через точки С, Ри ©. По- 
скольку прямые ВМ и Р® параллельны, лн- 
имя пересечения плоскостей ЗМВ и с парал- 
длельна ВМ (и проходит через точку М). От- 
сюда эта линия — прямая МК, где К — середи- 
на 5М. Используя подобие треугольннков 
РОС и КМС. докажите, что Р@== Е КМ. 
Вариант 2 
х3 \3 
1. хи ато (2-+ о -нпа, жетатоя(2— © )+ 


+ тд (л, те). 





2. 6—1. 
А о Указание. Покажите, что величи- 
$] Вых 
2 со о 
л [Е 
миа угла ВОС равиа (= + 5 и восполь- 


зуйтесь теоремой синусов для треугольника 
ВОС. 

4. в=5. 
\/2 
5 
через данную точку 2 и пересекает плос- 
кость АВС в точке М№ лежащей на луче 
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5. агци — . Указание. Прямая { проходит 


/р=ь, | и/2 =, 
= Аж 


а) т 


в=0 |8 
Рй) 
5) д- (©) в) 


Рис. 1. Рис. 2. 
СМ и такой, что ММ=СМ (докажите это). 
Пусть Р — основание перпендикуляра, опу- 
щемного из точки Г на плоскость АВС 
(Р лежит иа отрезке СМ). Острый угол № пря- 

°моугольного треугольника ГМР — искомый. 


Вариант 3 





1-м 
2 
2. Упох= 06) = 39. 


1. х--агссоё + 2кл, СЯ. 


3. об Указание. Пусть К — точка 


пересечения хорды АВ и прямой ОО», 2 — 
величина угла МОМ, В и а — соответствеи- 
ио углы САВ и ВО.К. Покажите, что 
7=л-—а--2В. Определяя зто, с080, эт В, 
с0$ В мз треугольинков ОВК и АСК, вычис- 
лите М=2А, эт у. 


Ех ЧЁ: 2[ Указание. При 


х>0 даниое неравенство эквивалентно нера- 


Зх 
5х—8 


венстау 2х1 прн х6]-Н 9 — 
Зх 
системе неравенств 9 ——— < х-{]. 
ху 5х—8 
2/34 
5. А Указание. Пусть № — точка иа 


ребре ЗА такая, что АМ№,==1. Докажите, что 
объемы пирамид КСММ и КМУ, равны; срав- 
иивая плодцади треугольников ММК и ЗАС 
и соотлетстаующие высоты, докажите, что 


1 
объем пирамиды КГММ, составляет 75 объема 


данной пирамиды бАВС. 

Физика 

Вариант 1 

1. Рет&М,/М,— 1. 

2. Скорость шарика при ударе о пол осы 


—И2яв (рис. 1). Пусть искомая скорость ша- 
рика равна и. Перейдем а систему центра 
масс шариков, где они даижутся навстречу 
друг другу со скоростями и/2. Роль непро- 
инцаемого камеиного пола при их ударе 
сыграет плоскость симметрии АВ. Таким. обра- 
зом, ясно: чтобы шарик разбился, нужно, чтобы 
6/2=то=/28№. Отсюда ь=2\/2вв. 

8. Изображение точки а коническом зеркале — 
кольцо радиусом К=Р/2 на расстоянии = 
—=2Р от линзы. Изображение этого кольца в 
линзе дает точечное изображение в зеркале, 
находящееся на расстоянии Р/2 слева от вер- 
шины зеркала, и получается на расстоянии 
[:=5Е/3 от лиизы. Изображение точки а линзе 
без участия зеркала — точка на расстоя- 
нии 3=3Р от лиизы. 

4. Пусть скорость велосипедиста на финише 
равна в, а сыла сопротиалемия воздуха 
Р—рь"5. где р — плотность воздуха, а 5 — 
эффективная площадь велосипедиста, которня 
встречает иабегающций поток воздуха. Тогда 
мощность №М--Ро-—-р0°5. Положив р-1 кг/м*, 


60 





Рис. 3. 


2260 км/ч^16 м/с, 5=045 м’, 
№Ы—2 кВт. 

5. При внесении а колбу холодного стержня 
на нем происходит конденсация пара. Масса и 
температура пара уменьшаются, что приводит к 
уменьшению давления в закрытой колбе. При 
этом температура киления воды также пони- 
жается. В результате уже слегка остывшая 
вода снова начинает килеть. 


получаем 


Варнаит 2 

2 
= 3 лВ (р. --р2— рав. 
2. Давление р, насыщенных ларов воды при 
наличии воды остается неизменным: 
4-24 
41—24 ° 
3. После замыкания ключа получается экви- 
залемтная схема, изображенная на рисунке 2. 
Начальная энергия И’„,„=4'/(2С'), конечная 
У коп= 91/(2С1)--93/(2С:). где С: = во /4, о 
= 205/42, -С-/Ст=4:/4.. Согласно закону с0- 
хранения заряда, 94:--92=0- Из равенства 
разностей потенциалоа между пластинами 
А и В и С и В. следует: а/СезенСь 
откуда 9,=9/(1-4:/4:) и 92=ал1-4аз/а. 
Из закона сохранеиия энергии выделиашееся 
количество теплоты 


Ри Ее р—ова 


9'а1 
кон 2, -а2” 


4. См. решение задачи Ф1042, которое будет 
опубликовано позже. 

5. Взаимодействие радиального тока и пер- 
пендикулярного плоскости колеса магнитного 
поля создает момент силы Ампера, который 
и вызывает вращение колеса. При смене 
полюса магнита направления силы, момента 
силы и аращеиня сменяются на протизопо- 
ложные. 


®= И ее и’ 


Варизит 3 


1. ИИ — 4-4) /(2.] 3,5 с. 
2. Из соображений симметрии каждая из 
двух палочек в точке О создает одинако- 
вый потенциал ф и одинаковую по модулю 


ша 
напряженность Ё, направленную перисндику- 
лярно палочке. Используя принцнп супер- 
позиции, получаем ф-=$0/2, Е=ЁЕо направле- 


ннё вектора Е перпендикулярно оставшейся 
иалочке. (Возможно красивое решение. с добав- 
лением третьей палочки, создающей полный 
правильный треугольмик с Е=0О в центре.) 
3. Проведем ось Х через центры шаров, &а 
ось У через точку их соприкосновения по ка- 
сательной (рис. 3). Из-за гладкости шаров. 
{-составляющие скоростей шаров после удара 
ие изменяются, следовательно, 
Ау лор=9 $ 30 °—и/2. 
Из-за упругости удара и равенства масс шары 


после удара обменяются х-состаавляющими 
скоростей, т. е. 


о Ах воле 2 @03 30°—ь-/3. 
Отсюда искомый угол 
у=ел/ Загс ид Ио ду}: 134°. 
4. См. решение задачн $1024 в этом номере 
журнала. 


5. См. решение задачи Ф1038, которое будет 
опубликовано позже. 


Московский инженерио-физический 
институт 


Математика 


Вариант 1 
1. [—2; 0] 0}: ©. Указание. Неравенст- 
во равносильно совокупности двух систем: 
[х хх? — 2х0, и ( хи, 
х<1, х Ч? *— 2х (х- 1. 
2. ае]-—с; —\/10[0]—\6; 0113} 012; +5[. 
Указание. Данные уравнения приводятся 

















ай б—а: 
к виду с082х- 5 _ с03 2х = 6: Эти 
‚ уравнения уквивалентиы тогда и Е: т 
а'—8 б—а 
когда либо 5 НЫ либо =“ >1 





98| >. 





Пар 2“. }.. ыы 
г. ие Е 51” а с08 `` п $ при аЕ Ю: эр 


А т 
У, = з#’ 5? о 05° 5т фи И= ы вх 


Хат а с05' 2. эф при чет; 4. Указа - 


мие. Пусть О, — центр сферы, описвиной 
около конуса, О — центр основания, РЕ — вы- 
сота треугольника РВР, Н — высота РО конуса, 
г — радиус окружности основания, ВО-=х, 
РЕз=у. а г=Н зто, Ня=В (1 | соза)= 


—28 с03* -_ . Объем пирамиды РАВСО разеи 


Н 


>. 
И АС- ВО зтф. Из 


угольникн АРС и 


того, что тре- 


ОРВ равновелнки, сле- 


ЗЙ. вю 
дует, что — ху =гИ. Кроме того (=) += 
=? --Н`, откуда х1 == 2к, у, = Ы; хо =2Н, уз==г. 
Из того. что х=ВЬ удовлетворяет неравен- 

д 


ству < х=2т, следует, что при оЕЁ Ю; 5 


ряющая условию, а при «Е — две. 


сущестаует только одна Е удовлетво- 


Е, 


4. 11 м/с; 29/3 м/е. Указание. Пусть 
„> 0 — скорость первого тела, а — ускорение 
второго тела. В момент времени { расстояние 


5 





Рис. 4. 


Куаптссте.ги 


между первым и вторым телами равно ды 
|116 |. а расстояние от второ- 


го тела до точки А равно 
5 |1+161+ т . 
Из условии задачи следует, что 
7+5 | <15. 
|33-+2а| 225, 


[в9— 49-5 «| =2. 


Откуда а [—64; —29] || —4}. Если а6[—64; 
— 29], то < 0 (протипоречие!). Если а== 4, 
то либо и=11 м/с, либо 0=+29,.3 м/с. 


Вариант 2 

1. 11/4; 1/2(112/2; о. Указвиие. Зы- 
полните замену у=108. х и примените метод 
интераалов. 

2. За Ла —3> дией при аС]3; 6[. Указвиие. 
Если Хх и у производительмости первой бригады 


и второй ы третьей бригад вместе соответствен- 
но, а аи — работа, то 


а(х-/ =, 
2ху= зо 
х>0, у> 0. 
3. {1/6 4-22; агосоз(— 1/4) 2ай, №, 162. ' 
Е. 
Гыпа прн сего 1/2; 2/3. При 


(2 ще—1 
других а — решений нет. 
Пусть квадраты А,В:С\) и Р@РТ — соответ- 
ственно нижнее и верхнее основання призмы, 
а Они О, — цеитры этих квадратов. Поскольку 
по условию вписаиная призма 4:8:С.Р.Р@Н Т— 
правильная, точка О является цеитром каадра- 
та АВСР. Пусть А.В.-=х, АРэ=у (рис. 41). 
Тогда площа, дь полной поверхиости призмы 
равиа 5, =2х“-|- 4ху. Далее, ЛО=1 соз а, А О= 


ыы | 








2 
‚и у=Е т а— е. (а 


2 
Отсюда 

Зла й (хо 2х? (1 — 2 ша 4х. эта, (>) 
причем хЕ]0; Г соз ч[. Исследуем {(х) на 
экстремум на отрезке (0; 2/2 соз и]. Если коэф- 
фициеит при х' в выражении (+) неотрицателен,- 
то /(х) возрастает ма отрезке [0; 15/2 соза] и, 
следовательно, достигает максимума при х= 
= АРр=Ь сов а, но в этом случае высота приз- 
мы обращается в нуль. Таким образом, при 


Оша —— призмы, удовлетворяющей усло- 
2 
виям задачи, не существует. Если 441/12, 
наша функция [{ достигает максимума при 


Хх = не хоЕ Ю;: 


УЗ а—1 
только при # и ^/2. 
Искомая площадь основания воисанной призмы 
ири этом равна би=х&. 


причем [1/2 сов 


Физика 

1. При абсолютно упругом ‘ударе шарик пере- 

дает полу импульс АР=2ти, гдеи — скорость 

шарика перед ударом. Эту скорость найдем. 

воспользовавшись законом сохранения энергии 
#(А? 


ое 


6 


где А=у/-+ в — удлинение каждой из 
пружин, когда шарик поднят на высоту Л. 
Подставляя найденную скорость в выражение 
для переданного импульса, получаем 


АРУ н- ао /т= 0,6 кг. м 

2. Во время проскальзывания относительно 

доски ня тело действует сила трения Р,,} = 

=илая, которая сообщает ему ускореине 
б-р 1/ т рб. 

В это время на доску действует сила тре- 


ния Е,р2 >. равная по модулю силе рт и на- 
правленная в противоположную сторону. Эта 
сила сообщает доске ускорение 
а:=Р.›2/М=итё/М. 
Таким образом, и тело,’ и доска движутся с 
постоянными ускорениями. Поэтому для их 
скоростей и;. г. и перемещений 31, 8; можно 
записать: 
г! М5. $1- ррО 12; 
р-он М, 82= др-итиг ДМ). 
В конце проскальзывания скорости тела и дос- 
ки становятся одинаковыми (и,-=и2), откуда 
найдем время проскальзывания #,: 


ао М Ди М-т)}. 
Тело соскальзнет с доски, если 
Зи}. 
Используя это неравеиство, | получим 


2/2 2наи1- т/М)=3,0 м/с. 
3. Поскольку температура газа в левой части 
сосуда ие изменилась, можно записать закон 
Бойля— Мариотта 


ройб= р х5, 
где р — давление в левой части сосуда в 
конечном состоянии (после того, как был отка- 
чан аоздух из правой части), х — удлиненне 
пружины. На поршень дейстауют сила давле- 
ния газа и сила упругости пружины. Пор- 
зшень покоится, поэтому нмеет место равен- 
ство 
р5:-=Вх. 

Решая получениую систему уравнений отио- 
сительно величины х н используя формулу 
для энергии деформации пружины И’== 


—Ёх”/2, получим 
и роб 
о +\/- ре =1,2 Дж. 


А. Запишем уразиение второго закома Ньютона 
для шариков А и С в проекциях на на- 


правление силы РГ (см. рис. 3 в условии): 


а 
та=Т соз =, 


[23 
та=е—2т 08, 

и для шарика А в проекции на изправ- 

ление, лерпендикулярное Ё: 


4? < 
0= = —т вп >. 
д & 
Ри 2 зт — 
2 
(здесь т — масса, а — ускоремие шариков, 


Т — сила натяжения нитей, 
шарики). Решение эаписаниой 
силы ЁР дает 


связывающих 
системы для 


34: ©0951 /2] 


— 0,52 Н. 
16бле! (т (а/2))7 
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Куапатесте.ги 


5. Поскольку по проводиику АВ ток не течет, 
потенциал точки Е равен потенциалу точ- 
ки В: чр=фь. По проводнику СО течет ток 
1=& В+ г»), и потеициал точки Р связан с по- 
тенциалом точки ДР соотношением 


|: 
Н-г») "+ 


Потенциалы Фв и Фо отличаются на величи- 
ну “,: 


Е 
фе=чь-—1 = >=%Ф.— 


Чв=чо+ 1. 
Записанные соотношения позволяют найти 
показания вольтметра 


В в 
Иер, 2-Е #2=2,1 В. 
6. Рассмотрим отрезок пружнны длиной М 


м\<« И). На него действует сила Ампера 
РА и сылы матяжения Т (рис. 5). Запишем 
для отрезка второй закои Ньютона в проек- 
циях на направление силы Рд: 


0=РА—2Т эт 5 =РА—2Т $ = -—а7, 
откуда 
Т= ТВ № 1вв. 
и 


С другой стороны, силу натяжения пружины 
можно найтн с помощью закона Гука: 

Т=КА АВВ), 
где В=2агс п (2 28) — центральный угол, 
опирающийся на дугу окружности, образо- 
ванную пружиной (см. рис. 5 в условии; При 
равнивая полученные выраження для силы на- 
тяжения ТГ, найдем силу тока [: 


Т 


Рис. 5. тр 


= - (рахезит( и (=))= 0.2 А. 


7. Ток в катушке индуктивности не может из- 
мениться скачком, поэтому сразу после за- 
мыкания ключа сила тока в катушке сохра- 
няет нулевое эначение. Следовательно, для на- 
чального момента времени мы можем запи- 
сать 
#1 (г А, +В). 
После установления постоянного значения 
тока в катушке напряжение ия ней стано- 
аится равным нулю, и через резистор с со- 
противлением В. ток ие течет. Поэтому 
#@ —=ГАГВ,). 


Решив получениую систему уравнений, най- 
дем величину ги И: 





ПИВНВО-ЬЬВ: _, ГВ» 
о ‚ Им = 
} т сы ВТ 


8. При движеним проводника АС в мем воз- 

никает ЭДС индукции и,=Вш, «включенная» 

навстречу по отношению к источнику с 

ЭДС ". В результате по проводинку течет ток 
#—ШМьо 


=, 


В-г 


и в проводнике выделяется тепловая мощ- 
ность 


#— Вик \2 
в) В=0,1 Вт. 


9. Прежде всего, заметим, что конденсатор с 
емкостью С представляет собой параллель- 
ное соединение двух конденсаторов с емкостью 
225/4 каждый, и, следовательно, 


С=25=5/4. 
Длина волны А, на которую настроен контур, 


связана с собстленной частотой колебаний 
контура х==1/\ЁС соотношением 


Р= ГВ == 


А= вв = 2ль\/ЕС, 
© 


где и==3 + 10° м/с — скорость света в ва- 
кууме. Воспользовавшись последией формулой, 
можио найти величины индуктивности Ё; и 
Г, необходимые для настройки контурн на 
длины волн А, и А», а также изменение ин- 
дуктивности ^Ё, необходимое для перенастрой-” 
ки: 


3—2 
Ар - = 
дп?" С 
404—#) р 
1,4. 102 Ги. 
За? $ 
10. Применяя формулу линзы 
1 1 1 
ТЕР 
где 4 — расстояние от источника до линзы, 
{ — расстояние от линзы до изображения 


и РЕ — фокусное расстоявие линзы, и учи- 
тывая, что 4=/—Й, найдем; Р--йА/2. Мнимое 
изображение шарика будет существовать в то 
время, когда шарик находится между фокусом 
и лиизой. Это время А: можно иайти как 
и времени падения шарика до линзы 


21/8 и до в - = —Р)ув: 


=и— = ео 8—1)-=0,1 с. 


в Московский миститут стали м сплавов 
Математика 

1. 2. 2. 4. 3. 0.4. 2400. 5. —2. 6. 18. 71. 
0,5. 8. 20. 9. 2. 10. 150. 11. 500. 12, 54. 


Физика 
Е Рда/Рд 21/008 а=2. 
‚ =Вз С(2—1)=2,65. 10° м 
з. р=фУ -ЕРУЗДУ, У. кПа. 


4. Т’=Тув в -а)==2.24 с. 

5. У—теи—п)--ХУц-=1500 кВт. ч. 

6. 1= Олд? ДарО)-= 10,2 м (здесь #=1 сут- 
ки—=24 - 3600 с). 


7. 9=(еат,ет.хь-и)=2 - 10° Дж. 
8. В.= з В,=40 Ом. 

9. В—=л/4-а/2=60°. 

10. 90о=СИВДЕГ=10-° Кл. 

11. А=(#с/2)—Е=2.68 эВ. 

12. 4=4л' с? 5в/\=3.14 . 10-3 м. 


Московский институт раднотехинкни, 
электроники н автоматики 
Математика 


Вариант \ 
1. [—1; 0; 1]. Указание. Воспользовавитись 


Куапетесте, ги 


соотношением -/а—-/5-= в: приводим 
ув 6 
уравнение к виду 2х х? 4+8х4+10 10-- 


нение к 5) 
+^/7х'—8х-10)=16х. откуда либо х-20, либо 
9х4 8х+10--/ 1х—8х--10=8. 


ки 
+ г 48, 162). 


3. |0; 1[0[2: +5[. Указание. Неравенство, 
очевидно, справедливо при 0<х<\. При х>1 


2. ж-=л/4, хо — 1) 54 


оно эквивалентно неравенству 10#л0х-+1=< 
< ю&:х. 
4. В | В.. Решение. Нолучившиеся  тре- 


угольники подобны треугольнику АВС. Пусть 
коэффициенты подобия равны А и #Ё. 
Тогда | #›-=1, и ссли А искомый радиус, 
то АА =# В, В.В. 

5. 40 мин. Решение. Время движения вело- 
сипедиста Т вычисляется по формуле 


т-т.(1+- "+5. в (1+-- 


где Т. — время движения в сторону А после 
встречи. $ — расстояние между А и Вр ё — 
средняя скорость до встречи, +, — средняя 
скорость движения в сторону А после встречи, 
из — средняя скорость при возвращении в 
В. Ясио, что Т принимает максимальное зна- 
чение, если из имеет максимальное возмож- 
ное значение, и, — минимальное, а в; та- 


(ан) 
кова, что выражение бе а макси- 


мально (т. к. и.2>6. это значит, что и; мини- 
мальна). Отсюда находим, что максимальное 
время движения велоснпедиста 5 ч 20 мин. 
Это меньше, чем время движения пешехода 
6 ч. Такнм образом, искомая минимальная 
разница во времеми прибытия в В составит 
40 минут. 


Вариант 2 





121} 2 = А+, к 2 Ца, а. 
3.10; 1118; оо. 

4. (`/5,-+/5.+ 5.7. 5. 26 мин. 

Физика 

1. а—агсе 12 12=85,2°. 

2. ош МАт-ЕМ}, скорость направлена 


под углом а-:45°” к доске. 


3. т.= с ти. 
ЕН 
4. птаха РЕ та И. 


Уп: 


= и я - 
5. ру =10 м/с; 


| 2’т, 
©, = тИифть о 3 10: м/с. 


6. Ар (рыйы—РьНь/рр = 0,51 см (уровень рту- 
ти ниже там, где налито масло). 

7. г---/ А.В 5,5 Ом. 

8. В—(2р8$ 48 с)/1-= 3.9 10—? тТл. 

9. А1=: Ва? эт 2) (4 )=8,6 - 10-5 с. 

10. Е= 2414. Ид, +а>)==26,7 см. 


8... для младших школьняков 
(см. «Квант», №2) 
1. Обозначим объемы ведер через с, В, с. Из 
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Рис. 7. 


Рис. 6. 


условия задачи получаем, что а=2Ь/3, а= 
—=3с/4. Так как числа @, Ь, с — целые, 
то а делится на 2 и на 3, т. е. делится на 6. 
Если а=6, то Б=9, с=8 и а15--с=23, сле- 
довательно, в бочку можно долить 30—23= 
—=7 литров воды. Если а->6, то а2>12, 618, 
216, сРь|-с>46, что противоречит условию 
задачи. 
2. Число ПЯТЬ равно 6284 или 6824. 
3. Так как обе шкалы равномерные. мы можем 
написать связь между температурами по 
Фаренгейту — Ту и по Цельсию — 7, в виде 
Ть=аТ,-+ 6. Подставив Т,=0, получаем, что 
$—32, в при Т,= 100 получаем 212=100-{-32. 
откуда @а=1, 8. Теперь из уравнения Т.= 
—1,8Т,--32, получаем, что при —40” Цель. 
сия температура по Фаренгейту также будет 
раана —40°. 
4. Для семи агентов схема слежки такова: 
1--5—2-.6->3—1-4-1. При восьми асецтах 
соответствующую схему устроить нельзя. Пусть 
можно; тогда расставим агентов по кругу так, 
чтобы слева от каждого агента стоял агент, 
за которым он следит.’ Тогда первые 4 аген- 
та стоят через одного, а между нимны осталь- 
ные 4 агента, но в этом случае получается, 
что за агоитом 001 следит тот, за кем следит 
агент 004, а по условию за ним следит тот, за 
кем следит агент 008. Протнворечие. Значит, 
- такая схема неосуществима. 
5. Можно. На каждую грань кубика наклеи- 
вается одна из фигур так, как показано ма 
рисунке 6. а затем все уголки, загибаются 
(рис. 7). 


Шахматная страничка 
(см. «Квант». 1986, № 11) 


Задание 21. 1. $15 —Н7! Теперь в распоряжении 
черных два ответа. а) 1... Кре8 —{8 (поля 91, 
ей, {1 контролирует белый король с её — на 
торе действуют правнла горизонтального цн- 
лиидра!) 2. 17—86 Крё8—е7 3. Кре?—е1 
Кре7? —97 (поля 98 и {8 держит белый король 
се!) 4.. 996б—е8Ж; 6) 1... Кре8—98 2.. ФЬ7— 
7+ Кр98—е8 3. КЬ5— Н6! (конь идет по тору 
как по вертикальному цилиндру!) 3... Кре8— {8 
4. Фс{ —е1 Хх (поля #7 и в8 около черного короля 
держит белый конь, а остальные — ферзь). 
Задание 22 (Я. Владимиров, 1966 г.). Задача 
на так называемый «принцип чередования». 
В различных вариаитах циклически чередуют- 
ся вторые, третьи и четвертые ходы белых при 
использовании механизма связки. 1. Крь!! 
с угрозой 2. ЛЬ4 -Креб 3. ЛЬ5+ Крса 4. Лебх. 
У черных несколько способов защитить ма- 
тующее поле с5: 1..Ка7 3. Лез-! ас 
3. Кез-- Ее. 4. 93Х; 1..ЛебБ 2. Кез! {е 
3. аз-+еа 4. Лезх; 1..Кеб 2. 93+! еа 
3. ЛеЗ- 4с 4. Кезх. 
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ПАддсьмамно 9 стали КА 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


РЕКОРДЫ КОМПЬЮТЕРА 


В предыдущих иомерах жур- 
нала мы рассказывали о дос- 
тижениях ЭВМ в анализе пя- 
тифигурных окончаний. Здесь 
компьютеру еще предстоит ра- 
бота: не закончено исследорва- 
ние эндшпиля зферзь с пеп!- 
кой против ферзя», впереди 
анализ сложного эндшпиля 
«два коня против пещкие, ин- 
тересны машинные этюды на 
тему зферзь и легкая фигура 
против ферзя». Что же касает- 
ся трех- и четырехфигуриых 
окомчаний, то можно сказать, 
что в них все точки над * 1. 
поставлены. Некоторые из ре- 
корлов в свое время уже сооб- 
щались в «Квантее. Для пол- 
ноты картины приведем ре- 
хордные {по длительности ре- 
шения) позиции для иаиболее 
интересных типов окончаний. 

Эндшлиль «ладья против 
коня» считается теоретически 
ничейным, но вопрос, ловится 
ли конь, иногда решить совсем 
не просто. В следующей пози- 
ции при наилучшей игре обе- 
их еторои белые забирают ко- 
ня на 27-м ходу. 


М 





= \\ 


1. Кра2 (1. Крс2 упускает 
выигрыш!) 41... КЗ4 2. Кре3. 
Ошибочно 2. Кр@3, впрочем, 
белые сделают еще немало 
единственных ходов, и трудно 
предположить, чтобы их на- 
шел шахматист во время пар- 
тии, даи в домашием анализе 
тоже. А ведь на доске всего 
четыре фигуры. 

2..КЪ5-+- 3. Крс4 Каб-+ 
4. Кре5 КЬТ-+ 5. Крьб Каб 
6. ЛЗ Крьз 7. Кре5 КЪТ-+ 
8. Крев К98- 9. Крьб Кеб 
10. Л{3-- Кре2 11. Кре4 Кра2 


12. Лё5 Кре? 13. Л/2+ Крат 
14. Краз Ке5-- 15. Краа 
КЬЗ-| 16. Крс3 Кре! 17. ЛЬ2! 


„Кс5 18. Кра4 Кеб- 19. КреЗ 


Кр@1 20. ЛЬ6 Кр5 21. Лев! 
К17 22. Лс7 К65 23. Кре41 Кя4 
24. Ле?! К!в 25. Креб КЬ5 
26. Ле5. Конь пойман. 

Более простым является 
эндшпиль +зладья против сло- 
НВ». В мем практически иет 
положений, оцемка которых 
вызывает трудности. Рекорд, 
установленный ЭВМ,— 18 хо- 
дов. Забанно, что все фигуры 
расположены на одной край- 
ней вертикалн. 

Белые: Кра4, Лаз; чер- 
нью: Кра8, Саб. 

Исследуя те или иные по- 
зиции, где выигрышх очевиден, 
машине всегда важно выяс- 
нить, как долго может прод- 
лить сопротивлеиие обречен- 
ная стороив. Доказано, что 
одинокого короля ферзь ма- 
тует за 10, а ладья — за 16 
ходов. Приведем аторой ре- 
корд. 

Белые: 
мые: Кря5. 

1. Лаб КрёБ 2. Ла5-- Кре4 
3. Кра2 Кра4 4. Крьз Краз 
5. Лаз Кра2 6. Ла4+ Кре? 
7. Крс2 Крез 8. Ла4 Кре2 9. 
Лаз Кре1 10. КраЗ КрЕ2 11. 
Крд2 Кр!\ 12. Крез Кря2 13. 
Кре2 КрЕ! 14. Кр!З КрЬ1 15. 
Крез Кря1 16. Ла! Х. 

При наилучшей игре обенх 
сторон в рекордной позиции 
ферзь справляется с ладьей 
за 31 ход. 

Белые: КреЗ, Фа8; чер- 
ныю: Крс3, Лс4. 

1. Крь7 ЛЬ 2. Крсеб 
1с4-- 3. Крь8 ЛЬ4+ 4. Кра5 
Ле4 5. Фаб Лад 6. $6 Краз 
7. Крь5 КреЗ 8. Кре5 Л!4 
9. Фэ1 Л!З. Ладья иногда по- 
кидает своего короля, но так, 
чтобы ие попасть под двой- 
ной удар. Этот метод зазхиты, 
иайденный ЭВМ, усложняет 
задачу белых. 10. №44 |- Кре? 
11. Фр4-г Крез 12. Фев 
Кр#3 13. Кр94 Ла8 + 14. Крс3З 
{8 15. Фсб-- Крё4 16. Феб -|- 
Кр!З 17. Фи5. Ферзь, с одной 
стороны, стремится ограни- 
чить подвижность черных фи- 
гур. а с другой, прикрывает 
тыл, обеспечивая приближе- 
ние собственного короля. 17... 
ЛЕ4 18. Кр93 Лэ4 19. Ф95+ 
КрЕ2 20. 9с5-- Крёз 21. КреЗ 
Ле4 22. 945 Ла4 23. Феб -|- 
КрьЗ 24. Феб Кри4 25. 
Фе?{+ КрёЗ 26. Ф46 + Крьл 


Кра!, ЛЬ6; чер- 
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27. Киз Крь5 28. $45 
Крь4 29. Фа8+ Крь5 30. 
Фе8-- Креё5 31. Ф:а4 и все 
кончено. 

Для многих ша хматис- 
тов матование слоиом и 
конем одинокого короля вы- 
зывает большие трудности. 
Машина установила, что мат 
дается не позднее 33-го хода. 
° Белые: Кра8, Се. КЬ2; 
черные: Кре8. 

1. Кра? Крд8 2. Сс6 Кре? 
3. Сё4 Краб 4. К{З Креб 5. 
Краб Краб 6. Крь5 Крат 7. 
Кре5 Креб 8. Крал Кр 9. 
Кр95 Кре? 10. Креёь Кр! 
11. Крё5 Крё? 12. Кё Краб 
13. Каз Крат 14. Кре5 Кре7 
15. С95 Крат 16. Крёб Краб 
17. Себ Крсб 18. Кре5 Крь5 
19. СЬЗ Краб 20. Кра5 КрЬ5 
21. Кра6 Краб 22. Крсб Кра5 
23. Крс5 Краб 24. С45 Краб 
25. КЬ2 Краб 26. Кса4 Крз7 
27. Крсб Краб 28. Себ Кра7 
29. Сс8 Кра8 30. Крс7 Кра? 
31. Каз Кра8 32. С57-- Кра7? 
33. КЬ5Х. 

Матование двумя слонами 
значительно проще. Здесь дос- 
теточно 19 ходов. 

Белые: Кра8, (42, Са7; 
черные: Кра6. 


Конкурсные задания 

В одной позиции ладья 6о- 
рется против слона, & в дру- 
гой — против коня, правда 
на доске еще есть пешки. 





5. Белые вачинают и вы- 
игрывают. 





6. Белые начинают и выиг- 
рызвают. 

Срок отправки решений — 
20 мая 1987 г. с пометкой 


на конверте: «Шахматный 
конкурсе «Кванта», задания 
$.6». 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 


Кубик Рубика словно таран пробил некую 
брешь, через которую на человечество пото- 
ком хлынули десятки, если не сотни, более 
и менее родственных ему головоломок. Многие 
из них были придуманы давным-давно, но 
только сейчас сумели завоевать устойчивую 
популярность. Среди них — «Волшебные коль- 
ца». Вы видите их на нашей картинке. Эта 
головоломка была запатентована в Англии еще 


колец, скажем левого (рис. 2), но дальше 
возникают трудности. Для гех, кто не сможет 


одолеть их сам,— подсказка. Пусть Л 
{Л_") — поворог левого кольца на п шариков 
прогив (по) часовой стрелки; П*" аналогич- 
ные повороты правого кольца. Операция 
А=ЛП°Л-5П-5Л-! (выполняемая слева на- 
право: Л°, П’,...) меняет местами шарики а и Ь, 
си4 (рис. 2). Вращая правое кольцо, можко 
любой его шарик поставить на место 4, не 
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в конце прошлого века, а возродилась не так 
давно в Венгрии. У нас ее выпускают в ЛЕ- 
нинграде, Брянске (в несколько ином исполне- 
нии) и других городах. Двигая шарики че- 
тырех цветов по двум пересекающимся коль- 
цевым желобам, вы должны разместить их 
как на рисунке 1 (предварительно шарики 
прозвольно перемешиваются). Несложно по- 
добрать шарики на внешней дуге одного из 





трогая а, В и с. Если а и В одного цвета, 
то их перестановка фактически ничего не ме- 
няет, так что в этом случае операцией А можко 
с поменять с любым шариком правого кольца. 
В «волшебных кольцах» всего 4 сорта шариков, 
но та же операция А позволяет получить про- 
извольную их перестановку и тогда, когда все 
они помечены по-разному. Подумайте, как это 
сделать, а также как решать головоломку для 
произвольного числа шариков в кольцах. 
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12 апреля — День космонавтнки 

А. В. Бялко. Тепло твонх рук 

Г. А. Гальперин. Просто о простых числах 
Д. Г. Крутогин. По столбовым дорогам МК, 
Ф. Н. Склокин. С рюкзаком по Арктике 


Новости науки 
Прямое измерение расстояния до квазара 


Задачник «Квантаь 
Задачи М1036 — М1040; 1048 — Ф1052 
Решения задач М1015 — М1020; $1028 — $1031 


«Квант» для младших школьников 
Задачи 
А. С. Штейнберг. Дальтон взвешивает атомы 


Калейдоскоп «Кванта» 


Наш календарь 
Дифракционной решетке — 200 лет 
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Математика 8, 9, 10 
Избранные школьные задачи 


Информация 
Заочная физическая школа при МГУ 
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Варнанты вступительных экзаменов 
Ответы, указаиня, решения 
Шахматная страничка 

Обезьяньи рекорды (3-я с. обложки) 


“ии ббоиееа_, 


Первая и вторая страницы обложки — 
иллюстрации к статье А. В. Бялко 

«Тепло твоих рук+. Из этой статьи вы узнаете, 
почему при одной и той же температуре 
мрамор на ощупь холоднее дерева, почему 
в мороз руки «прилипают» к металлическим 
предметам; узнаете, с какой скоростью 


распространяется в теле тепловая волна и как можно 
объяснить ечудо» хождения босиком по раскаленным углям... 
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12 апреля — День космонавтики 


Время неумолимо движется вперед, отдаляя нас 
от того памятного дня, когда впервые житель 
Земли поднялся в космос. Полет Ю. Гагарина был 
не только его личным подвигом. Это был подвиг 
многих советских людей, которые рассчитывали, 
проектировали, строили и испытывали космиче- 
ский корабль «Восток-1», готовили космонавта к 
полету. С тех пор наша страна успешно продол- 
жает работу по исследованию и использованию 
космического пространства в мирных целях. 

20 февраля 1986 года впервые выведена в кос- 
мос орбитальная научная станция «Мир». Она 
оснащена шестью стыковочными узлами и пред- 
ставляет собой базовый блок для создания много- 
целевого пилотируемого комплекса со специальны- 
ми орбитальными модулями — настоящего орби- 
тального научно-технического института. Сейчас 
на станции «Мир» работают космонавты Ю. Рома- 
ненко и А. Лавейкин. 

Выдающимся успехом советской космонавтики 
явилось исследование кометы Галлея автоматиче- 
скими станциями ‹Вега-1» и «Вега-2». Советская 
космическая орбитальная обсерватория «Астрон», 
оснащенная рентгеновским телескопом, в конце 
февраля 1987 года исследовала уникальное небес- 
ное явление — вспышку сверхновой звезды в сосед- 
ней с нами галактике — Большом Магеллановом 
облаке. А впереди — новые проекты. 

Летом 1988 года планируется запуск двух косми- 
ческих аппаратов, предназначенных для исследо- 
вания Марса и его спутника Фобоса. Ведется подго- 
товка к полету совместных космических экипа- 
жей с участием болгарских, сирийских и француз- 
ских космонавтов. 

Советский Союз активно расширяет рамки меж- 
дународного сотрудничества в космосе. На стан- 
циях «Вега» использовалась аппаратура, разрабо- 
танная учеными Болгарии, Венгрии, ГДР, Полыши, 
Чехословакии, Австрии, Франции и ФРГ. 

Мы — активные противники милитаризации 
космоса. Поэтому мы настаиваем на ликвидации 
американской программы «звездных войн», кото- 
рая ставит под угрозу само существование челове- 
чества. И в этой борьбе нас поддерживает боль- 
шинство жителей Земли. 
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ТЕПЛО ТВОИХ РУК 


Кандидат физико-математических наук 
А. В. БЯЛКО 


Что мы делаем, когда хотим оценить 
температуру какого-либо предмета, 
заведомо не раскаленного и не очень 
холодного? — Мы прикасаемся к не- 
му пальцами. Через доли секунды 
нервные окончания сообщают, теплее 
или холоднее этот предмет, чем наша 
кожа (ее обычная температура 34— 
36 °С). 

Однако не только температурой тел 
определяется наше ощущение. При 
комнатной температуре деревянные 
предметы кажутся нам более теплы- 
ми, чем стекло или камень, еще более 
холодными представляются нам ме- 
таллы, несмотря на то, что температу- 
ра в комнате у всех материалов оди- 
накова. Так что же именно чувствуют 
пальцы? Что происходит при контак- 
те с предметом иной температуры? 
Рассмотрим сначала наиболее простой 
случай. Известно, что на ощупь мож- 
но определить, болен ли человек, по- 
вышена ли у него температура. Ма- 
мы, как правило, определяют так да- 
же 37 °С; так что чувствительность 
нервных окончаний равна примерно 
градусу. Понять, что происходит при 
этом с точки зрения физики, помо- 
гает тот факт, что свойства соприка- 
сающихся тел в данном случае оди- 
наковы, различна только их темпе- 
ратура. 

При соприкосновении тел с разны- 
ми температурами распределение тем- 
пературы вблизи области контакта 
начинает изменяться: прилежащие 
слои холодного тела согреваются, теп- 
лого — охлаждаются. Очевидно, что 
температура непосредственно в точ- 
ках контакта равна средней темпера- 


туре тел: = > (1 +5). В коже име- 


ется несколько видов нервных окон- 
чаний (рецепторов), расположенных 
на глубине 0,3—0,5 мм. Они передают 
информацию о тепле и холоде, о дав- 
лении на кожу, о боли ит. д. (Разде- 
ление рецепторов по «специальности» 
не очень четкое.) Поскольку нас инте- 
ресуют ощущения тепла и холода, 
примем упрощенную модель: термо- 
рецепторы чувствуют — зизмеря- 


1* 


ют» — не саму температуру, а имен- 
но разность между начальной темпе- 
ратурой тела и той, которая устано- 
вилась после соприкосновения. Для 
нашего ощущения температуры пред- 
метов наиболее важны самые первые 
мгновения прикосновения, когда тем- 
пература кожи, а вместе с ней и нерв- 
ных окончаний только начинает из- 
меняться. Вспомните свои ощущения: 
после прикосновения проходит не- 
большое, но заметное время, в тече- 
ние которого меняется чувство тепло- 
ты. Оценим это время, за которое из- 
менение температуры дойдет до тер- 
морецепторов. 

Предварительно напомним основ- 
ные понятия физики теплоты и опре- 
деления теплоемкости и теплопровод- 
ности. Удельная теплоемкость веще- 
ства с показывает, на сколько возрас- 
тает внутренняя энергия единицы 
массы тела, когда тело нагревается 
на один градус. При нагревании тела 


-массой т на А градусов его энергия 


увеличивается на 
А@—ст. АЕ. 

Размерность теплоемкости — 
Дж. кг-!- град '. 

При контакте тел с разными темпе- 
ратурами начинается теплообмен. 
При этом всегда часть внутренней 
энергии более горячего тела пере- 
дается более холодному. Физическая 
величина, показывающая, как интен- 
сивно происходит перенос тепловой 
энергии, называется тепловым пото- 
ком. Тепловой поток 4 по определе- 
нию есть тепловая энергия, проходя- 
щая в единицу времени через единич- 
ное сечение, перпендикулярное няа- 
правлению теплопередачи. Размер- 
НОСТЬ теплового потока — 
Дж. м *. с '. В процессе теплопро- 
водности тепловой поток тем больше, 
чем больше перепад температур и чем 
резче он происходит, т. е. чем боль- 
шим оказывается перепад температур 
при смещении на единицу длины. 
Если при смещении на Ах темпера- 
тура возрастает на А, то тепловой 
поток — энергия, проходящая еже- 
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Рис. 1. Распределения температуры в «приграничных» участках тел при контакте здоровый — 
больной через времена х,-=0,5 с и 1.=2 с после касания; 1, & — глубйны проникновения тепло- 


вых волн за времена т, и т —\ та, [22 Т). 


секундно через единичную площадку, 
перпендикулярную отрезку Ах,— ра- 
вен 


.. М 
—я— 


Ах 


(знак минус показывает, что поток 
тепла направлен в сторону уменьше- 
ния температуры). Коэффициент про- 
порциональности х называется коэф- 
фициентом теплопроводности. Раз- 


мерность и — Дж: м`- се - град. 


Я — 


Процесс теплопередачи определяет- 
ся теплоемкостью и теплопроводно- 
стью веществ, а также их плотно- 
стями. 

Проведем приближенную оценку 
скорости изменения температуры при 
соприкосновении одинаковых по свой- 
ствам, но по-разному нагретых тел. 
Посмотрите на рисунок 1. На нем по- 
казано распределение температуры 
(по «глубине») в приконтактных сло- 
ях соприкасающихся тел спустя вре- 
мя т после начала контакта. Как вид- 
но из рисунка, за время т в обоих те- 
лах температура успевает существен- 
но измениться в слое толщиной [ 
(понятно, что [ зависит от времени). 
Величина теплового потока @ в дан- 
вый момент составляет примерно 

#— 1 

{ 
ние контакта 5 за время Ат проходит 
энергия 


ле. 2 105-8т 
А@ =95. “> та мА 





и ‚ Это означает, что через сече- 


Д 


Эта энергия и уходит на нагревание 
слоя с массой т-0рё5 на разность 
температур А, т. е. АО 
^-ср15- АЕ. Итак, 

я5- Ат: 

= 
Сечение контакта и разность темпе- 
ратур сокращаются, а прирэжиение 
времени Ат с точностью этого рассмот- 
рения можно положить равным вре- 
мени т, прошедшему с начала сопри- 
косновения. Из записанного соотно- 
шения мы и получаем зависимость 


(т): : 
(= 


205 -АЬ. 


х 
ЧЕ 
ер 


(1) 


Знак равенства мы поставили не 
случайно: хотя оценки были прибли- 
женными, полученная. зависимость 
(Ку) точная (как и графики на рисун- 
ке 1). 

Время, в течение которого темпе- 
ратура на глубине { сравняется с тем- 
пературой контакта, зависит от вели- 
чин и, си о, определяемых только 
свойствами материала соприкасаю- 
щихся тел. Стоящая под корнем в ра- 
венстве (1) комбинация этих величин 
Х=*/со называется коэффициентом 
температуропроводности и является 
характеристикой материала. Напри- 
мер, у воды х=1,5. 10’ м?/с. Для 
дальнейшего нам понадобятся тепло- 


вые свойства некоторых материа- 
лов — они приведены в таблице на 
с. 6. 


Ткани кожи устроены достаточно 
сложно: они неоднородны, и их теп- 
ловые свойства, строго говоря, зави- 
сят от глубины. Примем, однако, во 
внимание, что живые ткани более чем 
на 90% состоят из воды. Поэтому 
в дальнейших оценках мы будем счи- 
тать, что тепловые свойства живых 
тканей близки к свойствам воды. 

Теперь мы можем оценить время 
продвижения температуры контакт- 
та, или, как говорят, время распро- 
странения тепловой волны, до рецеп- 
торов кожи (№ —=4-107‘ м). В течение 
этого времени происходит выравни- 
вание температуры нервных окон- 
чаний: 


Но почему же все-таки разные мя- 
териалы при одной и той же темпе- 
ратуре так различны на ощупь? 

Посмотрите на рисунок 2. На нем 
изображены распределения темпера- 
туры при прикосновении к мрамору 
спустя разные времена с момента 
контакта. Обратите внимание, что 
температура самого контакта постоян- 
на, не зависит от времени. Она опре- 
деляется только тепловыми свойства- 
ми того материала, которого вы ка- 
саетесь. Попробуем это объяснить и 
найти, чему равна эта граничная тем- 
пература для разных веществ. 

В каждый момент времени глуби- 
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ны проникновения тепловых волн в 
теле и в материале равны ю=-/ут и 
4 =—/ ут. На больших глубинах, как 
видно из рисунка, температуры &, 
и 1, можно считать неизменными. 
Непосредственно в области контакта 
тепловой поток, естественно, одиняа- 
ков для обеих соприкасающихся сто- 
рон. Найдем его из уравнения тепло- 
проводности, считая, что на границе 
температура равна &: 


'„— 
мн 


У ХыГ 





= В 


ГП 
= 
№1 






А вот и ответ на вопрос, почему мате- 
риалы даже при одной температуре 
различают на ощупь: 


РУ 
ТЕБЯ * 


ы =—^\ } ХмбыОм 
Хы Хобсоро 


где у= „Кы: НЫ 
Хо 


{= 


{2) 


Заметьте, мы не предполагали при 
выводе, что температура & на грани- 
пе не зависит от времени — она ока- 
залась постоянной потому, что вре- 
мя т сократилось. 


Величины у для разных материалов 
выписаны в таблице (см. с. 6). Там же 
приведены и температуры ощущений 
0 для материалов, находящихся изна- 
чально при комнатной температуре 
(1. —=20 °С). Температура тела. счи- 
талась равной 36 °С. 


0,4 


м нии 


х, мм 


02 


Рис. 2. Распределения температуры при контакте тело — мрамор через 0.5 с (черная кривая) 
и 2 с (синяя кривая) после касания. Температура №0 непосредственно в месте контакта не за- 


висит от времени. 


э 


Тепловые свойства вещества 


Теплопро- 
водность 


Теплоемкость 
Материал 


с. 
ДжДкг-К) 


>, 
Дж/(м-с.К) 


Вода 
Воздух 
Древесина 
Стекло 
Гранит 
Мрамор 
Алюминий 
Железо 
Золото 


Приведенные в таблице значения & 
соответствуют нашим ощущениям: 
неподвижный воздух почти не ощу- 
тим, деревянные предметы лишь не- 
намного холоднее тела, стекло и ка- 
мень на ощупь прохладны, а метал- 
лы — холодны. Золото — рекорд- 
смен по величине у; при соприкос- 
новении с массивным слитком тем- 
пература контакта окажется гораздо 
ближе к температуре золота, чем 
к температуре тела. 

Не касались ли вы случайно ме- 
таллических предметов морозным 
зимним днем? При этом кожа паль- 
цев иногда слегка прилипает, как бы 
приклеивается к металлу. Это замер- 
зает тонкий слой влаги на коже паль- 
цев. Следовательно, температура кон- 
такта отрицательна — и< 0 °С. Мож- 
но вычислить, как низка должна быть 
температура на улице, чтобы такое 
примерзание было возможным. Из 
формулы (2) следует, что опасеи мо- 
роз с температурой {< —&/у. Конк- 
ретно, прилипание кожи пальцев к 
железу возможно при температурах 
ниже —3,5 °С, к алюминию — при 
температурах ниже — 12 °С, к золо- 
ту — ниже —2 °С. 

Кое у кого здесь может возникнуть 
вопрос. Известно, что до революции 
в обращении были золотые монеты. 
При довольно суровом климате Рос- 
сии было, наверное, весьма неудобно 
иметь в обиходе предмет, примерзаю- 
щий к пальцам даже при неболь- 
шом морозце. Но что-то не всломи- 
нается описания таких эпизодов в рус- 
ской литературе. 

Верно. Примерзания монет к рукам 
и не может быть. Дело в том, что на- 
ше рассмотрение относилось только 
к массивным предметам. Тонкие мо- 
неты очень быстро прогреваются теп- 
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лом рук даже при сильном морозе. 
Так, золотая монета толщиной [ около 
2 мм, если брать ее двумя пальцами, 
прогреется очень быстро, за время 
2/4 „,=10-? с. (То же самое, конеч- 
но, относится и к современным моне- 
там из менее благородных металлов.) 

Законами теплопередачи и просты- 
ми численными оценками объясняет- 
ся и ряд парадоксальных на первый 
взгляд явлений. Некоторые кузнецы 
удивляют непосвященных тем, что мо- 
гут схватить рукой докрасна раска- 
ленныейкелезные детали. В Болгарии, 
на островах Полинезии и в некоторых 
других странах есть люди, демонстри- 
рующие хождение босиком по раска- 
ленным углям. И в том, и в другом 
случае на коже не остается ожогов, 
она не обугливается. Конечно, кожа 
рук У кузнецов по-рабочему "толстая, 
а по углям тоже ходят профессиона- 
лы, но одной только толщиной кожи 
эти феномены не объяснить. Еще один 
парадокс — из области низких темпе- 
ратур. Физикам-экспериментаторам 
хорошо известно, что попадание ка- 
пель жидкого азота на кожу безбо- 
лезненно. На короткое время можно 
даже налить немного жидкого азота 
в ладонь. Температура кипения азо- 
та — 196 °С; с жидкостью такой тем- 
пературы соприкасается кожа в этом 
эксперименте. 

И сверхгорячие, и сверххолодные 
контакты с благополучным исходом 
имеют по сути общее объяснение. Оно 
состоит в том, что в течение первых 
мгновений контакта на поверхности 
кожи образуется тонкий слой газа 
с низкой теплопроводностью. В опы- 
тах с жидким азотом этот газ есть ис- 
парившийся при контакте с кожей 
азот. В «эксперименте» кузнеца и при 
«босохождении» по углям — это пар 


и газы, образовавшиеся при нагрева- 
нии верхних слоев кожи. Толщина 
этого газового промежутка по поряд- 
ку величины составляет десятые доли 
миллиметра. Давление газа оказы- 
вается настолько большим, что газо- 
вый слой может выдержать большие 
нагрузки — даже вес человеческого 
тела. Но основное его достоинство — 
высокая тепловая изоляция. 

Оценим, какое время может выдер- 
жать человек контакт со сверхгоря- 
чими (и сверххолодными) предмета- 
ми, если толщина газового слоя рав- 
на [==10`* м. (Поверхностный слой 
кожи выдерживает без ожогов и обмо- 
рожения охлаждение до 0 °С и нагрев 
почти до 100 °С.) 





Ошеломляющее зрелище, «чудо» — человек идет 
босиком по светящимся раскаленным камням. 
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Внутри газовой прослойки темпе- 
ратура распределена линейно — от 
температуры раскаленного предмета 
{или жидкого азота) #: до температу- 
ры контакта &. Поэтому тепловой по- 
1а- 

1 
ние температуры в коже зависит от 
времени так же, как и при обычных 
контактах. Приравняем тепловые по- 
токи: 


: 
ток равен 9=(,,.а . Распределе- 





—& 


т 


ш—ф 
1 








Хо — = = Хаза 
% 75 т 
Вы видите, в данном случае темпе- 
ратура контакта Е зависит от време- 
ни — она растет при касании раска- 
ленных предметов и падает при каса- 
нии сверххолодных. : 
Ткани кожи не разрушаются при 
0 °С=Е< 100°С, следовательно, в 
этих пределах может изменяться тем- 
плература контакта. Подсчитаем те- 
перь, за какое время поверхностная 
температура кожи достигает этих пре- 


делов: 
1}. 


Теплопроводности различных газов 
близки между собой. Поэтому для 
численной оценки т,.„. возьмем зна- 
чение коэффициента теплопроводно- 
сти воздуха х„.„==0,026 Дж/(м. сж 
Х град). Расчет показывает, что при 
контакте с раскаленным предметом, 
температура которого 600 °С, время 
разогрева кожи через паро-газовый 
промежуток до 100 °С равно полови- 
не секунды — вполне достаточно, что- 
бы переложить раскаленную болван- 
ку или сделать следующий шаг по го- 
рящим углям, припорошенным пеп- 


АРА. 


1 ( Ж { 
= ее. ГАА 
Тыакс Х ‘ав ЕВ 


лом. 
При контакте кожи с жидким азо- 
том (= —196°С, &=0°С) время 


охлаждения кожи равно 1,3 секунды. 
Этого тоже вполне достаточно, чтобы 
удивить непосвященных или просто 
сбросить на пол каплю жидкого азо- 
та. При наливании сжиженного газа 
в ладонь килящую каплю надо дви- 
жением руки перегонять с места 
на место. 

Человеческие руки — чудный инст- 
румент, данный нам природой. Бере- 
гите их от повреждений! Теория — 
теорией, но хватать раскаленные бол- 
ванки голыми руками дано отнюдь 


не каждому. 
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ПРОСТО О ПРОСТЫХ 


ЧИСЛАХ 


Кандидат физико-математических наук 
Г. А. ГАЛЬПЕРИН 


Бесконечность 
множества простых чисел 


Все знают, что большинство натураль- 
ных чисел раскладываются на множи- 
тели: 10=2.5, 60=—3-4-5, 111= 
—=3.37, 144—=3.3.2.2.2.2 и так да- 
лее. Такие числа называются состав- 
ными. Но среди натуральных чисел 
есть и такие, которые подобным об- 
разом на множители на раскладыва- 
ются: например, 11 нельзя предста- 
вить в виде произведения двух мень- 
ших натуральных чисел, оба из кото- 
рых больше 1. Поэтому 11 назы- 
вается простым числом. Вообще, про- 
стыми числами (или +первоначаль- 
ными» — по выражению древних 
греков) называются такие натураль- 
ные числа, которые нельзя разло- 
жить на два сомножителя, болыших 1 
(саму единицу не относят к простым 
числам). Вот несколько первых про- 
стых чисел: 2, 3, 5, Т, 11, 13, 11, 19, 
23, 29, 31, 31, 41..... Среди них ровно 
одно четное — 2, остальные числа 
нечетные. 


Задача 1. Найдите все пары простых чи- 
сел, отличающихся: а) на 1, 6) иа 17. 


С первого же взгляда видно, что ряд 
простых чисел несколько причудлив; 
никакого простого закона в его строе- 
нии не обнаруживается. 

Имеет ли этот ряд конец? Этот во- 
прос поставлен в Х книге чНачаль 
Евклида и там же дается ответ на не- 
го: за каждым простым числом мо- 
жет быть указано еще одно, боль- 
шее простое число — ряд простых 
чисел бесконечен. 

Доказательство этого утверждения, 
данное Евклидом, необычайно остро- 
умно. Евклид рассуждал так: если 
простых чисел лишь конечное число 
и р — наибольшее из них, то число 
М№=2.3.5.....р-+1, поскольку оно 


Композиция доктора физкко-математкческих 
каук А. Т. Фоменко, открывающая эту статью, под- 
черкивает не столько простоту, сколько велнчие 
таннственного здання математической науки- 


больше р,— не простое, а поэтому де- 
лится на какое-то простое число из 
имеющихся простых от 2 до р (ведь 
других простых чисел, по предполо- 
жению, нет!). Однако № не делится 
ни на одно из этих чисел, так как 
остаток от деления М на любое из них 
равен 1. Полученное противоречие 
доказывает, что простых чисел не ко- 
нечное количество, а бесконечное. 

Это доказательство +методом от 
противного» говорит о существо- 
вании сколь угодно больших про- 
стых чисел, но не говорит, как явно 
найти хотя бы одно простое число, 
большее р. Впрочем, это сделать не 
сложно: для этого достаточно прове- 
рить на простоту натуральные числа 
на отрезке от р- 1 до № — среди них 
обязательно есть простое. Действи- 
тельно, если само М не простое, то оно 
делится на простое число, притом 
(как мы видели) большее р, но 
меньшее М№, т. е. расположенное на 
отрезке [р; №] 


Отрезки с простыми числами 


Разбиение числовой прямой на отрез- 
ки, в каждом из которых содержит- 
ся простое число, можно произво- 
дить и по-другому. Докажем предва- 
рительно следующее утвержде- 
ние: наименьший делитель числа 
М=п!--1 (тде л!-=1.2-3-....п) явля- 
ется простым числом, большим п. 

- Обозначим этот наименьший дели- 
тель через р. Так как л!-- 1 не делит- 


ся ни на одно из чисел 2, $3, 4, ..., п, 
получаем р>п. С другой стороны, 
если предположить, что р — состав- 


ное число, т. е. р делится на некото- 
рое число, меньшее р, то р не будет 
наименьшим делителем п!--1, 
что противоречит предположению. 
Итак, р — простое число, большее п, 
что и требовалось доказать. 

Из этого доказательства вытекает, 
что на любом отрезке [п; п!-- 1] на- 
ходится хотя бы одно простое число. 
А тогда числа 2, 21-1, (21-11, 
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((21-+11-+1М+1 и т. д разбивают 
всю числовую прямую на бесконеч- 
ное число отрезков, в каждом из ко- 
торых содержится не менее одного 
простого числа; мы вновь доказали, 
что простых чисел бесконечно много. 

Оказывается, что уже в каждом из 
отрезков [2;4], [4;8], [8; 16], [16; 
32}, ... содержится не менее одного 
простого числа. Но это — трудная 
теорема, известная под названием 
«постулат Бертрана»*), которая зву- 
чит так: между числами пи 21п—2 
при п>>1 всегда расположено про- 
стое число. Постулат Бертрана дока- 
зал в 1852 г. известный русский мате- 
матик Пафнутий Львович Чебышев 
{1821—1894 гг.). 


Задача 2. Докажите, что если (р 11-41 
делится на р, то р — простое число. Ука- 
зание. Используйте доказательство утвер ж- 
дения. 

Задача 3. Докажите, используя посту- 
лат Бертрана, что для любого иатурального 
п сушествует по крайней мере: а) одно про- 
стое п-значное число; 6) 3 простых я-значных 
числа. Указание. Числа 10"-', 2.10"7', 
4-10” ‘и 8-10`-' — л-значные. 

Заметьте, что доказательство Евк- 
лида дает вовсе не ближайшее 
следующее за р простое число, а лишь 
некоторое число, лежащее обычно 
весьма далеко от р. Например, в ка- 
честве простого числа, заведомо пре- 
вышающего 11, доказательство дает 
не 13, а 2311; за 13 оно дает не 17, 
а 59 — простой делитель числа 30 031. 


Отрезки без простых чисел 


Чтобы дать конкретное представле- 
ние о сложности структуры множе- 
ства простых чисел покажем, что 6 ря- 


*) М. И. Башмаков. 
«Квактье, 19711, № 5, с. 4. 


Постулат Бертрана, 


Таблица 1. Фрагмент рас- 
пределения простых чисел. 


В таблице показано, как ме- 
ияется число простых чисел 
на интервале от 8 900 000 до 
9000 000, разбитом на 1000 
сотен. В каждом столбце таб- 
лицы нижнее число указывает 
количество тех сотен рассмат- 
риваемого интервала, В кото- 
рых число простых чисел рав- 
но соответствующему верхне- 
му числу столбца. Например, 
в одной сотне вообще нет про- 
стых чисел. 


сотен 


100 


ла, в 130 сотиях — по 8 про- 4 
стых чисел о 
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в 117 сотнях 53 
встречается но 4 простых чис- 13, 
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ду простых чисел встречаются сколь 
угодно большие пробелы; так, напри- 
мер, среди миллиона идущих под- 
ряд чисел может не оказаться ни од- 
ного простого числа. В самом деле, 
обозначим число миллион буквой М 
и рассмотрим миллион следующих 
чисел: 
(М1 2, (М1! 3, .. МП 
-ЕУ-О. 
Первое из этих чисел делится на 2, 
второе — на 3, третье — на 4 и так да- 
лее; произвольное, Ё-е число (М- 
--21--Е делится на К, так как оба 
слагаемых делятся на #. Итак, все № 
{миллион) указанных чисел состав- 
ные. Конечно, нам пришлось зайти 
довольно далеко в ряду простых чи- 
сел, прежде чем встретить пробел дли- 
ной в миллион последовательных чи- 
сел; совершенно ясно, что можно точ- 
но так же отыскивать пробелы сколь 
угодно большой величины. 
Интересно, что вопрос о сколь угод- 
но больших пробелах в ряду про- 
стых чисел, очень близкий к вопросу 
о бесконечности множества простых 
чисел как по характеру постановки, 
так и по методу доказательства, не 
встречается ни у кого из греческих 
математиков. Вот еще один вопрос, 
выдвинутый новой математикой. 


Арифметические прогрессии 
и простые числа 


Рассмотрим все натуральные числа, 
дающие при делении на $3 остаток 2: 
2, 5, 8, 11, 14,... общий вид таких 
чисел 3п--2. Докажем, что и среди 
них бесконечно много простых чисел. 
Для этого придется несколько видо- 
изменить доказательство Евклида, 


О О ВСВ ЕЕ 





Рае ре фо [а 


Количества 


196 
177, -*` 175 


п Количество 
4 простых чисел 


Таблица 2. Частота рас- 
пределеиия простых чисел в 
иатуральном ряде. 


А„ — количество простых чи- 
сел среди первых п натураль- 
иых чисел. Отношение А./п 
тем ближе к 1 п пл, чем боль- 
ше п (частное А„/п:1Лпп 
практически не отличается от 
1 при п=10°). 

а именно, вместо числа №=2.3Ж 
Ж5.....Р--1 рассматривать число 
М=2-3.5.-....р—1, которое, будучи 
на 1 меньше кратного 3, принадле- 
жит к последовательности 2, 5, 8, 11, 
14, ..., Зв - 2, ... 

Задача 4. Приведнте полное доказатель- 
ство того, что М имеет вид Зп +2. 

Число М, так же как и №, не делит- 
ся ни на одно из простых чисел 
2, 3, 5, .... р. Является ли М простым 
или же раскладывается на несколько 
простых множителей — в обоих слу- 
чаях эти простые числа будут боль- 
ше р. Но имеется ли среди получен- 
ных множителей такой, который 
имел бы вид Зп-|2, т. е. содержал- 
ся бы в последовательности 2, 5, 8, 
11,...7 Допустим, что нет, т. е. предпо- 
ложим, что все простые множители 
М имеют вид ЗЁ#--1. Но тогда и их 
произведение имеет вид ЗА-1 (см. 
задачу 5, а), а это противоречит тому, 
что М имеет вид Зп-- 2 (см. задачу 4). 
Следовательно, наше допущение не- 
верно, и хотя бы один простой мно- 
житель числа М имеет вид ЗЕ 2. 
Поэтому простых чисел вида ЗЁ-2 
бесконечно много. 


Задача 5. а) Докажите, что произведе- 
ние любого количества чисел вида ЗЕ 1 
также имеет вид 32-41. 6) Докажите анало- 
гичное утверждение для чисел вида АЁ-{ 1, 
в) для чисел вида 6-1. 


Приведенное рассуждение (с не- 
большим видоизменением) дает инст- 
румент для доказательства бесконеч- 
ности множества простых чисел вида 
АЕ--Зи 6-5. Предварительно пред- 
лагаем читателям подумать над сле- 
дующей задачей. 


Задача 6. Докажите, что любое простое 
число, большее 3, имеет: а) вид 4 {+ 1 или вид 
ЗЕ--З; 6) вид 6Е--1 или вид 645. 


Здесь мы докажем только бесконеч- 
ность множества простых чисел вида 
бЕ-+-5. Доказательство проведем зот 
противного» в духе, присущем перво- 
начальному доказательству Евклида. 
Предположим, что простых чисел 
этого вида лишь конечное число: 
Р', 2» -... Р». Рассмотрим число К = 


1000 | 0,168 


1000 000 | 0,078498 
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| 0,145 1,159 
| 
1 
| 


| 0,072382 1,084 


1 000 000 000 0,05084 7478 0.048254942 1,053 


— брар--..р.—1 == б(рир-...р— 0+5. 
Одно из двух: либо число К само 
простое, либо оно разлагается на ко- 
нечное число простых множителей, 
среди которых нет ни одного из чисел 
Рь р», ... р. (почему?), и не все из ко- 
торых имеют вид 6-1, поскольку 
само Ё не имеет этого вида (см. зада- 
чу 5, в). Значит, один из простых мно- 
жителей числа Ё, не совпадая с 
р, Ро ... р», имеет вид 6-5, что про- 
тиворечит сделанному нами предпо- 
ложению. Это противоречие пока- 
зывает, что список простых чисел 
вида 6Ё-- 5 бесконечен. 


Задача 7. Проведите доказательство бес- 
конечности множества простых чисел вида 
6-5, указав явиый способ для нахож- 
дения этих чисел. 

Задача 8. Проведите подробное дока- 
зательство бесконечиости множества простых 
чисел вида 4+3. Указание. Учетверите 
произведение чнсел этого вида и вычтите из 
произведеиия 41. 

Задача 9. Докажите, что простых чи- 
сел, не оканчивающихся на 1 (т. е. оканчиваю- 
щихся на 3, на Ти на 9), бескоиечио миого. 
Указание. Рассмотрите все простые числа 
вида 108 --2, где а-5=1, и проведите рассужде- 
ния, аналогичные изложенным выше. 


Обобщением рассмотренных вопро- 
сов является следующая теорема, 
сформулированная в 1788 г. фран- 
цузским математиком Лежандром и 
доказанная немецким математиком 
Дирихле в 1837 г. 

Теорема. В любой бесконечной 
арифметической прогрессии а, аа, 
а-- 24, а-- За, в которой первый член 
а взаимно прост с разностью 4, содер- 
жится бесконечно много простых чи- 
сел. Иными словами, функция у= 
=ах-а, где 4 и а — взаимно про- 
стые целые числа, принимает беско- 
нечно много простых значений, ког- 
да х пробегает последовательно ряд 
натуральных чисел. 

Доказательство Дирихле не элемен- 
тарно, и в течение долгих лет не было 
видно никаких элементарных подхо- 
дов к доказательству этой замечатель- 
ной теоремы. Элементарное доказа- 
тельство было впервые получено 
в 1949 г. (через 161 год после Ле- 


жандра!} видным датским математи- 
ком А. Сельбергом, доказавшим мно- 
гие очень трудные теоремы теории 
чисел элементарно, без использова- 
ния высшей математики. 


Близнецы 


Вспомним первую задачу, сформули- 
рованную в самом начале статьи. Как 
вы, наверное, догадались, если два 
простых числа отличаются на не- 
четное число р (на 1 или 11, как 
в задаче 1), то одно из этих простых 
чисел четно, и стало быть равно 2. 
Поэтому другое простое число а от- 
личается от р на 2. Если к тому же 
и р — простое число (как р=11 в за- 
даче 1), то простые числа р и @ на- 
зываются числами-близнецами; в за- 
даче 1 это числа 11 и 19. 

Задача 10. Докажите, используя теоре- 
му Дирихле, что существует бесконечно много 
простых чисел, не прииадлежащих ии к одной 
паре простых чисел близнецов. Указание. 
Все эти простые числа следует брать, напри- 
мер, из арифметической прогрессии '15А--7|. 

Возникает вопрос; сколько суще- 
ствует пар чисел-близнецов? Напри- 
мер, на отрезке от 0 до 100 000 таких 
пар 1225, а в интервале от 8 000 000 
до 8100000 их всего 518. Прекра- 
тятся ли когда-нибудь такие пары в 
бесконечно далеко простирающемся 
ряде простых чисел? Ни на этот, ни 
на более общий вопрос, поставленный 
великим немецким математиком‘ Да- 
видом Гильбертом на 2-м Междуна- 
родном конгрессе математиков в Па- 


Таблица 3. Простые чис- 
ла и числа-близиецы в восьми 
интервалах длины 150 000. 


На рисунках а} м 6) изобра- 
жены графики функцин А,„ — 
количества простых чисел иа 
отрезке ([1; п]. Из графика 
рис. а) видио, что А„ растет 
довольно регулярно, несмот- 
ря на локальные колебания. 
Если же увеличить область 
изменения п до 50 000, то ре- 
гулярность А„ рисунка а) на 
рисунке 6) становится на- 
столько очевидиой, что захва- 
тывает дух. Плавность, с кото- 
рой поднимается эта кривая, 
следует отнести к числу уди- 
вительиейших фактов мате- 
матики. Отметнм, что А, при 
очень больших п примерно 
п 


Равно п— 1.08366 ° 
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10°: 10*+-150 000 
10?-: 10?-- 150 000 
10:5-- 104-150 000 
10''--10'' 4+ 150 000 
30'?: 10'24-150 000 
10'3--10'34+-150 000 
10“: 10" 4-150 000 
10'°-- 103-150 000 
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риже в 1900 г., — всегда ли разреши- 
мо в простых числах х и у линейное 
уравнение ах-- Бу=с с целыми коэф- 
фициентами а, Ь, с, гдеа и Ь взаимно 
просты? — ответа до сих пор не по- 
лучено. 


Основная теорема арифметики 


Люб натуральное число больше 
единицы бонускает одно и только од- 
но (с точносгью 90 порядка множи- 
телей) разложение на простые множи- 
тел. 

Доказательство. Если суще- 
ствует хотя бы одно число, допускаю- 
щее два разложения на различные 
простые множители, то существует 
непременно и наименьшее число 
№, обладающее этим свойством: 


М = рирз..р. == 9192... т 

где через р и 4 обозначены простые 
числа. Меняя, если потребуется, по- 
рядок этих множителей, мы можем 
допустить, что рр р2<..< р» 95 
< 92<.-..<94.„. Заметим, что р 52а 
так как в случае р, =4, натуральное 
число №М/р! =М/а, меньшее №, име- 
ло бы два разных разложения на 
простые множители, что ‘противоре- 
чит предположению о мивнимально- 
сти № Предположим, что р< 4, 
и рассмотрим число №’ —=М — р: 42... и. 
Легко видеть, что число 
№* = р(рэрз-.-Рь — 9243...) = 

=(41— Р'1)9243--.-Ч 
положительно и меньше №. Значит, 
по нашему предположению, №’ име- 













Число Число простых 


близнецов 


0 20000 — 40000 
6) 


ет единственное разложение на 
простые множители. Но так как про- 
стое число р, входит в разложение 
М’, то р, входит в а-— р: или в 
92@3...9.. Из неравенств ра, < 
<942<... < 4» следует, что р! не вхо- 
дит множителем в @243...0.. Поэтому 
р: входит множителем в 4, — рь т. е. 
9, —Р: делится на р.. А тогда и а 
делится на простое число р. Этого, 
однако, быть не может, так как @: — 
число простое. Противоречие, к кото- 
рому мы пришли, показывает несо- 
стоятельность первоначально сделан- 
ного допущения, чем и заканчивает- 
ся доказательство. 

Замечание. Из доказательства 
основной теоремы арифметики стано- 
вится понятным, почему единицу не 
относят к простым числам. Если ее 
включить в число простых, то любое 
натуральное число начинает разла- 
гаться на простые множители многи- 
ми способами, поскольку в разложе- 
ние можно добавлять произвольное 
число единиц. 

Вот одно важное следствие основ- 
ной теоремы арифметики: если про- 
стое число р входит множителем в 
произведение аб, то оно входит мно- 
жителем или ва. или в Ь. Действи- 
тельно, если бы р не входило множи- 
телем ни ва, ни в Ь, то, перемножив 
разложения на простые множители 
чисел а и В, получили бы разложе- 
ние на простые множители числа аф, 
не содержащее множителя р. С другой 
стороны, справедливо равенство аб = 
— р, где + — некоторое натуральное 
число. Поэтому, перемножая р и раз- 
ложение на простые множители чис- 
ла $, получаем разложение числа ав 
на простые множители, уже содержа- 
щее множитель р. Таким образом, 
получаются два разложения аб на 
различные простые множители, что 
противоречит основной теореме. 

Из основной теоремы вытекает, что 
число № представляется в виде 

& № к. 
М=Р! р2..-р;, 
где К.....к; — количества различных 
простых делителей рь... р. соответ- 
ственно в разложении №. Все дели- 
тели № имеют вид а=р!р?..р., где 
Оз йь Оз г Е» О<г. = й.. 


Еще раз о бесконечности простых чисел 


Едииственность разложения иа множители 
позволяет дать иовое доказательство беско- 


Куапитсстве.ги 


нечностн множества простых чисел. Это до- 
казательство принадлежит Леонарду Эйлеру. 

Предположим, что 2,3,5,...р — все су- 
ществующие простые числа. Тогда из форму- 
лы для суммы геометрической прогрессии со 
знаменателем, меньшим 1, следует, что для 


любого натуральиого п 1-Е 5 -- п +.-+ 


1 1 1 1 1 
< р Ч < 


1: 


1 1 1 1 1 
< ое ий 
ос ти т т 
3 р 





Перемножим эти неравенства почленно: 
1 1 1 1 
(1+ 5 ++ р + +-+ 6). 


И 





Справа стоит Вполне конкретное Число; обо- 
значим его А. Произведение слева после рас- 
крытия всех скобок превращается в сумму 5 
чисел, обратных всем делителим числа М— 
== 2°3"5”...р" (в этом месте и используется ос- 
новная теорема арифметики — убедитесь). 
Поэтому левая часть неравеиства больше сум- 
мы А,=141/24+ 1/3 4/4 1/5... + 1/2”, в 
которую входит лишь часть слагаемых сум- 
мы 95. Итак, для любого п А.<А. Но 
А,=1-1/2--{1/8--1/4)--(1/5+1/6--1/7-- 
41/8) +-...+ а 2" 14-1) +-...4...1/2”)> 
>1+1/2--2-1/4а-+-4-1/8-+...-- 277 '.1/27 = 
= +п/2, 
что сразу приводит к противоречию: А>1-- 
-+п/2 при всех п. Стало быть, простые числа 
не могут ограничиваться никаким конечным 
спяском, что и требовалось доказать. 


Проверка простоты 


При разложении № на множители или 
проверке его на простоту следует про- 
верять делимость № на последователь- 
ные простые числа 2,3, 5,7, .... При 
проверке числа № на простоту доста- 
точно ограничиться испытанием про- 
стых делителей, не превосходящих 
-/М№. Действительно, если М=аф, то 
меньшее из чисел а, В не больше -/№ 
(если оба были бы больше -/М№, то их 
произведение было бы больше М), 
и из делимости М на а автоматиче- 
ски следует, что № делится и на М№/а 
(так что делимость на №/а проверять 
уже не нужно). Первым математи- 
ком, указавитим на это, был Фибонач- 
чи (Леонардо Пизанский). 
Примеры. а) Если №—=91, то 
-/91—< 10; проверив простые числа 
2,3, 5,7, находим, что 91=17.13. 


[3 


6) Если М= 1987, то М < 45, ..., и 
так как № не делится ни на одно из 
простых чисел до 43, то 1981 — про- 
стое. 

В некоторых случаях при опреде- 
лении простоты числа № можно не про- 
изводить указанных делений на про- 
стые числа. Следующее несложное 
утверждение, сформулированное 
Эйлером еще в ХУПГ веке, позво- 
ляет определять простоту числа № 
совсем другим способом. 

Первый критерий Эйлера. Если не- 
четное число М> 1 может быть пред- 
ставлено в виде разности квадратов 
двух натуральных чисел более чем 
одним способом, то № — составное; 
если же такой способ только один, то 
№ — простое. 

Доказательство. Считаем М 
не точным квадратом, поскольку точ- 
ный квадрат всегда составное число. 
Пусть М=т?— п*=(т—п)(т- п). 
Отсюда следует, что т—пи тп — 
делители М. Если № простое, то т—п= 
=1, т-л=М и числа т— М-Н /2, 
п=(М№М—1)/2 определяются числом № 
однозначно, а поэтому № не может 
быть представлено еще и другим спо- 
собом в виде разности двух квадра- 
тов. 

Если же М составное, т. е. М=а6, 
причем а>р>1 — нечетные числа, 
то, взяв х=(а-+6)/2 и у={@—5)/2, 
получаем: .а=х-у, р=х— у, откуда 
М=аь—=х?—у?; получено еще одно 
представление № в виде разности квад- 
ратов. 

Отсюда вытекает, что если М пред- 
ставляется более чем одним 
способом в виде разности квадратов, 
то М не может быть простым: для 
простого № такое представление един- 
ственно. Если же № представляется 
ровно одним способом в виде 
разности квадратов, то №М не может 
быть составным (по доказанному вы- 
ше), стало быть, оно простое. Крите- 
рий установлен. 

Этот критерий дает возможность 
вместо испытания делителей № поль- 
зоваться таблицей квадратов, и, при- 
бавляя последовательно к № квадра- 
ты л? целых чисел, проверять, полу- 
чается ли в сумме при п< (М—1)/2 
точный квадрат или нет. 

Разложим, например, 3551 на мно- 
жители этим способом. Добавляя к 
3551 последовательно числа 17, 27, 
3?, ..., проверяем каждый раз, являет- 
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ся ли полученная сумма точным квад- 
ратом, Проверка (с помощью таблицы 
квадратов) показывает, что 3551 
+7? = 60°. Значит, 3551 =60°—172—= 
—53. 67. 

Задача 11. Разложите указавиым спо- 


собом на множители числа 6557, 19019, 
209 209. 


Несложно также доказывается 

Второй критерий Эйлера. Если на- 
туральное число может быть пред- 
ставлено в виде суммы двух квадра- 
тов натуральных чисел более чем од- 
ним способом (считается, что пере- 
становка слагаемых не дает нового 
способа), то № — составное число. 

Из второго критерия Эйлера сле- 
дует, что если простое число пред- 
ставляется в виде суммы двух квад- 
ратов натуральных чисел, то только 
одним способом. Но какие простые 
числа представляются в таком виде? 


Задача 12. Докажите, что числа вида 
4Е--3З не могут быть представлены в виде 
суммы двух квадратов. У казанне. Квад- 
рат четного числа делится на 4, а квадрат 
нечетного дает в остатке 1. 


Претендентами остаются простые 
числа вида АЁ-1, и, как доказал 
Пьер Ферма, все такие числа пред- 
ставляются в виде суммы двух квад- 
ратов. Поэтому нетрудно ответить, 
например, на такой вопрос: какие 
из трех простых чисел 1973, 1979 и 
1987 представимы в виде суммы двух 
квадратов? 

Задача 13. а) Докажите, что при всех 
натуральных л число М№=1\-+-4 — составное 
(теорема Софи Жермен). 6) Докажите, что при 
всех натуральных т и п число №-=п*--4Ат* 
составное. Указание — М=(л?— 211) 4 

+(2тп); примените второй критерий Эйлера. 


Многочлены, 
выдающие простые числа 


С простыми числами все было бы 
просто, если бы существовала общая 
формула для их нахождения. Попыт- 
ки сконструировать такую формулу 
велись издавна. Эйлер, например, при- 
думал замечательный трехчлен п В 
+п-41, который при п=0, 1, ..., 39 
принимает только простые значения. 
Но уже при п-—=40 его значение рав- 
но 417. Несложно доказать, что ни- 
какой многочлен от одной перемен- 
ной не может принимать только про- 

стые значения. 
Совсем недавно был найден много- 
член, все положительные значения 
(Окончение см. на г 38) 


с 
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мощи адресных сигналов. Матричная 
организация запоминающих устройств 
наиболее рациональна с точки зрения про- 
стоты управления и числа необходимых 
проводов. 

Две другие шины — шина данных и 
шина управления — обычно содержат 
менышее количество проводников. По ши- 
не данных, в отличие от других, органи- 
зовано двухстороннее движение (к процес- 
сору или от него). 

Скорость движения на городских ули- 
цах весьма высокая. Но улиц мало, а 
желающих пройти по ним довольно много, 
так что шина данных оказывается на- 
долго занятой. Чтобы избежать встречных 
потоков и аварий, около выходов на глав- 
ную улицу во всех районах располагают- 
ся своеобразные «посты ГАИ» — буфера, 
которые согласованно задают режим 





Рис. 1. Фрагмент шины. Фотография сдела- 
на с увеличением примерно 2000. 





Считывание 


Рис. 2. Схема организации матричного ОЗУ 
44 бит. Квадратами обозначены ячейки ОЗУ. 
треугольниками — входные буфера, истанав- 
ливающие режим записи или считывания; Х 
ц У — провода адресной шины, РИГ., РИ — 
разрядные провода шины данных. 
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уличного движения. Буфера же препят- 
ствуют движению слов рыхлой неорга- 
низованной толпой, они формируют их 
в плотные колонны и пересылают в пункт 
вазначения. Наиболее активный . обмен 
происходит между районами Процес- 
сор — ОЗУ. 

Допустим, что из Процессора в ОЗУ няа- 
правлен запрос на некое слово, содержа- 
щееся в определенной ячейке памяти. Это 
значит, что в провода адресной шины по- 
сланы импульсы, соответствующие коор- 
динатам этой ячейки, в то же время по 
шине управления послана команда счи- 
тывания. На входе в район ОЗУ эта коман- 
да обычно записывается в ячейки памяти 
буферного регистра“). После этого начи- 
нается расшифровка и исполнение коман- 
ды. Ответные сигналы ячеек памяти (по 
одной на каждый разряд запрашивае- 
мого слова) поступают, как правило, не 
сразу в шину данных, а опять-таки в бу- 
ферный регистр этой шииы. Когда он за- 
полняется, т. е. слово-ответ сформировано, 
переключатель буфера направляет все со- 
держимое этого регистра к Процессору. 
Одновременно в буферном регистре шины 
управления стирается ненужная более 
команда-запрос. Прибывшее к месту на- 
значения (допустим, в процессор) слово — 
ответ ОЗУ — вновь размещается в «при- 
емной», собственном буферном регистре 
процессора. 

Мы говорили уже, что эффективная ра- 
бота Процессора обеспечивается быстрой 
и достаточно большой памятью. Чтобы 
скорее отыскивать требуемые сведения, 
проектировщики разбили район ОЗУ на 
кварталы — страницы. Одна страница — 
это матрица ячеек размером 16х16, 
т. е. 256 ячеек, способных хранить двоич- 
ную информацию. Если и страниц, у нас 
256, то полный объем ОЗУ — 256'. 

На входе в каждый квартал-страницу 
размещаются транзисторные логические 
элементы. Как бдительные вахтеры или, 
вернее, как домовые кодовые замки, они 
пропускают в квартал только команды, 
снабженные кодовым номером данной 
страницы. Как вы понимаете, для этого 
требуется, чтобы в адресе присутствовал 
код страницы и код ячейки. Поэтому ад- 
рес сам по себе является машинным 
словом. 


Город для гостей 


Ячейка, хранящая бит информации в ОЗУ, 
является триггером и содержит, как пра- 
вило, четыре транзистора. Ранее мы счи- 
тали один транзистор домом, теперь умест- 
нее будет считать его одним из корпусов 


*) Здесь м далее термином зрегистр» мы будем 
обозначать небольтое оперативное ЗУ, объемом 
в одно — два машинных слова. 


*0 
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Рис. 3. Ячейка статического ОЗУ емкостью 
1 быт: а) — неуправляемая ячейка с двумя 
равноустойчивыми состояниями, 6) — триггер 
с двумя входами на основе такой ячейки. 
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Рис. 4. Принцип действия динамической по- 
мяти. 


дома-ячейки"). Схема триггера описана 
русским радиоинженером М. А. Бонч- 
Бруевичем почтн 70 лет назад. Простей- 
ший триггер из двух транзисторов показан 
на рисунке 3, а. Из двух транзисторов 
один всегда закрыт, другой открыт. По- 
дав нзвне короткий сигнал на закрытый 
транзистор, положение можио изменить 
на симметричное и противоположное. 
Такая конструкция называется бистабиль- 
ной ячейкой. Для гибкого управлення 
нужно добавить к ней еще два транзисто- 
ра-выключателя. Та схема, которую вы 
видите на рисунке 3, 6, практически и 
есть триггерная ячейка памяти на 1 бит. 
Это типовой элемент застройки ОЗУ-райо- 
на. Такая память на триггерах называет- 
ся статической. Работает она быстро и 
надежно, но.. Сооружать для каждого 
бита здомикь из четырех транзисторов 
становится очень уж  обременительно, 
когда счет идет на сотни тысяч бит (ОЗУ 
современного микрокомпьютера должно 
иметь емкость минимум 64 кбайт). Глав- 
ное, ве хватает площадей для ОЗУ. 
Поэтому для больших ОЗУ использует- 
ся другая система памяти, принции кото- 
рой поясняется на рисунке 4. Если через 
ключ 5 зарядить конденсатор С, то после 
размыкания ключа конденсатор будет 





*) В вычислительной техникс термином чячей- 
кае пользуются для триггерной цепочки, способ 
ной запомнить 1 байт=8 бит или одно машыиное 
слово. Мы несколько упрощаем структуру ОЗУ для 
первого знакомства. 
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поддерживать режим работы транзисто- 
ра Т, заданный начальным зарядным 
сигналом. Таким образом, режим тран- 
зистора (открытый или закрытый) как бы 
хранит один бит информации; но до каких 
пор? Пока не разрядится конденсатор С*). 
Выключателем 5 служит, как всегда в 
микроэлектронике, транзистор, а его со- 
противление велико, но не бесконечно. 

Чтобы конденсатор не разрядился и 
хранимый бит не пропал, емкость С надо 
периодически (около 500 раз в секунду!) 
подзаряжать, как бы зосвежая» память. 
Такая зыбкая, утекающая память назы- 
вается динамической. С учетом систем 
поддержания общая схема ОЗУ оказыва- 
ется намного сложнее, чем на рисунке 4, 
но все-таки проще и экономнее, чем на 
триггерах. В динамических ОЗУ удается 
сократить расход «жилплощадие до 2,5 
транзистора на один бит. На сегодня дина- 
мические схемы достигают емкости 1 мега- 
бнт на кристалле кремния размером 
1 Ж9 мым. Это рекорд плотности застройки. 

Нокидеая район ОЗУ, можем констати- 
ровать, что архитектура его, хотя и рацио- 
нальна, все-таки очень однообразна. Это 
часто свойственно новым жилым районам 
и в наших городах. Заметим, что не весь 
район ОЗУ предоставляется клиенту 
микрокопьютера; частью страниц, иногда 
до 50 %, пользуется сам Процессор для 
сохранения результатов промежуточных 
вычислений, хранения программ обслу- 
живания и т. п. 


Город для хозяев 


Перейдем теперь в район ПЗУ, благо он 
расположен неподалеку. В структуре ОЗУ 
и ПЗУ есть много общего, например 
матричная организация памяти, входные 
логические и буферные устройства и т. д. 
Однако есть и различия. Ну, прежде всего, 
здесь размещаются постоянные жители 
нашего города. Они настолько постоянны, 
что никогда не покидают свой жилой 
район. Кто читал повесть А. и Б. Стругац- 
ких «Понедельник начинается в субботу», 
возможно помнит, что ее герои, увлечен- 
ные работой научные сотрудники Инсти- 
тута Чародейства и Волшебства 
(НИИЧАВО), для выполнения разных 
рутинных дел создавали свои личные 
копии-дубликаты, или «дублей». Коман- 
ды, размещенные в ПЗУ, без всякого чаро- 
действа и без ущерба для себя много- 
кратно создают своих *з дублей» по запросу 
Процессора. Попав в шину данных, здуб- 
лиь ничем не отличаются от других 
командных сигналов. Матрица  стра- 


*) Нккакнх специальных нонденсаторов С 
в микросхеме нет. Мы ранее указывали («Кванть. 
1986. № 2), что траизистор в СБИС часто исполь- 
зуется в роли АНОда нли конденсатора. 





Дешифратор 


Рис. 5. ПЗУ на диодной матрице. Пунктиром 
обозначены пережженные перемычки схемы. 
Входной дешифратор по команде 0001 выбрал 
адресную шину АШ, (+). В результате на 
разрядных шинах РШ. — РШа появился вы- 
ходной сигнал 0100. 


УФ -кванты 


ИИ ыы 


т затвор 
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Оксид 
кремния 


Подложка , кремний п-типа 


Рис. 6. МОП-транзистор (металл — оксид — 
полупроводник) с «плавающим» затвором. 


ницы ПЗУ может быть организована 
из диодов и проводящих перемычек 
(рисунок 5). Запись постоянной инфор- 
мации производится пользователем после 
изготовления матрицы; для этого часть 
перемычек пережигают, пропуская через 
них болышой ток по адресным проводам. 
Последовательность сохранившихся и 
выжженных перемычек эквивалентна че- 
редованию единиц и иулей в двоичном 
машинном слове. Таким образом, в от- 
личие от ОЗУ, по существу ПЗУ — это 
неуправляемая электрическая схема. Она 
более компактна, чем ОЗУ; в среднем рас- 
ходуется один транзистор на бит. 

«Материалом» для формирования ко- 
манд-дублей служит иепрерывная после- 
довательность импульсов, поступающих 
от специального генератора, размещен- 
ного в районе Процессора. 


Постоянная, но заменяемая... 


Содержимое диодной матрицы ПЗУ не- 
льзя изменить, и это является определен- 
ным неудобством. ПЗУ с пережигаемы- 
ми перемычками нельзя перепрограмми- 
ровать. А в ОЗУ можно записать целую 
программу (это позволяют даже кальку- 
ляторы последних моделей), но при от- 
ключении электропитания сведения, за- 
писанные в ОЗУ, исчезают. И это тоже 
неудобство! Но все-таки недавно появи- 
лась возможность изготовления пере- 
программируемых ПЗУ (ППЗУ). Спе- 
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циальные МОП-транзисторы”) с зплаваю- 
щим» затвором (рисунок 6) «запомина- 
ють поданиый на них сигнал на годы 
{и даже десятилетия!). Плавающий за- 
твор не соединен с выводами транзистора. 
На него попадают и застревают только 
высокоэнергичные, ускоренные элект- 
роны. 

Разрядить затвор, т. е. удалить с него 
накопленные электроны, можно в потоке 
ультрафиолетовых лучей (УФ). УФ-кван- 
ты повышают энергию электронов, з8- 
стрявших на затворе, и помогают им про- 
рваться через тонкий слой диэлектрика, 
«Очищенные» затворы можно снова за- 
рядить, подав на исток МОП-транзистора 
напряжение, значительно превышающее 
обычное рабочее (например, 30 вольт 
вместо 5). По этим причинам микро- 
схему ППЗУ нужио делать в отдельном 
корпусе с герметичным окном, поозрач- 
ным для УФ, и размещать неподалеку 
ртутно-кварцевую лампу. Этот способ 
перепрограммирования достаточно эффек- 
тивен, хотя и сложен. Недавно появи- 
лись и более удобные ППЗУ, которые 
можно зочищать» электрическими сиг- 
налами. 

Что же хранится в ПЗУ? Кроме упомя- 
нутых ранее программ — монитора, 
трансляторов и служебных математиче- 
ских подпрограмм, там же размещаются 
программа управления дисплеем, про- 
грамма связи с печатающими устрой- 
ствами, программа-редактор, программа- 
отладчик, указывающая ошибки неопыт- 
ного программиста, и наконец, если МК 
специализирован, в ПЗУ имеется не- 
сколько самых необходимых программ 
по специализации (математика, эконо- 
мика, управление и т. нп.). По общему 
объему район ПЗУ часто не уступает, а то 
и сильно превосходит ОЗУ. 

А не может ли случиться так, что 
з нашем городе окажется больше тури- 
стов, чем мест для них? 

Да, для современных МК это вполне 
возможная ситуация! Еслн введенные 
программы слишком объемны или слож- 
ны, то район ОЗУ может оказаться пере- 
полненным. Ситуация будет сходной с ку- 
рортным городом в разгар сезона при 
бесконтрольном звезде отдыхающих. Сна- 
чала ухудшится качество обслуживания, 
а затем может наступить полный +па- 
раличе. Экстренный выход тут один — 
всех выселить, т. е. стереть содержимое 
ОЗУ, и повторить ввод задачи снова, 
возможно по частям, или уменьшить точ- 
ность расчетов, количество обрабатывае- 
мых данных. Другой выход — расши- 
рить емкость памяти, подключив к МК 
дополнительную микросхему ОЗУ. 


*) Об устройстве и работе МОП-транзисторов 
рассказывалось в статье М. Е. Левинщтейна и 


Г. С. Симина «Полевые транзисторы» в «Кванте» 
№ 10 за 1985 год. 


"Зерни Нас 
} [9% 


Прямое 
измерение 
расстояния 
до квазара 


Одна низ самых трудных за- 
дач астрономин — опреде- 
ленне расстояннй до небес- 
ных тел, особенно далеких, 
таких, как. например, ква- 
зары и скопления галактик. 
Чтобы лучше понять, как это 
можно сделать, обсудим сна- 
чала несколько конкретных 


вопросов. 
Разбегание галактик. Вселен- 
ная расширяется — галак- 


тнки, квазары, скопления га- 
лактик удаляются от нас и 
друг от друга. Скорость уда- 
лення и пропорциональна рас- 
стоянию В и связана с ним 
простой формулой 

2—=НН, 
где Н называют постоянной 
Хаббла. 

Скорость можно опреде- 
лить по эффекту Доплера: 
изменение длины волны из- 
лучения, наблюдаемое при 
движении источника относн- 
тельио наблюдателя. Так, при 
удаленни источника от на- 
блюдателя спектр излучения 
смещается в красную сторо- 
ну, так что относительное 
увеличение длины — волиы 
АА/Ло связано со скоростью 
разбегания и формулой 


&3. -( е.) —_ 
ди. Е 


а ЕЕ 





м1 в/с? 
Множитель ‘\ обязан спе- 
циальной теории относитель- 
иости и обусловлен измене- 
нием хода часов в движу- 
щейся системе отсчета. 
Постоянная Хаббла. Величи- 
на Н показывает, на сколько 
километров в секунду увели- 
чивается скорость разбегания 
при увеличении расстояния 
на один мегапарсек (1 лар- 


сек =3,6 светового года -=3х. 


Х10'3 километров). Эту по- 
стоянную измерить очень 
трудно. Для этого опять-таки 
надо знать расстояние до 
источника. 

Существуют разные мето- 
ды оценок расстояиий. Нвпри- 
мер, зная абсолютную и ви- 


2. 


димую заездную величину 
объекта (об этом можно про- 
читать в $ 23 школьного 
учебника по астрономии). Аб- 
солютной звездной величиной 
прннято называть ту внди- 
мую звездную величину, ко- 
торую имел бы светящийся 
объект, если бы он находил- 
ся от нас на стандартном 
расстоянии 10 парсек. Чтобы 
вычислить эту величину, нуж- 
но знать строение нсточника, 
а 0б этом можно лишь вы- 
сказывать предположения, ко- 
торые проверить невозможно. 

Две разные группы астро- 
физиков {основывающиеся, 
очевидно, на различных пред- 
положениях о светящемся 
объекте) дают для Н два зиа- 
чения: 50 н 100 км/с на мега- 
парсек. Возможны н другие, 
промежуточные, оцеики. 
Гравитациониая линза. Если 
на пути световых лучей от да- 
лекого объекта к нам нахо- 
дится тело с очень большой 
массой, так что его грави- 
тационное поле способно от 
клонить свет, как линза, то 
вместо одного светящегося 
объекта на небе появляют- 
ся два его изображения. 





Помеченная стрелкой звездоч- 
ка на снимке на сегодня 
для нас — самый далекий, 
равно как ци самый яркий, 
квазар- 


Таким массивным телом 
может быть, например, га- 
лактнка. Если она находится 
точно на линии, соедиияю- 
щей Землю и источник света, 
то наблюдатель увидит све- 
тящееся кольцо. Если же га- 
лактика несколько сдвииута 
в сторону, то кольцо превра- 
щается в два светящихся пят- 
нв, лежащих в плоскости, 
в которой находятся нсточ- 
ник, галактика н наблюда- 
тель. 
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Явление раздвоения изоб- 
ражения гравитационной лин- 
зой впервые было обнаруже- 
но в 1979 году. С тех пор 
найдено несколько таких 
линз. Самая «мощная» сре- 
ди них, открытая весной про- 
шлого года, дает два изобра- 
жения далекого квазара. Они 
расположены друг от друга 
на угловом расстоянии при- 
мерно две с половиной мину- 
ты и дают тождественные 
спектры излучення. 
Расстояние. Фантастнческое 
зрелище удвоения квазара 
{а возможно и утроенне!) для 
астрономов оказалось очень 
полезным. Выяснилось, что 
звездная величина такого ква- 
зара непостоянна н с тече- 
ннем временн изменяется. 
Изображения «мигают», но 
не я унисон — одно отстает 
от другого примерно на 1,5 го- 
да. Это можно понять, по- 
скольку свет. идущий в кос- 
мическом пространстве по 
разным путям — с разных 
сторон галактики, доходит 
до Земли за разное время. 
Разность хода и определяет 
запаздывание «мигання». 
Зиая угловое расстояние меж- 
ду изображеннями н величи- 
ну запаздываиия, можно вы- 
числить расстоянне от источ- 
ника, а затем и постоянную 
Хаббла. Вычисления дали 
значение Я—84 км/с на мега- 
парсек — значение, лежащее 
между прииятыми сейчас пре- 
деламн (50 н 100). 

Так была решена первая 
задача так называемой кос- 
мнческой трнгонометрин, и 
в космосе начала стронться 
абсолютнвя шкала расстоя- 
ний. Если вспомнить еще о 
необычайно точных часах — 
пульсарах (см. например, 
«Квант», 1983, № 12, с. 12 
и «Квант», 1985, 2 2, с. 12), 
то слова о геометрин космо- 
са — о пространстве н вре- 
мени — прнобретают ясное 
значенне. 

Все, что здесь рассказано, 
конечно, требует проверки. 
Помогут лн гравитвционные 
линзы сколь-нибудь точно 
измерить постоянную Н, по- 
кажет время. Пока даже са- 
мое существование таких линз 
скептиками подвергается со- 
мнению. Ясно только, что по- 
требуется еще немало ндей 
н мастерства наблюдвтелей, 
чтобы реигить задачу во нв- 
хождении расстояния от пунк- 
та А до пункта В», если эти 
пункты отделены друг от дру- 
га расстоянием в миллноны 
парсек. 

Я. С. 
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В феврале — марте будущего года плами- 
руется совместный советско-канадский транс- 
арктический переход СССР — Северный по- 
люс — Канада. С советской стороны 8 этом 
переходе примег участие полярная научно- 
спортивная экспедиция газеты «Комсомольская 
правда». 

Своеобразной подготовкой к этому переходу 
для участников экспедиции «Комсомольской 
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правды» был прошлогодний лыжный поход по 
льду Северного Ледовитого океана в условиях 
полярной ночи, Было пройдено свыше 700 км. 
О необычных трудностях арктических пере- 
х0д06 рассказывает один из участников экс- 
ледициц заслуженный гренер СССР кандидог 
технических наук старший научный сотруд- 
ник Московского института стали и сплавов 
Ф. Н. Склокцн. 


С РЮЕЗАКОМ 
ПО АРКТИЕЕ 


Кандидат технических наук 
Ф. Н. СКЛОКИН 


Тридцать восемь суток в условиях по- 
лярной ночи продолжался лыжный пе- 
реход по Арктике одиннадцати участ- 
ников полярной экспедиции газеты «Ком- 
сомольская правда». Движение по льдам, 
преодоление торосов, трещин, каналов 
с открытой водой или покрытых тонким 
льдом — все это было знакомо по преды- 
дущим переходам. Но отсутствие света 
создавало совершенно непривычные ус- 
ловия. Помню, как на старте перехода, 
когда ушли провожавшие нас полярни- 
ки, было психологически трудно дви- 
нуться в ночь, а не к людям, к виднев- 
мимся огням дрейфующей станции «Се- 
верный полюс-26». Но прошло несколько 
дней (вернее, ночей), и глаза стали при- 
выкать к минимальной освещенности. 

Первые две недели не было луны. По- 
могал свет звезд, но частая облачность 
лишала нас и этого света. Фонарик, 
а в палатке еще и обычная свечка — 
только эти источннки создавали возмож- 
ность эффективной деятельности. Без фо- 
нарика невозможно было разобрать или 
собрать свой собственный рюкзак — 
на ощупь в перчатках нельзя было по- 
нять, что попадается под руки в расфа- 
сованных пакетах, а снять перчатки мож- 
но было лишь на очень короткое время — 
мороз. 

Непривычные условия ночного перехо- 
да породили любопытный зрительный 
эффект. Во время ходьбы окружающая 
местность проглядывалась в пределах 
нескольких десятков метров, а линия го- 
ризонта угедывалась чисто интуитивно 
на уровне горизонтального взгляда вдаль, 
где, представлялось, ледяная пустыня 
смыкается с ночным небом. Из-за ми- 
нимальной (почти отсутствующей) конт- 
растности освещенности даже близкие 
детали ландшафта едва различались, глу- 
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бина резкости была очень мала, глаз 
слабо воспринимал перспективу. Созда- 
валось впечатление, что идешь по дну 
узкой траншеи. Особенно реальным это 
впечатление было, когда путь пролегел 
по относительно ровным ледяным полям. 

Как-то на привале возник разговор об 
этом зрительном эффекте, и выяснилось, 
что каждый ‘участник считал его личным 
ощущением, чисто психологическим; а на 
самом деле оно было общим для всех. Да- 
же после бурного обсуждения этого эф- 





фекта он не пропал — по-прежнему каж- 
дый лыжник шел как бы по дну тран- 
шеи. 

Отсутствие видимости делало путь по 
льдам ночной Арктики несравненно 60- 
лее трудным, чем путь на Северный по- 
люс весной 1979 года. Юрий Хмелевский, 
один из семых опытных участников 
экспедиции, вспоминал, что из-за плохо- 
го зрения он вообще едва-едва различал 
местность и ориентировался в основном 
но впереди идущему, все время следя 
за концами его лыж; по этой же инфор- 
мации он оценивал рельеф лыжни. При 
ходьбе у него создавалось впечатление, 
что лыжня идет в подъем, что впереди 
идущий лыжник уже забрался на не- 
большой пригорок. Причиной этому так- 
же было отсутствие привычной оценки 
перспективы из-за слабой общей осве- 
щенности. 

Финишировали мы на дрейфующей 
станции «СЦ-27» в марте, когда на сме- 
ну полярной ночи уже спешил полярный 
день. 

Иногда в ясную солнечную погоду 
в Центральных районах Арктики можно 
наблюдать необычный оптический эф- 
фект: торосы на линии горизонта вдруг 
выросли в своих размерах в несколько 
раз. В среднем высота торосов один— 
три метра, а торосы, которые находятся 
на линии горизонта, выглядят как деся- 
ти-, двадцатиметровые валы. Когда ви- 
дишь это в первый раз, то немного 


пугаешься: ведь валы торосов являются 
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основными препятствиями, а тут куда 
ни глянь — всюду просто горы. Но все 
это лишь оптический эффект. Поглядев 
назад, неожиданно замечаешь, что и там 
тоже выросли огромные валы, а ведь ты 
только что прошел этот путь сквозь обыч- 
ные торосы. 

Объясняется этот эффект неоднород- 
ным распределением плотности воздуха 
по высоте. Как известно, чистый белый 
снег слабо поглощает солнечные лучи, 
в основном солнечный свет отражается 
от него. И все же воздух у поверхности 
ледяного покрова прогревается и подни- 
мается немного вверх. В этом мы не раз 
убеждались, измеряя температуру возду- 
ха на снегу и на уровне головы,— они 
различались: приповерхностный воздух 
имел температуру на несколько градусов 
ниже. А на высоте в несколько десятков 
и сотен метров воздух по-прежнему оста- 
вался холодным (разумеется, если не бы- 
ло ветра, который мог бы легко смешать 
эти разные слои). Так что теплый (отно- 
сительно) воздух оказывался между слоя- 
ми холодного. Плотность теплого возду- 
ха, как известно, меньше, и соответствен- 
но показатель преломления света в слое 
теплого воздуха меньше, чем в холодном, 
более плотном. Неоднородность плотно- 
сти приводит к оптической неоднород- 
ности воздуха, при которой возможно 
возникновение миражей. Ледяные горы, 
вырастающие на горизонте на месте 
обычных торосов, и есть миражи. 

Во времена освоения Арктики перво- 
проходцами — в конце ХХ и в начале 
ХХ веков — бытовало мнение о суще- 
ствовании в Северном Ледовитом океане 
больших участков суши, островов. Фре- 
дерик Кук, известный американский по- 
лярный путешественник, одним из пер- 
вых побывавший в районе Северного по- 
люса, отмечал в своих дневниках, что 
в ясную солнечную погоду в апреле 
1907 года он видел вдалеке, на линии 
горизонта, сушу, покрытую снегом с це- 
почками ледяных гор. Эту сушу он ви- 
дел неоднократно. В первый раз он на- 
звал свое видение Землей Бредли, во вто- 
ром — Землей Крокера... 

Только с развитием авиации в тридца- 
тых годах нашего века был развеян миф 
о неоткрытой земле в районе Северного 
полюса. Суша, которую неоднократно ви- 
дели арктические путешественники про- 
шлых времен,— всего лишь оптическая 
иллюзия. Возможно, иногда это были 
айсберги — они очень редко, но все же 
встречаются в Северном Ледовитом океа- 
не. А оптический эффект усиливает впе- 
чатления путешественников, помогая при- 
нимать желаемое за действительное — 
каждому хотелось открыть неизвестную 
землю. 
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Этот раздел ведется у нас нз 
номера в номер с момента 
основания журнала. Мубли- 
куемые в нем задачи нестан- 
двртны, но для их решения 
не требуется знаний, выходя- 
щих за рамкн школьной про- 
граммы. Нанболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто яам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все эты задачн 
публикуются внервые. 
Решения задач из эгого номе- 
ра можно отправлять не позл- 
нее 15 нюня 1987 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
Решения задач из разных но- 
меров журнала или по раз- 
ным предметам (математике 
в физике) присылайте в раз- 
ных конвертах. На конверте 
в графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кванта» № А— 
81+ в номера задач, решения 
которых вы посылаете, на- 
пример *«№М1036. али 
*«Ф1048». В графе +...адрес 
отправителя» фамилию ы имя 
просим писать разборчиво. 
В письмо вложате конверт 
с написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получыте результаты провер- 
ки решений). 

Условие каждой орягиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публикация, присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе с вашим ре- 
шеннем зтой задачи (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
»Кванта», новая задача по 
физике» шли +..новая зада- 
ча по математике» }. 

В начале каждого письма про- 
сим указывать номер школы 
и класс, в котором вы учи- 
тесь. 


Рис. [. 


Рис. 2. 
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Задачи 


№М1036 — М1040; Ф1048 — Ф1052 


М1036. Существует ли такой (невыпуклый) пятиуголь- 
ник, который можно разрезать на два равных пяти- 
угольника? 

С. М. Хосид 
№М1037. Найдите все решения в натуральных числах 
х, у уравнения х*— у" =х-у. 

А. И. Зайчик 


М1038. а) Докажите, что если произведение тл делит- 
ся на 6 (где т и п — целые числа, большие 1}, то пря- 
моугольник тХп клеток можно разрезать на уголки 
из трех клеток. 
При каких т и п это можно сделать так, чтобы линии 
раздела не вырезали (рис. Г) 
6) ни одного прямоугольника 2Ж3 клетки? 
в) ни одного прямоугольника (меньшего тх и)? 

М. Хованов (ученик 9 класса). А. П. Савин 
№1039. Точкн А, В, С, р — вершины тетраэдра. Дока- 


жите, что 
а) если РА. ВС=ОВ.-СА —=ПС-АВ, то все три эти ска- 
лярные произведения равны 0; 
6) если три угла между противоположными ребрами 
тетраэдра равны, то они прямые. 
В. 3. Матизек 
М1040*. Числа 1, 2, ... Зл произвольным образом раз- 
биты на трн группы по п чисел в каждой. Докажите, 
что можно выбрать по одному числу из каждой груп- 
пы так, что одно из чих равио сумме двух других. 
В. Е. Алексеев. С. Саечев (НРБ) 


$1048. Киномеханик по ошибке вставил киноленту 
так, что все события на экране «потекли в обратном 
направлении», при этом автомобили поехали назад. 
Как изменились скорость и ускорение автомобиля 
в результате такой ошибки? 
А. С. Бутов 

Ф1049. Деревянный плот оттолкнули от берега реки 
так, что в начальный момент его скорость была рав- 
ной и и направлена перпендикулярно берегу. Траек- 
тория плота показана на рисунке 2. Крестиком на 
траектории отмечено место, в котором плот находился 
через время Т после начала движения. Считая ско- 
рость реки постоянной и равной и, найти графически 
точки траектории, в которых плот находился в момен- 
ты времени 2Т, ЗТ, 4Т. 

И. Ю. Потеряйко 
Ф1050. Небольшая частица массой ть несущая поло- 
жительный заряд 4, с очень большого расстояния при- 
ближается к конденсатору по направлению, перпен- 
дикуляриому его пластинам, и пролетает сквозь кон- 
денсатор Через небольшие отверстия в серединах пла- 
стин. Считая, что на болышом расстоянии от кондеи- 
сатора скорость частицы равна и, найти ее скорость: 
1} в точке А внутри конденсатора (рис. 3); 2) в точке В 
сразу после вылета из конденсатора. Конденсатор за- 
ряжен до разности потенциалов И, расстояние меж- 
ду его пластинами много меныше размеров пластин; 
заряд конденсатора много больше 4. 


Г. В. Григорьев 
$1051. В магнитном поле, индукция которого гори- 
зонтальна и равна В, катится без проскальзывания 
со скоростью г тонкое металлическое кольцо, в котором 
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имеется очень маленький разрыв длиной [; вектор В 
перпендикулярен плоскости кольца (рис. 4). Найти в 


АВ ЭДС индукции в момент, когда угол АОС (см. рисунок) 
& 
те || равен о. 
Л. Г. Маркович 
Рис. 3. В ть Ф1052. Известно, что освещенность, создаваемая на 


земле лунным диском в полнолуние, примерно в 
10 раз больше, чем освещенность от «чущербнойь луны 
в половину лунного диска. Как это объяснить? 
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№ РгоЫетз 
мМ1036—М1040;: Р1048—Р1052 
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сопёе5ё. И уой Бауе ап ом- 


р сгозз оп Ве ивуесюту твгКз 4Те зроё чВеге Те га уаз 
низа! ртоШегл {© рхорозе (от 


р 1осжфей 1 Ите Т аЙег И Берат Из тоНоп. Аззшрапя 1№е уе\ос\у 
риБббсаНоп, реазе зеп@ # 1 ог Ноу’ оё {Пе шуетг {0 Ъе сот ап аи@ едиа! 40 и, Ппд а таре 
мз ипфег зерагае соуег, т те \о@ Гог сопзёгасилЕ Ме ров оЁ {Ме 1гадесцюгу уНеге {Те 


фо сорез (т Кизйапт ог т га{$ УИ Бе а ше 27, ЗТ, 4Т. 
ЕпЕйяв). 1поеоате Те зом- 


1/Уь. Раегуц ко 
Иоп. Оп Ше епуеЮре мтИе 
МЕ\ РВОВТЕМ 1\ РНУ- Р1050. А зтайЙ рагИе о? тазз т, сатгуме а роз че сБагие 4, 
$$ (№ МАТНЕМАТК 5). арргоасНев а сарасйог (гот уегу баг ауву аоп& а ‘тазесвюгу 
Р]еазе рыиЁё усиг паше зп регрепаси\аг 40 Из р1афез вла Иез Штоиий зта] Ноев т 
аадгезз ш ВЕОСК ГЕТТЕН$. {Те сегёге ог Ще рез. Аззипип& \Таё а а оп 913апсе 
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№1015. Можно ли разло- 
жить на множители. с це- 
лыми коэффициентами 
многочлен ххх 
12? 


Делители 12: 51, +2, 3, 
+ 4, =: 6, -2 12: 
елители 16: 1, +2, +4, 


Одной из троек #!—1)=6, 
&0}=3, &1)}==2 отвечает 
многочлен &(х}=-х“— 9+ 
+3, — делитель Ах). 
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1ттот Че сарасИйог \Ве ухе]осфу 0оЁ Те рагые ма5 в, Йп@ 
Из уеосНу 1) аф Ве рот А 10824е Ше сарасйог (зее Яврите 
Рис. 3). 2) а Ме рошё В плтебаму аМег Пуша оц оЁ 
{Ве сарас{ог. ТНе сарасйог 15 сВагией 4ю а ЧИЁегепсе оЁ ро- 
еп] О апа Ще алпсе Бебубеп ШЁз р]а%ез 15 шисК этаПег 
{Вап {Ве 5126 оГ Те р]афез: Ше сПат&е оф? 1Ве сарасКог 13 тисН 
вгеафетг фай 9. 

а С. У. Сышомеи 


Р1051. А Шт шоаШе пя, роззеззтя а зтаП 91сопИпииу 
оЁ спе Г, гоЙз мИНоцЕ зэПати \ИВ убосйу в т а тарпейс 
Паа умозе тдисНой 15 Вог2опа! ап едиа| $0 В; Ве уесфог 
В 13 регрепдешаг © с рапе оЁ Ме гла (зее Яниге Рис. 4). 
Рад Ве ЕМР ой шдисмой а {Ве шотепй уНеп {Ве апе АОС 
(зее Ме Пниге) едиа13 а. 

1. 6. Магкомск 


Р1052. ТВе апипозйу ой Ве ЕамВ‘з зитГасе Фтот а РП 
тооп 13 пеагу 10 Итез &тезмет Пап Ща {тот а ВаМ тоол. 
\М/Ву? 


Решения задач 
№М1015—М1020; Ф1028—Ф1031 


Ответ: можно. Искомое разложение получается так: 
ххх? 4х4 12 = 5 (8х 8х4 822?--8х--96)— 
= (3—4 10-х = 
1. (ах?—8х-- 122 х°— 6х8) = 


=(х?—2х--3)(х°—Зх-4). 

Найти это разложение нам помогла догадка. Но су- 
ществуют и более надежные способы решения таких 
задач. Можно было бы действовать «в лоб»: пред- 
положить, что данный многочлен разлагается в про- 
изведение (х’фах-- В {х?--сх--а) двух квадратных трех- 
членов с целыми коэффициентами, раскрыть скобки 
и сравнить получающийся многочлен с данным. После 
приравнивания коэффициентов при одинаковых стеле- 
нях х возникает система, приведенная на полях; ре- 
щить ее в целых числах нетрудно — требуется лишь 
небольшой перебор. Для миогочленов более высокой 
степени такой «метод неопределенных коэффициентов» 
приводит к громоздким системам уравнений. 

Имеются и общие правила-алгоритмы, позволяющие 
любой многочлен с целыми коэффициентами разло- 
жить’ в произведение многочленов с целыми коэф- 
фициентами или убедиться, что это невозможно, 
т. е. доказать, что многочлен неприводим *). 

Один из алгоритмов для отыскания квадратичного 
множителя &(х)=ах”--Ьх--с данного многочлена Д(х) 
был указан еше Ньютоном (1707 г.) Возьмем любые 
три целых точки, скажем хо-=0, х!=1, х.=— 1. Если 
Дх==ях(х), где ви } — многочлены с целыми коэф- 
фициентами, то числа #(хо», &(х!), &(х2) делят числа 
Ихо). Кх!), Кх2). Последние три числа имеют лишь ко- 
нечиое число делителей. Для каждой тройки их де- 
лителей 4х, 4, 42 можно составить единственный квад- 
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®) О неприводимых многочленах © целыми коэффицисятами рас- 
сказывалось в 10-м и 11-м номерах *Кваита» за 1986 г. 


М1016. Многоугольник 
описан около окружности 
с центром О. Пусть Р — 
центр масс многоугольни- 
ка, К — центр масс его 
контура. Докажите, что 
точки Р, О и К лежат на 
одной прямой, причем 
РО=ЭРК. (При определе- 
нии центра Р мы рассмат- 
риваем многоугольник как 
однородную пластину, 


ентра К — как контур из 
Онородной проволоки.) 


М1017*. Каждой вершине 
правильного пятиугольни- 
ка приписано некоторое 
целое число так, что сумма 
всех пяти чисел положи- 
тельна. Разрешается про- 
делать следующую опера- 
цию: если трем последова- 
тельным вершинам припи- 
саны числа х, уу 2иу< 0, 
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ратный трехчлен &(х) такой, что &(х.)=4, и проверить, 
являются ли его коэффициенты целыми, делится ли на 
него /(х) и будут ли целыми коэффициенты частного 
(последняя проверка при а=1 не нужна). Этим спо- 
собом можно искать и делители &х) любой степени: 
нужно вместо трех точек взять Ё--1 целых точек. 
Правда, такой алгоритм (предложенный в 1793 г. астро- 
номом Фридрихом фон Шубертом и переоткрытый уже 
в конце ХПХ века Леопольдом Кронекером) требует 
очень большого перебора. Об отыскании более эффек- 
тивных алгоритмов рассказано, в частности, во 2-м 
томе книги Д. Кнута «Искусство программирования 
на ЭВМ» (М., 1977, разделы 4, 6, 2). 

Н. Б. Васильев, `С. Л. Манукян 


Заменим каждую сторону многоугольника ее центром 
масс (т. е. серединой) и поместим в эту точку массу, чис- 
ленно равную длине стороны. Ясно, что точка К совпа- 
дает с центром масс полученной системы материальных 
точек (К\!, а1), ..., (К„, аз) (здесь п — число сторон много- 
угольника, К; — их середины, а: — их длины). Чтобы 
найти центр масс Р многоугольника как пластины, 
разобъем его на треугольники отрезками, проведенны- 
ми из центра О окружности в его вершины (рис. 1), 
найдем центры масс Рь...Р, этих треугольников 
(Р. — центр масс треугольника, примыкающего к сторо- 
не а.}, и поместим в эти точки массы, равные площедям 
5... 5 треугольников. Тогда Р совпадает с центром 
масс системы материальных точек (Р., 5)), ..., (Ро, 5.). 
Центр масс треугольной пластины лежит в точке пере- 
сечения медивн. (Для доказательства рассмотрим сту- 
пенчатую фигуру из Ё прямоугольников равной высоты, 
приближающую наш треугольник — см. рис. 2 для 
Е—=4. Ик центры лежат на медиане треугольника, сле- 
довательно, центр масс всей фигуры тоже лежит на 
этой медиане. Переходя к пределу при #—+со, получим, 
что и центр масс треугольника лежит на его медивне.) 
Таким образом, точка Р; при #—=1, .... п лежит на отрез- 
ке ОК, причем ОР/ОК!:=2/3, т. е. система точек 
К»... К, переходит в систему Рь....Р„ при гомотетии 
с центром О и коэффициентом 2/3. А поскольку и 
массы в точках Р; пропорциональны а, (5, =а.В /2, где 
В — радиус окружности), точка К при указанной гомо- 
тетии переходит в Р, что равносильно утверждению 
задачи. 

Аналогичное утверждение слраведливо и для много- 
гранника, описанного около сферы с центром О: если 
Р — центр масс такого многогранника _ (как тела), 


а К — центр масс его поверхности, то ОР=(3/4) ОК. 


И. 3. Вайнштейн 


Ответ. Да. В решении этой задачи используется прием, 
ставший уже стандартным: подбирается целочисленная 
функция от рассматриваемых 5 чисел, значения кото- 
рой монотонно меняются, скажем, уменьшаются при 
каждой операции и в то же время ограничены снизу; 
такая функция не может изменяться сколь угодно долго 
(ведь каждый раз она уменылается по крайней мере 
на 1), поэтому после конечного числа шагов дальней- 
шине операции будут невозможны. 

В качестве такой функции можно взять величину 
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то эти числа заменяются 
соответственно на х-у, 
—у и 2 и. Такие опера- 
ции выполняются. пока 
хотя бы одно из пяти чисел 
отрицательно. Обязатель- 
но ли этот процесс закон- 
чится через конечное чис- 
ло шагов? 


[| Ны|-Н2НЕ “+ 
Не |-Е [ху |+ |и+=|-... 
ин -х| + [ху 21+ 
иа-и| +... © 
Ну + |хНу-+2+и|+ 

Ну и-о 
„.НТо-х- 






ВЫ. 
-У-2|. 


№М1018. Пусть Аи В — 
соседние вершины пра- 
вильного п-угольника с 
центром О. Треугольник 
ХУЙ. равный треугольни- 
ку ОАВ, вначале совпадает 
с ним, а потом движется 
в плоскости п-угольника 
так, что точки У и 2 оста- 
ются на контуре, а Х — 
внутри п-угольника. Ка- 
кую фигуру опишет точ- 
ка Х, когда У и &# совер- 
шат полный оборот по гра- 
нице п-угольника? 


№1019. На листе клетча- 
той бумаги отмечено неко- 
торое конечное множество 
М узлов (точек пересече- 
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(х— 2) + (бо Но -у’ Нубии —ху, 

где, х, у, 2, и, © — числа, стоящие в последователь- 
ных вершинах пятиугольника. Действительно, эта 
величина неотрицательна, а если при у< 0 произвести 
замену х на х|у, у на —уи 2 на ух, ее новое 
значение будет равно 

(2-2 — оо и ии ху — и), 
т. е.. как показывает вычисление, будет меньше исход- 
ного на —Зу (хуи -Ро). Это число положительно 
(и следовательно, не меньше 2), поскольку сумма всех 
5 чисел при рассматриваемой операции не меняется и 
положительна с самого начала. 

На полях приведена еще одна функция, удовлетво- 
ряющая условию задачи (сумма модулей всех чисел, 
их последовательных пар, троек и четверок). 


А. П. Савин 


Ответ. Искомое множество — это правильная ‹звез- 
дочкаь, составленная из п равных отрезков длины АК, 


где А= —1, а В — радиус описанной окруж- 


соз (п/п) 
ности данного п-угольника (см. рис. 1 для п=5); эти 
отрезки получаются из отрезков, соединяющих центр О 
многоугольника с его вершинами. при гомотетни с коэф- 
фициентом — А и центром О. 

Рассмотрим две последовательные стороны АВ и ВС 
данного многоугольника (рис. 2); пусть У лежит на 
АВ, # — на ВС. При повороте с центром Х на угол 
2л/п (равный углу УХЯ) точка У перейдет в &, а пря- 
мая АВ — в прямую, проходящую через Й и составляю- 
щую с АВ угол 2л/п, т. е. в прямую ВС. Следовательно, 
прямые АВ и ВС одинаково удалены от центра поворо- 


Рис. 





Рис. 2. : 


та Х, а это значит, что Х лежит на биссектрисе угла 
АВС. При движении точки У от А до В точка Х будет 
двигаться по прямой ВО от точки О до некоторого 
положения В, и обратно до О, причем В, — это ваиболее 
удаленное от прямой АВ положение Х, поэтому при 
Х=Вь, отрезок ХУ перпендикулярен АВ. Отсюда нахо- 
дим, что ВВ, =ХУ/5т Г АВО—=В/сов (л/п). При дви- 
жении У по стороне ВС точка Х пройдет (туда и обратно) 
следующий луч звездочки — ОС! и т. д. 


Доказательство проведем по индукции. Для множества 
из одной точки утверждение очевидно. Докажем его 
для множества М из п точек, считая, что оно верно 
для любого множества из п—1 точек. Выбросим из 


В. Н. Дубровский 


ния линий сетки). Докажи- 
те, что всегда можно окра- 
сить некоторые точки мно- 
жества М в белый цвет, а 
остальные — в красный 
так. чтобы на каждой ли- 
нии сетки разность меж- 
Оу числом белых и крас- 
ных узлов по модулю не 
превосходила 1. 


№М1020*. На сфере радиу- 
са 1 проведена 

а) кривая, длина которой 
меньше п; 

6) замкнутая кривая, дли- 
на которой меньше 2д. 
Докажите, что найдется 
плоскость, проходящая че- 
рез центр сферы, не пересе- 
кающая проведенной кри- 
вой. (Можно считать, что 
кривая на сфере — это 
«ломаная», состоящая из 
дуг больших кругов.) 


Р 


оО РХ) 


Рис. 1. 
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М одну точку А, причем если хотя бы на одной линии 
сетки имеется нечетное число точек множества М, возь- 
мем А на этой линии. Пользуясь предположением ин- 
дукции, раскрасим остальные точки, как требуется по 
условию. Теперь надо доказать, что точку А можно 
окрасить так, что на двух линиях [ ит, проходящих 
через А, это условие не нарушится. 

После предварительной раскраски на каждой из ли- 
ний [и т будет либо поровну красных и белых точек, 
и тогда наше условие не нарушится при любой рас- 
краске А, либо точек одного цвета будет на 1 больше, 
чем другого, и тогда А нужно окрасить недостающим 
цветом. Это было бы неосуществимо. только если бы 
на одной линии, скажем на [, оказалось больше белых 
точек, а на другой — больше красных. Но тогда на 
каждой из линий Ги т находится четное число 
точек множества М (включая А), и, следовательно, в 
силу выбора А на всех линиях сетки находится четное 
число точек из М. В таком случае на всех линиях, от- 
личных от Ри т, число белых точек равнялось бы 
числу красных. Подсчитывая общее число белых и 
красных точек по линиям, параллельным линии { (вклю- 
чая [), мы получили бы, что белых точек на 1 больше, 
чем красных; при подсчете по линиям, параллельным т, 
получилось бы, что красных точек больше. Это про- 
тиворечие показывает, что единственный неприятный 
вариант встретиться не может, и точку А всегда можно 
окрасить в соответствии с условием. 


Решение этой задачи становится короче и яснее, если 
излагать его на языке сферической геометрии. Позна- 
комимся с некоторыми словами этого языка. 

Большая окружность, или, как чаще говорят, боль- 
шой круг — это окружность в, по которой сфера пере- 
секается с произвольной плоскостью и, содержащей 
ее центр О; концы диаметра сферы, перпендикулярного 
плоскости а, называются полюсами окружности в, сфе- 
рическое расстояние 3 (А, В} между двумя точками сфе- 
ры А и В определяется как длина меньшей дуги боль- 
шого круга, соединяющей А и В; если радиус сферы 
равен 1, то, очевидно, 

$(А, В) = АОВ. 

Известно, что каждый из плоских углов трехгранного 
угла меньше суммы двух других (доказательство можно 
найти, например, в учебном пособии: Геометрия 9 —10 / 
под ред. 3. А. Скопеца. — М.: Просвещение, 1981, 
с. 224), поэтому сферическое расстояние удовлетворяет 
‹неравенству треугольника» *): 

5(А, В} 5 (А, Су+3 (С, В). 
В планиметрии из аналогичиого неравенства выводится, 
что отрезок — кратчайшая из линий на плоскости, 
соединяющих две данные точки; в сферической гео- 
метрии точно так же доказывается, что кратчайшей 
линией между двумя точками на сфере является дуга 
большого круга. 

Теперь перейдем непосредственно к задаче. 

а) Первое решение. Возьмем на данной кривой 
точку Р, которая делит ее на две части равной длины. 
Для любой точки Х кривой сферическое расстояние 
5 (Р, Х) не превосходит длины участка кривой от Р до Х, 


А. П. Савин 





*) Если точки А и В диаметрально противоположны, знак < в 
нем надо заменить на =. 
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т. е. меньше л/2. Следовательно, наша кривая не пере- 
секает большой круг с полюсом Р (для любой его точки 
У сферическое расстояние $(Р, У)=я/2; рис. 1). Плос- 
кость, содержащая этот круг, и является искомой. 

Во втором решении мы только докажем, что 
нужная плоскость существует, не указывая ее конкрет- 
но. Преимущество этого решения в том, что оно годится 
для любого набора кривых на сфере, суммарная длина 
которых меньше 1. 

Рассмотрим множество всех больших кругов, пересе- 
кающих нашу кривую, и для каждого отметим его по- 
люсы. Докажем, что площадь множества М всех отме- 
ченных полюсов меньше площади сферы, т. е. 4л. Это 
будет означать, что найдется большой круг, полюсы ко- 
торого не принадлежат множеству М, т. е. не пересе- 
кающий нашу кривую. 

Ясно, что полюсы всех больших кругов, проходящих 
через некоторую точку Х, сами образуют большой круг 
®Фх © полюсом Х. Когда точка Х пробегает дугу АВ 
большого круга, окружности Фу ч«заметают» на сфере 
два равных двуугольника (рис. 2): вершины этих 
двуугольников являются полюсами большого круга АВ, 
а «угол раствора» двуугольников равен длине з (А, В) 
дуги АВ. Площадь двуугольника с углом а на сфере 
радиуса 1 равна 20 (очевидно, она пропорциональна а 
и равна 2л при оп). Следовательно, площадь множе- 
ства полюсов больших кругов, пересекающих дугу АВ, 
равна 45 (А, В), а площадь всего множества М не пре- 
восходит 4 (о, --...[а.)<4л, где а, ..., @» — длины дуг, 
составляющих данную кривую (или несколько кривых). 

6) Выберем на данной кривой две точки АД и В, раз- 
бивающие ее на части равной длины. Проведем через 
А и В болыпой круг и на менышей из его двух дуг с 
концами А и В возьмем середину Р. Теперь, как и в пер- 
вом решении задачи а), надо доказать, что для любой 
точки Х нашей кривой 5 (Р, Х)<п/2. А это неравенство 
следует из леммы, которая приводится ниже (сумма 
длин дуг АХ и ХВ не превосходит длины участка кри- 
вой АХВ и потому меньше п). 

Лемма. Пусть Р — середина стороны АВ сфериче- 
ского треугольника АВХ (на сфере радиуса 1). Тогда 
Элина его вмедианы» $(Р, Х) меньше. равна или боль- 
ше 1/2, если сумма длин заключающих ее сторон 
$5 (А, Х)-+ з(В, Х) соответственно меньше, равна или 


больше п. 
Доказательство. Пусть сначала 5(Р, Х)=л/2 и 
У — точка сферы, диаметрально противоположная Х 


(рис. 3). Сферические треугольники РХВ и РУА равны 
(они ч«сферически симметричны» относительно цент- 
ра Р), поэтому $ (Х, В) =3(У, А) и 
$ (А, Х)- 8 (Х, В) = (А, Х)+ $ (У, А)= я. 

Если з(Р, Х)>п/2, отложим на дуге РХ точку Х/ та- 
кую, что з(Р, Х\)==л/2 (рис. 4), тогда по доказанному 
сумма $(А,Х)-+-$(Хь В)=л, но из неравенства тре- 
угольника следует (см. рис. 4), что она меньше 
$ (А, Х)- 3(Х, В). Аналогично рассматривается случай 
$ (Р, Х)< л/2. 

Задача 6) допускает и решение, аналогичное второ- 
му решению задачи а). Пусть множество М образовано 
полюсами всех больших кругов, пересекающих данную 
кривую. Любой из этих кругов пересекает кривую не 
менее 2 раз (так как она замкнута), поэтому двууголь- 
ники, рассмотренные в решении задачи а), покрыва- 
ют М по крайней мере в 2 слоя, и следовательно, пло- 
щадь множества М меньше, чем 4-2л/2 — 4л, т. е. мень- 
ше площади сферы. 

Г. А. Гальперин, В. Н. Дубровский. В. В. Произволов 





Ф1028. Легкий стержень 
с массивным шариком на 
верхнем конце начинает 
падать из вертикального 
положения без начальной 
скорости. Нижний конец 
стержня упирается в уступ 
на горизонтальной плос- 
кости (рис. 1). Какой угол 
с вертикалью будет состав- 
лять скорость шарика в мо- 
мент удара о плоскость? 


Ща 





$1029. При стационарном 
падении струи воды на 
плоское блюдце можно на- 
`блюдать такую картину: 
в некотором радиусе г от 
места падения струи уро- 
вень воды очень низок, а 
на расстоянии г уровень 
испытывает скачок (см. ри- 
сунок). Оцените радиус г, 
если расход воды 4, высо- 
та падения Н, высота водя- 
ной ступени В. Считать, 
что начальная скорость 
истечения воды из крана 


2. < `/2&нН . 
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Шарик движется по дуге окружности до тех пор, пока 
действующая на него сила реакции стержня не обра- 
тится в нуль. Дальнейшее движение до. удара о гори- 
зонтальную плоскость происходит по параболе, так как 
на шарик действует только сила тяжести. 
Найдем сначала угол а, который стержень образует 
с вертикалью в тот момент, когда сила реакции обраща- 
ется в нуль. Запишем уравнение второго закона Ньютона 
в проекциях на направление к центру окружности 
(рис. 2): 
т 
{ 


({ — длина стержня). Входящую в (1) скорость шарика 
5, можно выразить через угол а с помощью закона 
сохранения энергии: 
2 

т {1 — соз а} = "5. - (2) 
Подставляя и! из (2) в (1), получим уравнение для опре- 
деления а, которое дает со5 а=2/3. Таким образом, сво- 
бодное движение шарика начинается на высоте 21 /8 со 
скоростью г, = 1281/83. Горизонтальная проекция ско- 
рости шарика 0„=0! с08 а—=(2/3) 2, 3 в дальней- 
шем остается неизменной. 

Рассмотрим теперь момент удара шарика о горизон- 
тальную плоскость. Модуль скорости о в этот момент 
будет таким же, как при свободном падении с высо- 
ты й: 2 = 28. Направление скорости проще всего най- 
ти, выражая синус угла ‹, образуемого вектором ско- 
рости с вертикалью (см. рис. 2), как отношение и„„/ь: 


3 


и ф=и Ао = — =0,385, 
Фи. РЕ 





— т с03 а (1) 





откуда ф=22°40°. 


Масса воды, вытекающей из крана за единицу времени, 
равна ар, где о — плотность воды. Поскольку скорость 
истечения воды из крана 0. \/2иН, можно считать, 
что при падении на блюдце любая порция воды имеет 
скорость и =-/28Н. 

Будем считать, что при ударе о блюдце скорость в 
остается по абсолютной величине прежней и меняется 
только ес направление. При этом после удара каждая 
малая порция воды массой и переносит (по радиально- 
му направлению) импульс ио=ил/2яН, который теря- 
ется при столкновении с «водяной стенкой». Пусть вре- 
мя соударения со «стенкой» равно Аё. Тогда 


{- А=нци=ы `/2ан, (1) 
где } — сила, действующая на порцию и воды со сторо- 
ны «стенки» в том месте, где эта порция налетаст па 
«стенку». Эта сила есть сила гидростатического давле- 


Е. И. Бутиков 


ния неподвижной воды, образовавшей «ступеньку» 
высотой Й, т. е. 

1 

57} рай -Аз, (2) 
где Аз — площадка на стенке, на которую попадает 


порция и воды. Следовательно, суммарная сила, дей- 
ствующая со стороны «стенки» на ударяющуюся в нее 
воду, по абсолютной величине равна (см. (2)). 


В= = 5 рав У Аз = > ояв -Элгв = прай“. 
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С другой стороны (см. (1)), 


РО 
яа— 


«бьуятниме № Жану 


Ф1030. На невесомой нити 
жесткостью К висит тело 
массой т. Максимальное 
натяжение, которое выдер- 
живает нить, равно Т. Те- 
ло приподнимают на высо- 
ту х от положения равно- 
весия и отпускают. При 
каком минимальном х 
нить порвется? 


Ф1031. Проводящая сфера 
разбилась на несколько ос- 
колков, разлетающихся на 
большие расстояния друг 
от друга. Осколки в произ- 
вольном порядке соединя- 
ют тонкими проводами. 
Что больше: электроем- 
кость получившейся си- 
стемы осколков или элек- 
троемкость сферы? Емко- 
стью проводов пренебречь. 
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ду ие — 
"= 


(масса М равна массе воды, вытекающей из крана за 
время ЛЬ и следовательно, М/А! =т-=41). Таким об- 


разом, лр&й?г=ар-/2ЕН, откуда получаем оцен- 


[2 М "ри 
я Хр= д; — 965 =чру2ЕН 





ку г: 
г= 9 /ен . 
дй? я 
А.А. Алабугин. А. В. Уманский 
Заметим, что Т> тя, — иначе было бы невозможно 
равновесие. В положении равновесия нить растянута на 
Ав= ти /Ё. (1) 


После того как груз был поднят на высоту х от положе- 
ния равновесия и отпущен, он будет двигаться вниз. 
Пройдя положение, соответствующее длине свободной 
нити, груз начнет раетягивать нить. Пусть А! — макси- 
мальное растяжение нити. Тогда условие обрыва нити — 
Е.М =Т = М=ТИй. (2) 
В зависимости от соотношения параметров Г и т воз- 
можны два случая: 1) х< М 2) х> Ай. Рассмотрим 
их отдельно. 
1) х< А. Запишем закон сохранения энергии, при- 
няв за нулевой уровень потенциальной энергии тела в 
поле тяжести положение, когда нить не растянута: 


—та (Аь—х)+ ав = — те-м ++ (61. 


Подставляя значения АБ и А из (1) и (2), находим х: 
_ Т—жа 
ОВ 
Легко видеть, что х < Ь эквивалентно условию Т < 2тя. 
2) х-> Ар. Из закона сохранения энергии — 





та (х— Мо= —та-М-+ Ам 
— с учетом (1) и (2) находим: 


х= ив (ия) (при Т> 2т8). 


В. Г. Харитонов 


Сообщим системе осколков заряд 4 (пусть для опреде- 
ленности 4 >> 0). Начнем собирать осколки, соединенные 
проводами (емкостью которых мы пренебрегаем), в сфе- 
ру. Понятно, что поверхностная плотность заряда на 
любом уже собранном участке сферы будет положи- 
тельна. Поэтому при сближении осколков между ними 
все время будут действовать силы отталкивания, и для 
того чтобы собрать осколки в сферу, нужно совершить 
работу А >0. 

Заряд собранной сферы будет равен а, электростати- 
ческая энергия ее "+ =4*/2С.„, где С.ъ — эффектив- 
ность сферы. Энергия же системы осколков была 
У„«=9”/2С.., где С.. — электроемкость еистемы. Ясно, 


что А=И/,— У’, и так как А>О0, д И,, т. е. 
2 2 
Я а 
НИ 
РАО 
Это означает, что С..<С.. — электроемкость сферы 


меньше электроемкости системы осколков, соединенных 
проводами. 
И. М. Луценко 
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№ Задачи 


1. Замените на рисунке звездочки 
цифрами так, чтобы равенство оказа- 
лось верным. 

2. В 1987 году возраст старшего 
из двух братьев стал равен сумме 
цифр года рождения младшего, а воз- 
раст младшего — сумме цифр года 
рождения старшего брата. Сколько им 
лет, если один старше другого на 
7 лет? 

3. Однажды Петя попробовал под- 
ключить лампочку к двум батареи- 
кам так, как показано на рисунке. 
Однако лампочка не загорелась, хотя 
от каждой из батареек она зажига- 
лась. Почему? 

4. Шофер автобуса установил в од- 
ной кассе катушку билетов с номе- 
рами от 537000 до 537999, а в дру- 
гой — с номерами от 462000 до 
462999. В какой из катушек «счаст- 
ливых» билетов больше (т. е. таких, 
что сумма первых трех цифр равна 
сумме следующих трех цифр)? 

5. Отрезок, соединяющий середины 
двух противоположных сторон выпук- 
лого четырехугольника, разделил его 
на два четырехугольника, имеющих 
‚равные площади. Докажите, что эти 
стороны параллельны. 


Эти задачи нам предложили ученица 7 клас- 
са из Мурома Оля Зевалева, ученик 3© класса 
из Пушкинского района АзССР Натич Шири- 
нов, С. В. Дворянинов, А. Г. Самосват. 
В. В. Произволов. 
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ДАЛЬТОН. 
ВЗВЕШИВАЕТ АТОМЫ 


=, Е ' ' МУ 


Кандидат физико- математических к наук + 
нА. С: п ий ь 


м 
>. ` _ 
В 90-х годах не века в не слишком похвальное усердие. В частности, он 
‚серьезном английском. журнале «Ка- начал вести дневник метеорологичес- 
лендарь для леди ок джентельменов» — ких наблюдений... А спустя много лет 
_ стал сотрудничать ‚молодой человек на страницах этого дневника появи- 
_ по имени Джон Дальтон. В.его › обяза - лась первая в мире таблица атомных 
ности. входило ин ормироват . _ весов элементов, которая прославила 
_ телей ©. ‚погодных. н лю. кет гиях._ 1о- ` ‘имя автора. 
Идея о существовании «первокир- 
































м. ть размеры и вес. А: задача фи2с 
°’ ки — их измерить. Но как? 

Поставьте себя на то физика 
или химика конца ГИТ века. В ва- 
шем распоряжении имеются данные о 
составе-ряда веществ, накопленные 

+<Толетия алхимических и химичес- 
ких опытов. Например, известно, что 
вода состоит из кислорода и водорода, 
углекислый газ — из углерода и кис- 
лорода и т.д. Известно также, что су- 
ществуют «простые вещества», кото- 
рые невозможно разложить на более 
элементарные; это водород, кислород, 
азот, углерод, сера и т. д. Каковы 
ваши возможности в области измере- 
ний? Можно определять веса и объ- 
емы тел, в случае газа — измерять 
давление. Правда, из-за несовершенст- 
ва аппаратуры все количественные 
данные большой точностью не отлича- 
ются, ошибки до 10%. — в порядке 
вещей... 

Теперь подумайте, как на такой 
основе можно измерить что-либо, от- 
носящееся к мельчайшим атомам (са- 
мо существование которых к тому же 
было под вопросом). Дальтон приду- 
мал и со столь скромным багажом 
приступил к +«взвешиванию» атомов. 

Он принял, что каждое из неразло- 
жимых, «простых», веществ состоит 
из атомов одного сорта. Дальтон по- 
нимал, что определить их абсолютный 
вес (скажем, в граммах) *) ему не под 
силу. Следовало поступить по-друго- 
му: принять вес самого легкого ато- 
ма за единицу и в этих единицах 


выразить веса остальных. Самым лег- к 


ким из «простых» веществ был Е 


- ^ $ зе р ‹ ие 
*) Понятно, что на, самом ` деле речь рт 
© массе; но мы сохраняем терминологию, при! 


тую в то ‘время. - т * у ке 
$ 5 р 
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о Це 
решил опи- 

ь о химическим ре- 
Устим, что, вступая в ре- 
два. простых вещества А и 
Вббразует новое вещество. Тогда, пос- 


кольку А и В состоят из неделимых 


атомов, образование нового вещества 
может быть связано только с их соеди- 
нением (рисунок 1). Вот как свою гипо- 
тезу формулировал сам Дальтон: 
«Если имеются два тела А и В, склон- 
ные соединяться между собой, то реак- 
ции могут протекать в следующем 
порядке, начиная с простейшей, а 
именно: 

1 атом А-1 атом В = 

—] атом С двойной, 
1 атом А--2 атома В = 
—] атом Д тройной, 
2 атома А--1 атом В 
—=1 атом Ё тройной, 
1 атом А-З атома В = 
==1 атом РЁ четверной, 
...® ит. п.*) 
(Отсюда сразу следовал знаменитый 
закон кратных отношений: если два 
элемента образуют друг с другом бо- 
лее одного соединения, то массы од- 
ного элемента, приходящиеся на одну 
и ту же массу другого, относятся как 
небольшие целые числа. Например, в 
двойном (АВ) и тройном (АВ,) ато- 
мах (по терминологии Дальтона) мас- 
сы вещества В, приходящиеся на од-- 
ну и ту же массу вещества А, от- 
носятся друг к другу как 1:2.) 

Теперь можно было сделать реши- 
тельный шаг в определении атомных 
весов. Как? Разберем один из расче- 
тов Дальтона. 

При соединении кислорода с угле- 
родом в зависимости от весовых соот- 
ношений реагентов образуется либо 
окись углерода, либо углекислый газ. 


и Асия 

*) Комплекс из нескольких атомов Дальтон 
называл сложным (двойным, тройным и т. д.) ато- 
мом. Сейчас для него принято наименование + мо- 


9. .- 2 О 
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О 
еедоаалыии — 
НО 
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Вот какими числениыми даниыми 
располагал Дальтон: 


44 % углерода-|-56 % кислорода-= 
—=окись углерода, 
28,1 % углерода-|-71,9 % кислоро- 


да=— углекислый газ. 
В такой записи никаких закономер- 
ностей не видно. Но давайте опреде- 
лим, сколько приходится кислорода 
на одно и то же количество углеро- 
да в разных реакциях. В первой на 
44 весовые части углерода — 56 ве- 
совых частей кислорода. А сколько 
потребуется кислорода на 44 весовые 
части углерода во второй реакции? 


Ответ дает простая пропорция: 
49,9 
44 - 581 112,6. 


Почти точно в два раза больше, чем 
в первой! Дальтон объяснил этот факт, 
предложив соответствующие атомные 
модели обоих веществ (см. рисунок 2): 
1 атом углерода--1 атом кислорода== 

—1 атом двойной окиси углерода, 

1 атом углерода--2 атома кислорода= 
—1 атом тройной углекислого газа. 

Из такого объяснения (совершенно 
верного!) следовало, что вес атома кис- 
лорода относится к весу атома углеро- 
да как 56:44 (в хорошем согласии 
с современными данными). 

План Дальтона по определению 
атомных весов был предельно ясен: 
сначала по реакции образования воды 
подсчитать вес атома кислорода, а за- 
тем по реакциям окисления — веса 
остальных простых веществ. 

6 сентября 1803 года в дневнике 
Дальтона появилась первая таблица 
атомных весов ряда веществ. Мы при- 
ведем часть этой таблицы вместе с 
современными данными (в тех же еди- 
ницах измерения): 


Атомный вес 


современные 
п 
о Дальтону а 


Водород (Н) 1 
15,37 


Кислород (0) 
Азот (М) 14А 


Углерод (С) 
Вода (НО) 
(сложный атом) 


11,9 
17,87 
(молекула 
Но) 


Казалось бы, ничего похожего. Но 
это не совсем так. Например, отноше- 
ние весов кислорода и углерода по 
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Эта таблица символов различных атомов и 
атомных весов была олубликована в первом 
томе книги Дальтона «Новая система хими- 
ческой философии» (1808 год). 


данным Дальтона равно 1,26. Сов- 
ременные методы дают очень близкое 
значение — 1,25. Не стоит также забы- 
вать, что это — лишь первая вер- 
сия таблицы. Впоследствии Дальтон 
не раз уточнял ее. В частности, вес 
кислорода «вырос» до Т. К сожале- 
нию, один серьезный дефект оставал- 
ся во всех вариантах: Дальтон невер- 
но определял атомный вес кислорода. 
А поскольку атомные веса других ве- 
ществ определялись в основном по 
реакциям окисления, ошибка автома- 
тически переносилась и на них. 

Из таблицы видно, что химическо- 
му составу воды, по Дальтону, соответ- 
ствует формула НО, т. е. на каждый 
атом кислорода приходится один атом 
водорода. Именно здесь и крылась 
неточность. Сегодня химическая фор- 
мула воды известна всем — Н.О. 
Но Дальтон этой формулы не знал, 
а без этого не мог двигаться даль- 
ше. Поэтому он ввел следующий прин- 
цип: в тех случаях, когда известно 
лишь одно соединение атомов А и В, 
оно является простейшим, т. е. по 
терминологии Дальтона двойным ато- 
мом АВ. Поэтому формула воды и 
приняла вид НО. 


Вероятно, этот принцип не очень 
удовлетворял Дальтона. Буквально 
через несколько строк после опреде- 
ления состава воды он пишет: «В кон- 
це концов надо допустить возмож- 
ность того, что вода может быть трой- 
ным соединением. В этом случае, если 
два атома водорода соединяются с од- 
ним атомом кислорода, атом кислоро- 
да должен весить в 14 раз больше 
атома водородаз... 


Дальше этого Дальтон не пошел. 
Более того, ко всем попыткам других 
исследователей пересмотреть или 
уточнить его результаты он относился 
крайне враждебно. Но научных заня- 
тий не оставлял до самого конца 
жизни. 21 июля 1844 года, за несколь- 
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ко часов до смерти и уже чувствуя 
ее приближение, Джон Дальтон в 
последний раз взобрался на метео- 
вышку и дрожащей рукой сделал по- 
следнюю из 200 000 записей в своем 
дневнике... 

Ошибки Дальтона еще при его жиз- 
ни исправил замечательный шведский 
химик Якоб Берцелиус. Будучи убеж- 
денным сторонником атомистической 
теории Дальтона, Берцелиус в то же 
время писал: «Числа Дальтона лише- 
ны той точности, которая необходима 
для практического применения его 
теории». В 1826 году, следуя идеям 
английского ученого, Берцелиус соста- 
вил таблицу атомных весов, которая 
по существу не отличается от сов- 
ременной. 


знания — он занимал пост 
профессора и ректора Пен- 
сильванского университета, 
состоял почетным членом 
Лондонского королевского об- 
щества, после смерти знаме- 
нитого Б. Франклина (1706— 


Дифракционной 
решетке 
— 200 лет 


Едва ли какому-либо прибору 
современная физика обязана 
столь же многим, как ди- 
фракциониой решетке, позво- 
ляющей точио и надежио ол- 
ределять длины световых 
волн. 

Спектральные приборы с 
использованием дифракцион- 
ных решеток впервые начал 
строить выдающийся немец- 
кий оптик Й. Фраунгофер 
(1787—1826) в двадцатых 
годах прошлого века. И в те- 
чение более ста лет считалось, 
что именно он изобрел ди- 
фракционную решетку. Но 
когда в 1932 году в США го- 
товились отметить юбилей 
одного из зачинателей физики 
и астрономии в Новом Свете 
Д. Риттенхауза (1732—1796). 
неожиданно обнаружилось, 
что этот ученый изготовил и 
исследовал днфракциоиную 
решетку еще в 1186 году. 

Биографня Дейвида Рит- 
тенхауза довольно хорошо из- 
вестна. С детства ои увлекал- 
ся конструированием различ- 
ных механизмов и приборов. 
Позже к этим увлечениям до- 
бавилась «натуральная фило- 


софня», которую он постигал, 
штудируя сочинения вели- 
кого Ньютона. Изготовление 
физических и астрономиче- 
ских приборов, исследования 
и наблюдения с их помощью 
стали делом всей‘ его жизни. 
Оригинальные по замыслу и 
отличные по техническому 
исполиенню хронометры, тер- 
мометры, планетарии, опти- 
ческие системы и другие при- 
боры Риттенхауза принадле- 
жали к наиболее совершен- 
ным исследовательским сред- 
ствам его эпохи. Риттенхауз 
изучал сжимаемость воды и 
тепловое расширение дерева, 
занимался усовершенствова- 
ннем громоотводов и экспери- 
ментировал с магнитами. 


Кстати сказать, оказалось, что 
в своем понимании природы 
магнетизма твердых тел он 
чуть ли не на сто лет опередил 
современников. 

Научные заслуги Риттен- 
хауза не остались без при- 


1790) его избрали президен- 
том Американского философ- 
ского общества, а в коице 
жизни он был назначен управ- 
ляющим Монетным двором. 


Как-то в марте 1185 года 
Риттенхауз получил от одного 
знакомого юриста письмо, ко- 
торое его необычайно заинте- 
ресовало. «Дорогой сэр! — го- 
ворилось в письме. — Позволю 
себе привлечь Ваше внимание 
к следующему вопросу из 
оптики. Я полагаю, вопрос 
этот совершеино нов, и ответ 
на него составит удовольствие 
для Вас и будет поучитель- 
ным для меня. В один из вече- 
ров прошлого лета, сидя у две- 
ри моего дома, я вынул из 
кармана шелковый носовой 
платок и, сильно растянув 
его обеими руками, стал смот- 
реть через него на уличный 
фонарь ярдах в ста (пример- 
но 90 м> от дома. Я ожидал, 
что увижу крупным плаком 
нити ткани платка. И дей- 





Дифракционная картина. полученная в монохромитическом 
свете с помощью дифракционной решетки. 
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ствительно, в согласии с ожи- 

данием я увидел шелковые 
нити, выглядевшие как тол- 
стая проволока. Но я был 
чрезвычайно удивлеи, когда 
сбиаружил, что при движении 
илатка вправо и влево темиые 
полосы как будто вовсе не 
сдригались, а оставались пе- 
ред глазами неподвижными». 
В заключение юрист писал, 
что будет чрезвычайно при- 
зиателен Риттенхаузу за объ- 
яснение явления, основанное 
иа «философских  приици- 
пах» . 

Через год на заседании 
Американского философского 
общества было оглашеио от- 
ветное письмо Риттеихауза. 
Начиналось оио так; «Доро- 
гой сэр! Экспернмент, © кото- 
ром Вы писали, „гораздо 
более любопытен, чем это 
могло бы показаться на пер- 
вый взгляд. Ибо то, что Вы 
видите, ие ткань платка в 
крупном плане, а нечто совсем 
иное...» И далее описывались 
эксперименты, в которых вме- 
сто шелкового носового илат- 
ка использовалось то, что 
оптики называют плоской про- 
зрачной дифракционной ре- 
` шеткой. 

Риттенхауз изготовил зту 
решетку из 50—60 отрезков 
волоса — диаметром около 
0,1] мы и длиной приблизи- 
тельно 10 мм. катянутых 
параллельным рядом на рав- 
ных расстояниях порядка 
0,2 мм один от другого между 
двумя латунными проволоч- 


ками с тонкой резьбой, в уг- 
лублениях которой закрепля- 
лись их коицы. Исследова- 
тель проделал в затемнявшем 
помещение окоииом  ставне 
узкую щель (0,8%75 мым) и 
вэглянул ина нее через свою 
рамку с волосками, располо- 
женную так, что волоски бы- 
ли параллельны щели. Он 
увидел картину, состоящую 
из яркой бесцветной линии в 
центре и пяти-шести радуж- 
ных полосок — спектров — 
слева и справа от иее. Порядок 
цветов в спектрах был 0б- 
ратиый тому, который иаблю- 
дается при разложении бело- 
го света призмой, т. е. в каж- 
дом из спектров наименьшее 
отклонение от центра испы- 
тывали фиолетовые лучи, & 
наибольшее — красные. 
Рнттенхауз измерил углы 
отклонения различиых лучей 
в свонх спектрах. Если пере- 
считать его даиные на длины 
волн, то для красного света 
получается значение 620 нм, 
а для синего — 460 им. Эти 
значения близки к действи- 
тельным (как известно, види- 
мый спектр простирается при- 
близительно от 800 нм в крас- 
иой части до 400 ны в синей 
части), что явно свидетель- 
ствует о хорошей точности 
опытов Риттенхауза. Сам уче- 
ный, конечно, ни о какнх све- 
товых волнах не помышлял. 
Следуя Ньютону, он был твер- 
до убежден, что свет — это 
поток каких-то частиц, поэто- 
му осмыслить наблюдаемое 
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явление Риттеихауз не смог 
и продолжать эксперимент не 
стал. Но, видимо, важность их 
он интуитивно вполне созиа- 
вал, поскольку в конце своего 
сообщения 06 исследованиях 
пророчески отметил, что «про- 
должение этих опытов может 
привести к новым интересным 
открытиям, касающимся 
свойств этой удивительной 
субстанции, называемой све- 
том». 

Уже в первых опытах Рит- 
теихауз выясиил, что по мере 
возрастания числа щелей в ре- 
шетке спектральные полоски 
(лннии) становятся более уз- 
кими и резкими. В его решет- 
ках на один миллиметр при- 
ходилось около б волосков и 
соответственно столько же 
щелей. Фрауигофер вместо во- 
лосков использовал штрихи, 
наиосимые на стекло алмаз- 
ным острием; число штрихов 
у него доходило до 300 на 
1 мм. В 80-х годах прошлого 
века америкаиский физик 
Г. Роуланд (1848—1901) по- 
строил специальную — дели- 
тельную машину и стал изго- 
товлять дифракционные ре- 
шетки с числом штрихов до 
1000 на 1 мм. В наше время 
промышленным способом из- 
готовляются решетки, в кото- 
рых на миллиметр приходит- 
ся до 6000 штрихов. 

Б. Б. Явелов 


Просто 
о простых числах 


(Начало см. на с. 8/ 


которого в целых точках совпадают 
с множеством всех простых чисел. 
Этот многочлен имеет стелень 25 и 
для его записи нужно использовать 
все буквы английского алфавита -—— 
переменных всего 26: 


РАО — [шей 9 
рава и Нави и—2[ 
— [21 -+р+9+2—{-— ‚, 

— 16 ЧЕ ка 1+1 ЕР 
ее 23а +1 +10 Та" —1+ 
+1 х' Е Пбг’уча" — Иа 
— Ман ичи" —а!'— уп 44 -1-— 
их ей шеи ура” ПЕ 

1 т'- А+! 
ви л—11-- яЗар-+ За —р*--2р - #1 — хр 


— [2 рёа — р+ пар р*— !-- рт} 





Появился он в результате исследова- 
ний диофантовых уравнений и связан 
с решением 10-й проблемы Гильберта 
советским математиком Ю. А. Матия- 
севичем (см. «Квант», 1970, № Т, 
с. 39). 

В заключение предлагаем заинте- 
ресовавшимся читателям еще не- 
сколько задач. 


Задачи 

14. Найдите все простые числа, являющие- 
ся одновременно суммами и разностями двух 
простых чисел. 

15. Докажите, что квадрат любого просто- 
го числа р-> 3 прн деленни на 12 дает в остат- 
ке 1. 

16. Докажите, что если рир'+-2 — про- 
стые чнсла, то р"4-2 — тоже простое число. 

17. Какие простые числа представляются 
в виде суммы двух кубов натуральных чисел? 

18. Каково п, если л{+1, п+3, П| Т, п 9, 
п 13, 7+ 15 — простые? 


Математика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже замегка «Признак дели- 
мости на числа вида 1Оп--1» предназначена 
восьмиклассникам, замегка «Первый заме- 
чательный предел» — девятиклассникам и де- 
сятиклассникам, заметка «Формулы Виета» — 
учащимся восьмых — десятых классов. 


Признак делимости 
на числа вида 10п-Е1 


В 1884 году в одном из номеров 
издававшегося в Киеве «Журнала эле- 
ментарной математики» была поме- 
щена статья основателя журнала про- 
фессора В. П. Ермакова «Признаки 
делимости чисел». В статье были по- 
казаны описываемые ниже признаки 
делимости на числа вида 10п-+1. 

Чтобы узнать, делится ли данное 
число № на число т=10п--1, нужно: 

А. отбросить от числа № последнюю 
цифру; 

Б. вычесть из полученного числа 
произведение отброшенной цифры 
на п; 

В. с полученным числом проделать 
операции А и Б; 

Г. делать это до тех пор, пока (пос- 


Куапетссте.ги 





ле применения операции Б) не оста- 
нется число, меньшее или равное 0; 

Д. если оставшееся число есть 0, 
то № делится на т==1О0п-Е1; в про- 
тивном случае № не делится на т. 
` Докажем это. Если Ё — последняя 
цифра числа №. то операции А и Б 
превращают число М в число 

МК в; МЕ МК 

10 Е 10 = ту 
Очевидно, что это число делится на 
т тогда и только тогда, когда М де- 
лится на т. Дальнейшие операции 
уменьшают число, не меняя его де- 
лимости на т, откуда и следует Д. 





Примеры 
| МАЕ 19:32 РИ — 
А Б А Б А Б 
494—113 — — — 2—5) — 
ДИ ИЕ 
Б А Б А 5 
731 9—> —> 120 7—=10——101 8 _ 


Мы видим, что 11 934 делится на 51, 
„а 15 314 не делится на 61. 

Заметим, что если в случае делимо- 
сти записать отброщенные цифры в об- 
ратном порядке, то получится част- 
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ное; например, 11 934:51=234 (дока- 
жите!). - 

Чтобы получить признак делимости 
на 02—=1О0п—1, нужно в Б заменить 
вычитание сложением, в Гив Д 
вместо 0 написать т, а вместо 101-11 
написать 10п— 1. 


Пример 


[ = 9246, т-=54 | 


ы й 8. 


924 1—>4923 ——46 90—96 —513 13—09 


(здесь операция Б— это измененная 
операция Б). 

Значит, 9246 делится на 69. При- 
думайте, как в этой строчке прочесть 
частное 9246:69. 

Заметим, наконец, что если запи- 
сывать числа в двоичной системе счис- 
ления, то любое из наших правил 
двет признак делимости на любое не- 
четное число (признак делимости на 2 
в двоичной системе самоочевиден). 

В. Г. Столяр 


Первый 
замечательный предел 


В учебном пособии «Алгебра и начала 
анализа 9-10» (М.: Просвещение, 
1986) в п. 20 (<. 94) доказывается 
теорема о производной синуса: функ- 
ция синус имеет производную в любой 
точке и (зт х)’=созх. При доказа- 
тельстве этой формулы существенно 


. Ах 
эт — 


используется то, что отношение 





стремится к единице, когда Ах сфе- 
мится к нулю: 


Ах 





эп 
—__—_ < при Ах>0. 
Ах 
2 
Иными словами, используется тео- 
шх 
рема о пределе отношения =" при 
х—0: 
т зах | 
х—0 х 
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Математики называют этот предел 
первым замечательным пределом. 

В этой заметке мы докажем теорему 
о пределе отношения (5т х)/х при 
х—0 (в школьном учебнике соответ- 
ствующее доказательство опирается 
на геометрическую наглядность, см. 
с. 95). При доказательстве нам пона- 
добится более формальное определе- 
ние предела, чем то, которое дается в 
«Алгебре и началах анализа 9— 10» 
на с. 76. Именно, мы будем говорить, 
что функция Их) стремится к пределу 
7, при х—>а (х-а), если для любого 
положительного найдется такое по- 
ложительное 6, что для всех х, таких, 
что | х—а|<6 выполняется неравен- 
ство | (х)—Г|<г. Другими словами, 
Финкция Их) стремится к пределу Г 
при х>а, если для любого в>>0 можно 
указать такую окрестность точки а, 
что при всех х из этой окрестности, 
х-а, будет выполняться неравенство 
| Их) —Е|<е=. (Продумайте самостоя- 
тельно эквивалентность всех трех оп- 
ределений предела: наших двух и оп- 
ределения, данного в школьном учеб- 
нике.) 

Итак, переходим к доказательству 
теоремы. 

Предположим вначале, что 9 хх 


< 5. Рассмотрим единичную окруж- 


ность с центром О и сравним пло- 
‹адь сегмента АЁС с площадью пря- 
моугольника АВСШ (см. рисунок). 


В 


/® 


Площадь сегмента АРС равна раз- 
ности площадей сектора ОАС и тре- 
угольника ОДС, т. е. 


1 р 
Злес== 5 х— 5 мп х>0, 


2 
откуда 
эт хх. 
Оценим теперь площадь прямо- 


угольника АВСР. Так как АО—=эш х, 
ОС==1—-со5 х, 


Злвср==эт х (1—6с05 х)= 
: 2 53 


=— ЧИ 9 1 А = — 
=2 зп 5 эт хо д`Х 5. 


Носкольку сегмент АРС лежит внут- 
ри прямоугольника, мы получаем це- 
почку неравенств: 


0<— Злрс << бавсо» 
(*) 


1 } Е х? 
О ых о тх<-, 


0=1— ИА. <х 


(в промежутке 0 х< 5). 


эп х 
Хх 
четная, поэтому неравенство (+) спра- 


Заметим теперь, что функция 





ведливо и в промежутке — 5 <х< 9, 
т. е. оно справедливо для всех х, удов- 
летворяющих условию 0<!х|< >. 


Так как х’—0 при х-+0, то для лю- 
бого = > 0 можно указать такую окре- 
стность, что при всех х из этой окрест- 
ности, х=-0, будет выполняться не- 
равенство х’<. Учитывая (*), полу- 
чим, что для всех х из этой окрестно- 
сти, х-=0, будем иметь 


]1— Эх ь— тие. 








х х 





Е дп х 
Это и означает, что Цит И —=1 — 
>00 


наша теорема доказана. 
Г. А. Сорокин 


Формулы Виета 


В школьном курсе алгебры (см. «Ал- 
гебру 7», п. 23) доказывается теорема 
Виета для приведенных квадратных 
уравнений. Однако аналогичная тео- 
рема справедлива и для кубических 
уравнений, и для уравнений четвер- 
той степени, и вообще для произволь- 
ных алгебраических уравнений степе- 
ни п, причем старший коэффициент 
{при х”) вовсе не обязательно равен 
единице. 

При п=1{ мы получаем линейное 
уравнение ах--8—=0 и если х, — его 
корень, то ах -+-6=0, откуда 


ь 
Хх = — —. 
а 
Пусть есть квадратное уравнение 
ах? ох с=0 (а-20), и пусть х, — его 
корень. Тогда 


ах Ьх + с—=0. 
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Вычитая из уравнения ах? Вх--с=0 
тождество ах! Вх. с=0, получим 
а(х—х-+Ых—х)=0, 
откуда 
(х—(ах-рах + Ь)=0. 

Так как х, корень уравнения 
х— х,—=0, то второй корень квадратно- 
го уравнения х. удовлетворяет уравне- 
нию 


ах.рам Е Ь=0. 
Значит, 
Это — первая формула Виета 


для квадратного уравнения. Далее, 
2 [1 С 
х1-- Иа «=, 
или 
жажда 2 =0, 


откуда получаем вторую формулу 
Виета 


хи Х2 == —. 
[+] 


Заметим, что при выводе обеих фор- 
мул Виета нам вовсе не понадобились 
формулы для корней квадратного 
уравнения. (Кстати, они из формул 
Виета легко находятся.) 

Используя формулы Виета, мы мо- 
жем доказать полезную теорему: 
если х, и х. — корни квадратного 
трехчлена /(х)=ах? 4 Ьх- с, то Кх)= 
=а(х—х!)(х—х:). В самом деле, 


Как вх неа" —(— в) х+ 
+ 5) =ао’—иждх-их) = 


=а((х—жх)—(хох— хил) 
==а(х—х!)(х—х>)}. 


Для корней кубического уравнения 
формулы Виета выводятся совершен- 
но аналогично, но чтобы читатели 
лучше усвоили технические приемы, 
мы еще раэ проделаем всю последо- 
вательность шагов. 

Для общего случая алгебраического 
уравнения степени п читатели, знако- 
мые с методом полной математиче- 
ской индукции, смогут вывести фор- 
мулы Виета самостоятельно. Здесь мы 
эти формулы только выпишем. 

Пусть дано уравнение 


аех"-аих” ах“ „а“ х-а,-=0. 


4] 


Тогда 


; а: 
жениха... Х, = — Е 
Ш 


хх. +... ах, жахз-- 


мах, -. 


Хо = 


ххх... --х, 


Хх... Хифа-Ь +. Е Ха „.. Хи 


а. 
ЖЖ. = 1 =. 
Ча 


Итак, пусть у нас есть кубическое 
уравнение 


ах ох -сх+а=0 (а=0), 
и пусть х, — его корень. 
Значит, ах Ех! ех, +4=0, и по- 
этому 


ах ос) ==0, 
(ха (ххх 
{Ых-Ех)-Ее)=0, 
(х— (ах (ах -х-ах+ 
5х, --с)=0. 
Поскольку х; — корень уравнения 
х—х,=0, два других корня х› и х: на- 
шего кубического уравнения являют- 
ся корнями квадратного уравнения 


ах (ах. НЬ)х-ахЬ-ьх, + с=0. 
Следовательно, для хо и х; справедли- 
вы уже выведенные нами формулы 
Виета для квадратных уравнений: 
ха хз= — 


аж __ та 6 ‚ 
тебе =" 


а ох, с ь и 
Хх — Не + а + = (**) 


Равенство (=) сразу же дает нужную 
нам первую формулу Виета для кор- 
ней кубического уравнения 


| Зее 


Подставляя эту формулу в равенство 
(+*). получим 
ххх бах хз) хи == 


== (ххх) <, 
откуда 


рт "] 
| 





| хх ххх 
[ 


а 





Это — вторая формула Виета для кор- 
ней кубического уравнения. 
Подставляя теперь в тождество 


3 Оли ВЕС Я __ 
и иж РА Е 


вместо 5/а и с/а их выражения через 
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корни х, Х›, Хз по формулам Виета, 
получим 


дико арх 


хх + 2—0. 
Отсюда 





— это и есть нужная нам третья фор- 
мула Виета. 

Знание формул Виета облегчает ре- 
шение многих задач. Найдите, напри- 
мер, зависимость между коэффициен- 
тами кубического уравнения 
ах-ех-сх-4=0, если известно, 
что сумма двух его корней равна про- 
изведению этих корней. Мы выпишем 
ответ: 


{< а)(6-Ге-г4)=ач. 


Геометрическое приложение: 
тождества в треугольнике 


Формулы Виета могут быть исполь- 
зованы как средство получения целых 
серий тождеств для элементов тре- 
угольника. 

Общий метод состоит в том, что три 
«однотипных» элемента (три стороны, 
или три угла или три высоты и т. д.) 
оказываются тремя корнями некото- 
рого кубического уравнения, коэффи- 
циенты которого могут выражаться, 
например, через радиусы В и гописан- 
ной и вписанной окружностей, полу- 
периметр треугольника р, площадь 5 
ит. д. Приведем пример. 





Пусть а, 6, с — стороны треусольни- 
ка, а, В, » — его соответствующие 
углы. Очевидно, справедливы соотно- 
шения (см. рисунок): 


р а=г 5 


о { 


а=28 эп а, 


{ р 6=го ь 
ПТ 28 в, 

ее 

(и) РЯ с >, 
с=28 зщ у. 


Исключая а из системы (ТГ), получим 
для а тождество 
а`—2ра?-{-(р’{+ г’ 4Аг)ла—4рВг=0. 
Исключая же углы Ви т соответ- 
ственно из второй и третьей систем, 
получим в точности такие же соотно- 
шения для Би с. Это означает, что 


Избранные 
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числа а, 6, с являются корнями куби- 
ческого уравнения 
хз— 2 рх?-(р?-+4+г?--АВг)х—арВг=0, 
из которого и вытекает целая серия 
тождеств, опирающихся на формулы 
Виета. Например, 
в ас-- ве =ре г р аВг, 
1 1 1 1 
Рае К ы = онЕ 


С. Ц. Копрински 


школьные задачи 


Восьмой класс 


$. Самая длинная сторона треугольника 
имеет длину 5 см, самая короткая имеет дли- 
ну 1 см. Какую наибольшую площадь может 
мметь такой треугольник? 

2. Найдите геометрическое место точек 
пересечения высот треугольников, вписанных 
в данную окружность. 

3. Шесть различных прямых на плоскости 
не все параллельны и не все проходят через 
одну точку. Каково наименыцшее возможное 
колнчество точек пересечения этих прямых? 

4. Найдите все пары целых положитель- 
ных чисел х, у такие, что 2х-|- 1 делится на у 
и 2у--1 делится на х. 

5. Каких чисел больше среди целых чисел 
от 1 до 1 000 000 включительно: 

а} делящихся на 11, но не делящихся на 5 
или делящихся на 12, но не делящихся ма 7? 

6) делящихся на 13, но не делящихся на 6 
или делящихся на 15, но не делящихся на 26? 


Девятый класс 

6. В угол а вписалн окружность радиуса 1. 
Затем вписали вторую окружность, касяющую- 
ся первой окружности изнутри угла. Затем впи- 
сали третью окружность, касвющуюся вто- 
рой окружности изнутри угла и так далее. 
Найдите радиус 1000-й окружности. 

7. На плоскости дан выпуклый много- 
угольник Р. Обозначим через Р, фигуру, со- 
ставленную из точек, отстоящих от Р иа рас- 
стоянии а (т. е. точек А, для которых внутри 
или на границе многоугольника найдется точ- 
ка В такая, что АВ а). Площадь фигуры Р, 
равна 5;, площадь фигуры Р> равна 5.; найди- 
те площадь многоугольника Р. 

8. На листе клетчатой бумагн проведена 
окружность, радиус которой в 10 раз болыле 
стороны клетки. Известно, что окружность 


не проходит через узлы сетки и не касается 
се линий. Через сколько клеток она проходит 
(укажите все возможности)? 

9. При каких аи $ уравнение х’-ах--ь=0 
имеет три (различных) решения, составляю- 
щие арифметическую прогрессию? 

10. Круг радиуса К расположен в верхней 
полуплоскости и касается оси Ох в точке О. 
При каких В этот круг целиком содержится 
в части плоскости, ограниченной параболой 
у==х?? 

Десятый класс 

11. В пространстве дан выпуклый много- 
гранник Р. Обозначим через Р. пространствен- 
ную фигуру, составленную из точек, отстоя- 
щих от Р на расстоянии а (т. е. точек А, для 
которых внутри или на границе многогран- 
ника найдется точка В такая, что АВ а). 
Обтем фигуры Р; равен У\, объем фигуры Р. 
равен И‚, объем фигуры Р, равеи И;; найдите 
объем многогранника Р. 

12. Найдите наибольшую площадь тре- 
угольника, содержащегося в квадрате со сто- 
роной 1. 

13. Положим Р(х}=х’—ах. При каких х 
существует уз-х такое, что Р!у)}-=Р!х!? 

14. Расположите в порядке возрастания 
числа 100100', 1001100, 100"“!. (Напомним, что 
символ п! обозначает произведение 1: 2. ...Х 
жп.} 

15. Вы выливаете воду из цнлиндрическо- 
го стакана, постепенно наклоняя его. Показа- 
лось дно. Вы остановились в тот момент, ког- 
да открылась ровно половина дна. Сколько 
воды осталось в стакане — меньше четверти 
или больше? 

Публикацию подготовил Д. Б. Фунс 
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Заочная физическая школа при МГУ 


Заочная физическая школа 
(З3ФШ) прн физическом фа- 
культете Московского госу- 
дарственного университета 
нм. М. В. Ломоносова объ- 
являет прием учащихся в 9 
и 10 классы на очередной 
учебный год. 

Основная цель ЗФШ — 
помочь учащимся средней 
школы глубже изучить физи- 
ку в объеме школьной про- 
граммы, а хакже лучше под- 
готовиться к вступительным 


Прием в ЗФШ проводится 
по результатам решения всту- 
пительного задаиия, публи- 
куемого ниже. Решение всту- 
пительного задання необхо- 
димо отослать до 1 сентября 
по адресу: 119899, Москва, 
ГСП, Ленинские горы, МГУ, 
физический факультет, ЗФШ, 
В письмо вложите два эк- 
земпляра анкеты, написан- 
ной на листах плотной бума- 
ги размером 1ЖТ2 см и за- 
полненной по следующему об- 
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Решение приемной комис- 
сии о зачислении в ЗФШ бу- 
дет сообщено до 20 октября. 
Проверенные вступительные 
задания обратно ие высылв- 
ются. 

Зачисленным в ЗФШ в те- 
чение года высылаются ме- 
тодические разработки и конт- 
рольные задания по разделам 
физики, изучаемым в соот- 
ветствующих классах сред- 
ней школы. Решенное зада- 
ние оценнвается, рецензирует- 
ся и высылается обратно. 
Учащиеся 9 класса ЗФШ по 
окончании года переводятся 
в 10 класс на основании оце- 
нок, полученных за решение 
контрольных заданий. Успеш- 
но окончившие обучение по- 
лучают удостоверение об 
окончании 3ФШ. 


экзаменам по физике в выс- 
шие учебные заведения. Ири 
поступлении на физический 
факультет МГУ удостовере- 
иие об окончании ЗФШ учи- 
тывается приемной комиссией 
на собеседовании. 


разцу: 


Класс ЗФШ 


рес 


Вступительное задание 


`Поступающим в 9 класс ЗФШ нужно решить 
задачи 1—4, а поступающим в 10 класс — 
задачн 4—7. 

1. «Несчастный случай». Тсло выпало из 
гондолы воздушного шара, поднимающегося 
вверх © постоянной скоростью го=10 м/с. 
На какой высоте будет находиться шар в тот 
момент, когда тело достигнет земли, если 
в момент выпадення тела шар находился на 
высоте Н=240 м? Сопротивлением воздуха 
пренебречь. Ускорение свободного падения 
#=10 мд:. 

2. «Пузырек»е. В сосуде, наполнениом водой 
плотностью о, всплывает пузырек воздуха объ- 
емом И с ускорением а. Найднте силу давле- 
ния со стороны сосуда на опору. Масса сосу- 
да вместе с водой равна М. 

3. «Возвращение». Материальная точка иа- 
чинает двигаться по прямой с постоянным 
ускорением. Спустя время Т после начала двн- 
жения знак ускорения меняется на противо- 
положный, а величина его остается неизмен- 
ной. Определите, через какое время { после па- 
чала движения точка вернется в нсходное по- 
ложение? 

4. «Металлический дождье. На трехгран- 
ную призму, левая грань которой образует 
с горизоитом угол «< 45°, а верхний угол 
призмы прямой, падают однородным пото- 


Советуем прочесть 


В 1986 году в издатель- 
стае «Наука» в серин Биб- 
лиотечка *«Кванте вышли сле- 
дующие книги: 
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Фамилия, имя, отчество 


Профессия родителей 
Подробный домашний ад- 


Номер и адрес школы 


Данилов И. Д. Секреты 
програоммируемого 
калькулятора, 

Лилунов В. М. В мире 


Кузнецов Сергей Владимирович 
9-5 

мать — врач, отец — инженер 
240816. г. Калуга, ул. К. Либк- 
мехта, д. 4, кв. 73 

школа № 10. ул. Пушкина, д. 3. 


ком с одной и той же высоты металлические 
шарики. В какую сторону будет двигаться 
призма? Учитывать только один удар каждого 
шарика. Считать удары упругими. Трением 
пренебречь. 

5. «Встречаз. Две точки движутся по пря- 
мой навстречу друг другу с начальными ско- 
ростями гги 0; и постояннымн ускорениями 
ат и а. направленными противоположно 
соответствующим скоростям в данный момент 
времени. При каком максимальном началь- 
ном расстоянии между точками они встре- 
тятся в процессе движения? 

6. «Заряды в поле». В однородном элект- 
рическом поле находятся отрицательно за- 
ряженное тело массой т и зарядом —4 и 
положительно заряженное тело массой М н за- 
рядом --@. Заряды точечные, лниия, их со- 
единяющиая, совпадает с направлением поля, 
напряженность которого равна Ё. На каком 
расстоянии друг от друга и в какой после- 
довательности по отношенню к направлению 
поля должны находиться заряды, чтобы они 
могли двигаться с одинаковым ускорением? 

7. «Рулон». Рулон бумаги раскручивается 
так, что скорость коица бумажной ленты 
постоянна и равна и. В начальный момент 
радиус рулона В. Какова угловая скорость 
вращения рулона спустя время #? Толщина 
бумажной ленты 4. 


двойных звезд, 
Тихомиров В. М. Рассказы 
о максимумах и минимумах. 


микро- 


Постоянный 
или переменный? 


С. Л. ГАВРИЛОВ 


Сегодня все мы привыкли к тому, 
что ток постоянный и ток перемен- 
ный мирно соседствуют в технике и 
быту, дополняя и ‹выручая» друг дру- 
га. А сто лет назад, в восьмидесятых 
годах прошлого столетия, в Амери- 
ке, например, развернулась отчаянная 
борьба между сторонниками одного и 
другого тока. 

Предыдущая история электричест- 
ва — от изобретения А. Вольтой пер- 
вого гальванического элемента в 
1800 году и до разработки Т. Эди- 
соном целой системы электрохозяйсет- 
ва в 1880 году — была историей 
развития постоянного тока. К этому 
времени, в частности, Эдисоном была 
одержана победа над сторонниками 
газового освещения, которые делали 
все возможное, чтобы не допустить 
внедрение электрического освещения. 

В 1886 году после создания первых 
работоспособных трансформаторов у 
постоянного тока появился сильный 
конкурент — ток переменный. Его 
напряжение с помощью трансформа- 
тора можно преобразовывать в очень 
широких пределах, что особенно важ- 
но при передаче электроэнергии по 
лроводам на большие расстояния. Вы- 
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рабатывать переменный ток тоже про- 
ще и дешевле, чем постоянный. 

Тем не менее сторонники постоянно- 
го тока вели борьбу всеми средствами. 
Если с кем-нибудь из персонала, об- 
служивающего системы переменного 
тока, происходил несчастный случай, 
в газетах появлялись статьи с гром- 
кими заголовками: «Убийство элект- 
рическим проводоме, «Новое тело на 
проводахь и т. п. Когда комиссия, 
назначенная конгрессом США для вы- 
бора способа казни более «гуманного», 
чем повешение, рекомендовала ис- 
пользовать переменный ток, это послу- 
жило еще одним аргументом в борь- 
бе против переменного тока. 

Но преимущества переменного тока 
во многих областях были настолько 
очевидны, что Эдисон, будучи в пер- 
вую очередь изобретателем и инже- 
нером, прекратил борьбу. И со вре- 
менем возникшая из эдисоновской 
компании «Всеобщая компания элект- 
ричества» («Дженерал Электрик») 
стала одной из основных фирм, про- 
изводящих трансформаторы. 

Давайте разберемся, какие же пре- 
имущества переменного тока помогли 
ему одержать победу? Но прежде— 
немного о нем самом. 

В цепи переменного тока его на- 
правление и численное значение пе- 
риодически изменяются. Эти измене- 
ния можно описать формулой 
#=1,с08 01=1,с05 8л У! = 

=/1„с0$(2лЕ/Т), 
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Рис. 1. Графики изменения тока и напряжения 
в цчепи переменного тока. 


где { — мгновенное значение пере- 
менного тока, [„— его амплитуда, 
у — частота, ®=2длу — циклическая 
частота, ТГ — период изменения тока. 
Аналогичное выражение можно запи- 
сать и для напряжения: 
и=@,„ с08 и{Ё=0/, с05 лу = 

—0,, соз (2лЕ/Т). 

Графики этих функций представле- 
ны на рисунке 1, но их можно уви- 
деть и непосредственно — на экря- 
не школьного осциллографа. Для это- 
го ко входу осциллографа нужно под- 
соединить отрезок провода длиной 
около метра (рис. 2). Провод будет 
выполнять роль антенны, и на нем 
возникнет сигнал, наведенный от 
электропроводки. Измерив с помощью 
осциллографа лериод синусоиды, 
можно убедиться, что частота наве- 
денного сигнала у =50 Гц, что соот- 
ветствует частоте переменного тока 
в электросети. 

Генератор переменного тока можно 
смоделировать, если вращать рамку 
с проволочной обмоткой между полю- 
сами постоянного магнита, как изоб- 
ражено на рисунке 3. Можно посту- 
пить и по-другому — вращать посто- 
янный магнит внутри неподвижной 
обмотки. Кстати, именно по этому 
принципу работает большинетво про- 
мыщшленных генераторов, только вмес- 
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Рис. 2. Переменный ток на 
экране осциллографа. 
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то постоянного магнита в них исполь- 
зуют электромагнит. 

Удобства переменного тока в элект- 
ротехнике очевидны. С помощью та- 
кого тока можно создать так назы- 
ваемое вращающееся магнитное поле, 
которое и будет приводить в движе- 
ние валы электродвигателя. Для пере- 
дачи электроэнергии на большие рас- 
стояния © наименьшими потерями на- 
пряжение в начале линии передачи 
нужно повысить, а в конце (перед 
потребителем)— понизить. В случае 
переменного тока это легко сделать 
с помощью повышающего и понижаю- 
щего трансформаторов (рис. 4). 

Радиотехника и электроника тоже, 
как правило, имеют дело с сигналами 
переменного тока различной частоты 
и напряжения. Так, радиопередатчик 
преобразует ток высокой частоты в ра- 
диоволны, которые в радиоприемнике 
опять превращаются в переменный 
ток высокой частоты. Микрофон пре- 
вращает звук в переменный ток низ- 
кой частоты, совпадающей с частотой 
звука. И, наоборот, громкоговоритель 
преобразует ток звуковой частоты в 
звук. Если собрать схему, изображен- 
ную на рисунке 5, можио наблюдать 
работу микрофона с помощью осцил- 
лографа. Для усиления сигнала мож- 
но использовать любой готовый уси- 
литель звуковой частоты (который, 
безусловно, есть в школьном физиче- 
ском кабинете). . 

Приведенные примеры хотя и не ис- 
черпывают, но наглядно иллюстриру- 
ют многообразные применения пере- 
менного тока. Тем не менее и для 
постоянного тока тоже находится не- 
мало дел. Постоянным Током, напри- 
мер, питают электронные схемы, 
электродвигатели (трамваи и электро- 
поезда приводятся в движение посто- 
янным током), бортовые системы са- 
молетов, автомобилей и т. д. Даже 


Постоянный магнит 








Вращающаяся 
рамка 





Контактные 
кольца 


Рис. 3, Модель генератора переменного тока. 






Генератор 


Линия 


Повышающий 
трансформатор 


Рис. 4. Схема линии злектропергдачи. 
для передачи электроэнергии на 
большие расстояния сейчас наряду с 
переменным током применяется так- 
же и постоянный ток. Это объясняется, 
во-первых, тем, что при передаче боль- 
ших электрических мощностей стано- 
вятся заметными потери на электро- 
магнитное излучение, свойственное 
переменному току, что, конечно же, 
нежелательно. А во-вторых, теперь на- 
учились и постоянный ток преобра- 
зовывать в достаточно широком дия- 
пазоне. У нас в стране используются 
линии электропередач как переменно- 
го тока (с напряжением до 750 тыс. 
вольт), так и постоянного тока (с на- 
пряжением до 800 тыс. вольт}. 

Иногда приходится иметь дело с по- 
стоянным током очень низкого напря- 
жения — миллионные доли вольта 
и даже менее. Для преобразования 
таких напряжений в напряжения, до- 
ступные для измерения и работы, 
применяют специальные приборы— 
усилители постоянного тока. Они ис- 
пользуются в системах автоматиче- 
ского регулирования, в электронных 
моделирующих вычислительных ма- 
шинах, в стабилизаторах постоянного 
тока ит. д. 

Усилителю постоянного тока свой- 
ственно явление, получившее назва- 


ние «дрейф нуля». Оно состоит в том, 
что уровень потенциала на выходе 
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Рис. 5. Преобразование звукового 
в электрический. 
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усилителя может изменяться даже 
в отсутствие сигнала на входе (рис. 6). 
Обычно это связано с температурной 
нестабильностью элементов усилите- 
ля, особенно транзисторов. Дрейф ну- 
ля может вносить искажения в ра- 
боту схемы, и, как правило, этим и оп- 
ределяется минимальная величина 
входного сигнала, доступная для уси- 
ления. 

Наименьшим дрейфом обладает бя- 
лансная схема, изображенная на ри- 
сунке 7. Работает она следующим об- 
разом. Входной сигнал подается на 
базы транзисторов Т, а выходной сиг- 
нал снимается с их коллекторов. При 
поступлении сигнала ток через один 
транзистор увеличивается, а через 
другой — на столько же уменьша- 
ется, общий же ток через сопротив- 
ление эмиттера В, остается практи- 
чески неизменным. Падение напряже- 
ния на сопротивлении В, в цепи кол- 
лектора одного транзистора увеличи- 
вается, а в цепи друтого — умень- 
шается. Разность напряжений на кол- 
лекторах транзисторов пропорцио- 
нальна входному сигналу — оно в не- 
сколько раз его болыше. Замечатель- 
но, что при абсолютной идентичности 
плеч балансной схемы дрейф нуля 
можно было бы исключить полностью, 
а в реальных условиях его Удается 
свести к минимуму. 


Выхобной 
сигная 


Оснилапериу 


Время 
Рис. 6. Дрейф нуля в усилителе 


постоянного тока. 
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Рис. 7. Балансный усилитель постоянного тока: 
Т., Тг — МНП41; В,=6,1 кОм: Н,=В,„—= 
—3,3 кОм. 


На основе такой схемы можно по- 
строить многокаскадный усилитель 
с достаточно большим усилением. 
На рисунке 8 представлена схема 
двухкаскадного усилителя постоянно- 
го тока, которую можно собрать и ис- 
пробовать в работе. Ее, например, 
можно использовать для измерения 
температуры с помощью термопары. 

Принцип работы термопары осно- 
ван на следующем явлении. Если два 
спая различных металлов, включен- 
ные в электрическую цепь, находятся 
при разных температурах, то в цепи 
возникает ток. Он обусловлен так на- 
зываемой термо-ЭДС, появляющейся 
в местах спаев. Иными словами, спай 
двух различных металлов может пре- 
образовывать тепловую энергию в 
электрическую. Термопары обычно ис- 
пользуют для измерения очень высо- 
ких или очень низких температур. 

Напряжение, вырабатываемое тер- 
мопарой, очень мало, обычно не бо- 
лее нескольких десятков микровольт 
на градус. Поэтому термопару часто 
подключают к усилителю постоянного 
тока, а усиленный сигнал подают на 
измерительное устройство или на при- 
бор, регулирующий температуру. Хо- 
рошие термопары получаются из со- 
единений сплавов хромель (сплав хро- 
ма с никелем) и копель (сплав меди 
с никелем и марганцем) или влюмель 
(сплав алюминия, никеля, марганца 
и кремния) и копель. Но можно сде- 
лать термопару и из более доступных 
материалов, например из железа и 
алюминия. 

Металлы в месте контакта должны 
быть надежно сварены. Это можно 
сделать так. Графитовый стержень из 
батарейки для карманного фонаря 
нужно аккуратно заточить и подклю- 
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Рис. 8. Двухкаскадный усилитель постоянного 
тока: Ть, Ть Ть Та — МП $1; В ,1=5,1 ком; 
В,.-=1 кОм; В, =В,=3,3 кОм; В„.=В = 
=510 Ом. 


чить к одному выводу лабораторного 
автотрансформатора. Проволочки из 
разных металлов надо сложить кон- 
цами и скрутить, а свободные концы 
проволочек надо подключить ко вто- 
рому выводу автотрансформатора. Ес- 
ли теперь графитовый стерженек при- 
близить к скрученным концам про- 
волочек, то при достаточном напря- 
жении (оно подбирается опытным пу- 
тем) возникнет вольтова дуга, и про- 
волочки сварятся. Чтобы спай полу- 
чился чистым, без окалины, концы 
проволочек лучше смочить спиртом 
или тройным одеколоном (соблюдая 
меры предосторожности, чтобы вспых- 
нувший при сварке спирт ничего не 
поджег!). Очевидно, что места графита 
и проволочек, за которые приходится 
при сварке браться руками, должны 
быть надежно заизолированы, так как 
напряжение может потребоваться до- 
статочно большое — до 100 вольт. 

Изготовленную термопару подклю- 
чают ко входу усилителя постоянного 
тока, а к его выходу можно подклю- 
чить милливольтметр. Для того чтобы 
проградуировать прибор, термопару 
можно поместить сначала в сосуд с ки- 
нящей водой, а затем в сосуд со льдом. 
Показания вольтметра будут соответ- 
ствовать 100 °С и 0 °С. 

Бывают еще усилители постоянного 
тока с использованием переменного. 
В них сигнал постоянного тока пре- 
образуется в сигнал переменного тока, 
усиливается, а затем опять превра- 
щается в постоянный ток. 

Из всего сказанного можно сделать 
вывод, что начавшаяся сто лет назад 
«война между постоянным током 
и переменным» закончилась не только 
миром, но и очень тесным и плодо- 
творным сотрудничеством. 
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РАТИЧЕСАМЕ 


ЮСОБЫ 


ох Ак А-КЛИА 


ЗДектииы «иное 


О графическом 
способе решения 
некоторых 
физических задач 


В. А. БОДИК. И. Я. СТРЕШИНСКИЙ 


Часто графическое представление фи- 
зического процесса делает его более 


наглядным и тем самым облегчает о 


понимание рассматриваемого явле- 
ния. Позволяя порой значительно уп- 
ростить расчеты, графики широко ис- 
пользуются на практике для решения 
различных научно-технических и на- 
родно-хозяйственных задач. Умение 
строить и читать графики сегодня яв- 
ляется обязательным для многих спе- 
циалистов. 

В данной статье мы рассмотрим воп- 
рос об использовании графиков для 
решения некоторых типов физических 
задач. 

$ 1. Легко и красиво решаются 


графически многие кинематические 
задачи. 


Задача 1. Заданы уравнения дви- 
жения двух тел: х—=2041, х.—=250— 51. 
Требуется найти: а) место и время 
встречи; 6) где было второе тело, когда 
первое проходило 100-й метр своего 
пути; в) в какой момент расстояние 
между телами составляло 125 м. Тела 
начали двигаться одновременно. 

На одних осях координат построим 
графики зависимости координаты х от 
времени { для обоих тел (рис. 1). 

а) Ордината и абсцисса точки пере- 
сечения графиков есть соответственно 
место и время встречи: х—=200 м, Е—= 
—=10 с. 

6) С помощью первого графика уз- 
наем момент времени, в который 
первое тело проходило 100-й метр: 
+—=5 с. Теперь, зная это время, по 
второму графику находим координату 
второго тела: х=225 м. 

в) Расстояние между телами в няа- 
чальный момент было равно 250 м. 
Следовательно, расстояние 125 м— 
это длина средней линии в треуголь- 
нике А ВС, и искомый момент времени 
#—5 с. Из симметрии видно, что такое 
же расстояние будет между телами 
и через +=15 с после начала дви- 
жения. 

Задача 2. Найдите время и место 
соударения частиц, движущихся по 
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одной прямой. Начальная скорость 
первой частицы ош, ее ускорение а, 
начальная скорость второй частицы 
02, ее ускорение а.. В момент времени. 
{—=0 обе частицы имели координати 
Х-0, изо>0, а2<а1. 

К моменту встречи обе частицы 
пройдут одинаковые пути 1, поэтому 
условием их соударения будет равен- 
ство площадей 5: и 52, заштрихован- 
ных под графиками зависимости ско- 
рости о от времени $ (рис. 2): 


5, > —-“ т, $.= ва, т 


Учитывая, что 5,—=5., находим 


я 2( 2—0) 


т 
в—&> 
Е 2(62е— 0 обоза лав) " 
{а —в> 


Задача 3. Пассажир. опоздавший 
к поезду, заметил, что предпоследний 
вагон прошел мимо него за время 
Е =10 с, а последний — за 2—8 с. 
Считая движение поезда равноуско- 
ренным, определите время опоздания 
пассажира. 

На рисунке 3 представлен график 
зависимости скорости поезда о от вре- 
мени Е. Обозначим длину одного ва- 
гона через [. Тогда $,=52=1, При- 
равнивая 5 и 5>, находим искомое 
время опоздания пассажира: 

ева и) аа) фааи-ь) 

у -® 4 1] == РАЗЫ ОЕ т {>, 

_ #+26.-й _ 
а Е — —=1 с. 

82. Использование площади под 
графиком часто позволяет значитель- 
но упростить решение задачи. 

Задача 4. Длинные сани, сколь- 
зящие по очень гладкому льду, взез- 
жают на асфальт и останавливаются, 
не пройдя и половины своей длины. 
После этого саням резким толчком 
сообщают первоначальную скорость, 
и через некоторое время они вновь 
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Рис. 3. 


останавливаются. Как относятся пути 
торможения в обоих случаях? 

Сила трения скольжения Ё,, в дан- 
ном случае зависит, прежде всего, от 
того, какова длина х части саней, 
находящейся на асфальте: 

Р,›„=итёх/Ё 

(здесь и — коэффициент трения, т— 
масса саней, Г, — их длина). Гра- 
фик зависимости Р,, от х (рис. 4) 
дает возможность найти работу по 
преодолению силы трения. Начальные 
кинетические энергии саней в обоих 
случаях равны, значит, равны и ра- 
боты по преодолению сил трения. Та- 
ким образом, записывая равенство ра- 
бот — площадей 5, и 5>, находим 
искомое отношение путей торможе- 
ния: 








отвх! „ _ цмах, Ритях: ; 
В Еиск ЛЕТ 
Па Хх! ый 1 
1: Х2—\! 2—1 ь 


$3. Часто в задачах, где встреча- 
ются изменяющиеся величины, мы де- 
лаем усреднения. Понять методику 
усреднения могут помочь графики. 

Задача 5. На покоящееся тело 
массой М налетает со скоростью по 
тело массой т. Сила, возникающая 
при взаимодействии, сначала линей- 
но растет от 0 до значения Е. в течение 
промежутка времени т, а затем линей- 
но убывает до 0 за то же время. 
Определите скорости тел после соуда- 
рения, считая его центральным. 

Изобразим график зависимости си- 
лы взаимодействия Р от времени Ёи 
заменим переменную силу Р (|) посто- 
янно действующей силой { (рис. 5). 
Поскольку результатом действия сил 
является изменение импульсов взаи- 
модействующих тел, импульсы обеих 
сил должны быть равны. 

Импульс силы есть пложадь под 
данным графиком, поэтому, записы- 





Рис. 4. 


Рис. 5. 


вая равенство площадей 5; и 5., най- 
дем силу /[: 
Рот=2й, откуда {=Ро/2. 
Теперь запишем для каждого из 
соударяющихся тел второй закон 
Ньютона и найдем соответствующие 
изменения скоростей тел: 


п(оо—0)= К, МУ=2Рь 
откуда 
О = — ЗИ /т==00— Рот/т, 
У =2}/М=Р/М. 


$ 4. В заключение рассмотрим еще 
одну область применения графиков— 
для более глубокого понимания физи- 
ческих процессов. 

Задача 6. К вертикально вращаю- 
_щемуся стержню прикреплена нить 
Олиной [ (рис. 6). На другом кон- 
це нити подвешен шарик. Как зави- 
сит расстояние г между шариком и 
стержнем от угловой скорости враще- 
ния стержня в? Считать, что угловая 
скорость меняется настолько медлен- 
но, что при любом ее значении дви- 
жение шарика успевает установиться. 

Запишем второй закон Ньютона для 
шарика массой т: 


то’г= те с а. 


Так как с а=г/ УЁ— г", получаем 
[,2 25 
г=\Ё—&“/ю.. 
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Рис. 6- 


Изобразим график зависимости рас- 
стояния г от угловой скорости вра- 
щения о (см. рис. 6). Из графика вид- 
но, что при «< \/8/1 шарик по окруж- 
ности не движется, а при неограничен- 
ном увеличении ‹(®-—=-со) расстояние 
г асимптотически приближается к 
длине нити [. 


Упражнения 

1. Почтовая связь между прнистанями Ми К 
осуществляется двумя катерами. В установлен- 
ное время катера отплывают от своих приста- 
ней, встречаются, обмениваются почтой и воз- 
вращаются обратно. Если катера отплывают 
от своих пристаней одновременно, то катер, 
выходящий из М, тратит на путь в оба кон- 
ца 3 часа. а катер из К — 1,5 часа. Ско- 
рости обоих катеров относнтельно воды оди- 
наковы. Определите, на сколько позже должен 
отплыть катер из К, чтобы оба катера нахо- 
дились в пути одио и то же время. 

2. Конькобежец проходит дистанцию дли- 
ной Ё с постояниой скоростью, а затем тор- 
мозит с постоянным ускорением а. При какой 
скорости время движения до остановки будет 
иаименьшим? 

3. Глубииа проникновения частиц массой 
т в область действия тормозящей силы прямо 
пропорциональна импульсу частиц: {=оР. Най- 
дите зависимость тормозящей снлы от глубины 
проникновения. 

4. В длинном цилиндрическом сосуде на- 
ходится вещество, плотность которого увеличи- 
вается с глубиной по закону о-—х". Как от- 
носятся длины частей сосуда, имеющих оди- 
наковые массы? Оболочка сосуда иевесома. 


Поправка 


В «Кванте» № 1 за этот год 
была опубликована статья 
*О столкновении шаров и 
«серьезной» физикеь. В нача- 
ле этой статьи рассматривал- 
ся вопрос о нецентральном 
соударении шаров с произ- 
вольным соотношением масс. 
В получениом выраженин для 
скорости первого шара после 
соударения был потерян один 
корень: в формуле для в, 
вместо «—» должно стоять 


«+». Правило выбора знака 
при этом оказывается следую- 
щим. В случае тит. прн 
любых углах 9 имеется толь- 
ко одно решение, соотвегст- 


вующее знаку *‹--. перед 

радикалом. В случае 
тз я 

— этот. и -— >9>0 

10 Рец 2 >6 


оба знака перед радикалом 
дают физически реалнзую- 
щиеся решения. Рассеяние на 


я 
углы @> >. невозможно. 


Учет знаков *-е в 11 при- 
водит к тому, что в формуле 
[АТ 
т 


тельного измеиения кинети- 
ческой энергии налетающего 
шара — перед радикалом 
вместо *--» должно стоять 
«3-е. Соответствующие изме- 
нения следует ‘внести в ри- 
суиок 2. 


для 





— Для относи- 


Редакция приносит извииения 
за допущенную неточность. 
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Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 

{факультеты: математико-механический, фи- 
зический, прикладной математики — процес- 
сов управления} 

1. Двое рабочих изготавливают вместе за 
8 часов 136 деталей. Если бы первый рабочий 
делал на 2 детали в Час меньше, а второй — 
на одну больше, то на изготовление одной де- 
тали второй рабочий тратил бы на 4 минуты 
меныше, чем первый. Сколько деталей в час 
изготавливает первый рабочий? 

2. Решите неравенство 3х \15х-+9 < —5. 

3. При каких а большее из двух чисел 5а — 1 
и |24| равно квадрату меньшего? 

4.1 (для математико-механического фа- 
культета). Расстояние от основания высоты, 
опущенной из вершины А треугольника АВС, 
до вершины В в два раза меныше, чем до верши- 
ны С. Найдите угол А, если известно, что 
АС 
АВ 

4.2 (для физического факультета). На сто- 
роие АВ длины с треугольника АВС выбрана 
точка О. Через точку О проведены две прямые, 
параллельные соответственно АС и ВС и пере- 
секающие сторону АС в точке Р и сторону ВС 
в точке Е. Найдите ВО, если известно, что АС— 

ВЕ 
=, ВС—а, АР 

4.3 (для факультета прикладной матема- 
тики — процессов управления). В прямоуголь- 
ный треугольник вписана окружность. Точка 
касания с гипотенузой делит гипотенузу в от- 
ношении а. В каком отношении точки каса- 
ния делят катеты? 

5. Шар радиусом А вписан в треугольную 
пирамиду, в основании которой лежит равно- 
бедренный треугольник с углом а при основа- 
нии. Боковые граии пирамиды наклонены к 
плоскости основания под углом В. Найдите 
объем пирамиды. 


== @. 


—&. 


Вариант 2 
(химический факультет) 

1. Если к смеси двух веществ А и В доба- 
вить 3 кг вещества А, то его процентное содер- 
жание увеличится вдвое. Если же к исходной 
смеси добавить $ кг вещества В, то процентное 
содержаиие вещества А уменьшится вдвое. 
Определите вес А и его процентиое содержа- 
ние в смеси. 


5х +2 
= 





2. Решите неравенство „<—/ 


3. Решите уравиение 
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4. Найдите отношенне радиусов вписанной 
и описанной окружности равнобедренного тре- 
угольника с углом а при осиовании. 

5. Найдите площадь сечения правильной 
треугольиой пирамиды, проходящего через 
вершину пирамиды и середины двух сторои 
оснований, если известно, что длииа стороны 
основания равна а, а угол между плоскостью 
сечения и основанием равен а. 

Вариант 3 
{географический и геологический факультеты) 

1. Из города А в город В, расстояние меж- 
ду которыми 100 км, выехал велосипедист. 
Через час после этого из А выехал второй ве- 
лосипедист, который, нагнав первого, с той же 
скоростью двинулся обратно и возвратился 
в А в тот момент, в который первый достиг В. 
Какова скорость первого велоснпедиста, если 
скорость второго 80 км/ч? 

2.1 {для географического факультета). Ре- 
шитеё систему уравнений 

4%-{- 27 =12, 
3х — Зиу=у5х- Зи. 

2.2 (для геологического факультета). Ре- 

шите уравнение 


16—30. 


3. Решите уравнение 


сов х- т х= 


— > с08 2х == т х. 


4. Решите неравенство 
(08: 1х}-108 1 (х— 2) > 1. 
х 


5. На плоскости даны две окружности ра- 
диусов г. И г2 {г, > Г2}. Найдите расстояние 
между центрами окружностей, если известно, 
что оно в Е раз больше расстояния между 
точками касания общей виешней касательной. 


Вариант 4 
(биолого-почвенный факультет, отделение ма- 
тематической лингвистики филологического 
факультета} 

1. Из города А в город В, расстояние между 
которыми 270 км, отправился путешествен- 
ник. Первую часть пути длиной 120 км он 
преодолел на автомобиле, вторую — на мото- 
цикле. Оставшуюся третью часть пути он про- 
ехал на автомобиле за 1 час. Скорость мотоцик- 
ла на 15 км/ч меньше скорости автомобиля. 
Найдите скорость автомобиля, если известно, 
что средняя скорость путешественника равна 
54 км/ч. 

2. Решите уравнение 


\у2х- 1+^,6х4+4-=1. 
3.1 (для отделений почвоведения и матема- 
тической лингвистики). Решите уравнение 
Эт х-- 2 ат 3х - 12 ат 2х =0. 
3. 2. Решите неравенство 





1—вшх _ -/3 
эт 2х = 28 


4.1 (для отделения почвоведения). В прямо- 
угольиый треугольник площади 24 вписана 
окружность. Точка касания с гипотенузой де- 
лит гипотеиузу в отношении 2:3. Найдите дли- 
ны сторон треугольника. 


4.2. Окружность касается сторои АВ и АР 
квадрата АВСР н проходит через вершину С. 
В каком отношении эта окружность делит сто- 
рону ВС? 

5. Основание треугольной пирамиды — 
прямоугольный треугольник с гилотенузой с 
и острым углом с. Найдите объем пирамиды, 
если известно, что все двугранные углы при 
основании пирамиды равны В. 


Вариант 5 
(факультеты психологии и экономический} 
1. Два путешественника отправились из 
пункта А в пункт В иа велосипедах. Каждый 
через некоторое время пересел на мотоцикл: 
первый, проехав 1/8 пути, а второй — 3/4 пу- 
ти. Во сколько раз скорость мотоцикла больше 
скорости велосипеда, если известно, что пер- 
вый путешественник затратил на весь путь из 
Ав в два раза меньше времени, чем второй? 
2.1 (для факультета психологии и отделе- 
ния экономической кибернетики). Решите си- 
стему уравнений 


23.27 =1, 
х+2у=2. 

2. 2 (для отделений политэкономии и при- 
кладной социологии). Решите уравнение 

Зах = 14 (Жх—фх— 2). 
2. 3. Решите неравенство 
зх-2-45х+4—< 0. 

3. 1 (для факультета психологии). Решите 

уравнение 
2 зл’х-с0332х = ших - соз?2х. 

3.2 (для отделений экономической кибер- 
нетики, политэкономии и прикладной социо- 
логии). Решите уравнение 

1-2 зщ х- 3 Зх == 4 8 х-|- 4 зщ 8х-[ сов 2х. 

3. 3. Решите уравнение 


\1-— 008 2х _ 3/6 
сов х Е", 

4.1 (для факультета психологии и отделе- 
ния экономической кибернетики). 

Найдите периметр равнобедреиного тре- 
угольника площади 5, если известно, что длина 
высоты, опущенной на осиование, равна 1. 

4.2 (для отделений политэкономии и при- 
кладной социологии). Решнте неравенство 


пов. ( Е 2) < —1. 


4.3. Решите уравнение 
108.4 - ю8-(х”)=5. 

5. Основанием четырехугольной пирамиды 
ОАВСР является прямоугольник АВСР со сто- 
ронами АВ=?2, ВС=-/3. Боковые грани ОАВ, 
ОВС и ОСР наклонены к основанию соответ- 
ствеино под углами 45°, 60° и 45°. Найдите 
угол наклона грани ОАД к основанию. 





Физика 


Задачи устного экзамена 


Физический факультет 

1. Из одной точки одновременио бросают 
два тела — горизонтально и вертикально 
вверх с одинаковыми скоростями го. На каком 
расстоянии будут тела через заданный лроме- 
жуток временн {? 

2. Сплошной однородный шар объемом У 
и плотностью р плавает на границе двух не- 
смешивающихся жидкостей с плотностямн 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


фи 92 (р. <р<р?з). Какая часть объема шара 
будет находиться в верхней и какая в нижней 
жидкостн? 

3. На какую высоту может подняться авто- 
мобиль с работающим мотором по ледяной го- 
ре (ища), если у начала подъема он имел 
скорость 55? 

4. На р Т-диаграмые (рис. 1} показан про- 
цесс, проводимый с идеальным газом. Объем 
газа постоянен. Найдите точки, где масса газа 
максимальна и минимальна. 

5. Над одним молем газа совершают 
замкнутый цикл, состоящий из двух изохор 
и двух изобар (рис. 2). Температуры в точках 1 
и 3 равны Т; и Т.. Определите работу, совер- 
шаемую за цикл, если точки 2 и $ лежат на 
одной изотерме. 

6. Два заряженных шарика, подвешенные 
на нитях одниаковой длины, опускают в ке- 
росин. Найдите плотности шариков, если угол 
расхождения нитей в воздухе и керосине оди- 
наков. Шарики одинаковые. 

7. Электрон влетает в плоский конденса- 
тор посередине между пластинами. Расстоя- 
ние между пластинами 4, длина пластин [, 
напряжение между ними И. Какова должна 
быть скорость электрона, чтобы он попал 
в круглую мишень радиусом В, расположен- 
ную на расстоянии Г, от кокденсатора? Крае- 
выми эффектами пренебречь. 

8. Электромотор питается от нсточника 
< напряжением И»24 В. Чему равна мощ- 
ность на валу мотора при протекании по об- 
мотке тока Г -=8 А, если известно, что при 
полностью заторможенном якоре течет ток 
Т2=16 А? 

9. При падении иа плоскую границу двух 
сред с показателями преломления п, ин п: луч 
преломился таким образом, что угол между 
отраженным и преломленным лучами соста- 
вил }-—90°. Найдите угол падения луча. 

10. Человек посмотрел по вертикальному 
иаправлению иа дио водоема и оценил его 
кажущуюся глубину в А=0,9 м. Определите 
истинную глубину водоема. Показатель пре- 
ломления воды л= 1,33. 

Нубликацию подготовили 
А. С. Меркурьев, А. С. Чирцов 


Ленинградский 
политехнический институт 
им. М. И. Калинина 


Математика 
Письменный экзамен 


Вариант 1 
(физико-механический факультет) 
1. Найдите все решения  уравиения 
| удовлетворяющие усло- 


с08 хят 2х=3 ат“ х, 


вию —12<х—— 10. 


2. Решите неравенство 
1081,2 С/х г! — х)< 2. 
3. Решите уравнение 


1; 0.1261. 91-х. у 6. 

4. Найдите все зиачения а, при каждом 
из которых существует единственная пара це- 
лых чисел х, у. удовлетворяющая уравненню 
12х’4- 41ху { 35у'=5 и двум неравенствам 
у+ 1х, в*х- Зау 6. 

5. В правильную четырехугольную пнрами- 
ду со стороной основания и высотой, равными 1, 
вписан прямоугольный параллелепипед, осно- 
вание которого расположено в плоскости основа- 
ния пирамиды, а вершины противоположиой 
грани — на боковой поверхности пирамиды. 


Площадь основания параллелепипеда равна 15- 


В каких пределах может меняться диагональ 
параллелепипеда? 


Вариант 2 
(Факультет технической кибернетики) 
1. Решите уравнение 


3251 = 3=+2.}- у1—6. 32432210. 


2. Решите уравнеиие 


( 1 )- д 
ю&: 1+5 —\!1— 910 (1-Е х-- 23) = 


=1,5 1ов*( т }. 


3. При каких значениях параметра а каж- 
дое решение неравенства 4х“ - 8х -- 3—0 бу- 
дет содержаться среди решений неравенства 
2ах: —(18—4)х—14>0? ° 


4. Найдите зп 2а, если 008 2«>-— 4 и 


Е 8 

эп 2 4 

5. Про тетраздр известно, что все его грани 
подобные, но не все равные между собой тре- 
угольники, причем у любых двух граней есть по 
менышей мере одна пара равных ребер, не счи- 
тая общего ребра. Докажите, что длины сторои 
каждой грани образуют геометрическую про 
грессию, и найдите объем этого тетраэдра, если 


длины двух р, лежащих в одной грани, 
равны \/2--2-/5 и 2-/2+-5 ь 
Вариант 3 


(радиофизический факультет) 
1. Решите неравенство 


1 . <0 
108; (3—2х) 434—105; (3—2х) Г 
2. Решите систему уравнений 
2х + 27 =—1) 
{ —20х--8,5- 27+ 1146. 

3. Найднте все решения уравнения соз х-{- 
+ (1--с08 х) щ?х—1=0, удовлетворяющие ие- 
равенству 4 х>0. 

4. Прямоугольник АВСР расположеи на 
координатной плоскости так, что сторона АВ 
лежит на оси ординат, вершины С и р лежат 
соответственно на параболе и=—х'-+2х—2 и на 
прямой у-=3—3х, причем абсцисса вершнны О 
принадлежит отрезку [0,12; 1,2]. Какое значе- 
ние должна иметь абсцисса вершины 0), чтобы 
площадь прямоугольннка АВСО была наимень- 
шей? 
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5. В пространстве даны точки А, В, С. В, 
причем АВ = ВС = СО = 5. Найдите угол меж- 
ду прямыми АС и ВО. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

1. При распаде неподвижного ядра обра- 
зуется три осколка массами ти, ть и ть с об- 
щей кинетической энергией Е.. Найдите ско- 
рости осколков, если направления скоростей 
составляют друг с другом угол © -—120°. 

2. Параллельный пучок молекул азота, 
имеющих скорость о = 400 м/с, падает на стен- 
ку под углом х=80° к ее нормали. Концент- 
рация молекул в пучке п—=0,9-10'° см. Най- 
дите давление молекул пучка на стенку, счи- 
тая, что молекулы ударяются о нее абсо- 
лютно упруго. 

3. Гелий массой т-=10 г нагрели на А 

100 °С при постоянном давлении. Опреде- 
лите количество теплоты, переданное газу, 
приращенне внутренней энергни и работу по 
расширению газа. 

4. Два удаленных сферических проводни- 
ка радиусов В: и В; были заряжены до по- 
тенциалов фи и $2 соответственно. Затем их 
соединили тонким проводником. Чему равно 
измененне энергии снстемы? Объясните полу- 
ченный результат. 

5. Плоский конденсатор заполнили диэлект- 
риком и иа пластииы подали иекоторую раз- 
ность потенциалов. Его энергия при этом рав- 
ина И”-=2.10-° Дж. После того как конден- 
сатор отключили от источника наиряжения, 
днэлектрик вынули из конденсатора. Работа, 
которую надо было соверщить для этого, равиа 
А—=1-10-° Дж. Найдите диэлектрическую 
проницаемость диэлектрика. 


га 
а 


#ш 


о 0’ 


Рис. 1- Рис. 8. 

6. Два кондеисатора и два источника соеди- 
нены по схеме, изображеиной на рисунке 1. 
Определите потенциал в точке А (по отноше- 
нию к земле), если С, -=0,1 мкФ, С-—=0,4 мкФ, 
#,=1,5 В, “›=3 В. 

7. Протон влетает в однородное магнит- 
ное поле (В=40 мТл) со скоростью в=4,5 Х 
Х 10° м/с под углом а =60° к направлению 
вектора В. Найдите путь и перемещение про- 
тона за время ^1—=2,45 мкс его движения в 
магнитном поле. Масса протона т, =1,61Х 
х10 “ кг, его заряд 4»==1,60-10-? Кл. 

8. На прозрачный щар, имеющий радиус 
В и показатель преломления п, падает в на- 
правлении одного из диаметров узкий парал- 
лельный пучок световых лучей. На каком рас- 
стоянии от центра шара лучи будут сфоку- 
сированы? 

9. На дне ручья лежит камешек. Мальчик 
хочет дотронуться до него палкой. Прицели- 
ваясь, они держит палку под углом а =45°. На 
каком расстоянии от камня палка зоткнется 
в дно ручья, если его глубииа А —50 см? По- 
казатель преломления воды п= 1,33. 


10. Задана оптическая ось линзы ОО’. 
светящаяся точка $ и ве изображение а лин- 
зе 5’ (рис. 2}. Найдите построением с помощью 
линейки и карандаше положение фокуса 
линзы. 

Публикацию подготовили 
В. А. Опарин, С. П. Преображенский, 
И. Б. Русанов, Ю. А. Хватов 
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Математика 


Письменный экзамен 
Вариант 1 


{математический факультет) 
1. Решите уравнение 


108:+:(х- 0.5) =1Ю8. 5х1). 
2. Найдите соз2а, если известно, что 
2 < *о-{ 1 св а-+8=0 и угол а удовлетворяет 
иеравенствам: 
7 


Зл д 7л 
а) —2` ха — ; 6} ие <а< дл. 


3. Решите систему неравенств 
ух" — 9х4 20 \ х— 15 х’— 13. 

4. В треугольник вписана окружность ра- 
днуса $. Вычислите длины сторон треуголь- 
ника, если одна из них разделена точкой ка- 
сания на отрезки с длинами 4 н 3 

5. В правильную четырехугольную пира- 
миду вписан куб так, что четыре его вершины 
находятся на апофемах пирамиды и четыре 
в плоскости основания. Все ребра пирамиды 
равны а. Вычислите полную поверхность и 
объем куба. 


Вариант 2 
(физический факультет) 
1. Упростите выражение 








-4 
>> 














уа-Е ха-—1 
. ха-+1-ла`—1 


`а-—1)-Уа+1-—-@+ 1-81. 











2. Два тела начали движение одновремен- 
но и движутся прямолинейно навстречу 
друг другу. Одно нз них проходит в каждую 
минуту 7 м, другое в первую минуту прошло 
24 м, а в каждую последующую проходит 
на 4 м меньше, чем в предыдущую. Через 
сколько минут оба тела встретятся, если пер- 
воначальное расстояние между ними было 
равно 100 м? 

3. Решите уравненне 


1-- эт 2х == 811 х--<оз х. 
4. Решите неравенство 
Зи х +23 +5—2. 
5. Основание прямой призмы — треуголь- 
ник со сторонами 5 и Зи углом 120° между 


ними. Наибольшая из площадей боковых грв- 
ней равна 35. Найдите объем призмы. 
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Вариант 3 
(химический факультет) 
1. Проверьте равенство 
ат 20°. сов 10° -{ с05 160° -соз 100° _ 
зп 21°-с03 9° + сов 159° -со8 99° — 

2. Решите уравнение 

8.16'+2.81'—5.36'. 

3. При каких значениях р оба корня урав- 
нения х’-+2(р- 1х Эр — 5—0 отрицательиы? 

4. Смешали 30%-ный раствор соляной 
кнелоты с 10%-ным и получили 600.г 
15 %-ного раствора. Сколько граммов каждо- 
го раствора было взято? : 

5. В цилиндр вписана прямая призма, 0с- 
нованием которой служит равнобедренный 
треугольник с тупым углом, равным а. Найди- 
те объем цилиндра, если известно, что боко- 
вая сторона основання призмы раана 65, а дниа- 
гональ большей боковой грани равна г. 


Вариант 4 
(индустриально-педагогический факультет) 
1. Докажите тождество 
208 а-с08 В — с08(< + В} 
сов (= — В) — п с - вт В 
2. Решите уравиение 
10#:(2х— И 105; х + 5) =10&:13. 
3. Решите неравенство 


х' + 5х 
(+) >25-\ 


4. Упростите и вычислите значение вырва- 
жения 


— ЁЙЩ— = 
&/4х-111+4/6}-\/4,2х—2,3х при х=50. 


5. Основанием пирамиды служит парал- 
лелограмм, у которого стороны равны 10 и 
18, а площадь равна 90. Высота пирамиды 
проходит через точку пересечения диагоналей 
основання и раана 6. Определите боковую по- 
верхность этой пирамиды. 


=ша- В. 


Физика 
Задачи устного экзамена 

1. Чтобы покинуть Землю, ракета должна 
разаить скорость г —=11.2 км/с. На какой вы- 
соте и через какой промежуток времени при 
вертикальном подъеме это произойдет, если 
ракета будет двигаться с постоянным уско- 
рением а=30&? Каково иа этой высоте уско- 
ренне свободного падения? Радиус Земли А = 
== 6,37. 10° м. Расчет удобно проводить с по- 
мощью микрокалькулятора. 

2. Если бы через центр Земли удалось 
прорыть сквозной канал, то сколько времени 
понадобилось бы свободно падающему кам- 
ню, чтобы достичь противоположного конца 
канала? Радиус Земли В=6,31.10° м. Счи- 
тать, что действующая на камень сила тяже- 
сти меняется по закону Р=атиг/Я, где г — 
расстоянне от камня массой т до центра 
Земли. 

3. Найднте зависимость модуля силы тре- 
ния скольжения тела массой т о поверхность 
наклонной плоскостн от угла наклона плоско- 
сти а в интервале О3о<л/2. Коэффициент 
трения скольжения равен и. 

4. Можно ли достать воду из колодца глу- 
биной №==12 м с помощью насоса, располо- 
жеиного на поверхности Землн и способного 
создавать в опущеиной в колодец трубе сколь 
угодно низкое давление воздуха? 


5. Две сферы объемом У; и У. соедимены 
короткой трубкой, в которой нмеется изоли- 
рующая пористая перегородка. С ее помощью 
в сосудах устанавливается равенство давле- 
ний, но не температур. Система находится 
при температуре То и содержит газ под дав- 
лением ро. Затем температура первой сферы 
изменяется до Т., а второй — до Ть. Какое 
давление установится в системе? Тепловым 
расширением сфер пренебречь. 

8. Из колодца глубиной Н качают воду 
насосом мощностью №. КИД насоса \. За ка- 
кое время откачается объем воды У? 

1, Как должны соотноситься расстояния 
между двумя точечными зарядами в кероси- 
не и в вакууме, чтобы сила взаимодействия 
зарядов была одинаковой в обоих случаях? 

8. Какова сила взаимодействня между 
протоном и электроном на первой орбите в мо- 
дели атома Бора? Расчет удобно проводить 
с помощью микрокалькулятора. 

9. Электрон, находясь в однородном маг- 
нитном поле, движется по окружности радиу- 
сом г. Индукция магнитного поля В. Направ- 
ление вектора индукции перпендикулярно 
плоскости окружности. Майдите кинетиче- 
скую энергию электрона. 

10. Счнтая радиус атомного ядра равным 
Н=1,2.10-'°. АУ м, где А — массовое чис- 
ло, определите плотность ядерного вещества, 
выраженную в числе нуклонов в 1 м' и в кг/м. 
Масса нуклона то= 1.67.1077 кг. Какова бу- 
дет масса 1 см” вещества, состоящего из одиих 
ядер? 

Публикацию подготовили 
М.Н. Каликина, В. В. Лаптев 
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Математика 
Письменный экзамен 
Вариант 1 
1. Дана функция /{(х) =? х-+16 сз? х. 
а) Найднте наименьший период фуикции [. 
6} Решите уравненне {{х)=9. 
в) Найдите минимум функции {. 
хх 1) 
х-+2 ` 
а} Найдите область определения функции /. 
6) Решите уравнение {(х)=1. 
в) Решите иеравенство {(х) > 0. 
г) При каких значениях а 
{ (х) 182 (х + а} имеет решение? 
3. Окружности радиусов 1 и В с центрами 
а точках А и В касаются друг друга внешним 
образом. Прямая { касается этих окружностей 
в двух различиых точках Си ДР соответственио. 


2. Дана фуякция {(х)-—1082 


уравнение 


АВ 
что отношение —— 





а) а ср равно 
Е 
2-/В 


6) Найдите величину И, если #(В)= >. 
в) Докажнте, что Ё (В} > 1. 


Вариант 2 
1. Дана функция /(х=Ах--х В. х. 
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а) Найдите А н В, если известно, 
71) =2, Р (1)—=4, 

6) При каких А и Вточкн х=1 их-2 явля- 
ются точками экстремума для функции /? 

в) При каких А и В функция возрастает 
на всей своей области определения? 

2. Дана функция /{ (х) =10&. х 4 1об. 2. 

а) Найдите область определения функции /. 


что 


6) Решите уравиение { (х})== ;. 


в) При каких значениях аргумента функ- 
ция / принимает экстремальные значения? 

г) При каких значениях а уравнение { (х}=а 
имеет хотя бы одно решение? 

3. Дви треугольник АВС, в котором СВ-=1, 
@=л/2, ВЕВ. СН — высота треугольника, точ- 
ка Р лежит на отрезке АН, РН —=НВ. 

а) Какие значения может принимать угол В? 


6) Докажите, что Ар— 





1 
Е соз В. 


в) Какие значения может принимать угол В, 
если известно, что отрезки АД и СР равны? 


Варнант 3 

1. Дана функция /(х) =9*—2.8'—8. 

а) Решите уравнение { (х} = 60. 

6) Решите неравенство {(х) > 0. 

в) Найдите наименышсе значение функции /. 

г) Сколько решений имеет уравнение 
{(х}==а в зависимости от величины @? 

2. Дана фуикция 7 (х)=х‘ —(х—1). 

а) Имеет ли функция { экстремумы? 

6) Решите уравнение /{ (х)-{+ 1=0.- 

в) Рещите неравенство {(х)> 1. 

3. В единичную окружность вписан тре- 


угольник АВС такой, что АВ=АС, А=2а, 
Ар — высота треугольника. Обозначим 
Н (<)=АВЬ-— АР. 
а) Докажите, что Н (а)=2(с08 в-— сов? а). 
6) Найдите асе такие а, что Н (©}=4/9. 
в) Найдите наибольшее значение величи- 
ны Н. 


Физика 
Задачи письменного экзамена 

3. Тело брошено с некоторой высоты в гори- 
зонтальном направлении со скоростью ос. Най- 
дите скорость тела через { секунд после броса- 
ния. Приведите два способа рещения. 

2. К концам однородного стержня прило- 
жены две противоположно направлениые снлы 
Р, =40 НиР.=100 Н. Определите силу натя- 
жения стержня в поперечном сеченни, которое 
делит стержень ня две части в отношенин 1:2. 

3. Тело массой т поднимают по наклонной 
плоскости высотой й. Угол у основания наклон- 
ной плоскости В, коэффициент трения между 
телом и плоскостью р. Определите работу силы 
трения и работу силы тяжести. 

4. Металлический шарнк массой т = 20 г, 
падающий со скоростью 2-5 м/с, ударяется 
упруго о стальную плиту и отскакивает от нее 
в прямо противоположиом направлении с такой 
же по модулю скоростью. Найднте нмпульс, 
приобретенный щариком, и среднюю силу, сооб- 
щившую шарику этот импульс, если соударе- 
ние длилось #=0,1 с. 

5. Резиновую камеру накачали на берегу 
до нормального давления. На какую глубину 
нужно опустить камеру в воду, чтобы ее объем 
уменьшился вдвое? Температура воздуха Т: = 
—300 К, температура воды Т.=271 К, плот- 
ность воды р= 1000 кг/м“. 

6. На расстоянии В от точечного заряда 
+94 расположен проводящий шар радиусом г, 


соединенный тонкой длннной проволокой с 
землей. Определите величнну отрицательного 
заряда, индуцированного на шаре. Влиннием 
проволочки пренебречь- . 

7. Электрическую плитку, рассчитанную на 
напряжение И! == 220 В, требуется переделать, 
не меняя и не укорачивая спирали, на напря- 
жение И> = 110 В так, чтобы ее мощность оста- 
лась прежней. Что нужно сделать? Дайте ана- 
литическое решение и эскиз схемы плитки пос- 
ле переделки. 

8. Электрон влетает во взаимно перпендику- 
лярные электрическое (Е—=1000 В/м) н магнит- 
ное (В=0,01 Тл) поля. Каковы должны быть 
направление и скорость движения электрона 
для того. чтобы он двнгался прямолинейно? 





от 4 


и 
ит школьные задачн 


1. 99/4. Указание. Не забудьте, что длина 
третьей стороны не превосходит 5. 

2. Круг без границы, концентричный данной 
окружности и имеющий втрое больший радиус. 
Указание. Если угол А треугольника АВС 
равен <, то угол между высотами, проведен- 
ными из вершин Ви С, равен п—а. Поэтому 
точка пересечения высот лежит на окружности, 
равной данной и пересекающейся с ней в точ- 
ках Ви С. 

3. 5. Решение. Если одна из данных шести 
прямых { проходит только через одну точку 
пересечения А, то остальные пять прямых либо 
проходят через А (пусть таких пи), либо парал- 
лельны # (пусть таких 272). Имеем: п, -то=5. 
т, > 0, т. > 0.и число точек пересечения равно 
Ч т,72; последнее есть 5 или Т. Предположим, 
что каждая прямая проходит по крайней мере 
через две точки пересечения. Еслн точек пере- 
сечения меньше чем 5, то их 4. Обозначим их 
через А, В, С, О; тогда наши прямые — это 
прямые АВ, АС, АФ, ВС, ВР и СО. Эти прямые 
не должны иметь точек пересечения, отлнчных 
от 4, В, С, 12), поэтому АВПСО, АС] ВО я АРЬВС. 
Из первого и третьего следует, что АВС — 
параллелограмм, но днагонали АС и ВР парал- 
лелограмма не могут быть параллельны. Проти- 
воречие. 

4. (1,1), (1, 3}, (3, 1), (3.7), (1,3). Решеиие. 
2х-- 1 нечетно и делится на у, поэтому у нечет- 
но; аналогично х иечетно. Числа х и у взаимно 
просты: если х и у делятся на р, то 8х и 
2х--1 делятся иа р, и.значит. 1 делится наз р. 
Число 2х+2у--1 делится на Хх и на у; значит, 
оно делится на ху, следовательно, 2х-|-2у +12 
> ху. Пусть ху; тогда либо 2х + 2у- {+1 5у, 
либо х=у— 1. В обоих случаях ху них 5. 
Остаются две возможности: х=1 и 3 делится 
на у или х=3 и7Т делится на у. 

5. а) Первых болышле. 6) Первых больше. 
Решение. Если ри ад взаимно просты и № 
делится на ра. то среди чисел 1, ..., № имеется 
ровно М№/р. делящихся нар, и ровно М№/ра, 
делящихся на р4. Значит, среди чисел 1,..., № 
имеется ровно (№/р) —М№/ра)=М (9-— 1ТИра чи- 
сел, делящихся на р. но не делящихся на 9- 
Теперь обратимся к вопросам а) и 6). 

а) Число 997 920 делится на 11-5 и на 12.7. 
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9. В однородном магнитном поле (В= 
= 0,01 Тл), линни индукции которого верти- 
кальны, соскальзыдает с наклонной плоскости 
металлическая палочка длиной {== 1 м. Опреде- 
лите разность потенциалов на концах палочки, 
если угол наклона плоскости к горизонту 
я = 30°. 

10. Оптнческая система состойт из двух 
собирающих линз с фокусными расстояниями 
Е, =20 см и Ё.=—10 см. Между ляизами рас- 
стояние {=30 см. Предмет находится на рас- 
стоянии 4, =30 см от первой линзы. На каком 
расстоянии от второй линзы получится изобра- 
жение? 

Публикацию подготовили А. Н. Коточигов. 
М. А. Марамзин, С. В. Фомин 


В силу сказанного среди чисел },..., 997 920 
имсется 997 920.4/55—=12 516, делящихся на 
12, но не делящихся на 7. Первых больше, и 
оставшиеся до миллиона 2080 чисел этого ба- 
ланса не изменят: среди них делящихся на 12 
менее 200. 
6) Аналогично предыдущему среди чнсел 
1,... 999 960, делящихся на 13, но не деля- 
щихся иа 6, есть 64 100, а делящихся на 15, 
но не делящихся на 26 — столько же (потому 
что 5/13- 6=25/16.26). Поскольку вычитание 
числа 999 960 не меняет делимости ни на одно 
из чисел 13, 5, 15, 26, среди оставшихся до 
миллиона чисел интересующих нас столько же, 
сколько среди чисел 1,....40. А среди этих 
чисел первых имеется три (13, 26, 39), а вто- 
рых — два (15, 30). 

1 — эм (©/2)\998 

“1 -- ып (@/2) 

с центром в вершине угла, переводящая 1-ю 
окружность во 2-ю, переводит 2-ю окружность 
в 3-ю, 3-ю в 4-ю ит. д. Простой подсчет 
показывает, что коэффициент зтой гомотетии 
1—3 (2/2) 
1 за (112) ° 
7. 25$, —5.--2л. Решение Р, состоит из Р. 
нескольких прямоугольников общей площадью 
ар, где р — периметр многоугольника Р, и 
нескольких секторов, составляющих круг ра- 
диуса а (рис. 1). Следовательно, 5. =5$ {+- ар 
+ ха?. Решая относительно 5 и р систему 
За = Ер-л, 5:=5-+-2р-| Ал, получаем: 
$=25, —$,-+2л (и р=5.-.5. | 34). 
8. 79 или 80. Решение. Окружность пере- 
секает 20 горизонтальных линий и 20 вер- 
тикальных, каждую по 2 раза. Поэтому за один 
полный оборот она 80 раз переходит из клетки 
в клетку. У несе есть 4 возможности дважды 


. Указание. Гомотетия 


равен 





Рис. 2. 





побывать в одной клетке: в самом верху, в са- 
мом низу. на левом крае и иа правом крае. 
Но из этих четырех возможиостей может реа- 
лизоваться не более одиой. В самом деле, если, 
скажем, вблизи своей крайней верхней точки А 
окружность дважды пересекает сторону одиой 
клетки, то точка А лежит в сегменте, указан- 
ном на рисунке 2, а центр О окружности лежит 
точно в таком же сегменте на 10 клеток ниже. 
В аналогичных сегментах должен находиться 
центр окружности, чтобы она дважды пересе- 
кала стороиу одной клетки слева, внизу и спра- 
ва. Но ясно, что никакие два из этих сегмен- 
тов не имеют общих точек, так что центр может 
находиться не более чем в одном из них. 
9.а<0, 5=0. Указание. Подставьте с — 4, 
сис 4 (4-0) в наше уравиение и из суммы 
первого и третьего полученных равенств вы- 
чтите удвоенное второе. (Другой способ: если 
вы зиаете формулы Виета для кубического 
уравнения, воспользуйтесь ими. Кроме того, 
задачу можно решить, исследовав фуикцию 
у=х‘-рах-Ь с помощью производной.) 

10. Я 1/2. Рещенне. Найдем точки пара- 
болы у=х“, отстоящие от точки (0; В} на рас- 
стоянии К. Для х получаем уравнение 
х?--(х?—В}=В*, т. е. х?(х*--1—28\=0. Оно 
не имеет решений, отличных от 0, если 
1—2А 20, т.е. если А < 1/2. 

11. ЗИ, —ЗУ,-+И,—8л. Решение анало- 
гичио решению задачи 7. Р, состоит из: 1) на- 
шего многогранника Р; 2) объединения прямо- 
угольных параллелепипедов с высотой а, по- 
строенных иа гранях многогранника Р; 8) объ- 
единения цилиндрических секторов, располо- 
женных около ребер многогранника Р; 4) объ- 
единения шаровых секторов, расположенных 
около вершин. Объем части 1) есть И. объем 
части 2) есть За. где $ — полная поверхность 
многогранника Р, объем части 3) есть {а*, где 
} — число. не зависящее от а (найдите его), 
а секторы части 4) составляют полный шар 


4 Е] 
радиуса а, т.е. имеют ке объем З ла’. 
Итак, И ==И + $а- 10? +3 


ставить а =1, 2, 3, А полученную систе- 
му трех уравнений относительио Г, 5, [и взять 
значение У. 
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12. 1/2. Решение. Наибольшую площадь 
имеет треугольник, вершины которого лежат 
в вершинах квадрата. В самом деле, пусть 
АВС — треугольник, лежащий в квадрате, и 
пусть С — не вершина квадрата. Проведем 
через С прямую, параллельную АВ. Часть, от- 
секаемая этой прямой от квадрата и не содер- 
жащая А и В, содержит хотя бы одну вершину 
квадрата С’ (может случиться, что С’ лежит 
на иашей прямой). Площадь треугольника 
АВС’ больше или равна площади треуголь- 
ника АВС. . 
13. Если а>0, то при [х| < 49/3; если а< 0, 
то ни при каких х. Решение. Пусть 
х`—ах-=у — ау, ху. Тогда /’—х—=а(у-х\, 
ху Хх? вва, у? ху (Хх —а)=0. Последиее 
равенство, рассматриваемое как уравнение от- 
носительно и, имеет решение при жд а) 
20, т.е. при |х| = ^/4а/3, причем зто решение 
единственно и равно х только при х=0, а=0. 
(Другое решение можио получить, исследуя 
при помощи производной график функции 
== хз о 
14. 10018 —100'°”' < $00'°. Решение. 
Очевидно, 100! << 10. 100°° == 10'7, т. е. в числе 
100! не больше 190 знаков, а в числе, 100!" 
ие бодьще 19 000 знаков. В числе 100'°` знаков 
2. 100!, т. е. явно больше, чем в предыдущем 
числе, но ме больше чем 10". Мао 
100'51 > (10075100 —100% > (10074ут 100" 
— 3099-10016 10” +, в. в этом числе по 
крайней мере 10?" зиаков. 
15. Меньше четверти. Решение. Нас инте- 
ресует объем фигуры, изображенной на ри- 
сунке 3. Возьмем две такие фигуры, вторую 
перевернем и поставим рядом с первой. Сече- 
нис того, что получится, горизоитальной плос- 
костью состоит из двух секторов (рис. 4), кото- 
рые можно расположить в половине основания 
цилиндра так, чтобы они не пересекались 
(рис. 5). Поэтому их суммарная площадь мень- 
ше половииы площади горизонтального сече- 
ния цилиндра, а суммарный объем двух (оди- 
наковых) фигур меньше половины объема ци- 
линдра. 
Замечаиие. Объем нашей фигуры ничего не 
стоит вычислить при помощи иитеграла: он 


2 
равен 5. = 21,2 % от объема цилиндра. 


ы 


О графнческом способе решения 
иекоторых физических задач 


1. 51 = 45 мин. 
2. в = а. 

3. Р = И(а?т). 

4. а == 1/(\/2—1). 


Математика 
Письменный экзамен 
Вариант 1 


1. 8 деталей. 


[в 


3. [1 В . Указание. Рассмотрите 
два случая: 5а—1> |22| ели 


4.}. агссоз ) (1—=а<2). 


Ленинградский государственный 
университет нм. А. А. Жданова 











› агссоз 


а 
За 





Указание. Рассмотрите случаи тупого и 
острого угла В. 

ифс ь. 
4.2. . Воспользуйтесь подобием треуголь- 


а-+«ь 
ников АВС. ВОЕ и АБР. 


—а—1-- а т ба |1 


4.3. 5 
—а— 5 ла' - ба-- 1 
2а , 
1 2 2.“ ‘В 
5. 3 В’. ща: ШВ: ав т А-а =. 


Варнаит 2 
1. 1 кг; 38° %- 


2. [-3; г 
Е: 
3. ха + 1+: (ЕЕ 2). 


4. > . 


а? 73 
48- созо` 


зп 24. 
5. 


Вариант 3 
1. 20 кы/ч 
21. х= 1,5 


ге. 
22.44 8 


3. х = (—1*3 4+ Ал; С 7). 
а. ] ЕВ 
2 





2 [. Указание. Преобразуйте 


левую часть неравенства к внду 108, ‚ о 
ЕЕ 
%#*—1 


Вариаит & 

1. 60 кы/м. 

2. — 1/2. 

3.1. х,==Ёл, Х2= 


(>01 





дя: Е, ТЕ 2. 


3.2. ее + 2%л; 2ил| (] [= А + 2кя; 5 + 
+ 2 ] = — + 2Ал; В: (ЕЕ 2). 


Указание. Выполните замену у = эм х. 
4.1. 10,8 и 6 см. 





2—1 
4.2. 5 
с? вып? а- со’ а. ШВ 
5. 6 р о . Указание. До 


кажите, что основание высоты пирамиды — 
центр окружности, вписанной в основание пира- 
миды. 


Вариант 5 

1. В 3 раза. 

2.1. (2:0). (0: 1}. 
2.2. 2. 


23. [-* 


3.1. х=— 5 + 28а; {Е Е2). У казание. Исполь- 


зуйте, нь неравенства, эт’ хот хх 
Х с03* 2х и с03? 2х2знр х- с03'2х. 


3.2. х= ит ВЕР. 


3.3. х= + 3 4 282; (ЕЕ2). 


Куапетсесте.ги 


ал. 2$ + ЕЕ у 

4.2. [—3; —21. 4.3. 4, 2. 

5. 30°. Указание. Проведите перпендикуля- 
ры из основания высоты пирамиды к сторонам 
основания. 


Физика 

1. 12=4/2 0вё. 

2. В верхией жидкости (плотностью о:) ивхо- 
дится (е2—/(е2— в) часть объема шара, а в 
нижней — (09—01) /(02— 01) часть. 

3. А пах 24/28 (1— п с =). 

4. В точке А масса газа максимальна, а в точке 
В — минимальна (рис. 6). 


р 
А 
В 

Рис. 6. т 
5. А=ВТиУТ./Г— 1)". 
6. 0=н=/(=®—1) (0, — плотность керосина). 
7. а) Электрои не пролетит мимо мишени, если 

ес! 2) 1+2 . 
0 май ^ Ри —5в_ >ч ; 


6) электрон не упадет на положительную пла- 
стину, если 


|3 ей 1-2, { 
тт Ми ПРИ 5 < 4. 


8. Рых= И 0(1— Г. /Г.)=96 Вт. 
9. а— агсы(по/п:). 
10. Н=пА=1.2 ы. 


Ленинградский политехнический ‚ 
Математика 
Вариант 1 

а ы [. 

4 

3. 14—2/2; 4--2\21._ Е 
4. ве |—2; —17—33/41 ея 1 
Указание. Исходное уравнение приводится 
к виду (3х 5у)(Ах-Ту)=5. Если пара целых 
ния, 10 числа 3х--5у и 4х Ту целые, поэтому 
пара (3х+-5у; 4х-- Ти) совпадает с одной из че- 
5. а6 5. а . Указание. Рассмотрим 
параллелепипеда. Сечение пирамиды этой пло- 
скостью — квадрат, в который вписан прямо- 


институт им. М. И. Калинина 
1. Таких решений нет. 2. 

20 22 ‘6 
чисел (х, у) является решением этого уравне- 
тырех пар: (5; 1); (1; 5); (5; —1}; (-Ц —5). 
В. в которой лежит верхнее основание 
угольник площади 1/18. Если этот прямоуголь- 


5 
м 


Рис. 7. @) 6) 


1 
32 
(рис. 7, а), то для стороны сечения а- Б из равен- 


1 
Е 
а‘ ь 18 


ник являстся квадратом со стороной 


ства получаем оценку 


(2-55)? _ 
ет — 


=а?-Н 6? ==(а--6)*"— 2а6 (а--5)— 


з 
(@«- 1 
= 5 ) ‚ откуда += , 
что параллелепипеды с +*квадратными» осно- 
ваниями могут быть вписаиы в пирамиду лишь 
тогда, когда секущая плоскость удалена от 
плоскости основания на расстояние Й, не мень- 





Отсюда следует, 


я 1 
нее чем 5 и не большее, чем 1— 37; Квадрат 


длнны диагонали параллелепипеда при зтом 


1 2 
о НА 


равеи 4*= 


Если основание параллелепипеда — прямо- 
угольиик со сторонами х и у (рис. Т, 6), то 


ху= -_,& сторона сечения пирамиды илоско- 





18 
стью, в о Ч лежит верхнее основаиие, равна 
х 1 
В >\/2- ухи = -5 ; отсюда следует, что 
2 


все такие сечения удалены от плоскости осно- 


2 
вания на расстояние В, не превосходящее 3: 


При ов квадрат длины диэгонали равен 


2 
ати ку (1 = ) чу = 
А 


8 ъ ,: 8 
=> о -о+иу2+. 
Наименышее значение 4? 
у 2 2 
- › то есть при =. 

Наибольшее значение функции 4° достигается 
при х-{у=-!2, но при этом «пропадает» парал- 
лелепипед (#=0). 


достигается при 


хфи= 


Вариант 2 __ 
Е 

1. [к х 

з 
2.10}. 
3. а6[4; ©[. 
4. эт 2а= + т. , 
5. Такнх тетраэдров два. У':= к (1-+-/5): 
у 22110\/5. Указаиие. Из условия 


следует, что тетраздры, описвиные в условии 
задачи, «устроены» так, как показано иа рисун- 
ке 8. (Здесь 4 — наибольшее ребро, 01-1 — 


ва 


Рис. 8. ва 


60 


Куап тсете.ги 


коэффициент подобия я ) Носколь- 


у 472 ав, = № и 


_ 5—1 1 
либо А—= 2, =: 


случай невозможен (не С треуголь- 
ника со сторонами а, ва, Е“а). Во втором случае 


а ) получаем 2 тетраэдра с 4= 
= 12+-2-/5 ис &4=2/2+\)5. Для вычисле- 


иия объема полезно заметить, что треугольник 
со сторонами 4, Ё4 и "4 — прямоугольный 
(Е =7°41). 
Вариант 3 

3 

1; — |. 

в [ 

ПЕЙ. 





постольку 





либо Р°’=ы 





Первый 


У5—1 





1. ]—з1а; —и [+] 
2. Е 5): 3}. 
3. х= З > + (21+ 1)л, 


4. Хр= т 
л л 

5. > 8 5. Указаиие. По теореме синусов 
раднус окружности, описаиной около треуголь- 
ника АДС, равен радиусу окружиости, описан- 
ной около треугольника А ВС, поэтому угол САР 
может принимать значения 514/12 и 74/12. 
В первом из них ВР 1 АС. Во втором случае 
через точку Р проведите прямую, параллель- 
ную АС, а через точку В — плоскость, перпенди- 
кулярную АС. Эта плоскость пересечет. { в точке 
К. Найдите отношение ОК /Вр»==соз ВОК. 


Физик 


ка 
Еотьть 
= \/ Ы—————_ А; 
вабтито-Етотз--тэтз) 

5 — ] Бот таз 

2= ж————, 
птатито-НтитзЬ тэтз) 

В. Боатато 

з= \/ У, ЕЕ ЕЕ Ч 
татита-Ртатз-- тэтз) 


2. р=2Ми?п 03? а/М=1,01. 10° Па (здесь 
М—=28. 10-3 кг/моль — моляряая масса азота, 
МА=6,02. 10” моль! — число Авогадро). 
з. “и (3, /2)(т/М)В АТ=3,11- 10° Дж; 
А=(т/М)В АТ==2,08. 10’ Дж; 


т. в 


@-А04А-5,19- 10° Дж. 

пЕсА В (фи — а) 
сл’ — Раф). 
- А.- Е» 


уменьшение энергии связано с выделением 
джоулева тепла при псрераспределении зарядов 
на проводниках. 

5. = (АИ/)/И/= 4,5. 


д (#.— #0С, _ 
6. ФА ®:— се: ==2,7 В. 
7. = 41.1 м; 





Рис. 9. 


| е: 
„.—/ Винт) (о сова 51)? —0,59 м. 


Указание. Протон движется по винтовой ли- 
нии и за время АЁ он сделает 1,5 оборота. 
8. х=Н/(п—1). 


9. к (в а— ЗЫ 


та )=0л9 м. 


п“ — 5‘ а 


Уп 
10. См. рис. ©. 


Ленинградский государственный 
педагогический институт им. А. И. Герцена 
Математика 


Вариант 1 
1. (11.2. а) — 3/5; 6) 4/5. 


5. 3а'/4, а*\/2/32. 
Вариант 2 


1. Уа7—1 . 2. 4 мин. 3. 


жви/2 +2, хз=2лй (, [, ПЕ2). 
4. ]1/100; оч[. 
5. 75/3/4. 


Вариант 3 
2. 10; 1/2}. 3. 15/9; 0 ]6; ®. 
4. 150 г; 450 г; 


5. лё?{=°— 45? за" и/2/4 соз? 0/2. 


Вариант 4 
2. (3/2). 3. }—6; 1. 
4. (10. 5. 192. 


я 
ЖЕ 448; х= 


Физика 
1. Н=и*/^608)=2,13. 10° м=213 км; 
6 =1/(308] = 38 с; Ен= &В* ДВ + НУ =9,19 м/с. 


2. = П/в 2,58 10° с-= 42,2 мин. 
3. Р. три = ТВ эп а, где Оо вгс 8 и; 
тк итЯ с0$ с, где агс #8 разл. 


. Нет, нельзя. 
ры РГУ. У,) 
ь ТКТ. НУ.Т° 
6. #+=6сУ&Н/М). 
4. "(ГУ ТЕ, - 
=? теб 
и 4лер? (аль) й“ 
Але? 
(здесь г, = = радиус первой боровской 


—=8,3- 10-8 Н 


орбнты, г,=8,85. 10—12 Ф /м — электрическая 
постоянная, = 1,05- 10 ‚Дж. с — постоян- 
иая Планка, 1—=9,1- 10° кг — масса элек- 
трона, е=1,6- 10‘? Кл — его заряд). 

9. Ент-е?г? В? /(2т). 

10. №=1,38. 10“ м-3; ©= тоМ== 
=2,3. 107 кг/м; мееоУок 2,3. 10" кг (здесь 
Ус=1 см"). 

Математика 
Вариант 1 

1. а} д. 


6) х,= (к-т, хо атесов 2 +2 (4 С 2). 


Ленинградский электротехниаческий 
ыиститут нм. В. И. Ульянова(Леяниа$ 


в) 7. Указание. Сделайте ре переменной 
и==с08?х. 


2. а) }—2; —11) Ю; оо[; 
6) х ее: : еее 
в) ]—-/2; —11]/2; <; 





Куапетсесте.ги 


г) аЕё]—1; 0[1}]1; о5[. Указание. Решение су- 


а 
ществует, если величина х— удовлетво- 


—2 
а+} 
ряет условиям х>--а, хе }—2; — Ц ]0; ©3[. 

3. 6) Ве [1/9; 9}. 

в) Указвиие. Гипотенуза всегда больше ка- 
тета. 


Вариант 2 

1. а) А-В. 

6) А-=—-1/6, В-=—2/3. 

в) А>0; В>0. Указание. Надо найти А 


и В такие, что 2Ах-Еа-Е В 20 при х>0. 


2. а) }0; 111311; о [; 

6) хе! 2; 41; 

в) хе (1/2; 2]; 

грае]|— с; —2]1}[2; оч[. Указание. Сделай- 
те замену перемеиной #-=Ю62х и исследуйте 
соответствующую функцию аргумента в. 


3. в ве [ ^; > 


точка ОР не попадает на гипотенуэу. 
6) Указание. Используйте равеиство АД 
=АВ—2 ВН. 


. Укзэание. При 8х 


х 
в) В= з. Указание. Фактически надо найти 


В такое, что АР—=1. 


Вариант 3 

1. а) х=2; 

6) хЕ]1; оч; 

в) —4. Указание. Сделайте замену перемен- 
ной „=3'’ и иайдите минимум выражения 
и -— и 8. 

г) при @а6]—с: —4[ нет решений; при 
ас|1—4|[—3; <<[ одио решение, при в«6]—4; 
—3[ два решения. Указанне. В обозначе- 
ниях п. в) задача равиосильна иахождению 
числа положительных корней уравнения и — 
—22-_З—а. 

2. а) Экстремумов нет. 

6) х=0; 

в) хё 1; о[. Указание. Из п. а) видно, что 
функция { возрастает и (1) =1. 


2 
3. 6) а. =агссов +. а2—агсс08 =. Указание. 


По условию задачи 0 а< 538) 1/2. 


Физнка 
7 252 я 
А. и=бу о "Г; вектор г составляет с гори- 
зонтом угол о=агойв ((81)/о). 
2. Т=(Р.+2Е-)/3=80 Н. 
3. А’ = — идти св В; Аз=—тЯ. 
4. Р=2ть-=0,2 кг. м/с: Е=2тоь/=2Н. 
5. в= = т Е —1)=8.7 м (здесь ро== 101 325 Па 


— о давление). 

6. 9-=а" ДЕ-ЕЬ. 

7. Две половниы спирали следует соединить 
параллельно. 

8. г-=Е/В=10$ м/с; © 1Е иВ. 

9. \9=0,02 В. 

10. /:=71,5 см. 


В поисках оптимального раскроя 
(см. «Квант» № 3) 


1. Для доказательства достаточно каждое вы- 
ражение вида вт (21-- @,) разложить по форму- 
ле для синуса суммы: собрав отдельно сла- 
гаемые, содержащие эт 2, и слагаемые, содер- 
жащие с03 2+, мы представим сумму Т(Е) в виде 


6 





Рис. 10. 


Т(#)=Р эт 2:+@ соз 2 где числа Ри @ от 
# не зависят. Затем, пользуясь приемом введе- 
ния вспомогательиого угла, представим Т(И 
в требуемом виде. 

2. Если функция [(:)=зт (2+0) (рис. 10) на 
иекотором интервале имеет точку минимума, то 
в такой точке значение {(1) обязано быть рав- 
ным — 4. Нона интервале (0—#; ®ю-Р =) функция 
нигде не принимает значения —1 (она там по 
условию неотрицательиа). Поэтому для фуик- 
ции зт (2:40) нет на интервале (0—2; 
1, =) иикаких точек минимума. Следовательно, 
иайдется там такое значение аргумента #., для 
которого верно требуемое неравенство. 

3. Применим ту же идею «малого шевеления» 
к варианту 11. Вводя обозначения: ВАК 
ЗАср=9, видим, что 5л,==о--Т(#), где 


Те) = Закс став Е Зом.А= 


ы: ы АС?. эт (204+2%)— 


— 5 СО? вт (2-2. —28)- 


+ - АР? вт (24-27-42). 


В силу задачи 1 эту сумму можно представить 


в виде 
Те л= о аа (20-0), (+) 


где си бот ЕЁ. не зависят, о>0. Поворачивая 
опориую прямую АК, (рис. 11) вокруг точки А 
на малый угол, убеждаемся, что при этом опи- 
санный прямоугольник будет по-прежиему 
иметь из своем коитуре точки А, С, Р. Говоря 
точнее, можно выбрать настолько малый ин- 
тервал (#0—; &-+е), что пока угол {!=ВАК) 
прииадлежит этому интервалу, соответствую- 
щий опорный прямоугольник КЕКЕМ) будет 
иметь вершину ЁР в точке А, а внутри сторон 
КГ. и ГМ — соответственио точки Си Р 
Понятно, что 


$п=о+1Т(8), Та) =о эт (21-6), — (>) 


гдери 0 — те же, что и в формуле (+). Но 
в силу утверждения из задачи 2 возможно 
подобрать такой угол # в интервале (ю—#; 
1.--=), что вт (2:-+ 9) эт (2-0). 

Для соответствующего описанного прямоуголь- 
ника будет Т(й<Т(), 5г<5$н. т. е. прямо- 
угольник По н в варианте Ш не является опти. 
мальным, 

4. Пусть на контуре описанного прямоуголь- 
ника По (рис. 12) расположены вершины А, С, 
р, Е миогоугольника М; пусть АВ — стороиа М, 
а г — Угол ее наклона к стороне АК.. По- 
шевелим немиого опориую прямую АК. ПпО- 
вернув ее вокруг вершины А на малый угол. 
В результате прямая АК. займет новое положе- 


62 


Куапитесте.ги 





иие АК, а угол {: немиого увеличится (или 
уменыпится); его иовое значение обозначим че- 
рез #. Соответственно повернется иемного (и, 
быть может, несколько деформируется) прямо- 
угольиик с; новый описанный прямоугольник 
обозначим через П. Однако если угол поворота 
достаточно мал (т. е. если # достаточно мало 
отличается от #5), то картииа качествеино не 
изменится: четыре вершины А, С, О. Е останут- 
ся внутренними точками четырех различных 
сторон опорного прямоугольника П, а осталь- 
иые вершины М будут внутри П. Так будет 
обстоять дело. пока угол будет оставаться 
виутри некоторого достаточио малого интерва- 
ла (1—2; ®ю-+-®). Обозначим углы и площадь 
вспомогательного четырехугольника АСШОЕ че- 
рез п, В, \ 6, 5; пусть СА Х. Нетрудно 
подсчитать, что 5, =9--Т@.), где 


Тк. ас--$ сир + Зрк.Е + ЗЕрА= 
= > АС? зщ (2-52) — > СР? вл (За + 


427.—28)+ + РЕ? вт (21.+2.—28—2у)— 


— 5 АЕ? вт (2% 2а-- 2). 
Учитывая задачу 1, можем Т(10) представить 
в виде 


Тео=о эт (2-0). 


гдеси @ — числа, ие зависящие от 2 (а завися- 
щие только от элементов миогоугольника М 
(точиее, от длии отрезков АС, СО, ОЕ, ЕА иот 
углов с, В. \, 8. 2). Аналогично найдем, что 
$п=о--Т(и), где Т(#)==о вт (21+ 0). 

Рассуждая, как в предыдущих двух вариантах, 
заключаем, что прямоугольник о не является 
оптимальным. 

$. Пусть АВ (рис. 13) — стороиа многоуголь- 
ника, причем А и В — нетупые углы; пусть 
Е — вершина многоугольиика М, наиболее уда- 





ленная от прямой АВ, и 5$двр=0. Описанный 
около М прямоугольник Пе, чей контур содер- 
жит в качестве своей стороны отрезок АВ, 
имеет илощадь 20. Пусть П — произвольный 
другой описанный прямоугольник. Тогда ои на- 
крывает ДАВЕ, причем отрезок АВ уже ие 
является для П стороной. Если ВР или АР (для 
определеиности — ВР) — сторона М, то угол 
при вершине Р в многоугольнике тупой. и по- 
этому описанный прямоугольник П, построен- 
ный на прямой ВР, ие имеет своей стороной 
отрезок ВР. так что 5» >20. Если же ии ВР, 
ни АР, ни АВ не служат стороиой для описан- 
ного прямоугольника П, то — как мы уже виде- 
ли (случай треугольника) — 5п>2а. Значит, 
только один описанный прямоугольинх, а имен- 
но По, имеет наименьшую возможную площадь 
(2в)- 

6. Так как у М не может быть более трех 
нетупых углов, то в нашем случае две стороны 
многоугольника М, к которым прилегают нету- 
пые углы, — смежные. Пусть это будут АВ и 
ВС (рис. 14). Описанный около М прямоуголь- 
ник П, имеющий своей стороной отрезок АВ, 
будет. очевидно, иметь площадь 20, где 
0=5двс- То же верно для прямоугольника 217., 
для которого стороной служит ВС. Всякий же 
другой описанный прямоугольник П будет со- 
держать треугольник АВС, причем ни одиа сто- 


рона этого треугольника не окажется стороной . 


прямоугольника И. Поэтому 5,>20. Тем са- 
мым показано, что только П; и П› — олтималь- 
иые прямоугольники для М. 

Калейдоскоп «Кванта» 

{см. «Квант» № 3) 


Вопросы и задачи 

1. Наличие пор в стенках сосуда приводит 
к увеличению свободной поверхностя жидко- 
сти, и большее чнсло высокоэнергичных мо- 
лекул могут покинуть ее, тем самым з‹охлаж- 
даяе содержимое сосуда. 

2. Хлеб черствеет, часть влаги испаряется, и вес 
хлеба уменьшается. 

3. Увеличение свободной поверхности жидко- 
сти увеличивает скорость ее испарения. 

4. Вода из-за болышой теплоемкостн прогре- 
вается медленнее воздуха, поэтому она холод- 
нее. При выходе из воды капельки ее, остав- 
пиеся на теле, испаряются, кожа охлаждает- 
ся, и воздух кажется холоднее воды. 

5. При кипении в пробирке будет насыщеи- 
ный пар, вода в стакане и в пробирке будет 
иа одном уровне. 

6. Поскольку в обонх сосудах температура 
100 °С, из внешнего сосуда во внутренний энер- 
гия передаваться не будет, н вода в стакане 
не закипит. 

7. Можно, еслн понижать в сосуде с водой дав- 
ление до давления ивсыщенного пара при дан- 
ной температуре. 

8. Температура плавления бронзы ниже, чем 
железа. 

9. График ТТ относится к стеклу, П-П — 
к металлу. 

10. Движение воды в реке постоянно выно- 
сит со диа иа ее поверхиость более теплую 
воду. 

11. Да, если вода иагрезается в герметиче- 
ски закупореином сосуде. В этом случае ее 
температура может достигнуть $74 °С, темпе- 
ратура же плавления свинца 327 °С. 

12. За счет потенциальной энергии взаимо- 
действия молекул, убывающей при их пере- 
стройке в процессе кристаллизации. 
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Микроолыт 

Медная проволока перережет лед быстрее. Од- 
на из причин, сбуславливающих это явле- 
ийе,— хорошая теплопроводность меди, обес- 
печнвающая подвод тепла из окружающей 
среды к месту контакта лед — медь. 


Задачи ХЫХ Московской городской 
математической олимлиады 
(см. «Квант», 1986, № 9, с. 57) 


Подробные указания и решения этих за- 
дач включены в сборник «Московские мате- 
матические олимпиады», выпущенный в конце 
прошлого года издательством «Просвещение». 


Избранные задачи Леяинградской 
городской олимпиады по математике 


(см. «Евант», 1986, № 9, с. 57) 
1. Рассмотрите проекции вершин на самую 
длинную сторону. 
2. Рассмотрите номера дней, дающие фиксн- 
рованный остаток при делении на 100. 
3. Пусть минимальные пути из А в В и 
после закрытия одной авиалинии (ребра) раз- 
личны и состоят соответственио из а+-р-|Ь. 
@+9--Ь ребер; аи Ь ребер — общие, риа об- 
разуют цикл, 1<р-< 4. Рассмотрнм пути от Аи 
В до самых далеких от них точек цикла. Можно 
доказать что &а-Г(р-+-9—1)/2М и В-+(р+ 
+9—1)/2 = М, откуда {поскольку р > Па а-+ 
+= 2М. 
4. В качестве этнх точек М можно взять 41-=256 
В — — — => 
концов векторов ОМ == ил, 5 Кобз-- зона, где 
&, принимают значения 0, 1, 2 и З (15:4); 
векторы и, зобщего положения» (так что все 
256 точек М различны), а прямые — их тоже 
256 — переходят через все точки М параллель- 
но векторам о,. (Аналогичиое решенне задачи 
с заменой 4 на 3 — проекция на плоскость 
проволочного куба 2Ж2.Х2, разделениого на 
клетки 1Х1Х1; иаш пример — проекция 
«4-мерного куба ЖЗ ЗХ 3».) 
5. а) Ответ: первый. Выигрышиная стратегия: 
идти по биссектрнсе угла прямоугольника к 
веритине. 6) Ответ: второй. Одна из выигрыш- 
ных стратегий: двигаться параллельно диаго- 
иалям и, обойдя прямоугольник, заставить пер- 
вого вернуться к исходной точке. 
Если первый ход ина четном расстоянии от 
параллельной ему стороны квадрата, есть бо- 
лее простая стратегия: продолжить отрезок, 
проведенный перкым. 
6. Легко доказать зот противного». 
7. Ответ: 987 (16-е число ряда 1, 1, 2, 3, 5, ... 
чисел Фибоначчи). Если а, — количество чет- 
ных чисел, для которых шаг 1 алгорнтма вы- 
полняется К раз, то в. 1—=@,--ал_- 
8. Ответ: 16-+-64\/2. Пример строится легко, 
Для доказательства оценки удобно клетки доски 
9х 9 раскрасить в шахматном порядке в черный 
н белый цвета (углы — белые) и затем еще 
16 белых клеток покрасить в красный цвет тоже 
в ‹шахматном порядке» (углы остаются белы- 
ми). Тогда среди 50—2=-48 ходов из 25 белых 
клеток лишь 32 хода могут вести в красные 
клетки. 
9. Рассмотрите проекции на диаметр объеди- 
нения; иужиая прямая перпендикулярна диа- 
метру. 
1 1 


3+5  У+У9 


(меяьшую исходной) и 
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10. Добавьте сумму 


1 
РИ ЕЕ ЕЕ 
ь. /9999 |710 001 


+ 


== 
|] 


1 >^а-+2—щ/п 
——_ кк. 
Уп--т2 2 
11. Ответ: 1 Подынтегральниая функция { 
такова, что /(х)-{ (—х)=1 (то есть ее график 
снмметричен относительно точки (0; 1/2)). 

12. Убедитесь, что многочлены (:—ш)(-—и2) Хх 
Ха-ииа-в)(— в) @-—вз) совпадают. 


запишите 


Шахматиля страничка 

(см. «Квант» № 1) 
Задание 1 (А. Домбровский, Л. Ломинский, 
1975 г.). Задача на геометрическую тему Но- 
вотного. 
1. Кс4 (с угрозой 2. Фс3Х) 1... С:с4 (дорога 
ладье к полю с3 перекрыта) 2. ФеЗХ, 1... Л:с4 
(дорога слону к полю 98 перекрыта) 2. Фазх, 
1... Ф:с4 2. Ф:{2Ж, 1... ФеЗ 2. ФабХ, 1... Сез 


2. Кезх. 
Задание ® (А. Грин, 1968 г.). 1. ЛЬЗ! (Неожи- 
данное вступление, смысл которого — отре- 


зать слона от поля с3 (1. Ф:6 Сс31) 1... с 
2. Ф:16 &5 3. ФЕТ Хх, 1... СПА 2. Ф:с7-- Крьб 
3. Фь2х , 1... #3 2. ФЬб--1 Кр: №6 3 ЛЬах. 


Шахматная страничка 
{см. «Квант». 1986. № 12; 


Тема «симметрия и асимметрия» довольно по- 
пуляриа в шахматной композиции, иногда 
даже проводятся специальные конкурсы. 
Этюд № 23 завоевал первый приз на конкурсе 
Скандинавских стран, который назывался 
«Симметричные иачальные положения с асим- 
метричной игрой». Этюд № 24 получил одну 
из наград на конкурсе пешечных этюдов, по- 
священном 90-летию со дня рождения Н. Гри- 
горьева, «короля пешечных этюдов». 

Задание 23 (У. Мутовзара, 1967 г.). 1. Краз! 
Носле 1. КреЗ (13)? Ъ61 2. КрЁ4 Кр!Ё8 3. Крё5 
Крё8 4. КрЬб КрЬ8 5. Крё5 Крё8 6. КрЕ5 
Кр!В 7. Кре5 Кре8 8. Кр95 Кр88 9. КрсА Крс8 
10. Крь5 КрЬь7 11. №5 №6 выигрывают черные. 
1 ... 65 2. Крез Кра8 3. Крё4 Кре8 4. Кря5 
Кр!8 5. Крьб. Но не 5. КрЬ5? Кре8 6. Крьб 
Крь8 7. 65 Крё8 с ничьей. 5 .. КряВ 6. 651 
Кр!8 7. Кри5 Крё8 8. Крё5 Кр{8 9. Кре5 
Кре8 10. Крв5 Крв8 11. Крс5 Крс8 12. Крьв! 
(выпускает победу 12. Кр:65? КрЬ7 с иичьей) 
12 ...Крь8 13. 16 и белые выигрывают. 
Задание 24 (А. Ботокаиов, 1985 г.) 1. Кре!! 
{убедитесь сами, что не годится 1. Крё1?) 
1...Кр:ЕЗ 2. Кре2 Кр:64 3. КрЁ2 Кр:85 4. КрёЗ 
Кр№5 5. КрЬЗ! #5 6. КрЕЗ #4 7. Крё4! КрьА — 
пат № 1.1...Кр:е3 2. КрЯ1! Кр:е4 (любопытно 
2...К.рЕЗ 3. Кра21 Кр: 63 4. Крс31 КрЁЗ 5. Крд3! 
Кр:Е4 6. Крс4! Крё{4 7. Кра4 Кр:в5 8. Крсб5 с 
ничьей) 3. Кре2! (но не 3. Кра2? КрЁЗ! 4. Кра3 
Кр: &3, и черные берут верх) 3...Кр:еб 4. Кре3! 
Кра5 5. Краз е5 6. Крез 44 7. Кр4! 
Кр94 — пат № 2. 
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Ордеяа Трудового Красного Знаменя Чеховский 
полиграфический комбннат ВО «Союзполиграфпром» 


Государстигимого комятста СССР 
по делам нздательста, полиграфиы и книжной торговли 
142300, г. Чехов Московской области 


103006 Москва К.6, ул. Горького, #21. «Квавте, 


тел. 290-33-54 


ПАбрматной стране ка 


Консультирует — зкс-чемпи- 
он мира по шахматам, меж- 
дународный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страмячку 
шастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ОБЕЗЬЯНЬИ РЕКОРДЫ 


Шахматные «поединки», в ко- 
торых черные полиостью ко- 
пируют ходы белых, пока ие 
получат мат, называются 
зобезьяньими» партиями. Вот 
две известные миниатюры, 
предложенные С. Лойдом: 1. 
©4 с5 2.Фа4 Фа5 8. Фс8 Фсз 4. 
Ф:с8Х ; 1. 94 45 2. 943 Фдб 3. 
ФЬЗ $6 4. Ф:с8Х. В этих 
примерах дело заканчивается 
матом, который объявляет бе- 
лый ферзь. Рекорды Лойда яв- 
ляются абсолютными — по- 
бить их невозможно. А каковы 
рекорды обезьяньих партий, 
в которых мат дается други- 
ми фигурами? 

В начале века этим вопро- 
сом интересовался выдающий- 
ся шахматный композитор 
К. Трахелер. Ои составил 
симметричные партии, где 
ладья ставила мат за 9 ходов, 
слои — за 8, конь — за Ти 
пешка — за 15 ходов. В 
дальнейшем многие любители 
математических головоломок 
на шахматной доске ве раз 
улучшали зобезьяньиь» рекор- 
ды. Приведем самые короткие 
партим, известные на сегод- 
мяшний деиь. 


Матует ладья: 1. КЗ КЁ6 
2. КБ Кё4 3. К:В7 К:В2 4. 
К:18 К:{1 5. Кб К#З 6. 
Я:Ь58 Х; чернопольный слон: {. 
84 35 2. Кра? Кра7? 3. Краз 
КрабА. Се3 Себ 5. с3 с6 6. Фа2 
Фа? 7. С#4Ж; белопольный 
слон: 1. 64 65 2. #4 15 3. еГ её 4. 
#6 (3 5. 5 Г 6. Се? Сет 7. 
СЬ5Х ; конь: 1. Кс3З Ксб 2. Ке4 
Ке5 3. е3 56 4. Ке? Ке7 5. 
#3 86 6. КГВХ (или 5. с3 ‹6б 6. 
ка6х); пешка: 1. 54 &5 2. Ь4 
Ь5 3. К!З КЕ6 4. Её5 Ке4 5. 
№$ Би 6. #6 #3 7. вех. На- 
конец, на девятом ходу мат 
может объявить король: 1. 93 
@6 2. Кра2 Кра? 3. Крс3 Крев 
4. КрЬЗ КрЬ6 5. КраЗ Краб 6. 
Се3 Сев 7. СЪВ СЬЗ 8. аЪ аЬ 9. 
Кры4ах. 

До сих пор речь шла о ма- 
товании фигурами, которые 
нмеются на доске в начальный 
момент. А за сколько ходов 
при симметричной игре могут 
объявить мат превращенные 


фигуры? Быстреб всего ма- 
туют превращенные ферзь или 
ладья: 1.04 с5 2. 94 45 3. 4с ас 
4. с6 с3 5. с7 с2 6. са лЛ)х .- 

Н. Скляр предлагает пар- 
тии, в которых мат объявля- 
ют превращенные конь или 
слон. Матует препращенный 
конь: 1. @3 еб 2. Ке2 Ке7 3. 
#4 $54. 54 Ъ5 5. Вы ВЯ 6. 56 &3 
7. ЕТ Е2 8. ЕВЕ в1Е 9. КЕ6Х; 
превращенный чернопольиый 
слон: 1. 44 85 2. с3 сб 3. 
Кра2 Кр87 4. Крс2 Кре7 6. 
©4 еБ 6. 4е 4е 7. еб е3 8. 
©е7 е2 9. еаСх. 


Н. Скляр придумал еще две 
интересные головоломки иа 
тему симметрии. Какое наи- 
меньшее число симметричиых 
ходов надо сделать, чтобы по- 
лучить следующую позицию? 

Белые: Кра1, Са8, СЬ8; 
черные: Кра8, Са1, СЬ1. 

Автору головоломки уда- 
лось выполнить задание за 19 
ходов: {. 44 95 2. ©4 ©5 3. ей 
@е4 4. Ф:44 Ф:45 5. Ф:а7 Ф:а2 
6. Ф:а8 Ф:а1 7. Ф:Ь8 Ф:Ь1 8. 
Ф:с7 Ф:с2 9. Ф:57 Ф:Ь2 10. 
Кр@а1 Кра8 11. Ф:Ё7 Ф:{2 12. 
Ф:#8 Ф:51 13. Ф:Ъ8 Ф:Ъ1 14. 
Ф:Ь7Т Ф:Ь2 15. Ф:=7 Ф:52 16. 
С:#2 С:&7 17. Са8 Са 18. 
СЪ2 СЬ7 19. СЬ8 СЬ1. 


То же самое задание и для 
следующей позиции, но с до- 
полнительным условием: взя“ 
тие разрешается только фигу- 
рами одного наименования: 
пешка бъет пешку, конь коня и 
т. д. 


Велые: Кре!, Фа1. Сс1, 
КЫТ, Ла1; черные: Кре8, Ф48, 
Сс8, КЪЗ, Лав. 

1. #4 55 2. 14 55 3. я Ве 4. 
13 #6 5. &1 51 6. Ее Ее 71. 
Кр72 Кр/Т 8. а4 25 9. 54 Ъ5 10. 
аб аЪ 11. с3 св 12. Вс Бе 13. с4 
са 14. Фс2 Фе? 15. ВЛ е1 Л 16. 
Саб Са3 17.С:23 С:а6 18. К!З 
К#6 19. Ка4 К&5 20. Ксв Кс3 
21. К:с8 К:с6 28. Л:а8 Л:а1 
28. Л:а1 Л:а8 24. КЬ1 КЬЗ 25. 
Сел Сс8 26. 48Ф 41% 27. Ф:41 
Ф:48 28. Крез Кре8. Кто 
побьет рекорд? 


Кажется невероятным, но 
при полном копировании хо- 
дов противника (пока это воз- 
можно) черные могут даже 
выиграть. Белые (шуткн ради) 
матуют сами-оебя, причем об- 
ратный мат ставится уже на 
восьмом ходу. Вот этот забав- 
вый рекорд: 1. 64 е5 2. Ереё 
Кре7 3. КреЗ Креб 4. Ф!З $16 
5. Ке2 Ке7 6. Ъ3 56 7. СаЗ 
С2а6.8. Ка4--! еах. 
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В заключение — две уди- 
вительные симметричные по- 
зиции, которые придумал 
международный гроссмейстер 
по шахматной композиции 
Г. Каспарян. 

Обе они должны получить- 
ся из начальной расстановки 
фигур как можно быстрее. 
Первая возникает при сим- 
метричной игре за 7 ходов: 1. 
43 96 2. <3 <86 3. 4 №5 4. КЬЗ 
КНб 5. С:16 С:13 6. Л:13 Л:В6 
7. Л! ЛЬ8. 


А А 
мА И 


Вторая получается после 
24-го хода белых (я игра не 
всегда зобезъьянья»}: 1. №4 №5 
2. КЗ КЕ6 3. Ке5 Ке4 4. Ксв 
Кс3 5. ас 4с 6. Фа4 Фа5 7. Фа4 
Фаб 8. СГ4 С15 9. Каз Каб 10. 
Ла1 Ла8 11. Лав ЛЬб 12. Лев 
Л92 13. ЛЬЗ Лаб 14. Лаз Лёз 
15. Льб ЛЬЗ 16. ЛЬЗ ЛЬ1 17. 
л@а7 С43 18. Саб са 19. са Фа8 
20. Фа1 Лс2 21. Лс7 Лет 22. 
И Ла1 23. Ла8 КЬ8 24. 
КЬ\. 








Конкурсные задания 

71. Придумать самую ко- 
роткую обезьянью партию, в 
которой мат объявляет прев- 
ращенный белопольный слон 
белых. 





3. Ход черных. Белые вы- 
игрывают. 

Срок отправки решений — 
80 июня 1987 г. с пометкой на 
конверте: «Шахматный кон- 
курс «Еванта», задания 7, 8». 
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Цена 40 коп. 
Индекс 70465 


Те, кто следят за головоломками на послез- 
них страницах обложек нашего журнала, 
уже знакомы с «перевертышами» ( «Квант» № 1 
и № 2) и «волшебными кольцами» («Квант 
№ 3). А теперь представляем своего рода 
гибрид этих двух типов головоломок, выве- 
денный авторами ‹ перевергышей» А. Дремо- 
вым и Г. Шевцовой (его идею предложил А. Ка- 
линин). Родство показанной здесь головоломки 
С аперевертышамиь очевидно. Она состоит из 
Фигурок — 12 пирамидок, склеенных из ша- 
риков,— которые можно перекатывать в шести- 


существенно отличается ог перевертышей-пи- 
рамидок хотя бы тем, что по ходу игры. пустые 
лунки способны разбредаться по всей коробке, 
и уже поэтому передвижения пирамидок из 
шариков нельзя заменить перекатываниями 
обычных тетраэдров. (Подумайте попутно, 
можно ли переставить пирамидки из шариков 
так, чтобы пустые лунки образовали основание 
одной такой пирамидки.) Итак, сходство нашей 
головоломки с «перевертышами» довольно по- 
верхностное. Связь же ее с «волшебными коль- 
цами» глубже и обнаруживается не сразу. Ока- 
зывается, существует последовательность ходов, 


угольной коробочке. Для удобства на ее дне рас- 
положены по треугольной решетке ЗХ 18 = 39 
круглых лунок, три из них пустые. (Важ- 
ное пояснение: для перекагывания пирамидки 
из шариков нужна только одна пустая лунка 
рядом с ней — в эту лунку попадает верх- 
ний шарик пирамидки; два «опорных» шарика 
остаются в старых лунках). Как и в других пе- 
рестановочных головоломках надо одно данное 
распложение превратить в другое; несколько 
вариантов расположений вы видите на рисун- 
ках. Заметьте, однако, что эта головоломка 





в результате которой 7 пирамидок переставля- 
ются по циклу,— так образуется одно коль- 
цо. Аналогично возникает и второе, пересе- 
кающееся с первым,— тоже из 7 пирамидок. 
Попробуйте найти эти кольца! Сделать это в 
уме или на бумаге очень не просто. Сове- 
туем изготовить головоломку и занумеровать 
пирамидки (см. рисунок), иначе путаница неиз- 
бежна. Таким образом, решение «перевергы- 
шей из семи шариков» сводится к нахождению 

циклических перестановок (ответ см. в «Кван- 

те» № 5) и решению еволшебных колец» (о ко- 

тором рассказано на обложке «Кванта» № 3).. 
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Солнечные батареи, оптические кабели связи, 
чувствительные фотодетекторы — 

все это сегодняшний день 

оптической электроники. 

А начало этой самой молодой области 
полупроводниковой техники 

было положено ... более ста лет назад. 

О первых шагах оптоэлектроники 


рассказывается в статье Г. С. Симина. Фотографии 
на первой и второй страницах обложки — 
иллюстрации к этой статье. 


< Издательство «Наука». Главная редакция физино-математнческой литературы, «Кванть, 1987 


Время творить, 
время дерзать! 


Дорогие наши читатели-школьники! В вашей жиз- 
ни произошло знаменательное событие. После 
длительной активной подготовки состоялся ХХ 
съезд ВЛКСМ. Он открыл новую эру в истории 
комсомола, стал хорошей практической школой 
перестройки и демократизации одной из самых 
массовых общественных организаций нашей стра- 
ны. Над материалами съезда надо упорно думать, 
их надо внимательно изучать и обсуждать в 
коллективах. Ведь они затрагивают все стороны 
жизни молодежи и подвергают их открытому, 
честному, критическому анализу. 

У нашего комсомола имеются немалые заслу- 
ги, отмеченные высокими наградами Родины. 
Но и его не обошли элементы застоя, бюрокра- 
тизации, формализма, с которыми мы столкну- 
лись в последние десятилетия как в экономике, 
так и в социальной действительности. Не имея 
необходимых условий для самостоятельного пре- 
одоления этих негативных явлений, многие из 
вас утратили социальную активность, замкнулись 
в кругу личных интересов, пытались приспо- 
собиться к окружающей действительности. 

Решения съезда по мере их практической 
реализации приведут к коренному обновлению 
всех сторон деятельности комсомола. Они призы- 
вают вас к активности, самодеятельности, само- 
управлению. Ведь вам предстоит участвовать 
в революционном обновлении социалистического 
общества. Думайте, спорьте, ищите, предлагайте, 
настаивайте, добивайтесь, словом, включайтесь в 
открытую борьбу за совершенствование нашей 
советской школы, нашего социалистического об- 
щества. Овладевайте знаниями, расширяйте свой 
кругозор, укрепляйте волю, дисциплинируйте ха- 
рактер. Упорная учеба — залог успешной трудо- 
вой деятельности в будущей жизни. Но не зуб- 
рите, а старайтесь понять изучаемый материал, 
найти свой интерес в каждом школьном предмете. 

Надо преодолеть привычную инерцию в учебе. 
В отчетном докладе ЦК ВЛКСМ съезду по этому 
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поводу сказано четко: «Приобретение знаний — 
напряженный труд. Однако в сознании учащихся 
и студентов по-прежнему живет убеждение, что 
период учебы — это лишь пора подступов к 
труду, это еще не сама жизнь, а подготовка 
к ней». С этим неправильным убеждением надо 
распрощаться поскорее и навсегда. 

В отчетном докладе ЦК ВЛКСМ поставлена 
и такая задача: +*Давайте, товарищи, займемся 
новым для нас делом — поиском талантов. Ведь 
это бесценное достояние общества». Таланты про- 
буждаются рано, еще за школьной партой. Но 
нелегко бывает их заметить, поддержать, взрас- 
тить. Именно к этому и стремится наш «Квант», 
пробуждая интерес к физико-математическим 
наукам и стараясь помочь самостоятельному раз- 
витию юных талантов. 

Выбирайте комсомольскими вожаками тех, кто 
талантлив, честен, трудолюбив, принципиален, 
кто может постоять за интересы ученического 
коллектива. Выбирайте и поддерживайте их 
своей инициативой, конкретными, интересными 
‘для вас делами. Время бесхребетных соглаша- 
телей и приспособленцев, ловкачей и тунеядцев 
уходит в прошлое. 

Чаще обращайтесь к Ленину, к его работам 
послеоктябрьского периода. Ответы на многие 
вопросы о месте молодежи и комсомола в жизни 
общества и сегодня можно найти в его речи на 
Ш съезде РКСМ, в центральной идее этой речи 
о том, что главная задача Союза молодежи — 
учиться коммунизму. 

Впереди у вас необычайно интересная и непро- 
стая жизнь. Помните, что недалеко то время, 
когда на ваши плечи ляжет ответственность 
за будущее социализма, за судьбы человече- 
ства. Выступая на съезде, генеральный секретарь 
ЦК КПСС М. С. Горбачев сказал, обращаясь 
к молодежи: «Развитие цивилизации сегодня сти- 
рает грань между возможным и невозможным. 
В ваше распоряжение поступает такая колос- 
сальная научно-техническая мощь и интеллек- 
туальный потенциал, каких не было в руках ни 
у одного из живших на Земле поколений че- 
ловеческого рода... И, вступая во владение этой 
мощью, помните, что вы творите будущее». 
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ЛУЧШЕЕ ПАРИ 
ДЛЯ ПРОСТАКОВ 


Кандидат физико-математических наук 
П. А. ПЕВЗНЕР 


— Почему ты никогда не играешь? — Спросил 
Малыш у Смока. когда они как-то раз сидели 
в «Оленьем рогег.— Неужели тебя не тянет 
к игорному столу? 

— Тянет,— ответил Смок.— Но я знаю ста- 
тистику проигрышей, а мне вужна верная 
прибыль. 


Джек Лоидон, Смок Беллью 


Вы наверняка знаете игру орел-реш- 
ка: игрок А выбирает какую-нибудь 
сторону монеты (например, О — орел), 
сообщает об этом В; В берет другую 
сторону; после этого подбрасывается 
монета ... Ни у кого не возникает со- 
мнений в том, что игра орел-решка — 
честный способ решения спорных во- 
просов. 

В 1974 году Мартин Гарднер в 
статье «Парадокс, возникающий из-за 
нетранзитивных отношений» познако- 
мил читателей журнала Заепнйс 
Атептсап с «такой же честной» иг- 
рой, которую он назвал лучшим пари 
для простаков. Эта игра сходна с иг- 
рой орел-решка, только игроки заду- 
мывают слова не из одной буквы, как 
в игре орел-решка, а из нескольких 
букв. Например, игрок А задумывает 
слово ОРО и сообщает об этом В; Вв 
свою очередь задумывает какое-ни- 
будь слово такой же длины, напри- 
мер, ООР. Разумеется, выбранные 
слова не должны совпадать, поэто- 
му А и сообщает о своем выборе В. 
После этого игроки начинают подбра- 
сывать монету, записывая результат 
каждого бросания. Например, после 
6 бросаний с исходами: решка, орел, 
решка, решка, орел, решка, будет за- 
писана последовательность РОРРОР. 
Игра прекращается в тот момент, 
когда в записываемой последователь- 
ности букв на конце возникнет слово, 
выбранное А или В; в первом случае 
победа присуждается А, во втором — 
В. Таким образом, побеждает тот, чье 
слово появится раньше. Например, 
если на седьмом броске монеты выпа- 
дет О, то победит А, так как будет 
написано РОРРОРО (курсивными бук- 
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вами выделено возникшее в последо- 
вательности слово, выбранное игро- 
ком А); Если на седьмом броске вы- 
падет Р, то игру следует продолжить 
(так как в РОРРОРР не содержится 
ни ОРО, ни ООР); при этом в случае, 
когда на 8-м, 9-м и-10-м бросках вы- 
падут О, О, Р, победит В — ведь будет 
написано РОРРОРРООР. 

Если вы играете в игру орел-решка, 
то выбор орла или решки — дело 
вкуса, так как слова О и Р равноправ- 
ны. На первый взгляд кажется, что 
и в «лучшем пари для простаков» все 
слова равноправны. В 1969 году 
создатель этой игры Вальтер Пенней 
обнаружил неравноправность слов. 
Большинство математиков, узнавших 
правила игры, в первый момент отка- 
зываются в это поверить. Тем не ме- 
нее это так — для многих пар слов 
выбор одного из них (самого «силь- 
ного») обеспечивает преимущество иг- 
року, осуществившему этот выбор: 
этот игрок выигрывает чаще, чем его 
противник, игра оказывается нечест- 
ной. Более того, существует формула, 
позволяющая количественно выра- 
зить это преимущество. 

С этой формулой связана почти де- 
тективная история. Гарднер привел ее 
в своей статье, сославшись на извест- 
ного английского математика Джона 
Конвея, сообщившего о ней в письме 
(без доказательства). Гарднер при- 
знался, что у него нет идей о том, как 
ее доказывать и «предположил», что 
она получена с помощью магии, как 
и многие другие результаты Конвея. 

Соображения Конвея об этой задаче 
до сих пор не напечатаны, но в конце 
10-х, начале 80-х годов его формула 
была независимо и разными способа- 
ми доказана сразу несколькими ма- 
тематиками. Однако все эти работы 
использовали довольно серьезный ма- 
тематический аппарат, и формула по- 
являлась в них, как фокус: после де- 
ления одних трехэтажных выраже- 
ний на другие. Оказывается, сущест- 


вует элементарное доказательство 
формулы Конвея, эскиз которого при- 
водится в заключение этой статьи. 
Более того, сейчас имеется и простой 
алгоритм для нахождения лучшего 
ответа для второго игрока, хотя пер- 
воначальный замечательный алго- 
ритм (для слов из трех букв), пред- 
ложенный в статье Гарднера и при- 
надлежащий его коллеге Б. Волку, 
по туманности и запутанности не усту- 
пает алхимическим рецептам получе- 
ния философского камня. 

Но мы отвлеклись. Осталось невы- 
ясненным, почему слова в нашей игре 
могут быть неравноправными. 


Какое слово сильнее? 


Рассмотрим конкретный — пример. 
Представим себе, что в игре с двухбук- 
венными словами игрок А поставил на 
комбинацию «решка-решка», а В — 
на комбинацию *орел-решка». Тог- 
да А выиграеттолько если при пер- 
вых двух бросаниях выпадет РР: если 
выпадет ОР, сразу же выигрывает В, 
если выпадет РО или ОО, то В тоже 
выиграет, хотя и не сразу; именно, 
в последних двух случаях В выигра- 
ет, как только при очередном бросании 
выпадет Р (а это когда-нибудь и про- 
изойдет — при честном бросании мо- 
нета не может всегда выпадать ор- 
‘лом). Таким образом, из четырех рав- 
новозможных случаев (РР, ОР, РО, 
ОО) игрок А выигрывает в одном 
(РР), т. е. шансы на выигрыш у А 
в три раза хуже, чем у В. 

По поводу игры с двухбуквенными 
словами стоит заметить, что умный 
игрок А не будет выбирать слово РР 
(равно как и слово ОО). Он выберет 
слово ОР (или РО), а тогда его шансы 
на выигрыш и проигрыш одинаковы, 
если, конечно, В не выберет одно из 
«слабых» слов ОО или РР (проверь- 
те!). 





Рис. 1. 
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Но если перейти к трехбуквенным 
словам, картина принципиально меня- 
ется. Именно: какое бы трехбуквенное 
слово не выбрал игрок А, его сопер- 
ник В может подобрать другое слово, 
которое ему дает больше шансов на 
выигрыш. 

— Как же тах,— спросит чи- 
татель, — почему бы игроку А не вы- 
брать «самое сильное» слово, ведь он 
выбирает первым? А дело как раз 
в том, что нет самого сильного слова. 
Ситуацию наглядно поясняет рису- 
нок 1. На нем выписаны все трехбук- 
венные слова составленные из букв О, 
Р, а красные стрелки между двумя 
словами указывают, какое из этих 
двух слов сильнее (т. е. дает больше 
шансов на выигрыш). 

Посмотрите на рисунок 1: из каждо- 
го слова выходит хотя бы одна 
стрелка; значит, для любого слова есть 
более сильное, т. е. нет самого силь- 
ного слова. Обратите внимание на 
цикл из слов РРО, ОРР, ООР, РОО и 
РРО. Мы видим: из того, что слово 
Х сильнее У, а У сильнее #2, вовсе 
не следует, что Х будет сильнее & 
(ситуация, которая часто возникает 
в спортивных соревнованиях). Мате- 
матики говорят, что отношение «быть 
сильнее» нетранзитивно (отсюда и на- 
звание упомянутой статьи Гарднера). 
Имея в своем распоряжении рису- 
нок 1, игрок В, руководствуясь стрел- 
ками, всегда может в ответ.на выбор А 
выбрать для себя более сильное сло- 
во. И тогда он будет чаще выигрывать, 
чем его противник. 

Но насколько чаще? И откуда сле- 
дует, что рисунок 1 правильно отра- 
жает реальную ситуацию? На эти во- 
просы нам предстоит ответить. 


Оценим шансы на выигрыш 


Вернемся к двухбуквенной игре. Бу- 
дем, как и раньше, предполагать, что 
наивный игрок А выбрал слово А=11, 
а его хитрый противник В поставил 
на слово В=01 (вместо букв О, Р мы 
теперь пишем цифры 0,1, а игрока 
и выбранное им слово обозначаем од- 
ной буквой). Последовательности бро- 
саний монеты, на которых выигры- 
вает А, будем называть А-сериями 
(аналогично определяются В-серии). 
Например, 11 — А-серия, & 01, 001, 
0001, 101, 1001, 10001 — В-серии. 
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Таблица 1. 

Очевидно, что 11 — единствен- 
ная А-серия (т.е. А выигрывает в том 
и только в том случае, когда первые 
два броска монеты дают 1). Далее, 
не менее очевидно, что В-серии имеют 
вид 0...1, либо 10...1 (на месте многото- 
чия может стоять любое число ну- 
лей). 

Итак, 11 — единственная А-серия. 
Давайте попытаемся определить ве- 
роятность*) выигрыша А, т. е. долю 
случаев, в которых после двух бро- 
саний появляется последовательность 
11. 

В результате одного бросания воз- 
можны два исхода (О и 1) — вероят- 
ность каждого исхода равна 1/2. В ре- 
зультате двух бросаний возможны че- 
тыре исхода, вероятность каждого 
равна 1/4, следовательно вероятность 
выигрыша А равна 1/4 (т.е. А выиг- 
рывает в 1/4 всех случаев): 

Р(А, В)=Р(11)=1/4 
(через Р(А, В} обозначена вероятность 
выигрыша А у В, через Р(11) — веро- 
ятность серии 11). 

В результате л бросаний могут полу- 
читься 2" (равновозможных) исходов; 
следовательно, вероятность каждой 
серии длины п равна 1/2”. Для того, 
чтобы посчитать вероятность 
Р(В. А; п) выигрыша В за л шагов 
или менее, необходимо найти вероят- 
ность каждой В-серии длины <пи 
просуммировать эти вероятности. По- 
лучим 
РбВ, А; п)=Р(01) {+ Р(001)-+-... 


л—1 


...+Р(0..01)+Р101)+Р(1001)-... 










— 


® Мы не определяем здесь понятие вероаят- 
насти — в нашей статье слова звероятность» и 
здоля случаев» — синонимы. Читателей, желаю- 
дих ознакомиться с этнм понятием, мы отсылаем 
к книге: А. Н. Колмогоров, И. Г. Журбенко. 
А. В. Прохоров, Введение в теорию вероятностей, 
М.: Наука, 1918. 
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Таблица 2. 
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мы В выигрывает у А 
за п шагов или менее с вероятностью, 
которая при больших п очень близка 
к 3/4; вероятность того, что после п 
бросаний еще никто не выиграл, равна 
1/2” ' (т. е. ничтожно мала при боль- 
ших 7). Переходя к пределу в равен- 
стве РВ, А; п)л=3/4—1/2"—' при 
п->оо, можно считать, что мы полу- 
чим вероятность Р(В, А) выигрыша 
Ву А при «неограниченном продол- 
жении» игры: 

Р(В, А)=3/4. 

Вероятность выигрышей для произ- 
вольных двухбуквенных слов А и В 
показана в таблице 1 (число, стоящее 
на пересечении строки В и столб- 
ца А, дает вероятность выигрыша В 
у А). Эту таблицу несложно соста- 
вить. 


Оценим преимущество 


По таблице 1 строится таблица 2, 

дающая преимущество В над А 
Р(В. А) 

р РА. В)° (1) 

В таблице 3 приводятся преиму- 
щества для всех трехбуквенных слов. 
Пользуясь этой таблицей мы и постро- 
или з«нетранзитивный» граф, пока- 
занный на рисунке 1. 

Но как найдены числа в таблице 3? 
К сожалению, формула (1) малопри- 
годна для вычислений при длине 
слов [>3. Уже для трехбуквенных 
слов А, В найти Р(А, В) непосредст- 
венно — весьма неприятная задача, 
а для больших { — безнадежная. Но 
тут нас выручает «магическая» 
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Таблица 3. 
Формула Конвея 


Формула Конвея позволяет найти 
В, А) при произвольных В и А, не 
вычисляя никаких вероятностей. Для 
того, чтобы объяснить эту формулу, 
нам нужно определить многочлен 
Конвея Кх,(Ё слов Х, У. 

На рисунке 2 слово У шесть раз за- 
писано под словом Х, причем каждое 
новое слово У сдвигается на одну по- 
зицию вправо по сравнению 
с предыдущим (для п-буквенных слов 
слово У будет записано под Х п раз). 
Каждому сдвигу слова У поставим 
в соответствие число 1 или 0 в зависи- 
мости от того, совпадают ли все буквы, 
находящиеся друг под другом в общих 
позициях Х и У, или нет. Полученное 
таким образом слово (длины п) из ну- 
лей и единиц называется корреляци- 
ей Х и У и обозначается <ХУ›. Так, 
например, для 2-го сдвига У общие 
позиции совпадают, поэтому во вто- 
рой строке на рисунке 2 записана 
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Очень странное определение! Во вся- 
ком случае совершенно непонятно, 
как до него можно было додуматься. 
Но оно работает — на нем основана 
формула Конвея: 





Кдд(1/2)— Кд 1/2) 
вып -Кодии) "| 






4В, А)= 


Можно понять Гарднера, когда он 
приписывает вывод этой необычной 
формулы «потусторонним» силам: 
ну магия, и только! 

Не останавливаясь пока на выводе 
формулы (*), поясним, как ею поль- 
зоваться. Сначала нужно найти кор- 
реляции (АА), (АВУ, (ВВ, <ВАу. 
Затем по ним написать четыре мно- 
гочлена Конвея, в каждый из них 
подставить [—1/2 и, наконец, вы- 
полнить действия, указанные в пра- 


единица — вторая буква слова <Х7).Х- 160166 


В нашем примере 
(ХУ) — 010011. у-661001 


Корр ХУназажоу 








В общем случае, пусть <ХУ»= 001661 
=е1...е. (где е. — нули или единицы). 6016601 
Тогда многочлен Конвея слов Х, У 00/601 
определяется так: 
0016001 
— : п—1 
Кхир=е + еф-... + еф 00106! 
В нашем случае К,/(П=ЕРИ-Р. Рис. 2. 


Х=160#06 — У=20г607 
ХУ=6166 
Крук, (9) 19/32 
ХУ-лотки :1,0100, 67061 
УХ=607607 


“Кук (Ё) =“, «Ах (А) = 9/49. 
УХ -поетии : 06 ‚00100 


ХХ =166760 
5х (2)= 1-13, Язх(#)=9/8 
ХХ-плостим. : #70 
уу = 700206 
Луу(Ё)= 1-Е уу] = 9/8 
УУ-лослим ‚00: 


Их _ 9-7 -1%2 
дул "9 9 962 














И 


вой части формулы (+). Конкретный 
пример разобран на рисунке 3. 

Имея таблицу преимуществ и зная 
загаданное игроком А слово А, иг- 
рок В легко найдет оптимальный вы- 
бор ответа В — для этого ему нужно 
лищь разыскать максимальное значе- 
ние в столбце под словом А. Напри- 
мер, для первого столбца А --000 
(табл. 3), 4.„,=7, и нужно взять 
В=100. Это обеспечивает семикрат- 
ное преимущество. В таблице 3 мак- 
симальные элементы в столбцах обве- 
дены в кружочки — все они не мень- 
ше 2; — следовательно, при любом 
выборе А, В может ответить так, что 
У В будет по крайней мере 2-кратное 
преимущество в игре. 


Как выбрать ответное слово? 


Мы уже объяснили, как это сделать. 
Но при этом предположили, что пред- 
варительно составлена таблица пре- 
имуществ. Нельзя ли, зная слово А, 
непосредственно найти оптимальный 
ответ В, не вычисляя всей таблицы 
(или целого ее столбца, длина кото- 
рого равна 2’)? 

Оказывается — можно. Расскажем, 
как это делается. 

Пусть игрок А выбрал слово А = 
—=а, ао ... а, {72, а, равно`0 или 1). 
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Тогда игроку В следует выбрать слово 
В=В ь. ... ь, 

Ь2 =а1, 63 =а@» ..., Иа! 
(пока первая буква 6, слова В не фик- 
сируется). 

В этом случае при сдвиге слова А на одну 
позицию относительно В 

В= ЫБ-Бь --- [2] 

А = аа? ... а, 
все буквы, находящиеся друг под другом, совпа- 
дают, поэтому первый член в многочлене 
Квл(#) при #=1/2 равен 1/2 — мы тем самым 
стремимся максимизировать значение К дд (1/2} 
в формуле Конвея. Вообще предлагаемый выбор 
оптимального ответа основан на (довольно тон- 
ком) анализе формулы Конвея, который мы 
проводить не будем. 

Осталось объяснить, как выбирается 
р. Обозначим А’—=@а.... а: . Пусть 
г — минимальное число, при котором 
после сдвига А’ на г позиций происхо- 
дит совпадение написанных друг под 


17 ругом букв: 
Ира Рег „-. @ Чет +-- @1—1 


а .*- Ч р 1х + 1—1 
(т. е. а: а, +1, а4>=а, +, -. а:-—;- 
—=а,_1). Так вот, букву Ь, следует вы- 
бирать по правилу 6, 5-а; (например, 
при А = 100100 имеем г == 3, и следует 
брать В 110010). 

Американские математики Гуибас 
и Одлыжко доказали в 1981 году, что 
такой выбор слова В — оптимален. 
Более того, ими доказано, что число 

пуп тах а(В, А) 


(т. е. преимущество В над А при св- 
мом лучшем для А выборе слова А) 
стремится к 2 при возрастании 1. Дру- 
гими словами, при указанном выборе 
ответа второй игрок в среднем выиг- 
рывает в два раза чаще самого хитро- 
го первого игрока. 

Нам осталось лишь привести обе- 
щанное доказательство. 


Эскиз доказательства 
формулы Конвея 


Даны слова А, В длины />> 2. Через 5 обозна- 
чим (бесконечное) множество укороченных 
А-серий, т.е. всех слов, получаемых из А-сернй 
отбрасыванием их последних [ букв. Аналогич- 
но определим Зр. Пусть ри, ..., ть номера раз- 
рядов слова (ХУ), где стоит 1 (напомним, 
что {ХУ} — это корреляция слов Х и У); 
через Нху обозначим множество из № слов, 
составленных  соответственио из первых 
т,ть ..ть букв слова Х. Через МН, 
где Ми Н любые множества слов, обозначим 
слияние М и НЫ, т.е. новое множество, состав- 
ленное из всех слов вида ХУ (слова Х и У за- 
писаны подряд в одно слово, ХСМ, УСН). На- 


(Окончание см. на с. 15) 
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ОПТИЧЕСКАЯ 
ЭЛЕКТРОНИКА 
ПРИ СВЕЧАХ 


Кандидат физико-математических наук 
Г. С. СИМИН 


Оптическая электроника (или оптоэлектроника) — самая молодая и, воз- 
можно, самая перспективная область современной полупроводниковой элект- 
роники, любимица физиков, разработчиков сверхбыстродействующих ЭВМ и 
систем сверхдальней связи. Ею занимаются самые передовые лаборатории 
мира, оснащенные наисовременнейшим оборудованием. И уж конечно не 
при свете свечей. Между тем наш рассказ об оптоэлектронике мы начнем 
с тех далеких времен, когда в России А. Н. Лодыгин еще только разрабатывал 
первые конструкции угольных ламп накаливания, а Европа освещалась в 
основном свечами и газовыми фонарями. 

Из многих известных в ХХ веке полупроводников — как тогда говорили, 
веществ, ‹худо проводящих электричество», — селен был материалом, удосто- 
енным особого внимания ученых. Дело в том, что в 1873 году английский 
телеграфный служащий А. Мей случайно обнаружил, что сопротивление 
селена резко уменышается, если на него падает свет. Возможно, Мей не слишком 
обрадовался новому явлению, так как обнаружил его, исследуя селеновые 
изоляционные опоры телеграфного кабеля. Но руководитель Мея, инженер 
У. Смит, сразу оценил важность открытия. Он быстро провел первые 
исследования и в том же 1873 году сообщил о них в печати. Это сообщение 
вызвало бурный интерес у физиков всего мира. 

К исследованию селена обратились ученые из Германии, Франции, 
Англии, России, Америки. Предпринимались многочисленные попытки по- 
высить светочувствительность селена. С этой целью были испробованы 
десятки способов его получения. Однако все эти поиски велись практически 
«вслепую» — ведь физики ХХ века и понятия не имели о невероятной чувстви- 
тельности полупроводников к примесям, о методах их очистки. Поэтому 
публикуемые результаты противоречили друг другу, приводимые численные 
данные различались в десятки и сотни раз. Встречались и просто ку- 
рьезные (с нашей, сегодняшней точки зрения) сообщения. Некоторые авторы 
писали, например, что светочувствительность селена возрастает, если рядом с 
ним положить каучук или камфару, побывавшие перед тем в озоне. Другие 
сообщали, что селен наиболее чувствителен к соседству с терпентинным 
маслом. Однако не следует забывать, что в то время полупроводники 
еще не были осознаны как особый, удивительный класс материалов. Так что 
не спешите посмотреть свысока на эксперименты столетней давности — 
это были первые шаги на пути, который привел к созданию оптической 
электроники. 

«Селеновый бумь привлек внимание знаменитого немецкого электротех- 
ника Вернера Сименса. Сименс был наделен редкостным изобретатель- 
ским талантом. Еще двадцатипятилетним молодым человеком, отбывая пя- 
тилетнее тюремное заключение за участие в дуэли, он изобрел способ 
гальванического серебрения и золочения и позолотил свою тюремную ложку, 
перенеся на нее золото с завалявшейся в кармане монеты. Это было в начале 
сороковых годов ХТХ века. В семидесятые годы Сименс, крупный про- 
мышленный магнат, почетный доктор Берлинского университета, член Бер- 
линской академии наук, автор ртутного эталона сопротивления, увековечив- 
шего его имя, оставался таким же неукротимым изобретателем, как в юности. 
Он увлекся изучением селена, и это увлечение имело весьма серьезные по- 
следствия для дальнейшей судьбы селена. В 1875 году Сименс опублико- 
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вал статью, в которой, наряду с детальным описанием способов получения 
и свойств селена, сообщил об изобретенном им новом приборе — абсолют- 
ном электрическом фотометре. Скажем несколько слов о фотометрии и ее 
состоянии в ХХ веке, чтобы вы лучше смогли оценить изобретение Сименса. 

Можно считать, что фотометрия зародилась во 11 веке н. э., когда Птолемей 
начал изучать яркость звезд. И все дальнейшее развитие этой области науки 
было связано, в основном, с астрономическими наблюдениями. В 1604 году 
Кеплер установил законы освещенности. В 1729 году французский ученый 
П. Бугер сформулировал принцип фотометрии и заложил начала научных 
измерений в этой области. Идея Бугера состояла в том, чтобы использо- 
вать способности глаза улавливать разницу освещенностей, даже если эта 
разница составляет всего 1%. В фотометре Бугера две части экрана осве- 
щаются двумя источниками — изучаемым (например, звездой) м зэталон- 
ным» (например, свечой). Освещенность той части экрана, на которую светит 
эталонный источник, можно менять (например, приближая или удаляя свечу). 
При равенстве освещенностей, создаваемых изучаемой и зискусственной» 
звездой, положение последней регистрируется. Таким образом можно делать 
косвенные измерения. 

Фотометр Бугера неоднократно усовершенствовался в течение более 
100 лет, однако основной принцип его работы был неизменным: равен- 
ство освещенностей констатировал глаз. Устал астроном — точность из- 
мерений резко падает; при различных оттенках цвета измеряемого и эталон- 
ного источников оценка становится затруднительной; появился в поле зрения 
яркий предмет — снова ошибка в измерениях. Субъективный характер 
измерений стал серьезным недостатком фотометрии. А между тем потреб- 
ность в фотометрах росла: к небесным светилам прибавлялись земные лам- 
пы, яркость которых тоже нужно измерять. 

Занявшись исследованием селена, Сименс не мог пропустить возможность 
практического использования выполненных экспериментов. Он сконструировал 
фотометр, в котором впервые субъективная оценка на глаз была исключена и 
интенсивность света могла быть выражена в электрических единицах. Элект- 
рическая цепь фотометра Сименса состояла из гальванического элемента, 
гальванометра и куска селена с проволочными электродами. В темноте со- 
противление селена так велико, что стрелка гальванометра почти не откло- 
няется. При освещении селена его сопротивление падает, ток увеличивается, и 
стрелка гальванометра отклоняется тем сильнее, чем ярче свет. (Именно так 
работает и современный фотоэкспонометр!) 

На основе селенового фоторезистора Сименс сделал первую в мире опто- 
электронную игрушку (конечно, в то время ее никто так не называл; 
термин ‹оптоэлектроника» появился много десятков лет спустя). Основным 
элементом этой игрушки была модель человеческого глаза, в которую был 
вмонтирован селеновый фоторезистор. Стоило приблизить к глазу зажженную 
свечу — ион тут же закрывался, «щурясь» от яркого света, совсем как живой. 

Изобретение селенового фотометра дало толчок к появлению целой серии 
остроумных приборов. Интересным и очень смелым для того времени развитием 
работ Сименса явилось изобретение американского инженера Дж. Кзри. В том 
же 1875 году он предложил проект устройства для передачи изображений 
на расстояние. Принцип действия этого устройства представляется теперь 
очень простым. Передаваемое изображение сначала проецируется на при- 
емник, который состоит из болышого числа селеновых ячеек, составленных 
вплотную. Сопротивление ячеек изменяется в различной степени в зависимости 
от того, насколько ярко освещена та или иная ячейка. Воспроизводится 
изображение на зэкране», который представляет собой панель с лампочками, 
причем число лампочек равно числу селеновых ячеек приемника. Каждая лам- 
почка соединена последовательно с соответствующей ячейкой и источником 
напряжения. При включении напряжения яркость свечения той или иной 
лампочки тем больше, чем меныне сопротивление соединенного с ней селено- 
вого элемента, т. е. чем ярче освещена соответствующая ячейка. При 
достаточно большой длине проводов, соединяющих приемник и экран, изоб- 
ражение может быть передано на значительное расстояние. 
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Изобретение Кэри, однако, оказалось в то время практически нереализуе- 
мым. Ведь если приемник содержит, например, 100Х 100 ячеек, то необходимо 
протянуть до экрана 10 000 проводов и подключить их к ЕЮ 000 лампочек, 
к 10000 источников, и чтобы ни одна лампа не перегорела! 

Несколько следующих применений селенового фоторезистора вызвали на- 
стоящие сенсации. 

В далеком Вашингтоне Александр Грехем Белл с интересом читал поступаю- 
щие из-за океана сообщения об исследованиях селена и сам испробовал немало 
способов приготовления материала с высокой светочувствительностью. После 
нескольких удачных опытов Беллу пришла в голову странная на первый 
взгляд мысль — в электрической цепи, в которую был включен исследуемый 
селеновый образец, заменить гальванометр... телефоном. Мысль эта не по- 
кажется столь уж странной, если вспомнить, что незадолго до того Белл как раз 
взял патент на первый в мире телефон и теперь с успехом распростра- 
нял свое детище по всей стране. Телефон Белла издавал звуки, если 
ток, текущий через него, менялся достаточно быстро. Поэтому Белл решил, 
что если в цепи последовательно с телефоном *} будет включен селеновый 
фоточувствительный образец, то телефон будет звучать, когда свет, падающий 
на селен, будет часто прерываться. 17 мая 1878 года, читая лекцию в Коро- 
левском институте в Лондоне, доктор Белл объявил, что звозможно 
слышать звуки, вызванные прерыванием света». Мелодические звуки разной 
высоты Белл получал, меняя скорость вращения диска с прорезями, 
расположенного между ярким источником и селеновым приемником. 

Два года спустя эта идея Белла получила сенсационное развитие. 

Солнечным летним днем 1880 года жители Вашингтона с удивлением 
наблюдали, как прилично одетый господин устанавливал на крыше Франкли- 
новской школы странное сооружение. Многие узнали в господине друга и по- 
мощника профессора Белла мистера Тейнтера. Тейнтер направил на солнце 
небольшое зеркало; отраженный солнечный свет проходил через несколько 
линз и ярким тонким лучом упирался прямо в окно стоящего напротив здания. 
В этом здании помещалась исследовательская лаборатория Белла. Став позади 
зеркала и приспособив к нему нечто вроде рупора, Тейнтер начал что-то не- 
громко говорить в рупор, глядя при этом на окно лаборатории. В ответ в 
окне появился мистер Белл, размахивающий шляпой. 

В этот день Белл и Тейнтер успешно осуществили беспроводную опти- 
ческую телефонную связь. Сооружение на крыше было передающей станцией. 
В лаборатории Белла располагалась приемная станции. Посылаемый 
с крыши луч падал на фотоприемник — селеновый фоторезистор, вклю- 
ченный в электрическую цепь последовательно с телефоном. Когда Тейнтер 
говорил в рупор, звуковые колебания заставляли зеркало слегка вибрировать. 
При этом из-за «‹расфокусировки» менялась освещенность фотоприемника ... 
Поднеся к уху телефон, Белл отчетливо услышал голос Тейнтера: «Мистер 
Белл, если вы слышите меня, подойдите к окну и помашите шляпой». Ответ 
Белла свидетельствовал о полном успехе опыта. 

Сенсационное сообщение об эксперименте Белла и Тейнтера вызвало новую 
волну повышенного интереса к селену, новые попытки увеличить его свето- 
чувствительность. Последователь Белла, его соотечественник, С. Фритс сумел 
получить образцы, сопротивление которых под действием солнечного света 
уменьшалось более чем в 300 раз (Белл и Сименс достигли лишь пятнад- 
цатикратного изменения). Фритс предложил и еще одно возможное применение 
селена. Если подключить селеновый фоторезистор к какому-либо элект- 
рическому аппарату, то этим аппаратом можно будет управлять при помо- 
щи света. Например, селеновый элемент может быть включен в цепь электро- 
магнитного реле. При освещении элемента его сопротивление уменьшится, 
ток в цепи возрастет, и контакты реле замкнутся без всякого прямого вмеша- 
тельства в электрическую цепь реле. В этой идее содержится принцип 
действия так называемой оптопары — одного из основных элементов 


*; Имеется в вилу не телефонный апиарат в целом, который мы и привыкли называть телефоном, 
а сам звучащий элемент Белла электромагнит с мембраной. 
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современной автоматики (вспомните хотя бы пропускные автоматы в метро). 
И хотя оптопары появились лишь во второй половине нашего столетия, идея 
оптического управления с помощью селенового элемента была очень эффектно 
реализована намного раньше. 

1 февраля 1907 года в Париже в переполненном конференц-зале перед 
журналистами, учеными, предпринимателями и членами правительства вы- 
ступал инженер из Мюнхена Артур Корн. Слева и справа от него на длинном 
столе располагались два больших медленно вращающихся цилиндра непо- 
нятного для публики назначения. 

*Мадам и месье, — начал свое выступление Корн,— проблема передачи 
фотографий по телеграфу решена! Это можно делать так же, как мы передаем 
по телефону звук.» 

В конференц-зале присутствовали люди, весьма далекие от науки, поэтому 
Корн долго и пространно объяснял устройство телефона и телеграфа, разные 
технические детали. Сегодняшний читатель «Кванта» знаком с этими 
«подробностями», и поэтому мы сразу перейдем к изложению идеи фото- 
телеграфа, реализованной впервые восемьдесят лет назад. 

Фотография не передается целиком, а разбивается на 100 полос, а каждая 
полоса — на 100 элементов. На передающей станции надо измерить тон 
каждого элемента и соответственно повернуть регулятор тока. На приемной 
станции это изменение тока изменит силу света лампы, которая засвечи- 
вает участок фотопленки. Теперь нужно перейти к следующему элементу 
на передающей станции и соответственно передвинуть фотопленку на прием- 
ной. Идея хороша, но если тратить только 5 секунд на передачу одного эле- 
мента, то на передачу всей фотографии понадобится, увы, 14 часов непрерыв- 
ной работы. Вот если бы регулятор тока работал автоматически, мгновенно 
измеряя тон каждого элемента и сообщая его приемной станции... 

Таким автоматическим регулятором может служить селеновый фотозэлемент. 
Сфокусированный свет лампы, пройдя сквозь фотографию, свернутую в виде 
цилиндра, отражается зеркальцем на селеновый фотоэлемент, который регули- 
рует ток в телеграфном проводе. Вращается дилиндр на передающей 
станции, строго с той же скоростью вращается цилиндр на приемной станции. 
Медленно ползет вниз лампа, «‹просматривающая» фотографию, — с той же ско- 
ростью ползет луч, засвечивающий фотопленку. А селеновый образец 
посылает в линию связи импульсы, точно отражающие прозрачность очеред- 
ного элемента. Просто, не так ли? 

Между тем Корн потратил на реализацию своей идеи более трех лет. 
И проблемой был вовсе не селен, нет, полупроводник работал безотказно. 
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Главная сложность была в достижении полной синхронности механических 
перемещений и равенства скоростей вращения барабанов. 

Наконец, к 1907 году проблема была решена. И вот демонстрация в 
Париже. Барабаны, установленные слева и справа от Корна,— это передающая 
и приемная станции. А провода, выходящие из передающей станции, 
подсоединены к телеграфной линии Париж — Лион. (На второй странице об- 
ложки помещена фотография из французского журнала зЬ’Шазгайопь, 
в котором сообщалось о сенсационном эксперименте Корна.) Сигнал от се- 
ленового элемента бежит по одной паре проводов в Лион, а по другой — 
обратно, в Париж, всего 1000 километров. Фотография, помещенная в пе- 
редающем цилиндре, чпросматривалась» 12 минут. Пленку из прием- 
ного цилиндра тут же проявили и отпечатали — и под рукоплескания 
зала была продемонстрирована фотография президента Французской респуб- 
лики Фоллиера. Корн, принимая поздравления, заявил, что не сомневался в 
успехе, так как несколько ранее им был столь же удачно передан портрет 
президента Рузвельта по линии Мюнхен — Нюриберг — Мюнхен. 

Передача изображений с помощью фотоэлемента стала быстро завоевывать 
признание. Аппараты, действующие по разработанному Корном принципу, 
удалось усовершенствовать настолько, что они могли с высокой четкостью 
передавать на расстояние мелкий газетный текст. 

® \ \ 

Таким был этот самый первый и не слишком известный виток истории полу- 
проводниковых приборов. Зародившиеся в конце ХХ века, они на год опереди- 
ли появление телефона и трансформатора, на 20 лет — радио и почти на 
50 лет — ... самих себя, то есть рождение класса «‹полупроводниковых прибо- 
ров»! Как ни парадоксально, но изобретение Корна было последним крупным 
событием на этом начальном этапе. Новых приборов пришлось ждать еще 
долгие десятки лет. Это время понадобилось для создания квантовой теории 
электрических свойств полупроводников, разработки уникальных методов их 
очистки от случайных примесей, а также способов введения строго контроли- 
руемого количества нужных примесей, изготовления сложных комплексов 
оборудования для производства приборов. Только после этого на рубеже 
50-х годов нашего столетия и стало возможным начало «полупроводниковой 
революции», одним из самых передовых отрядов которой является совре- 
менная оптическая полупроводниковая электроника. 

Эта интереснейшая наука, сокращенно называемая оптоэлектроникой, изу- 
чает законы превращения электрического тока через полупроводник в свет и 
обратные законы, по которым свет, падающий на полупроводник, вызывает 
в нем электрические сигналы. На основе оптоэлектроники сегодня создано 
огромное количество приборов, прочно вошедших в нашу жизнь и ставших 
уже привычными. Достойно удивления и восхищения то, что более 100 лет 
назад ученые сумели не только изготовить первые оптоэлектронные приборы, 
но и с поразительной интуицией предвосхитить важнейшие области их будуще- 
го использования и развития. 

Чувствительный фотометр Сименса стал прообразом современных полупро- 
водниковых приемников света — фотодетекторов. Они улавливают слабые 
оптические сигналы на расстоянии десятков километров от источника, 
«читают» оптические команды современных станков с программным управле- 
нием, сигнализируют об обрыве или окончании ленты в магнитофонах и 
выполняют еще много важных задач. 

Попытка Дж. Кэри изготовить светящийся экран для передачи изображения 
на расстояние сегодня находит свое продолжение в работах исследователей 
многих стран по созданию плоского телевизионного экрана, призванного 
заменить громоздкий кинескоп современных телевизоров. Информационные 
табло («светящиеся газеты»), установленные на крышах зданий в Москве, 
Ленинграде и других городах, прямо реализуют смелую идею столетней 
давности. 

Фотофон Белла, который был надолго забыт в результате многолетнего 
триумфального шествия электрического телефона по всему миру, в 70-е годы 
ХХ века родился заново в виде систем оптической телефонной связи. 
Эти системы позволяют по одному оптическому кабелю передавать одно- 
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временно тысячи телефонных разговоров; не будь таких систем, и к началу 
ХХТ века, по мнению специалистов, телефонная сеть стала бы настолько 
перегруженной, что при наборе любого номера непременно звучал бы сигнал 


«занято». 


В самые отдаленные уголки нашей страны каждое утро поступают свежие 
газеты, переданные по фототелеграфу, придуманному в начале века. 

Все большее значение в качестве источников электроэнергии приобретают 
солнечные батареи. Они установлены на космических кораблях, на крышах 
зданий в высокогорных районах, в микрокалькуляторах. Идея создания 
таких батарей была выдвинута в 1884 году. В 30-х годах нашего столетия 
академик А. Ф. Иоффе организовал первые работы по изготовлению высоко- 
эффективных солнечных элементов. (На первой странице обложки вы видите 
фрагмент солнечной батареи, установленной на космической станции «Мир». 
Эта фотография была сделана космонавтами Л. Кизимом и В. Соловьевым 
с борта космического корабля «Союз Т-Ё№5».) 

Эти и многие другие замечательные приборы, уже созданные и те, что появят- 
ся в будущем, сегодняшний и завтрашний день оптической электроники — 


все это зародилось более сха лет назад, 


в несовершенных экспери- 


ментах со скромным кристалликом селена. 


Лучшее пари 
для простаков 


(Начало см. на с. 4) 


помним, что Р\Х) обозначает вероятность по- 
явления слова Х в процессе игры сс словами 
А, В, а Р(А, В} — вероятность выигрыша А 
у В. Формула Конвея вытекает из следующих 
трех утверждений (доказательство каждого из 
них — задача для читателя). 

1. Для любых слов Х, У длины 1! 


1 
ка» (1) = У; 


2*. Множество Т всех слов не. содержащих 
ни А, ни В (т. е. последовательностей, на кото- 
рых ни один из игроков еще не выиграл), можно 
представить в виде 


Т, = д+Н дв в*Н вв 

Т, = © Над) 5 д*НАлЪ 
притом Т, =Т.=Т (юбе этн формулы задают 
одно множество 7Т). 


3. Суммы вероятностей слов из Т, и Тз выря- 
жаются формулами 


У Р{$)= 
$7, 


= р (А, В) Каь(Т)+Р‹В.А)Киь() | у 


У 25} = 
ЗЕТ 


= 2! [> (В, А)КрА ( т) +Р (А. В) Клл ( :)] 


Чтобы доказать формулу Конвея, остается 
только приравнять правые части последних 
двух равенств (это можно, ибо Т, =Т,) и вос- 
пользоваться определением а(В, А) == 
—=Р (В, А/РГА. В}. 


а‹В, А)-= 


Для читателя, вошедшего во вкус, пред- 
лагаем 


Решенные 
и верешеиные задачи 


1. Пусть подбрасывается не монета, а играль- 
ный кубик, и загадывается слово из цифр 
1, 2, 3, 4, 65, 6. Докажите, что тогда преиму- 
щество второго игрока иад первым выражается 
формулой 
Кл {1/6}—К дв 1/6) 

К вв\1/6)— Кд (1/6) 

2. Неизвестно, как должен играть А, для 
того, чтобы его проигрыш был минимальным 
(в игре с монетой) при {> 3. 

3. Не исследоваи случай, когда А загадывает 
слово из л букв, а В — из т букв (тп). 
Каковы оптимальные стратегии в этом случае? 

4. Нсизвестны стратегии ни одного из игро- 
ков А, В, С для игры трех лиц. Попытайтесь 
понять. как должен играть С для того, чтобы 
максимизировать выигрыш, при фиксирован- 
ных выборах А и В*). ь 

5. В «лучшем пари для простаков» 0 и 1 рав- 
ноправны, т.е. выпадают с равной вероятностью 
при каждом бросании монеты: Р(0)=Р (1) = 
==1/2. Представьте себе, что монета «фальши- 
вая», т. е. при ее подбрасывании О выладает 
чаще, чем 1: Р1!0}> 1/2. Понятно, что если 
Р!0} близко к 1 (например. Р\0)—= 0,999), 
то загадывая слово 00000 из пяти букв, игрок А 
вынгрывает с вероятностью, не меньшей, чем 
0.999° >> 1/2. Возникает задача: при каких зна- 
чениях Р!0) игрок В продолжает выигрывать 
в игре с задумыванием слова из [ букв? Даже 
при {[=3 ответ на этот вопрос неизвестен. 
Гипотеза. При любом значении Р (0) у В суще- 
ствует выигрышная стратегия при достаточно 
большой длине загадываемых слов. 


* В нгре трех лнц можно рассмотреть вариант, 
когда первые два игрока могут органнзовывать 
козлиции, т. е. объединяться для борьбы с С. 
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Сегодня нам предстоит. и 
чектурный центр нашего 
новременно главный п 
ный район — короче го 
процессор. Неслучайно 


. в. В 

ное, его. нетрудно. будет: и ‘немного ус- 
тектурный шедевр | ложнить, чтобы приблизиться к ре- 
нем не так просто: о бы опять альной архитектуреи реальным а 


зарисовёть план, перечислить детали. Киям МП. “. А 


микропроцессор, . 





Итак, с чего начать? Процессор дол- 
жен выполнять все арифметические 
и логические операции. Напомним, 
всех операций не так уж много: 
арифметические — сложение с уче- 
том знака (т. е. и вычитание) и ум- 
ножение (деление) при помощи едви- 
га двоичного числа вправо — влево 
на целое число разрядов; логиче- 
ские — «И», «ИЛИ», «НЕ». Эти опе- 
рации выполнит в нашем ПМП 
арифметико-логическое — устройство, 
сокращенно — АЛУ. Вот уже это — 
архитектурная жемчужина города 
МК и вообще вычислительной тех- 
ники. 


Самый главный работник 


АЛУ — это многоразрядный (8, 16, а 
иногда и больше) набор сумматоров, 
способный в зависимости от импуль- 
сов управления перестраиваться с 
арифметических на логические дей- 
ствия или наоборот. О работе одно- 
разрядного сумматора «Квант» рас- 
сказывал в прошлом году (см. май- 
ский номер). А на рисунке 1 можно 
видеть четырехразрядное (совсем про- 
стое) АЛУ. По проводам шины дан- 
ных на входы Ао — Ази В — В+ по- 
ступают поразрядно операнды А и В, 
с выходов Ру — Рз поразрядно выхо- 
дят результаты, входы 5 — 5: слу- 
жат для управления АЛУ, переклю- 
чают его на те или иные операции 
(сложение, вычитание, отрицание 
ит. п.). 

Глядя на рисунок 1, представьте 
себе большой лабиринт с прямоуголь- 
ными переходами. В нем есть восемь 
входов и четыре выхода; но, в отли- 
чие от обычных лабиринтов, в этом 
лабиринте некто (+имя» этого некто 
УФК, и познакомимся мы с ним не- 
много позднее) то и дело передвигает 
стенки, меняя конфигурации прохо- 
дов. В результате АЛУ при разных 
сигналах управления произведет раз- 
ные действия с одинаковыми операн- 
дами, а на выходе будут разные от- 
веты. 

АЛУ работает с огромной, фанта- 
стической быстротой; то, что оно мо- 
жет сделать, оно делает за миллион- 
ные доли секунды (а самые быстро- 
действующие АЛУ — в сотни раз 
быстрее). Это его качество очень 
ценно, и можно сказать, что все ос- 
тальное, что есть в МК, устроено так, 
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чтобы АЛУ, по возможности, не при- 
ходилось ждать. 

Откуда же берутся операнды? 
Обычно из районов ОЗУ или ПЗУ. 
Но вызвать их оттуда, как правило, 
можно только по очереди, например, 
сначала А, потом В. Значит, пока 
ИМИ ожидает появления В, операнд 
А должен где-то немного подождать. 
Ближайшей «приемной» служит спе- 
циальный регистр памяти, называе- 
мый аккумулятором. В нем столько 
же разрядов, сколько в АЛУ. Акку- 
мулятор не только подает один из 
операндов в АЛУ, он же принимает 
в себя и результат операции — сло- 
во Р. Потом аккумулятор переправит 
это слово в ОЗУ или в какой-то дру- 
гой регистр памяти внутри процес- 
сора, но сначала важно побыстрее 
освободить АЛУ. 

Следующий важный момент — уп- 
равление. Мы уже отметили, что АЛУ 
нужно управлять, задавая ему поря- 
док работы. Значит нашему ИМИ 
нужны соответствующие органы уп- 
равления. (Вот как повернулось дело! 
Раньше мы отмечали, что всем управ- 
ляет процессор, а им, оказывается, 
тоже кто-то управляет.) 


«Процессор» для процессора 


Устройство управления и формирова- 
ния команд (обозначим его УФК) 


4 параллельных 
сумматора 





Рис. 1. Схематическое изображение связей че- 
тырехразрядного АЛУ. С — указатель сигнала 
сдвига и переноса разрядов. М — переключа 
тель «‹орифметика — логика. 


занимаст в районе ИМП приличный 
по размерам микрорайон. Задача 
этого микрорайона: получить очеред- 
ную команду из текста программы 
и расшифровать ее до уровня простей- 
ших импульсов, подаваемых на вхо- 
ды 5 и М арифметико-логического 
устройства. 

В основном микрорайон УФЕ, за- 
строен логическими устройствами, 
которые называются дешифраторами. 
Они и впрямь напоминают шифро- 
вальные карты, отверстия которых 
из самого случайного текста выби- 
рают несколько букв секретного доне- 
сения. А роль отверстий выполняют 
разные варианты подключения эле- 
ментов дешифратора к шине, несу- 
щей текст команды. Хотя элементы 
застройки типовые — это логические 
элементы *) И — НЕ, ИЛИ — НЕ, но 
причудливая их архитектура позво- 
ляет реализовать несколько десятков 
комбинаций, обеспечивающих управ- 
ление ПМП. Системы УФК управляют 
не только АЛУ, но и аккумулятором 
и другими районами МК. Один из 
кварталов УФК специализирован на 
обслуживании систем ввода и выво- 
да, он же управляет буферами соот- 
ветствующих шин в периоды контак- 
та с внешними устройствами. До сот- 
ни каналов управления выходит из 
района УФК. 

Следующий вопрос — откуда УФК 
получает команду для расшифровки? 
Разумеется, из ЗУ (откуда приходят 
и операнды). Но на время расшифров- 
ки, формирования микрокоманд и их 
исполнения прибывшая из памяти 
команда должна располагаться рядом 
с УФЕ, (быть под рукой), т. е. в спе- 
циальном регистре памяти — регист- 
ре команд (РК). В РК, столько же раз- 
рядов, сколько в АЛУ и аккумуля- 
торе. 

Ясно, что аккумулятор и РК — 
ближайшая, сверхоперативная па- 
мять процессора. 


Было бы неплохо, если бы внима- 
тельный читатель нарисовал сейчас 
блок-схему описанной выше части 
ИМП. Два прямоугольничка, один 
под другим, нужно соединить узким 
коридором, в котором стоит дву- 


*) Конструкции логических элементов расемат- 
рнвалнсь и февральском номере «Кванта» за 
1986 гоя. 
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направленная стрелка — это АЛУ и 
аккумулятор (А). Ниже расположит- 
ся прямоугольник чуть большего раз- 
мера — УФК, стрелки от него идут 
в АЛУ и аккумулятор. Справа рас- 
положите квадратик РК, стрелки от 
него направлены к блоку УФК.. Теперь 
над аккумулятором нарисуйте ма- 
ленький, но важный квадратик — 
буфер (Б), а затем к буферу и ре- 
гистру команд подведите справа ши- 
ну данных (для этого на ней придет- 
ся сделать развилку). Буфер Б (мы 
раньше сравнили его с постом ГАИ) 
может пропускать данные от памяти 
(ОЗУ) в процессор, в другом состоя- 
нии — наоборот — от процессора 
к ОЗУ. Но есть у него и третье состоя- 
ние, когда он вообще устраняется от 
обмена данных, как бы «смотрит в не- 
бо». В такое состояние буфер +впа- 
дает» (конечно, по сигналу УФК]) 
в то время, когда по шине данных 
поступает слово-команда. В резуль- 
тате команда оказывается в регистре 
команд, но никак не в АЛУ. Если 
теперь вспомнить, что команды и «по- 
селены» были в ОЗУ отдельно от опе- 
рандов, и вызываются так, чтобы не 
попасть в арифметико-логическое уст- 
ройство, станет понятно, как ЭВМ раз- 
бирается в командах. Чуть позже мы 
проверим правильность вашего рисун- 
ка, а теперь вернемся к командам. 
Вот такой вопрос — кто и когда вы- 
зывает очередную команду? Эту обя- 
занность выполняет еще один регистр 
памяти, который называют программ- 


ным счетчиком, или счетчиком 
команд (СК). 
Этим счетчиком управляет все 


тот же блок УФК. При начале ис- 
полнения программы на счетчик запи- 
сывается адрес первой по порядку 
команды. Как только эта команда 
попала в РК и начала расшифро- 
вываться в УФК, счетчик получает 
сигнал приращения, например на еди- 
ницу, и тем самым записывает адрес 
следующей команды (или второй ча- 
сти той же команды, если она длин- 
ная). 

Та же процедура повторяется со 
следующей командой и т. д. до 
команды останова. Но иногда в оче- 
редной команде содержится указание 
для счетчика перейти не к следую- 
щей, а к какой-то другой команде, 
которая далеко впереди (или, наобо- 
рот, позади) очередной. Тогда в счет- 


чике устанавливается вновь заказан- 
ный адрес, и все продолжается. 


Пойди туда, знаю куда; 
возьми то, знаю что 


Мы уже упоминали раньше, что 
команды на машинном языке не 
слишком разнообразны, но многие 
команды содержат адрес ячейки, из 
которой надо взять операнд, или ад- 
рес, в который следует отправить 
результат. Такие команды в МК не 
«помещаются» в одно слово, они как 
бы «тащат» за собой слова-адреса. 
Но команды попадают в РК, а затем 
в УФК, а вот адресам там нечего де- 
лать. Адреса нужны только для того, 
чтобы по ним буферное устройство 
сформировало запрос в память в ад- 
ресной шине (о ней мы говорили 
в прошлом номере «Кванта», путеше- 
ствуя +*по столбовым дорогам МК»). 
На время подготовки запроса и ожи- 
дания ответа словё-адреса разме- 
щаются в специальной приемной — 
регистре адреса памяти (РАП). А для 
«прочтения» адреса и «составления» 
запроса используются дешифраторы, 
такие же как в УФК. 

Итак, на схеме ИМП должны по- 
явиться еще два регистра сверхопе- 
ративной памяти: СК и РАП. (РАП 
и СК — задресный столь нашего го- 
рода; правда, они хранят не все ад- 
реса, а только те, которые нужны для 
текущей работы.) Кроме этих регист- 
ров со специальными функциями, 
МП обычно содержит еще несколько 
регистров памяти, не «привязанных» 
к какой-либо определенной функции. 
Эти регистры так и называются — 
регистры общего назначения (РОН). 
Они имеют объем в одно или два ма- 
шинных слова и особенно удобны для 
кратковременного хранения операн- 
дов промежуточных вычислений. 

Теперь продолжим наш чертеж и 
все упомянутые регистры (как общие, 
так и специальные) поместим в ле- 
вой части рисунка, в виде з«этажер- 
киь прямоугольничков. К «этажерке» 
идут многочисленные стрелки-связи 


от УФК (это понятно — ведь управ- 
лять надо каждым регистром отдель- 
но). А от регистров «этажерки» 


стрелки идут на буфер адресной ши- 
ны, через которую микропроцессор 
обращается и к постоянной, и к опе- 
ративной памяти. 


+ 
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Рис. 2. Импульсы тактового генерстора. Пе- 
риод — или такт — в микропроцессорах 
составляет обычно 0.1 —0,5 микросекунды. 


Взгляд на часы 


Чтобы окончить построение ИМП, 
нужен еще один, последний, но очень 
важный элемент. Где-то поблизости 
от УФК надо изобразить генератор 
тактовых импульсов — часы нашего 
города. 

Прямоугольные импульсы, или, как 
их называют, такты, генератора (ри- 
сунок 2) используются как эталон 
единого времени всеми узлами мик- 
рокомпьютера. Например, шесть так- 
тов отводится на считывание по ча- 
стям двухбайтовой команды, три так- 
та — на операцию суммирования 
и т. п. Паузы между операциями — 
время для ответа ОЗУ или ПЗУ — 
тоже отсчитываются тактами генера- 
тора. 

Тактовым генератором может слу- 
жить мультивибратор (близкий «род- 
ственник» триггера) или другая тран- 
зисторная переключающая схема. 
А чтобы «часы» не убегали и не от- 
ставали (при изменении температуры, 
при других воздействиях), к ним 
обычно подключают дополнительный 
кварцевый резонатор с очень высокой 
стабильностью частоты колебаний, 
как в обычных (уже обычных!) 
электронных часах. 

Вот теперь пора проверить готовый 
чертеж ПМП (см. рисунок 3). За гра- 
ницы рисунка уходят: шина адрес- 
ная, шина данных (двунаправлен- 
ная), шина управления памятью и 
вводом — выводом, а также линии 
связи с внешними устройствами, це- 
пи питания и т. п. О работе этих уз- 
лов мы говорили ранее. Какие же ар- 
хитектурные элементы нам чаще все- 
го встречались в ПМП? 

Регистры оперативной памяти в ак- 
кумуляторе, РК, чэтажеркеь РОН, 
РАП, СК. Как видите, роль их в струк- 
туре процессора существенна. 

Логические схемы сумматора в 
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Логические схемы  дешифратора 
в УФК и буферных схемах шин. 

Внутренние шины связи между от- 
дельными элементами процессора. 

Конечно, реальный микропроцессор 
намного сложнее нашего простого. 
В нем появляется еще несколько 
важных регистров специализирован- 
ного назначения, предусматривается 
возможность прерывания программы 
и возврата к ней, а также разных 
способов обращения к памяти. Общую 
сложность структуры МП можно оце- 
нить, если вспомнить, что за каждым 
регистром, сумматором или дешиф- 
ратором стоят десятки, а то и сотни 
транзисторов, а во всем микропроцес- 
соре их десятки или сотни тысяч. 

Но давайте взглянем на микро- 
процессор не с архитектурной, а с 
функциональной точки зрения. Что 
делает он в микроЭВМ, что делает 
процессор в больших ЭВМ? Для чего 
вообзхе нужен процессор? 


Робот-лифтер 


В январском номере «Кванта» за 
прошлый год в статье «Элементарные 
логические операцииь был рассмот- 
рен пример управления лифтами: 
многоэтажный дом, один или несколь- 
ко лифтов, на каждом этаже одна 
кнопка вызова. Лифтами управляет 
командный аппарат. В ответ на мно- 
гообразие возможных задач-ситуаций 
аппарат выдает одно из трех реше- 


адресов 


БУФЕР 


шина 
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ний: вверх, вниз, стоп (если лифта 
два, то независимых решений 2. 3 = 
—=6). Решения приготовлены заранее 
и существуют в виде схемы электри- 
ческих соединений обычных выклю- 
чателей или реле. Эти соединения 
можно описать логическими опера- 
циями (см. рисунок 4, а): если вклю- 
чена кнопка +э10ь (этаж) ИЛИ 4э9» 
(ит. д.) И (при этом!) включена кноп- 
ка *л12ь (пустой лифт стоит на 
12 этаже) И НЕ включена кнопка 
«стоп» (перегруз!) И НЕ включена 
кнопка «стоп2ь (открыты двери!), 
то решение задачи — ВНИЗ. А ина- 
че — СТОП. Лифт при движении на- 
жимает на контакты поэтажных вы- 
ключателей, схема соединений ме- 
няется, и перед десятым этажом вклю- 
чается НЕ *зл]10ь, т. е, СТОЛ (рису- 
нок 4, 6). 

Таким образом, командоаппарат 
запоминает и сравнивает команды- 
вызовы, операнды-текущее состоя- 
ние, команды-запреты {они вообще 
превыше всех других!), а потом вы- 
дает команду-ответ. Каждая коман- 
да легко представима: 1 — кнопка 
нажата, О — кнопка отпущена. Это 
привычный нам двоичный код. 

Процессор (или микропроцессор) — 
многократно усложненный командо- 
аппарат, сжатый в размерах до не- 
скольких квадратных миллиметров 
микросхемы. У него в запасе не три, 
а более сотни вариантов решений, 
он сопоставляет множество данных, 


шина данных 


шина управления 


Рис. 3. Схема простейшего микропроцессора. Розовой плашкой выделена основная часть схемы, 


с которой мы начинали «строительство». 
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Рис. 4. Логика управления лифтом. 


десятки запретов. Свои ответы про- 
цессор посылает в сотни и тысячи 
разных адресов. Словом, он намного 
мощнее скромного командоаппарата 
по скорости и по возможностям, 
но по смыслу действий и по функци- 
ям — он тоже командоаппарат! Ва- 
рианты решений (микрокоманды), ко- 
торыми пользуется микропроцессор, 
записаны в постоянной памяти бло- 
ка УФК. Поэтому, заканчивая путе- 
шествие по городу Микрокомпьютеру, 
уместно сравнить микропроцессор 
с административно-культурным рай- 
оном, а устройствам управления и 
формирования команд (УФК) при- 
дать статус горисполкома (оператив- 
ное текущее руководство жизнью го- 
рода). 


Вместо заключения 


Задачи городского совета, т. е. опре- 
деление общих целей, перспектив, по- 
рядка исполнения работ, выполняет 
программа, которую ввели в МК 
пользователи, т. е. мы с вами. Следо- 
вательно, при всем совершенстве кон- 
струкции ЭВМ и МК не содержат 
в себе творческого начала, его вкла- 
дывает в них человек, вкладывает 
в виде постоянных или заменяемых 
программ. 

Чего же мы не увидели в городе 
МК из того, что полагается увидеть 
экскурсантам? Нет здесь памятника 
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основателям и первостроителям го- 
рода. В предельной тесноте и рацио- 
нальности нашего города ему нет ме- 
ста. Но если бы он был, то на его вер- 
шине стоило бы отвести почетное ме- 
сто трем ученым: Майклу Фарадею — 
физику, первым отметившему особые 
свойства полупроводников, Чарльзу 
Бэббеджу — первому чархитектору» 
и строителю вычислительных машин, 
Джорджу Булю — математику, 
изобретателю алгебры логики — нау- 
ки, на которой основана схемотех- 
ника ЭВМ. Эти три человека могли 
быть знакомы, ибо жили в Англии 
примерно в одно время. 

Второй ярус памятника должен бы 
вместить десятки крупных ученых: 
от Д. Менделеева и Н. Бора, Я. Френ- 
келя и В. Шоттки до изобретателей 
транзистора — Дж. Бардина н 
У. Браттейна. 

В третьем ярусе памятника достой- 
ны поместиться тысячи инженеров из 
разных стран, представители несколь- 
ких поколений физиков, химиков, ма- 
тематиков, металлургов, технологов, 
радиоинженеров, конструкторов, чьим 
трудом и талантом создан микроско- 
пический и прекрасный город. Собст- 
венно, он и есть лучший памятник 
их вдохновенной работе. 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с момента 
основания журнала. Публику- 
емые в нем задачи нестандарт- 
ны, но для нх решения не 
требуется знании, выходящих 
за рамки школьной програм- 
мы. Нанболее трудные задачи 
отмечаются звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто нам ее 
предложил. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. 

Решения задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
нее \ августа 1987 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
Решения задач из разных но- 
меров журнала илн по разным 
предметам (математике и фи- 
зике) присылайте в разных 
конвертах. На конверте в гра- 
фе «Кому» напишите: +3з- 
дачник «Кванта» № 5—8» и 
номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, например 
«М1041» или «©1053». В гра- 
фе з...алрес отправителя» фа- 
милию м имя просим писать 
разборчиво. В письмо вложите 
конверт с написанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результа- 
ты проверки решений). 
Условие каждой оригиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публикации, присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе с ващим ре- 
пением этой задачи (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Квантае, новая задача по 
физике» или $... новая задача 
по математике» ). 

В начале каждого письма про- 
сим указывать номер школы и 
класс, в котором вы учитесь. 
Задачи М1041—М1045 пред- 
лагались на 50-й Московской 
городской математической 
олимпиаде в 1987 году. 





Рис. 1. с 
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задачи 
№1041 — М1045; $1053 — $1057 


№М1041. На плоскости заданы а) четыре, 6) три вершины 
правильного пятиугольника. С помощью двустороиней 
линейки восстановите остальные его вершины. (Дву- 
сторонней линейкой можно делать то же, что и обычной 
линейкой без делений, а также проводить прямую, 
параллельную данной, на расстоянии, равном ширине 
линейки.) 

М. И. Гринчук 


№1042. В классе организуется турннр по перетягиванию 
каната. В турнире ровно по одному разу должны 
участвовать всевозможные команды, которые можно 
составить из учащихся этого класса (из одного, двух 
ит. д. человек, кроме команды всего класса). Докажи- 
те, что каждая команда будет соревноваться с коман- 
дой, состоящей из всех остальных учеников класса. 


И. Н. Сергеев 


№М1043. Можно ли разбить множество всех целых чисел 
на три подмножества так, чтобы для любого целого п 
числа пл, п—50, п 1987 принадлежали трем разным 
подмножествам? 

С. В. Конягин 


№М1044. Докажите, что из четырех чисел всегда можно 
выбрать два числа х и у, такие что 


о = 


< 14 хи 
И. Н. Сергеев 


М1045. В некотором царстве, некотором государстве, 
территория которого имеет форму квадрата со стороной 
2 км, царь решает созвать всех жителей к 7 часам вечера 
к себе во дворец на бал. Для этого он в полдень посылает 
с поручением гонца, который может передать любое ука- 
зание любому жителю, который в свою очередь может 
передать любое указание любому другому жителю и т. д. 
Каждый житель до поступления указания находится у 
себя дома (в известном месте) и может передвигаться 
со скоростью 3 км/ч в любом направлении. Докажите, 
что царь может организовать оповещение так, чтобы все 
жители успели придти к началу бала. 

С. В. Конягин 


Ф105$3. В тонком гладком трубопроводе скользит (в поле 
силы тяжести) гибкий однородный шнур (рис. 1). 
Участки АВ и ВС трубопровода представляют собой 
полуокружности радиусом В, точки А, Ви С лежат 
на одной вертикали; длина шнура [=2л8. Найти все 
точки шнура, в которых натяжение равно нулю в 
тот момент, когда нижний конец шнура находится в 
чочке С. 

Н. Ю. Потеряйко 


Ф1054. Два стержня одинаковой формы сделаны из 
материалов с разными упругими свойствами — модули 
Юнга материалов равны соответственно Е! и Е>. Стержни 
склеены торцами и покрашены одной краской, так что 
получившийся образец выглядит как однородный стер- 
жень. Какой модуль Юнга «вещества» этого стержня 
измерит экспериментатор, не знающий, что стержень 
составной? 

В. А. Давыдов 





Рис. 3. 
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Ф%е путаБегз оЁ аЙ те зогей 
ргоетт8; {п уоиг 1еНег епсюзе 
ап ила атреё  зе{айдгеззей 
епуеюре — уе зНаЙ изе Ц 
+0 зепЯ уси Те соггесбот ге- 
за з. Ш уош Науе ап отета| 
ргоШетл +0 ргорозе Гог риб\са- 
ноп, реазе зепа # {0 из ипдег 
зерага{4е соуег, п (50 сорле5 
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Ф1055. Электрический прибор П подключен к сети пере- 
менного тока с напряжением 220 В через конденсатор 
емкостью С—=0,5 мкФ (рис. 2). Амперметр показывает 
ток 1=0,01 А, показание вольтметра — (И—=180 В. Най- 
ти мощность, потребляемую от сети прибором. Считать 
амперметр и вольтметр идеальными. 

А.Р. Зильберман 


Ф1056. В схеме, изображенной на рисунке 3, ключ Кз 
сначала замкнут, а ключи К, и К> разомкнуты. 
В некоторый момент времени замыкают ключ Кь, а спус- 
тя время 1—0, с замыкают ключ К.. Еще через время 
{-—=0,2 с размыкают ключ К:. Найти: 1) максимальное 
напряжение на конденсаторе; 2) ток через катушку Г 
через время {3—1 с после замыкания ключа К.. Сопро- 
тивлением проводов пренебречь, диод считать идеаль- 
ным; 2[,=1 Гн, Е2=0,5 Гн, С=10 мкФ, И. =10 В. 
А.Р. Зильберман 


Ф1057. Гантель, состоящая из двух шариков массой т 
каждый, закрепленных на концах легкого стержия 
длиной 26, подвешена в горизонтальном положении на 
двух нерастяжимых нитях длиной |, расстояние между 
которыми 2а (рис. 4). Найти период малых крутиль- 
ных колебаний гантели. 

М. М. Цыпин 


Ргоетз 
М1041 — М1045; Р1053 — Р1057 


мМ1041. 1е а) Гопг, 5) гее усгысев оЁ а гекуаг рефакоп п 
Ве р!апе Ъе рауеп. Сопз{гис {Те о\тег уегИсев Бу тезпз о а 
ф\0— в14е4 гшег. (А. ууо — 4 гшег доез апуЦп8 а опе— 1 4е4 
илтагкеё ги]ег сап 4о ап сап а1в0 Ъе изеё 40 4гах а те 
рага!е] 10 а рауеп опе а (Те Ффьфаптсе едиа] № Ще гшегз 
эт.) 

М. Г. СплепиЕ 


№М1042. А ше-оЁ-таг сотрейЙоп 13 ограп1теё атопв {1е рирИ® оЁ 
а сегыит <]азз. Еуегу розз'Ые ат ЫсСЬ сап Бе таёе пр оЁ опе, 
+0, ес. рирИв (Би по {Не епыге с]азв) тив рагИс!рае 
ехасИу опсе. Ргоуе {На{ еасЬ {еат “Ш сотре аба!13+ (Пе %еат 
соп81вИпв оЁ аП {Ве оФег рирИз о? Ше с!ав3. 

1. №. Зегкееи 


№М1043. Сап {Ве зе оЁ аП пицевега Бе рагЫМопед шо \Вгее 
зиЪ5е13 зо а Гог апу имервег п \Ме питЬегз л, п— 50, 
п-+ 1987 "Ш ЪБеоп& 40 Шхее 4МЕегепь визе 7 

$. И. Колувит 


М1044. Ргоуе {па оц о? апу Гоцг розИхе питЬег$ И 18 а!мауз 
роззе {0 сНооБе имо питЪегё х апа у зисН аё 
х—у 
= т = 1 
{. М. Зегвееи 


№1045. Опсе прой а име Фе Кшик 0 а зтаШ зацаге 
Кщи4от ой 14е 2 Кш 4есм4ей 1+0 шуйе а] 5 зе ю а 
ВаН аё 11е СопгЁ аф 7 РМ. Аз пооп Не @зра\феНей а Меззепкег 
\Во соШ@ 1гапзт апу теззаке ‘© айу шраБ\але оЁГ Пе 
Ктядот, “Но т фагп со 1талвтЦ апу теззаве © апу оег 
паб апь, ес. ЕасН \пваБЁапё збауз а №13 Нопзе (\Нозе 
1осайоп 13 Кломп) ип] Не дез а тезваве ап {Нея заШз а 
3 Км рег Комг ш Че гедштей Ф@тесИоп. Ргоме Та Ме 
К лв сошШ@ Вауе огкап1=е {те 1хгапзпИз87оп о? теззакез зо Тай 
а! 13 1оуа] зи]есёз сошШ4 геасн Ве Соиг т Ите бог Ме 
Орепщя оЁё \Ше Ва!. 


$. И. Колуаят 
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(а Воещая ос" 3“ Бане), 
заса Фе зоаНоп. Оп Фе 
епу@оре мтйе МЕХ РВОВ- 
РЕМ 14 РНУ$1С$ (ог МАТ- 
НЕМАТ!С$). Реазе рии уоиг 
паше ап а49гезз т ВТОСК 
КЕТТЕК$. РгоМет$ М1041— 
№1045 (гот 153 2155ще меге 
ргоровей а (не 50% Мозсох 
Мафетшайсз Оушр!а8. 


М1021. Альпинист хочет 
подняться на скалу высо- 
той 1000 м. После но- 
чевки в лагере у подножья 
скалы он может подни- 
маться, навешивая верев- 
ку, со скоростью 40 мет- 
ров в час, а после холод- 
ной ночевки на скале — 30 
метров в час. По готовой 
веревке он поднимается со 
скоростью 400 метров в 
час. За сколько дней он 
сможет достичь вершины, 
если будет работать на 
скале (включая поддем по 
веревке) 6 часов в день? 
(Временем спуска и других 
операций пренебречь.) 
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21053. А цпИогт Фазис зим эНаеа ме а этоо&й рАре 
{п 1те ЕагИгз игауЦаНопа! Неа). ТКе весиопз АВ ал@ ВС о 
{1е ре аге зепиагоез ой газ К, {Ве рошёз А, В, С аге оп 
Ве з5ате уегЫса] (5ее Икиге Рис. 1), «Не 1еп И оЁ Ме зишЕ 


зего а Те тотепф мПеп 4Пе зип’ юмег еххетмЦу 18 аб 
Те рошЁ С. 


Г. Уи. Роегув во 


Р1054. Туо годз 01 14епйса]\ заре аге тайе гот тафег}а]: 
\И т ЧИогейь @азИсКу ргорегИез: Уоция’'в тодие оГ Ве 
тацега] едиа]з Е, апа Е› гезресиуеу. ТЬе гофз аге уей 
фокеег еп@ 10 еп4 ап соуегей *йН а соаё оЁ Пе заше рае, 
зо ЗТаЕ Ме запире оБфаштей 1оокз ПКе а ипЁМогт год. У/Ва 
уаие оГ Уоипа‘в подыоз Тот \е “талемаГ” соли Ве 
гой %Ш Бе теазиге4 Бу {Ве илзизресИлпв ехрейтепеаюг. мво 
33 ипау’аге (Вар {Те гой 13 по ип {огт? 

У. А. Ррарудоо 


Р1055. ТЬе еесё<с аррагайиз П 18 соппесфед № а зошгсе о? 
аНегпайпя сиггепё оЁ 220 У \4а а сарасЦог 0 С-=0.5 „Р 
(зее Пвиге Рис. 2). ТНе аттеег зНо\з а сигтепё оЁ [=0.01 А, 
Фе мошлеет зНомз О=180 У. Ета фе рощег Ггом Фе зоигсе 
изед Ъу Ме аррага\и. ТЬе аттаеег апй уойтеег аге аззитей 
{Чеа1. 

А. В. дибегтал 


Р1056. ш \ме стсий зНомп ом Ябиге Рис. 3 {Ме з\цев К. 18 
штпе оп ас Йгз “Це 1пе зиИсКез К' ап4 К, аге фигпеб ое. 
Ата сет тотепй К, #3 змИсКед оп, ап т В»0.} весопав 
]афег зо 13 К›. ш апоМег 2,—=0.2 зесопав К. 18 зиИсре@ ое. 
Ра: 1+) Ме тахита! 4епзюоп оп Те сарасИог; 2) Ее сихгепё 
ЧУИтощей {Те соц Ги ат Име 13=1 э ает \Ме зумев К, уаз 
{игле оп. ТКНе гевзбапсе оЁ ФВе хтев тау Бе педесе4, 4Ве 
Ч1одез азвитед 14еа1; Гл==1 Н, Ё.=0.5 Н, С»10 иЕ, Ио 10 У. 
А. В. Бибегтап 
21057. А чейНе ог БодуБиЙалль, сопз15Илк оЁ УМО з0Н8 
врНегез оЁ тазз т еасй }отеф Бу а ВЯБ го оёЁ Пепе! 2, 
Вапеа ВоплогаПу оп 4мо теазНс уез ой Пепе { эНове 
415%апсе 13 2а (зее Ёщихге Рис. 4). Рт@ \е рефо@ оЁ зта| 
гобайопа] оссШаЦоп8 ох Ще меш. 
М. М. Тзурт 


Решения задач 
№1021 — М1025; Ф1033 — $1037 


Ответ: за пять дней. 

Обозначим. через х, наибольшую высоту, до которой 
альпинист может подняться за п дней (п—1,2, ...). Если 
к концу какого-то дня он достиг высоты № метров, 
на следующий день он может подияться на высоту 
й#+6-30 —=В-{ 180 метров, если будет ночевать на скале, 

в 


и на высоту #-- (6— 155 ) 40—71 {-240—1/10 метров, ес- 


ли спустится ночевать вниз. Ясно, что первый ва- 
риант выгоднее, если 180 240 —1/10, то есть А > 600, 
второй — если }#< 600. Таким образом, 
ы ={ х.-- 240 — х,/10, если х. = 600, 

2+7 х,- 180, если х.—> 600. 


п Хз 


240 
456 
650,4 
830,4 
1010,4 


с арою = 


М1022. Первые 8 нату- 
ральных чисел можно рас- 
ставить в две строки (рис. 
1) так, что сумма чисел в 
верхней строке равна сум- 
ме чисел в нижней, а сум- 
мы чисел в столбцах также 
равны между собой. Мож- 
но ли расставить подоб- 
ным образом первые: а) де- 
сять, 6) двенадцать нату- 
ральных чисел? 

6) при каких натураль- 
ных п можно расставить 
таким образом числа от 1 
до 2п? 





№1023. Всегда ли из 100 
треугольников найдется 
хотя бы один такой, что 
его можно целиком по- 
крыть остальными 99? 
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Начав с х-=0, можно определить х, последовательно 
для всех п. Поскольку х4.< 1000, а х->1000, альпинист 
сможет достичь вершины скалы к концу 5-го дня; 
для этого он должен первые две ночевки провести внизу, 
а последние две — на скале. 


Ответ: а) нельзя, 6) можно (рис. 2), в) можно при 
четных п>4. 

Рассмотрим сразу общий случай (задача в)). Сумма 
всех чисел от 1 до 2п должна быть четной (только 
тогда их можно разбить на две группы © равными 
суммами). Поскольку 1-+2-...Р2п=п(2п--1), число п 
не может быть нечетным; отсюда же следует, что 
суммы по столбцам должны равняться 2п-|-1. 

Пусть п-=2и. Выпишем в первой строке числа от 
1 до 2А, а под ними — числа, дополняющие их 
до 21п--1=42 411: 


И. Б. Васильев 


2—1 2Е 
2Е--2 2Е-1. 


1 2 3 Г 
АЕ АК 1 4—2 55 


Сумма нижних чисел равна (1--2-{...[Е2%)-Р2#- 24, т.е. 
на 4’ больше суммы верхних чисел. Следовательно, 
мы должны переставить в нескольких столбцах верхнее 
число вниз, а нижнее — вверх так, чтобы в итоге верх- 
няя сумма увеличилась на 24? (а нижняя на столько же 
уменьшгилась). Заметим, что 71-е слева число верхней 
строки на 2Ё меньше т-го справа числа нижней строки 
лля всех т=1, 2, ... 2, поэтому, если переставить 
одновременно числа в двух столбцах, равноотстоящих 
от краев таблицы, верхняя сумма возрастет на 48. 
При четном Ё такую перестановку достаточно проде- 
лать для №/2 симметричных пар столбцов; верхняя сум- 
ма возрастет на АЕ. /2 = 24°, При нечетном А > 3 пере- 
ставим верхние числа #--1 и 2#№ с соответствующими 
нижними — Зри 2-1, а также еще числа (#—1)/2 
симметричных пар столбцов. Мы снова получим нуж- 
ное увеличение верхней суммы: 
ЗЕ- (ЕТО —2А--4Ё. (Е—1)/2=217. 

Наконец, при А—=1 нужной расстановки, очевидно, не 


существует. 
№. МН. Штеренберг 


Ответ : не всегда. Покажем, что существует даже беско- 
нечная последовательность треугольнннов Ть, Т., ..., ни 
один из которых нельзя покрыть остальными. 

Эта последовательность строится по следующему 
приннипу. Сначала определим последовательность а, 
длин наибольших сторон треугольников Т, так, чтобы 
при любом наложении треугольников Ту, Ть, ..., Т„_1 на 
Т, оставалась непокрытой фиксированная (не завися- 
щая от п) доля площади треугольника ТГ, — это можно 
обеспечить зыбором @а,, достаточно большого по срав- 
нению с @,...@, |. Затем надо подобрать последо- 
вательность площадей 5, треугольников Т, так, чтобы 
суммЕрная площадь треугольников Г, 1, Г, >, -.. была 
меньше площади непокрытой части треугольника Т.,— 
этого можно добиться за счет достаточно быстрого 
убывания последовательности площадей. 

® 



















№М1024*. Докажите, что 
для любых двух треуголь- 
ников с углами в, В, фи 
1, Вь и выполнено нера- 
венство 


с0$ ат 
А а 


со5 В! 
эм В 


ЗЕ ос ВЕ т. 


с0$ 1: 
пу ^“ 





М1025%. Две прямые, про- 
веденные через одну и дру- 
гую точку пересечения 
продолжений ’противопо- 
зожных сторон выпуклого 
четырехугольника, разре- 
зают его на четыре мень- 
ших  четырехугольника. 
Докажите, что если в два 
их них, не имеющие общей 
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Приведем пример одной из таких последователь- 
ностей треугольников. Пусть Т, — правильный треуголь- 
ник со стороной а:=1; Т, при п>>1 — равнобедрен- 
ный треугольник с основаннем а,—=4"`' и площадью 
5$,=5:/4"7!, где $51 =-/3/4 — площадь треугольника 
Т' (высота й„ треугольника Т’, равна 2$,/а.==2\/3/4 ^^^ '). 
Рассмотрим треугольники Т., Ть, ..., Т,. Каждый из 
треугольников Т, 1<#<п— 1, помещается в полосе \и- 
рины не больше а, перпендякулярной основанию тре- 
угольника Т’, (см. рисунок). Плозкадь, покрываемая этой 
полосой в Т,, меньше а,- й,, поэтому суммарная 
площадь, покрываемая треугольниками Ть» ..., Г. в Т, 
меньше (а-+2.-...На„_.)й, (эта оценка очень грубая, 
но ее нам вполне хватит). Поскольку 


2 ь. 1 
а,-а»-...+а„_.= ыы (41 1< 3 @= 
покрытая площадь треугольника Т, меньше а,й,/8= 


—=25,/3, а значит, больше трети площади Т, остается 
непокрытой. В то же время 





+ 1 4-2. 
1 1 5 15 1 
=5 ( + — „.)= у = $, 
Аа" та 41 — 1/4) 34"! Е: 
Следовательно, треугольниками Ту... ТГ.) Тозь 


Т.+-. ... нельзя покрыть весь треугольник Х.. 


Г. А. Гурввич 


Фиксируем а, В, 7. Мы должны доказать, что наибольшее 

значение левой части рассматриваемого неравенства как 

функции от а, ВР, 7! при о, РВ.-Ну=л достигается, 

когда и,=9, В, =В, 7. =у. Умиожая левую часть на 
эп с-51м В-зт у, придадим ей вид 

зп В $1 п } с0з 2! -Е эт > т 2 с0$ В зп © 91т В соз 1 = А. 
Это выражение можно истолковать как сумму (взятую 

со знаком минус) трех попарных скалярных произведе- 

ний векторов а 6 и с длин а=зта, 6-1 В, 
с=зт у, направленных по сторонам треугольника с 
углами @›, Вь фи! (см. рисунок): 


А=—(6-с сааб) = 
Ее - аниса 5-е) -(а-+ 55), 


поскольку Бе с03 и= —В.би т. д. Очевидно, что наи- 
большее значение эта величина принимаеу, когда 
а 6 с—0, т. е. из векторов а, 6, с можно составить 
треугольник. Углы этого среугольника равны ат, Ви, ть а 
противолежащие им стороны — эт а, $11 В, зап }; по тео- 
реме синусов получаем, что а=аь В=Вь, ф=Уь. 


Р. ИП. Ушаков 


Известно, что в четырехугольник можно вписать окруж- 
ность тогда и только тогда, когда суммы его про- 
тивололожных стороя равны. Оказывается, имеются 
еще два аналогичных призиака, которые и используют- 
ся в режении задачи. 

Пусть стороны АВ и ОС четырехугольника АВС 
при продолжении пересекаются в точке Е, Ари ВС — в 
точке Е (рис. 1). Тогда для существования впи- 
санной в четырехугольник АВСР окружности необхо- 
димо и достаточно выполнение любого из следующих 


стороны, можно вписать 
окружности, то и в исход- 
ный четырехугольник 
можно вписать окруж- 
ность. 
Е 
| о) 
С 
А 
В Е 
Рис. 1. Е 
р 
А х 
А Ч 
В 
Рис. 2. 


Ф1033. Через блок радиу- 
сом В перекинут однород- 
ный гибкий канат массой 
т и длиной р прикреп- 
ленный к двум крюкам на 
потолке, расположенным 
на расстоянии 28 (см. ри- 
сунок). На оси блока ви- 
сит груз, масса которого 
вместе с блоком М. Трение 
между канатом и блоком 
отсутствует. Найти мини- 
мальную силу натяжения 
каната. 





Е 
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двух условий: 
ЕВ-РВ=ЕР- ЕР, {1} 
ЕА—РА—=ЕС— ЕС. (2) 

Докажем их необходимость. Пусть а, 6. с, 4, е, [ — дли- 
ны касательных, проведенных из точек А, В, С, Р, Е, Ек 
вписанной в АВСО окружности. Тогда ЕВ=е—, ЕВ= 
=1--Ь, Ер=е--а, Рр= |—а, так что обе части равенства 
(1) равны е-/. Аналогично доказывается, что обе 
части равенства (2) равны е—/. 

Докажем достаточность условия (1). Пусть оно вы- 
полнено. Впишем в треугольник АЕР окружность и 
проведем к ней из точки РГР касательную, пере- 
секающую ЕА и ЕР в точках В, и С,. Из дока- 
занного выше следует, что ЕВ, + РВ, =ЕД {+ РО =ЕВ- 
+ РВ, т. е. ЕВ =ЕВ, (ЕВ, — ЕВ)-= РВ, +ВВ, (знак зави- 
сит от того, с какой стороны от В лежит точка В:). Полу- 
ченное равенство при В\--В противоречит неравенству 
треугольника для точек Р, В и В.. Следовательно, 
В,=В — построенная окружность касается и четвер- 
той стороны ВС данного четырехугольника. Достаточ- 
ность условия (2) устанавливается аналогично. - 

Теперь легко доказать утверждение задачи. Пусть О — 
точка пересечения прямых, разрезающих данный че- 
тырехугольник АВСШ (рис. 2). Если окружности можно 
вписать в четырехугольники при вершинах В и ДО, тов 
силу условия (1) для этих  четырехугольников 
ЕВ--РВЬЕО--РО=ЕР--РГ; применяя условие (1) к 
АВС, получаем, что и в этот четырехугольник можно 
вписать окружность. Для четырехугольников при вер- 
шинах А и С утверждение задачи по признаку 
(2) вытекает из равенств ЕКА —РА—ёЕО—РО—=ЕС— ЕС. 


И. Ф. Шарыгик 


Рассмотрим левую половину каната АВО (см. рисунок). 
Ясно, что чем ниже на участке АВ точка каната, 
тем меныше в этой точке сила натяжения. Поэтому 
точку каната с минимальным натяжением надо искать 
где-то на участке ВО. Возьмем произвольную точку 
С на этом участке, находящуюся на расстоянии 
Н от потолка. 

На участок каната АВС действует направленная 
вертикально вверх сила РЁ: со стороны крюка, сила 
натяжения каната РЁ в точке С (со стороны расположен- 
ной справа от точки С части каната), а также силы давле- 
ния блока на канат, рассредоточенные по всей 
поверхности соприкосновения каната с блоком. 

Переместим мысленно участок каната АВС на сколь 
угодно малое расстояние х таким образом, чтобы он 
занял новое положение А В:С, (см. рисунок). При таком 
перемещении сила Р, совершит работу Ех, а сила РЁ 
совершит отрицательную работу — Рх. Силы давления 
блока на канат работы не совершат (в каждой точке 
каната они направлены перпендикулярно направлению 
перемещения этой точки). Потенциальная энергия пе- 
ремещенного участка каната увеличится при этом на 
ту же величину, на какую увеличится потенциаль- 
ная энергия кусочка каната длиной х и массой 


т 
Г х при перенесении его из положения СС: в положе- 


ние АА!. По закону сохранения энергии 
т 


Р.х—Рх= т х=Н. 
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$1034. Моль идеального 
газа из начального состоя- 
ния Г с температурой Т!= 
—100 К. расширяясь через 
турбину в пустой сосуд, со- 
вершает некоторую работу 
и переходит в состояние 2 
{см. рисунок). Этот переход 
происходит без подвода 
либо отвода тепла. Затем 
газ сжимают в процессе 
2-3, в котором давление 
является линейной функ- 
цией объема, и наконец, в 
изохорическом процессе 
3—1 газ возвращается в 
исходное состояние. Найти 
работу. совершенную га- 
зом при расширении через 
турбину в переходе 1-2, 
если в процессах 83-1 
к газу в итоге подведено 
@—=12 Дж тепла. Известно 
также, что Т.=Т. У.= 
—=3ЗУк; газовая постоянная 
В =8,31 ДжИмоль-К)- 





Ф1035. Электрический ди- 
поль из двух жестко свя- 
занных точечных зарядов 
+-чи — а, расположенных 
на расстоянии { друг от 
друга, пролетает плоский 
конденсатор, пластины ко- 
торого подключены к ис- 
точнику Сс постоянной 
ЭДС + (см. рисунок). Опре- 


28 


Куапетесте.ги 


Отсюда 
Р=Р.— т хЕН. (1) 


Теперь видно, что минимальное значение Г на участ- 
ке ВБ будет при максимально возможном значении Н, 
т. е. в точке Ш. Равенство (1) для точки БР имеет вид 


о и 


1 
Так как Р, = Ра (М--т)и, что легко показать, то мини- 


мальная сила натяжения каната равна 


Гао МЕ И а 2) (М икл—2) 7) 8 


2 {| 2` 


В. И. Чивилев 
При расогирении газа через турбину в пустой сосуд он 
совершает работу за счет своей внутренней энергии 
(так как подвода тепла нет). В процессе такого перехода 
отдельные части газа могут иметь разные температуры 
и давления — это так называемое «неравновесное» 
расширение. Однако после установления в газе равновес- 
ной температуры Т> и давления р. совершенная газом 
работа однозначно определяется законом сохранения 
энергии: 


А;_.=сиТ.—Т.), где су= т Е. 


На участке 2->3 начальная внутренняя энергия газа 
равна конечной, поэтому подведенное к газу тепло 
@, .зопределяется совершенной газом работой (площадь 
трапеции): 


1—с: у 
@:.-1= А = РАЦ, ВТ: : 


5а * где о= у. =3. 





На участке 3-1! подведенное к газу тепло опре- 
деляется изменением его внутренней знергии, так как в 
изохорическом процессе работа газом не совершается: 


@.., = с(т.—Т3) = с(Т,—Т.). 
По условию @,.,- ©..,— © = 72 Дж, или 


2 
ВТ, Г, — тд = 0. 


Последнее равенство позволяет найти температуру 
Т» а затем и работу А,..: 
а —1 
Я АТ, 5 
а 


А ....= РЕ —=625 Дж. 
1+ 


су 2а 





А. А. Шеронов 


Прежде всего следует отметить, что диполь будет 
*втягиваться» в конденсатор — результирующая 
сила, действующая на него со стороны пластин, 
направлена внутрь конденсатора, и следовательно, в 
конденсаторе скорость диполя возрастает. 

Так как поле в конденсаторе поддерживается по- 
стоянным, можно пренебречь влиянием поля диполя 
на заряды пластин, т. е. считать поле конденса- 
тора внешним (независимым) по отношению к дипо- 
лю. 


делите скорость диполя в 
центре конденсатора, если 
известно, что его скорость 
вдали от конденсатора рав- 
на 1. Расстояние между 
пластинами конденсатора 
4, масса диполя т. Влия- 
нием силы тяжести пре- 
небречь. 





$1036. К телу массой т = 
20 г, лежащему на глад- 
ком горизонтальном полу, 
привязаны две одинаковые 
упругие нити жесткостью 
к—=10* НЫ/м. Одна нить 
приклеплена к стене, сво- 
бодный конец второй нити 
начинают тянуть в гори- 
зонтальном направлении 
со скоростью в=10 м/с. 
Какая нить порвется, если 
разрыв каждой нити про- 
исходит при абсолютном 
удлинении ^М:}—5 см 


Считать, что закон Гука 
выполняется для нитей 
вплоть 90 их разрыва; 
трения нет. 





Рис. 1. 
- 
ве == 
-5/2 
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Лоле конденсатора — потенциальное; следовательно, 
в конденсаторе диполь будет обладать и потенциаль- 
ной энергией. Эта энергия равна 


и и 
И = (+ 94+ + (—94х- =9-(х.-х_)= — чт, 


где х. их _=х. +1 — координаты зарядов + аи — 4, 
Ф.- и ф._ — потенциалы в точках с координатами 
Хх. их; координата х отсчитывается от отрицатель- 
но заряженной пластины (см. рисунок). При таком 
выборе начала отсчета работа по перемещению еди- 
ничного заряда с отрицательной пластины на положи- 
тельную равна =. 

Искомую скорость диполя найдем из закона сохране- 
ния энергии; 


ти © 


= 2 — 91, 


пя 
2 а 


откуда 


= (+ Ване и. 


А. В. Шелагин 


За процессом растяжения нитей удобно 
перейдя из неподвижной снстемы (рис. 1) в сис- 
тему координат, двужущуюся вправо со скоростью 
2/2; начало отсчета в первый момент времени сов- 
падает с телом (рис. 2). 

Относительно этой системы координат концы нитей 
движутся в разные стороны со скоростями 05/2; 
тело в первый момент времени находится в начале 
координат (х =0)} и движется влево со скоростью 
2/2. 

Сила упругости, действующая на тело, не зависит от 
движения концов нитей, а зависит лишь от смеще- 
ния тела х от первоначального положения: 


Р.; = — КА + х) + (А — х) = — 2х, 


где А{ = (#/24 — абсолютное значение смещений 
концов нити к тому момеиту, когда смещение тела 
равно х. Следовательно, тело будет совершать гармо- 
нические колебания с частотой = /2В/т = 10° Гц 
около первоначального положения. Смещение тела ме- 
няется со временем по закону 


следить, 


в . 
х = — г Это 
2% 
а удлинения нитей — 


о 


АЙ = 5 


ГАА й 
+— ре ЗАП, >, 
8 о : 
АР = 2 е-- 23 «Е. 
Отсюда видно, 
дов колебаний — 
т 2 \ 
пт << т (т= "М, п=0,1,2,..) 
— сильнее будет растянута первая нить, в течение не- 


четных полупериодов — вторая. 
Таким образом, вторая нить порвется, если выпол- 


няется условие 


что в течение четных полуперио- 


«)митиниме ь Фил в 


39 
я&а— 


бити м Жан 


| 


%/, 


ыы 


Рис. 3. 


Ф1037. В полой сфере про- 
делано маленькое отверс- 
тие, через которое внутрь 
проникает узкий парад- 
лельный пучок света. 
Внутренняя поверхность 
сферы отражает свет во 
все стороны одинаково 
(диффузно) и не поглощает 
его. Как будит различать- 
ся в этом случае освещен- 
ности в точке, диаметраль- 
но противоположной от- 
верстию, и в0 всех ос- 
тальных точках сферы? 
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Т 
2" > 5 < Ар {2п-+1) 


о) 


[2 
э’ 
или 
а =2.- 
ОЕ < 5. < ал’ ГАе 40—20: ар/ Л. 

Область скоростей (точнее, отношение и/ио), при ко- 
торых рвется вторая нить, на рисунке 3 показана штри- 
ховкой. При больших скоростях, т. е. когда о/о>1, 
всегда рвется та нить, за которую тянут; при мень- 
ших скоростях ответ неоднозначен. 

Для приведенных в условиях данных о/ь. =0,314. 
Следовательно, порвется нить, привязанная к стене. 


Е. П. Соколов 


Поскольку по условию задачи внутренняя поверх- 
ность сферы не поглощает падающую на нее све- 
товую энергию, после многократных отражений через 
некоторое время в системе установится равновесие. 
При этом каждый небольшой участок внутренней 
поверхности сферы всю попадающую на него све- 
товую энергию будет равномерно рассеивать во все 
стороны. В результате устаиовления равновесия осве- 
щенность всех внутреиних точек сферы, кроме точки, 
противоположной отверстию, будет одинаковой. При 
равновесии суммарная световая энергия, приходящая к 
отверстию в единицу времени от всех внутренних 
точек. сферы, будет равна энергии, поступающей 
через отверстие в сферу извне. Такнм образом, 
после установления равновесия (а нменно такая ситуа- 
ция и рассматривается в задаче) отверстие будет 
эквивалентно устройству, которое всю приходящую к 
нему энергию от всех внутренних точек сферы посы- 
лает узким пучком в диаметрально противоположную 
точку. 

Легко понять, что в силу малости отверстия сум- 
марная эиергия, приходящая к нему от всех участ- 
ков внутренней поверхности сферы, равна суммар- 
ной энергии, рассеиваемой во все стороны любым 
участком сферы, равным по площади отверстию (это 
следует из обратимости состояния равновесия — если 
все рассеиваемые лучи ззаставить» двигаться в 
обратных направлениях, то ничего не изменится); это 
рассуждение не касается только точки, диаметрально 
противоположной отверстию. 

Итак, в силу рассеяния доли энергии, посылаемые 
всеми внутренними точками как к отверстию, таки в 
противоположную отверстию точку, будут одинаковыми. 
Кроме того, ровно столько же энергии придет в точку, 
противоположную отверстию, и от отверстия. Следо- 
вательно, освещенность внутренних точек сферической 
поверхности будет ровно вдвое меньше освещенности 
точек участка сферы, противоположного отверстию. 
(Чем меньше площадь отверстия, тем точиее выпол- 
няется отношение 1:2.) 

С. С. Кротов 








Задачи 


1. У каких полуокружностей, изоб- 
раженный на рисунке, сумма длин 
больше — у верхних или у нижних? 

2. Почему растения не рекоменду- 
ют поливать днем, особенно в солнеч- 
ную погоду? 

3. Совершите путеществие из пунк- 
та П в пункт Е (см. рисунок}. Для это- 
го замените буквы цифрами так, что- 
бы все равенства стали верными (оди- 
наковые буквы заменяются одинако- 
выми цифрами, разные — разными). 
Счастливого пути! 

4. Из шести косточек домино выло- 
жен прямоугольник так, что ему соот- 
ветствует пример на сложение (см. ри- 
сунок). Сложите из шести косточек 
домино (может быть, других) такой 
же прямоугольник так, чтобы сумма 
{т. е. число в нижней строчке) была 
наименьшей. 

5. В детском кафе стоят одинако- 
вые круглые и одинаковые квадрат- 
ные столы, на которых лежат одина- 
ковые круглые и одинаковые квадрат- 
ные салфетки. Известно, что круглый 
стол можно покрыть четырьмя квад- 
ратными салфетками, а квадрат- 
ный — четырьмя круглыми салфет- 
ками. Покажите, что диаметр круглой 
салфетки не меньше половины днаго- 
нали квадратного стола, а сторона 
квадратной салфетки не меньше ра- 
диуса круглого стола. 

Эти задвчи нам предложили ученик 8 класса 
Ю. Файзуллаев из колхоза «Правда» Шэват- 
ского района Хорезмской области, А. П. Савин, 


Л. П. Мочалов, Тран Куанг Дат (СРВ), В. В. Про- 
изволов. 
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ИЗ ИСТОРИИ ДРОБЕЙ 


Доктор физико-математических наук 
Н. Я. ВИЛЕНКИН 


Первой дробью, с которой познакоми- 
лись люди, была половина. Хотя на- 
звания всех следующих дробей связа- 
ны с названиями их знаменателей 
(три — «треть», четыре — зчетверть» 
ит. д.), для половины это не так — ее 
название во всех языках не имеет ни- 
чего общего со словом +два». Следую- 
щей дробью была треть. Эти и неко- 
торые другие дроби встречаются в 
древнейших дошедших до нас мате- 
матических текстах, составленных 6бо- 
лее 5000 лет тому назад, — древнееги- 
петских папирусах и вавилонских 
клинописных табличках. И у египтян, 
и у вавилонян были специальные 
обозначения для дробей 1/3 и 2/3, не 
совпадающие с обозначениями для 
других дробей. 

Египтяне все дроби старались запи- 
сать как суммы долей, т. е. дробей ви- 
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да 1/п. Единственным исключением 
была дробь 2/3. Например, вместо 
8/15 они писали 1/3--1/5. Иногда 
это бывало удобно. В папирусе, напи- 
санном египетским писцом Ахмесом, 
есть задача: разделить семь хлебов 
между восемью людьми. Если резать 
каждый хлеб на 8 частей, придется 
сделать 49 разрезов. А по-египетски 
эта задача решалась так. Дробь 1/8 за- 
писывали в виде долей: 1/2--1/4-|- 
-{ 1/8. Теперь ясно, что надо 4 хлеба 
разрезать пополам, 2 хлеба на 4 части 
и только один хлеб — на 8 частей (все- 
го 17 разрезов). 

Но складывать записанные в виде 
долей дроби было неудобно. Ведь 
в оба слагаемых могут входить 
одинаковые доли, и тогда при сло- 
жении появится дробь вида 2/п. 
А таких дробей египтяне не до- 





пускали. Поэтому папирус Ахмеса 
начинается с таблицы, в которой все 
дроби вида 2/п, от 2/5 до 2/99, запи- 
саны в виде сумм долей. С помощью 
этой таблицы выполняли и деление 
целых чисел. Вот, например, как дели- 
ли 5 на 21: 


5 1 2 рее 
ЕАН (+Ь 
1 





1 12 1 
ао м 
1 рые | 2..1 1 1 
АЕ о аа Ра: 


Умели египтяне также умножать 
и делить дроби. Но при умножении 
приходилось умножать доли на доли, 
а потом, быть может, снова исполь- 
зовать таблицу. Еще сложнее обстоя- 
ло дело с делением. 

Совсем иным путем пошли вавило- 
няне. Дело в том, что система счисле- 
ния в Вавилоне была шестидесятирич- 
ной — каждая единица следующего 
разряда была в 60 раз больше преды- 
дущей. Например, запись 14” 42’ 38 
означала число 14. 604142. 60+ 38, 
т. е. в нашей записи число 52958 


Куапетссте. ти 





(только вавилоняне пользовались не 
нашими цифрами, а другими обозна- 
чениями, составленными из клиньев). 
Поэтому и дроби были у вавилонян 
не десятичными, а шестидесятирич- 
ными. По сути дела мы и сейчас поль- 
зуемся такими дробями в обозначе- 
ниях времени и величин углов. Напри- 
мер, время 3 ч 17 мин 28 с можно 
записать и так: 3,17'28” ч (читается 
3 целых, 17 шестидесятых 28 три ты- 
сячи шестисотых часа). Вместо слов 
«1пестидесятые доли», +зтри тысячи 
1пестисотые долиь говорили короче: 
«первые малые доли», «вторые малые 
доли». От этого и произошли наши 
слова +*минута» (по латыни змень- 
шая») и зсекунда» (по латыни звто- 
рая»). Так что вавилонский способ 
обозначения дробей сохранил свое 
значение до сих пор. 

Не все дроби можно изобразить в 
винде конечных шестидесятиричных, 
как и не все дроби записываются в ви- 
де конечных десятичных. Например, 
дроби вида 1/7, 1/11, 1/13 не могут 
быть записаны в шестидесятиричной 
форме. Но их можно с любой степенью 
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точности заменить шестидесятирич- 
ными дробями. Так вавилоняне и по- 
ступали. 

Шестидесятиричными дробями, 
унаследованными от Вавилона, поль- 
зовались греческие и арабские мате- 
матики и астрономы. Но было неудоб- 
но работать над натуральными числа- 
ми, записанными в десятичной систе- 
ме, и дробями, записанными в шести- 
десятиричной. А работать с обыкно- 
венными дробями было совсем уж 


плохо — попробуйте, например, сло- 
3 

жить или умножить дроби на 

8917 

3411 ° 


Поэтому голландский математик и 
инженер Симон Стевин предложил 
в 1585 году перейти к десятичным 
дробям. Сначала их писали весьма 
сложно, но постепенно перешли к 
современной записи. Еще за полтора 
столетия до Стевина десятичные дро- 
би ввел работавший в Самаркандской 
обсерватории Улугбека астроном 
ал-Каши, но его работа осталась не- 
известной европейским математикам. 

Сейчас в ЭВМ используют двоич- 
ные дроби. В двоичной системе счис- 
ления единица каждого следующего 
разряда вдвое больше единицы 
предыдущего разряда. Это позволяет 
при записи чисел пользоваться лишь 
двумя цифрами: 0 и 1. Например, 
запись 100101 означает число 1- 2 
+0. 20. 241. 240. 2-Ы, т. е. 
число 37. Хотя и получается более 
длинная запись, но нужно всего две 
цифры. Такую запись гораздо легче 
реализовать з ЭВМ с помощью элект- 
рического тока (например, 1 — ток 
проходит, а 0 — ток не проходит). 
Двоичные дроби тоже имеют, напри- 
мер, вид 0,101101 (попробуйте про- 
честь, что это означает!). Любопытно, 
что двоичными дробями пользова- 
лись, по сути дела, в Древней Руси, 
где были такие дроби, как половина, 
четь, пол-чети, пол-пол-чети и т. д. 


Интересная система дробей была 
в Древнем Риме. Она основывалась 
на делении единицы измерения веса 
асса на 12 долей. Двенадцатую долю 
асса называли унцией. А}путь, время 
и т. д. сравнивали с наглядной 
вещью — весом. Например, римлянин 
мог сказать, что он прошел семь ун- 
ций пути или прочел 5 унций книги. 
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При этом, конечно, речь не шла о взве- 
шивании пути или книги. Просто го- 
ворилось, что пройдено 7/12 пути или 
прочтено 5/12 книги. А для дробей, 
получающихся сокращением дробей 
со знаменателем 12 или раздробле- 
нием двенадцатых долей на более мел- 
кие, были особые названия. 

Даже сейчас иногда говорят зон 
скрупулезно изучил этот вопрось. 
Это значит, что вопрос изучен до кон- 
ца, что ни одной самой малой неясно- 
сти не осталось. А происходит стран- 
ное слово «скрупулезно» от римского 
названия 1/288 асса — скрипулус. 
В ходу были и такие названия: се- 
мис — половина асса, секстанс — 
шестая его доля, семиунция — по- 
лунции, т. е. 1/24 асса и т. д. Всего 
применялось 18 различных названий. 
Чтобы работать с дробями, надо было 
для этих дробей помнить и таблицу 
сложения, и таблицу умножения. По- 
этому римские купцы твердо знали, 
что при сложении триенса (1/3 асса) 
и секстанса получается семис, а при 
умножении беса {двух третей асса) 
на сескунцию (3/2 унции, т. е. 1/8 ас- 
са) получается унция. При этом они 
хорошо понимали, что умножают не 
сами веса (умножать вес на вес смысла 
не имеет), а выражающие эти веса 
дроби. Для облегчения работы состав- 
лялись специальные таблицы, неко- 
торые из которых дошли до нас. 

Так что ту роль, которую в Древ- 
нем Вавилоне играло число 60, а в 
Древней Руси — число 2, в Древнем 
Риме играло число 12 — римская сис- 
тема дробей и мер была двенадцати- 
ричной (хотя числа они записывали 
по десятичной системе, только другим 
образом, чем это делаем мы). Из-за то- 
го, что числа вида 1/10" не выража- 
ются в форме конечных двенадцати- 
ричных дробей, римляне не умели 
представлять результат деления на 
10, 100 ит. д. дробью. Например, один 
римский математик, деля 1001 асса 
на 100, сначала получил 10 ассов, 
потом раздробил асс на унции и т. д., 
но от остатка, естественно, не изба- 
вился. 

В греческих сочинениях по матема- 
тике дробей не встречалось. Грече- 
ские ученые считали, что математика 
должна заниматься только целыми 


{Окончание см. на с. 54) 
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Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Законы сохране- 
ния и системы отсчета» предназначена вось- 
миклассникам, «Как работает электродвига- 
тель?» — девятиклассникам, «Физика музы- 
кальной гармонии» — десятиклассникам. 


Законы сохранения 
и системы отсчета 


Есть надежный способ проверить, хо- 
рошо ли вы понимаете законы, отно- 
сящиеся к движению тел‚,— рассмот- 
рите явление в различных инерци- 
альных системах отсчета. Нередко 
сразу же обнаруживаются парадоксы, 
свидетельствующие о том, что настоя- 
щего понимания у вас еще нет. Часто 
это связано с тем, что учителя и ав- 
торы учебников и задачников забот- 
ливо выбирают систему отсчета, где 
процесс выглядит наиболее просто. 
Такая методика в значительной мере 
оправданна: зачем вдаваться в слож- 
ные объяснения, если можно сделать 
проще. Однако все это хорошо до поры 
до времени. В нестандартной ситуации 
без обстоятельного анализа и на- 
стоящего понимания не обойтись. 


Все сказанное непосредственно от- 

носится, прежде всего, к закону сохра- 
нения энергии. 
Потенциальная энергия и работа. Вот 
простейшая задача. К, стене прикреп- 
лена растянутая пружина с шаром 
на свободном конце. Сжимаясь, пру- 
жина совершает работу, равную из- 
менению потенциальной энергии, взя- 
тому со знаком минус: 


вх 


А = —АЕ, а (>) 
{Е — жесткость пружины, х — ее 
начальное растяжение). 

Работа произведение модулей 
векторов силы и перемещения на ко- 
синус угла между этими векторами — 
зависит от системы отсчета, так как 
при неизменной силе перемещение те- 
ла в различных системах отсчета раз- 
лично. В то же время потенциальная 
энергия (а значит, и ее изменение) — 
функция расстояния между телами 
или их частями от системы от- 
счета зависеть не может. 

Что будет с равенством (*), если пе- 
рейти в движущуюся систему отсче- 
та? Работа изменится, а потенциаль- 
ная энергия нет? 

Недоразумение разрешается очень 
просто. В действительности измене- 
ние потенциальной энергии двух взаи- 


37 


модействующих тел во всех случаях 
равно, со знаком минус, работе двух 
консервативных сил, приложенных к 
телам. В этом все дело. Потенциаль- 
ная энергия, как и сила, характери- 
зует взаимодействие двух тел. К, одно- 
му телу понятие потенциальной энер- 
гии не применимо. Обычно «для про- 
стоты» рассматриваются такие систе- 
мы отсчета, в которых одно из тел 
(стена в нашем примере) неподвижно 
и поэтому одна из работ равна нулю. 
Работа же двух сил взаимодействия 
одинакова во всех системах отсчета 
благодаря третьему закону Ньютона. 
Покажем это. 

Пусть два тела взаимодействуют 
друг с другом и в неподвижной си- 
стеме отсчета совершают перемеще- 


ния $1 и 52, совпадающие по направле- 
нию_с соответствующими с силами Е, 1 


и Р., причем Е. _Р,, Е! =Р» 
(рис. 1, а). Тогда полная работа 

А = 7:9 +2, =Ё, 51 -+ Р.з.. 
При переходе в систему отсчета, дви- 
жущуюся относительной первой, оба 
тела получают дополнительные пере- 


мещения $5 (рис. }, 6). Работа в этой 
системе 


А’ = Ат -|- А? = Р\(81 + 3) + 
+ Е2($2— 80) = (Ё. 51 + Р25>) + 
[- (Е 5—5) = А. 

Заметим, что полученный результат 
справедлив не только для консерва- 
тивных сил — тяготения и упругости, 
но и для сил трения. 
Работа сил трения. Говорят, и пра- 
вильно говорят, что работа внутрен- 
них сил трения в системе всегда от- 
рицательна. Как это доказать? 

Нельзя ведь утверждать, что сила 
трения во всех случаях совершает от- 
рицательную работу. Положите ручку 
на лист бумаги и потяните за лист. 
Сила, приложенная со стороны ручки 
к листу, совершает отрицательную ра- 


— > 
„-^ Р, 
С) Я 2 
а} 5, 5, 
и Е, 
Ю-о +9. 
6) $, + 55 $23 
Рис. 1. 
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боту, но сила, приложенная к ручке, — 
положительную. Кроме того, выбором 
системы отсчета работу любой силы 
из отрицательной можно превратить 
в положительную за счет изменения 
направления перемещения. 

Однако в системе отсчета, где одно 
из взаимодействующих тел неподвиж- 
но, работа всегда отрицательна, так 
как сила трения направлена против 
скорости относительного движения 
тел. Только что было показано, что 
работа двух сил взаимодействия от 
системы отсчета не зависит. Поэтому 
и в любой системе отсчета суммар- 
ная работа сил трения отрицательна. 
Кинетическая энергия и работа. С ки- 
нетической энергией в различных си- 
стемах отсчета дело обстоит совсем 
иначе, чем с потенциальной. Кинети- 
ческая энергия относится к одному 
телу, а не к двум. Изменение ки- 
нетической энергии тела равно работе 
одной равнодействующей силы, 
т. е. сумме всех сил, приложенных 
к данному телу. Эти силы могут быть 
как внутренними силами системы, так 
и внешними. 

Согласно теореме о кинетической 
энергии, 


АЕ, = 
При переходе в другую систему от- 


счета, движущуюся со скоростью 5 
относительно первой (рис. 2), кинети- 
ческая энергия изменяется: 








ти 
Е, — 2 ъ 
Е = пт __ тео) ря 
ь 2 2 
2 
ть ти 
ИЩИ 
где и, — скорость тела в и. си- 
стеме отсчета, & = —10 — во 


эторой. При действии на тело внеш- 
ней силы, по теореме о кинетической 
энергии, в движущейся системе от- 





Рис. 2. 





2} 5} 


Рис. 3. 


счета 
АЕ, = А’. 

Таким образом, при переходе от од- 
ной системы отсчета к другой меняет- 
ся не только кинетическая энергия, 
но и изменение кинетической энергии. 
Но всегда изменение кинетической 
энергии равно работе сил в этой же 
системе отсчета. 

Определить, как меняется кинетиче- 
ская энергия в зависимости от систе- 
мы отсчета, не сложно, Вычислить же 
изменение работы гораздо сложнее. 
Рассмотрим такую задачу. 

Кубик соскальзывает без трения 
с наклонной плоскости высотой й 
(рис. 3, а). У основания плоскости ки- 
нетическая энергия Ё,.=т0”/2, а на- 
чальная энергия Ё,, = 0. Изменение 
кинетической энергии равно работе 
силы тяжести: 


АЕ, = Е ко > — тай. 





а 
Е = ти 
Е1 2 


Рассмотрим движение кубика с точки 
зрения инерциальной системы отсче- 
та, движущейся относительно наклон- 


ной плоскости со скоростью и == \У2ав 
{рис. 3, 6). В этой системе начальная 
скорость кубика равна о —= \/2=р, а ко- 
нечная скорость равна нулю, поэтому 
2 
; “ —_ и _—_ то 
АЕ, = Е, — Ён = — ь тай. 


Согласно теореме о кинетической 
энергии, 





А\Е, = —тай = А’ 

— работа оказывается отрицатель- 
ной. Дело в том, что в движущейся 
системе отсчета сила реакции плоско- 
сти не перпендикулярна перемещению 
кубика. Она-то и совершает отрица- 
тельную работу (наряду с положи- 
тельной работой силы тяжести), 
уменьшающую кинетическую энер- 
гию кубика. Однако вычислить ее не- 
посредственно, не прибегая к закону 
сохранения энергии, весьма затрудни- 
тельно. 
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Закон сохранения импульса. Импульс 
силы не зависит от системы отсчета. 
Поэтому и изменение импульса тела 
одинаково во всех инерциальных си- 
стемах отсчета: __ 
АР = РА. 

В данном случае все очень просто — 
импульс тела при переходе от одной 
системы отсчета к другой меняется, 
но изменение импульса остается од- 
ним и тем же. 


Как работает 
электродвигатель? 


Г. Я. Мякищев 


Вопрос не такой простой, как кажется 
на первый взгляд. Естественный от- 
вет со ссылкой на закон Ампера для 
силы, действующей на проводник с 
током со стороны магнитного поля, 
суть дела объясняет далеко не пол- 
ностью. 

Откуда берется сила Ампера? Она 
возникает из-за того, что на движу- 
щиеся в проводниках (металлических) 
электроны действует магнитная сила 
Лоренца. Ее модуль 

Р —= ео В зп и, 
где е — заряд частицы, имеющей 
скорость 9, В — магнитная ин- 


дукция, © — угол между векторами 0 
и В. Сила Е. перпендикулярна 0 и В, 
и ее направление определяется прави- 
лом левой руки. Казалось бы, если 
эта сила в любой момент времени пер- 
пендикулярна скорости, то работу со- 
вершать она не может. Тем не ме- 
нее именно магнитная сила вращает 
якорь электродвигателя. 

Столь же ‹загадочна» работа гене- 
ратора, превращающего механиче- 
скую энергию в энергию электриче- 
ского тока. Если ЭДС индуцируется 
во вращающемся якоре генератора, 
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то сторонней силой может быть только 
сила Лоренца. А она работы не со- 
вершает. Откуда же в генераторе по- 
является ЭДС? 

Чтобы понять, в чем здесь дело, 
рассмотрим один из проводников об- 
мотки якоря электродвигателя 
(рис. 1). Вектор магнитной индук- 


ции В перпендикулярен плоскости 
чертежа и направлен от нас. По про- 
воднику сверху вниз течет ток Г, 
электроны при этом движутся снизу 
вверх со скоростью #, относительно 
проводника. Сам проводник движет- 
ся слева направо со скоростью оо. 
Результирующая скорость электро- 
на 5 направлена под углом к провод- 
нику. Сила Лоренца Ё перпендику- 
лярна скорости 0. и ее работа дейст- 
вительно равна нулю. 

Однако силу Ё, как и любую дру- 
гую, можно разложить на две состав- 
ляющие РЁ, м Р., направленные пер- 
пендикулярно проводнику и Ед 
него: Е = Р, Г Р.. Составляющая РЁ! 
совпадает по направлению со ско- 
ростью о. и совершает положительную 
работу А, по перемещению провод- 

— 


ника. Другая составляющая Р. тормо- 
зит электроны и совершает отрица- 
тельную работу А.. 

Вычислим работу каждой силы в единицу 
времени. 

Сила Р! возникает из-за движения элект- 
ронов со скоростью 11 вдоль прозодвика. 


Угол а, между векторами Вий равен л/2. 
Модуль силы Ё, = ес.В. Если бы проводник 


не двигался (0. = 0), то сила Ё, равнялась бы 
Ри не совершала бы работы. Но проводник 
движется со скоростью 02. Поэтому за единицу 
времеии сила Е совершает положительную 
работу 
4:/ё = Ро» = еВио>- 

В свою очередь, сила Ё, появляется за счет 
движения электронов вместе с проводником 
со скоростью 5, перпендикулярной к провод- 





В 
© 
1 = 
Е— 
:- 
Рис. 1. Рис. 2 
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нику. Угол а> между векторами Ви 102 также 
равен 1/2. Модуль силы Е. = ер.В. Если бы 
в проводнике ие бззло _тока (2: = ©), то 


сила Г равнялась бы силе Ри не совершала бы 
работы. Но электроны движутся со ско- 


ростью &, против направления силы Ё.. По- 
этому эта еила тормозит электроны и за еди- 
ницу времени совершает отрицательную ра- 
боту 

А. == — Но: == —©еВыо.. 

Весь фокус в том, что положитель- 
ная работа составляющей силы Ло- 
ренца Е, равна по модулю отрица- 
тельной работе составляющей Р». Пол- 
ная работа силы Лоренца, как это и 
должно быть. равна нулю. 

Удельная работа А2/е = ©, пред- 
ставляет собой ЭДС, индуцируемую 
в якоре электродвигателя. Работа 
силы Р> привела бы к остановке элект- 
ронов и прекращению тока даже при 
нулевом сопротивлении обмоток яко- 
ря, если бы еще одну работу — А; — 
не совершал источник тока. Эту рабо- 
ту соверитает электрическое поле, воз- 
никающее в проводнике при включе- 
вии двигателя в цепь. Напряжение 
источника поддерживает движение 
электронов в обмотке, несмотря на 


торможение их магнитной силой Р> 
и наличие у проводников сопротив- 
ления А. Таким образом, в конечном 
счете электродвигатель работает” за 
счет источника тока, питающего 
якорь. 

Сила тока в цепи якоря определяет- 
ся по формуле 

ео 
в 

где / — приложенное к мотору на- 
пряжение, При включении двигателя 
в первый момент 6, = 0, и сила тока 
оказывается весьма большой из-за 
малого сопротивления обмоток якоря. 
Она в 10—15 раз превышает силу 
тока работающего двигателя. Поэтому 
при пуске мощных двигателей при- 
меняются специальные реостаты для 
плавного повышения напряжения. 

Работа генератора электрического 
тока объясняется так же, как и работа 
мотора. Когда якорь генератора при- 
водится в движение, электроны про- 
водников якоря приобретают скорость 


направленного движения 02 (рис. 2). 
Из-за этого появляется сила Лорен- 


ца Ё.›, сообщающая электронам ско- 
рость 01 вдоль проводников. Резуль- 
тирующая сила К перпендикулярна 


суммарной скорости 5 и\не совершает 


работы. Составляющая Р› представ- 

ляет собой стороннюю силу, вызываю- 

щую появление тока в обмотке якоря. 

Она совершает положительную рабо- 

ту А. ЭДС генератора 6, = А,/е. Дру- 
> 


гая составляющая Ё, направлена про- 
тив движения проводника. Она совер- 
шает отрицательную работу А! и тор- 
мозит вращение якоря. Обе работы 
равны по модулю и противоположны 
по знаку. Якорь не останавливается, 
несмотря на тормозящую силу Р>, 
благодаря действию внешних сил со 
стороны двигателя, вращающего 
якорь. Именно положительная работа 
внешних сил компенсирует отрица- 


тельную работу силы Р\, и вращение 
якоря продолжается непрерывно. 
Чем больше потребителей включено 
в цепь генератора, тем больше должна 
быть сила тока в якоре для поддер- 
жания на выходе генератора неиз- 
менного напряжения. Соответственно, 


больше будет сила Р,, тормозящая 
якорь, и для поддержания номиналь- 
ного режима работы генератора по- 
требуется большая мощность двига- 
теля. Таким образом, включая без 
нужды обыкновенную электрическую 
лампочку, мы заставляем двигатель, 
вращающий якорь генератора, разви- 
вать чуть большую мощность. 


Г. Я. Мякишев 


Физика музыкальной 
гармонии 


Вы знаете, что звуки, окружающие 
нас, есть не что иное, как колебания 
давления и плотности воздуха. Среди 
всего многообразия звуков некоторые 
оказывают на человека сильное эмо- 
циональнсе воздействие. Это — звуки 
музыкальные. Объяснить их особое 
взаимодействие с мозгом только физи- 
ческими причинами, разумеется, нель- 
зя. Но можно, говоря словами Пуш- 
кина, поверить алгеброй гармо- 
нию». 

Согласно дошедшим из древности 
преданиям, первыми, кто попытался 
сделать это, были Пифагор и его уче- 
ники. Ими было установлено, что оди- 
наково натянутые струны, сделанные 
из одного материала, издают соглас- 


Куапетссте.ги 





п ее = В Ж Ч 32 


т Е: 5 
——— 


® > Скорость 
в -> ихорение 


Рис. 1. Колебания струны. закрепленной с двух 
сторон и оттянутой посередине. Каждая сле- 
дующая картинка отличается по времени от 
предыдущей на четверть периода колебаний. 


ное музыкальное звучание, если их 
длины относятся, как небольшие це- 
лые числа. Например, если взять две 
струны, одна из которых вдвое короче 
другой, то извлекаемые из них звуки 
оказываются согласными. Музыканты 
в таком случае говорят, что звуки 
отличаются на октаву, и обозначают 
их одной нотой: например, «до» пер- 
вой октавы, «до» второй октавы и т. п. 

Посмотрим, с физической точки зре- 
ния, как происходят колебания стру- 
ны с закрепленными концами (рис. 1). 
Если струну оттянуть посередине и 
отпустить, она будет совершать коле- 
бания, при которых скорости и уско- 
рения всех точек направлены одина- 
ково. *) Такие колебания определяют 
основной тон звучания струны. Ока- 
зывается, частота У основного тона 
струн, сделанных из одного и того же 
материала и натянутых с одинаковой 
силой, зависит только от их длины [, 
причем зависит обратно пропорцио- 
нально: у- 1/1. Возможны также 
и другие колебания струны — с ча- 
стотой вдвое, втрое и т. д. большей, 
чем частота основного тона. Их на- 
зывают обертонами. 

Но вернемся к музыкальным зву- 
кам. Теперь мы можем сказать, что 
частоты, соответствующие одной и той 
же ноте в первой, второй и т. д. окта- 
вах, относятся, как 1:2:4:8... А как 
следует выбирать музыкальные тоны 


` 





*)О том. кан возникают такне колебання, 
можно прочитать, например, в заметке И. К. Белкн- 
па +О музыкальных звуках и их источникахь 
(«Кванть, 1985. № 9, с. 26). ((Тримеч. ред.} 


внутри одной октавы, чтобы они тоже 
звучали согласно? Ответ на этот во- 
прое дали пифагорейцы, построив 
музыкальную гамму — согласную по- 
следовательность тонов внутри окта- 
вы, т. е, указав закон, по которому 
следует выбирать длины струн для 
извлечения этих тонов (рис. 2). 

Попробуем воспроизвести рассуж- 
дения лифагорейцев. Возьмем струну 
длиной [с частотой основного тона \. 
Соответствующий этой ноте тон в сле- 
дующей октаве имеет частоту 2% — 
его можно извлечь из вдвое более 
короткой струны. Частотный интервал 
от \, до 2%, соответствующий одной 
октаве, мы и будем делить. Как уже 
упоминалось, весьма согласно звучат 
струны, длины которых кратны. По- 
этому можно ожидать, что звук с Ча- 
стотой ‘/-\, извлекаемый из струны 
длиной °/зЙ, также окажется соглас- 
ным основному тону \. Так в пифа- 
горовой гамме появляется звук, назы- 
ваемый квинтой, частота которого 
в 1,5 раза больше частоты основного 
тона. 


Затем естественно попробовать зву- 
чание струны, которая в 1,5 раза длин- 
нее основной. Частота соответствую- 
щего ей основного тона составляет 
*/;м и выходит за пределы рассмат- 
риваемой октавы. Однако мы уже 


знаем, что удвоением, т. е. увеличе- 
этот звук можно 
про- 


нием на октаву, 
перевести в рассматриваемый 
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Рис. 2. Пифагорова гамма. 
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межуток и получить частоту ‘/з\1. Та- 
кой звук называют квартой. Между 
собой частоты квинты и кварты от- 


т =9/8==1,125. Это от- 


ношение и было выбрано пифагорей- 
цами в качестве основного щага — 
ступени гаммы. 

Теперь мы можем воспроизвести 
весь пифагоров строй (названия то- 
нов в нем происходят от латинских 
числительных). Основной тон — при- 
ма — имеет частоту \. Следующий — 
секунда — частоту \ = 1,125\.. Еще 
на один шаг отличается терция: \ = 
= 1,125%2=(1,125)'х: = 1,2656. Ес- 
ли бы мы повторили эту процедуру 
еще раз, то получили бы звук, плохо 
сочетающийся с основным, и при этом 
пропустили бы уже известную нам 
кварту, частота которой у; = “зу, = 
= 1,333 3%: (%4< (1,125) м. =1,424%). 
Поэтому в качестве четвертой ступени 
звукоряда берется кварта, а пятой — 
также уже известная нам квинта: 
У5=1,125 у.=1,50 *,. Частоты двух 
последующих ступеней находятся по 
обычному правилу: У5—=1,125 
—=1,6875 \, — секста, у;=4,125 у,—= 
= 1,8984\ — септима, и последней 
оказывается октава \; = 2\, — верх-. 
няя граница выбранного нами диапа- 
зона частот. 

Как нетрудно видеть, из-за началь- 
ного выбора квинты и кварты в пифа- 
горовом строе возникло два различ- 


носятся как 
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6. терция 
тритон 
квинта 

м. секста 
6. секста 
м, септима 


1,2599 1,3348 1.4983 1.6818 


22, 2925, 772, 292, 


1.0000 1.1225 


у, 27272, 
Рис. 3. Хроматическая гамма- 


ных интервала: основной интервал, 
или большая секунда,— 1,125 = 
%/ = \з/ \ == №5 \а = \ / №5 Е 
\/% и малый интервал,или малая 
секунда, — 1,0535 — \/\; = \/\. Пи- 
фагоровы тоны соответствуют белым 
клавишам клавиатуры, а черные кла- 
виши размещены как раз между теми 
белыми, где оказывается большой 
интервал. 

К сожалению, оказывается, что ши- 
рина двух малых интервалов 
1,0535 Х 1,0535 = 1,110 (поскольку 
интервалы есть отношения частот, то 
для вычисления большего интервала 
входящие в него малые надо пере- 
множать, а не складывать) заметно 
для слуха отличается от большого — 
1,125. Поэтому звуки пифагоровой 
гаммы неравноправны — гамму не 
удается начать с любой из нот. Чтобы 
изменить тональность, музыкальный 
инструмент нужно настроить заново. 
Для струнных инструментов это сде- 
лать нетрудно, но орган, например, 
который состоит из множества труб — 
каждая для своего звука, настраи- 
вают при его создании. 

Несмотря на это неудобство, пифа- 
горова гамма (наряду с другими ти- 
пами музыкальных рядов) прослу- 
жила музыкантам более двух тысяч 
лет — до ХУГ века. Затем получила 
распространение так называемая диа- 
тоническая гамма, которая была по- 
строена на частотах, составленных 
из отношений чисел 2, Зи 5. Но и она 
страдала аналогичным недостатком. 

Толчком к дальнейшему усовер- 
шенствованию музыкального строя, 
возможно, опять стали физические 
исследования. Француз М. Мерсенн 
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6. септима 
октава 





(1588—1648) установил, как зависит 
частота колебаний струны не только 
от ее длины, но и от силы натяжения, 
сечения струны и плотности материа- 
ла, из которого она сделана. Вскоре по- 
сле этого было изобретено фортепиа- 
но — инструмент, в котором струны 
настроены на последовательные му- 
зыкальные тоны с частотами от 27,5 
до 3520 Гц, охватывающие 7 октав. 

Примерно в то же время был создан 
так называемый хорошо темпериро- 
ванный строй, то есть хроматическая 
гамма, в которой все последователь- 
ные интервалы выбраны равными 
между собой (рис. 3). Ключом к ее 
созданию стало математическое сов- 
падение. Оказалось, что степени чис- 
ла '\/2 с хорошей точностью совпа- 
дают с пифагоровыми отношениями 
(сравните их сами) — хроматическая 
квинта, например, отличается от пи- 
фагоровой всего на 0,11% — такая 
погрешность неразличима на слух. 
Поэтому на современных музыкаль- 
ных инструментах можно играть в 
любой из 24 тональностей (12 мажор- 
ных и 12 минорных). То, что при 
этом можно добиться согласного зву- 
чания независимо от тональности, до- 
казывал Бах, когда писал свой «Хо- 
рошо темперированный клавирь 
24 прелюдии и фуги во всех тональ- 
ностях. Существуют ли физические 
причины различия между мажором 
и минором, увы, нам неизвестно до 
сих пор. 


А. В. Бялко 
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{Открытие 
высокотемпературной 
сверхпроводимости) 


«Если нельзя, но очень хочет- 
ся. то можио.ь Этими словами 
можно охарактеризовать от- 
крытие, которое буквально се- 
годня произошло в физике 
твердого тела и о котором 
пойдет речь в данной заметке. 

Впервые о сверхпроводи- 
мости, одном из самых ярких 
и необычных явлений физикн. 
стало известио 28 апреля 1911 
года. Нидерландский физик 
Г. Камерлинг-Оннес на заседа- 
нии Королевской академии 
наук в Амстердаме сообщил 
06 обнаруженном им эффек- 
те — полном исчезновении 
электрического — сопротивле- 
ния ртути, охлажденной жид- 
ким гелием до температуры 
Т-=4,15 В. Вскоре сверхпро- 
водимость при низких тем- 
пературах была обнаружена 
и в ряде других металлов и 
сплавов. 

Практические перспекти- 
вы открытого явления каза- 
лись безграничными: линии 
передач электроэнергии без 
потерь, сверхмощные магни- 
ты, электромоторы и транс- 
форматоры нового типа, акку- 
муляторы с неограниченной 
емкостью и т. п. Однако два 
непреодолимых в то время 
препятствия стали на пути 
реализации этих планов. Пер- 
вое — это чрезвычайно низкие 
температуры, при которых 
сверхпроводимость проявля- 
лась во всех известных мате- 
риалах. Для охлаждения до 
таких температур приходится 
пользоваться  остродефицит- 
ным и дорогим жидким гели- 
ем, что делает многие заман- 
чивые проекты использования 
сверхпроводимости попросту 
нерентабельными. Второе пре- 
пятствие — его вскоре с разо- 
чарованием обнаружил сам 
Камерлииг-Оннес — связано с 
тем, что сверхпроводимость 
оказалась весьма «каприз- 
ной» по отношению к маг- 
нитному полю: в сильных по- 
лях оиа исчезает (в ртути, 
например, это происходит при 
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индукции магнитного поля 
выше 0,04 Тл). 

На протяжении длительно- 
го времени природа сверхпро- 
водимости оставалась необъ- 
ясненной, лишь в 1957 году 
это явление нашло последо- 
вательное теоретическое объ- 
яснение. Как оказалось, сверх- 
проводимость связана с воз- 
никиовением в некоторых ме- 
таллах при низких темпера- 
турах специфического притя- 
жения между электронами, 
обусловлеиного их взаимо- 
действием посредством окру- 


жающей кристаллической 
решетки. 

Создание теории сверхпро- 
водимости дало мощный 


импульс дальнейшим ее ис- 
следованиям. Наряду с обна- 
ружением принципиально но- 
вых, квантовых, эффектов, 
свойственных сверхпроводни- 
кам, значительный прогресс 
был достигнут и в получении 
новых сверхпроводящих мате- 
риалов. Так, к середине 80-х 
годов были созданы сверх- 
проводники, способные вы- 
держивать огромные магнит- 
ные поля (вплоть до 60 Тл) 
и пропускать соответственно 
большие токи. Однако в облас- 
ти повышения так называе- 
мой критической температу- 
ры — максимальной темпера- 
туры. при которой в образце 
еще возможно — протекание 
сверхпроводящего тока, за 
последние 15 лет, несмотря на 
колоссальные усилия ученых 
всего мира, не удалось сдви- 
нуться с рекордного значения 
23 К (для сплава М№Ь.Се) ни 
на один градус. 

Но, может быть, явление 
сверхпроводимости принципи- 
ально невозможно при доста- 
точио высоких температурах? 
Именно к такому выводу от- 
носнтельно обычной сверхпро- 
водимостн {обусловленной 
взаимодействием электронов 
посредством решетки) и скло- 
нялись ученые. Самые опти- 
мистические прогнозы пред- 
сказывалн предельно возмож- 
ные значения критических 
температур порядка 30—40 К. 

И вот в конце 1986 года 
научный мир был взбудора- 
жен сенсационным сообщени- 
ем 0б обнаружении нового 
ряда сверхпроводящих  ве- 
ществ с критическими темие- 
ратурами именно 30—40 Ки 
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даже выше. Этими долго- 
жданными веществами оказа- 
лись весьма сложные металло- 
оксиды типа Га—бг-—-Сц— О, 
Та—Рь—Си—о0, Га — Ва— 
—Си— 0. Впервые они были 
синтезированы щвейцарскими 
учеными, но уже буквально 
через иесколько месяцев их 
стали «печь» во многих лабо- 
раториях мира. 

Подобно «золотой лихо- 
радке» времен Клондайка, 
лихорадка поисков соедине- 
ний с высокими критически- 
ми параметрами — охватила 
ученых. Сведения о новых 
сверхпроводниках, с еще 6о- 
лее высокой критической тем- 
пературой, посыпались как из 
рога изобилия. Журнальные 
публикации не успевают за 
синтезом все новых и новых 
веществ с удивительными 
свойствамн, известия о них 
немедленно передаются из ла- 
боратории в лабораторию по 
телефону или, как во времеиа 
Гюйгенса и Ньютона, в пиеь- 
мах. 

Уже поступили достовер- 
ные сообщения о достижении 
рекордной критической тем- 
пературы в 120 К в соедине- 
ниях типа У—Ва—Си— О. 
Успешные исследования в 
данном направлении ведутся 
и в нашей стране. 

Вещества обнаруженного 
ряда представляют собой так 
называемую — металлооксид- 
ную керамику. И проводи- 
мость в иормальном состоянии 
весьма невысока — по своим 
электрическим свойствам они 
являются плохими металла- 
ми, да и концентрация элек- 
тронов проводимости в них 
невелика. Природа новой, вы- 
сокотемлературной, сверхпро- 
водимости пока остается не- 
ясной. Связана ли она с тра- 
диционным взаимодействием 
электроиов друг © другом 
посредством решетки или обу- 
словлена каким-то новым, не- 
известным нам механизмом, 
еще инеясио. 

Объяснение обнаруженно- 
го феиомена — дело будуще- 
го, однако практическую важ- 
нооть сделанного открытия 
переоценить трудно. Ведь те- 
перь для охлаждения сверх- 
проводящих устройств можио 
будет перейти на использова- 
ние дешевого и доступного 
жидкого азота (с температу- 
рой кяпения 77 К). В резуль- 
тате можно ожидать настоя- 
ую революцию в целом ряде 
областей физики и техники, 
последствия которой до конца 
сегодня представить трудио. 

Б. В. 
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УД арининенны риск о 


О случайных 
блужданиях 


Кандидат физцко-математических наук 
С. И. СОБОЛЕВ 


В радиопередаче по сказке Джанни 
Родари «Чиполлино и его друзья» 
сыщик мистер Моркоу ведет розыск 
спрятавшегося Чиполлино по прин- 
ципу: 

«Шаг назад, шаг вперед, 

От нас разбойник не уйдеть. 
Этот принцип поиска можно было бы 
считать шуткой автора, если бы его 
эффективность не вытекала из одной 
теоремы теории вероятностей. Наша 
заметка посвящена этой теореме и 
примыкающим к ней задачам, 


Случайные блуждания по прямой 


Отметим целочисленные точки на пря- 
мой, возьмем монету и фишку. Пред- 
ставим себе, что в момент времени 0 
в точке а6 7 стоит фишка. Бросим 
монету. Если она выпадет гербом, пе- 
редвинем фишку на 1 вправо, если 
решкой, то на 1 влево. А дальше 


снова бросаем монету и поступаем 
по этому правилу и т. д. Если монета 
не имеет дефектов, то фишка, в мо- 
мент времени Е (1 = 0,1,2, ...) стоя- 
щая в точке Ё СЯ, в следующий мо- 
мент времени Ёё +1 с вероят- 
ностью 1/2 окажется в точке # |1 
или с той же вероятностью окажется 
в точке (Ё — 1)*). 

Описанный процесс называется сим- 
метричным случайным блужданием 
по множеству 2 целых точек прямой, 
начинающимся в точке а. Такое 
блуждание называется симметрич- 
ным потому, что у монетки герб 
и решка равноправны. 

Немного уточняя ситуацию из сказ- 
ки Джанни Родари, будем считать, 
что сыщик Моркоу в розысках Чипол- 
лино совершает симметричное случай- 
ное блуждание по множеству 2 (с по- 
мощью монетки). 


®) Вероятность р(х) события х — это некоторья 
численная характеристика возможностн наступ- 
ления этого событня. Вероятность невозможного 
событня принимается равной 0, достоверного собы 
тия — равной 1, а вообще 0=р/хс 1. В сложных 
снтуациях вероятность определяется аксиоматиче- 
ски, однако в этой заметке аксиоматическую 
теорию нам заменит небольшая доза здравого 
смысла. В частности, сслн несколько событий 
равновозможны, то их вероятности одинаковы; 
например, вероятвость выпадения двойки (илн 
пятеркн) на исжульнической игральной кости рав- 
на, конечяо же, 1/6, вероятность выпадения орла 


на негнутой монете — 1/2. 


х 
Положение 


Время 





РИС 


Рис. 1. 


Задание 1. Возьмите монету и 
фишку, Фишку поставьте в точку 0. 
Бросьте монету, передвиньте фишку 
и запишите ее положение. Повторите 
до 10 раз. В результате вы ‘должны 
получить строчку из последователь- 
ных положений фишки. 

Конкретное блуждание можно на- 
глядно изобразить, нарисовав его 
траекторию. Положение фишки в мо- 
мент времени Е в точке Е отметим 
точкой М, с координатами ({: Ё) на 
плоскости с прямоугольной декарто- 
вой системой координат. Соединив 
стрелкой точку М, с точкой М,,, 
{{ —=0, 1,2, ...), мы и получим наспяд- 
ное изображение траектории фишки. 

Например, если при бросании моне- 
ты выпали последовательно Г, Г, Р, 
Г, Р, а начальное положение фишки 
было в точке 0, то последовательные 
положения такие: 


время | Др. 9 В 
положеиие |0 12121 
фишки | 


и траектория выглядит так. как пока- 
зано на рисунке 1. . 

Задание 2. Нарисуйте траекто- 
рию, изображающиую блуждание 
фишки из задания 1. 


Зероятность попадания 
в данную точку 


Пусть блуждание фишки по прямой 
начинается в точке 0. Интересным 
является вопрос, с какой вероятностью 
в момент времени { фишка окажется 
в положении №. Иначе говоря, с какой 
вероятностью {-звенная траектория 
приходит в точку ({; #)? Обозначим 
эту вероятность 2, (#). Ответ на постав- 
ленный вопрос зависит от числа 5,(#) 
траекторий, ведущих из точки (0; 0) 
в точку (Е; ®). 

Напишем около каждой точки (1; А), 
в которую приходит хотя бы одна 
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ХА 8 


Рис. 3. 


число 


траектория, 
щее сколько траекторий ведет в эту 
точку для [= 0,1,2,3 (рис. 2). 


5(А), показываю- 


Задание 3. Продолжите риси- 
нок 2 для 1—4, 5, 6. 

Можно подметить следующее. В хоч- 
ку (1; Е) могут идти стрелки только 
из точек (1—1; к Зи (1—3 
Е | 1), и больше ниоткуда. Поэтому 

$А#} = 5. = (Е = 8 1) ыы 5. (( Ё + 1). 
(1) 

Таблица, состоящая из чисел 5(Ё), 
начало которой мы нарисовали, ока- 
зывается так называемым греуголь- 
ником Паскаля. Она вся, столбик за 
столбиком, порождается условием 
5.(0) > 1 и соотношением (1). На- 
пример: Е 

$'(—1)=5.(—2) + $(0)=©0+1=1, 
$()= 55(0) + $.(2}=1-160=1, 
5(—2)=5\(—3)-+ $:(— = 
—=0-1=1, 
53(0)=5(—1)+5(1)=1-1=2 


$/2)=5(-8(8)=140=1, 
и так далее. 
Конечно, {-звенных траекторий 


в два раза болыше, чем ({ — Т)-звен- 

ных — ведь каждая (1 — 1)-звенная 

траектория порождает две [-звен- 

ных. Поэтому однозвенных траекто- 

рий 2, двузвенных — 4 и так 

далее, {-звенных траекторий — 2’. 
Все 2' {-звенных траекторий — равно- 
возможные траектории движения 
фишки (поскольку герб Г и решка 
Р — равновозможные исходы ©роса- 
ния монеты), из них 5,(Ё) траекторий 
приходит в точку (1; Р). Поэтому ве- 
роятность РЕ), с которой {-звенная 
траектория приходит в точку ({; #Ё), 
равна 5(/)/2’. Около точки (#; К), 
в которую приходит хотя бы одна 
траектория, выпишем вероятность 
Р(Е). Полученную таблицу назовем 
треугольником вероятностей. Поделив 
равенство (1) на 2’ получим закон 


полусуммы 


РАВ Р, (#5 Р,_ (+1, 
(2) 
порождающий (с использованием ус- 
ловия Р.(0) > 1) весь треугольник ве- 
роятностей (рис. 3). 

Задание 4. Продолжите тре- 
угольник вероятностей Р(Ё) вправо, 
выписав его для [ = 4,5, 6.. 

Формула (2) учитывает, что: 

1) фишка может быть в момент вре- 
мени Ё в положении А только если она 
была в момент времени # — 1 в одном 
из соседних положений К — 1 нли 
Е-1; 

2) переходы из положения # — 1 
в положение Ё -| 1 или из положения 
# +1 в положение Ё происходят с ве- 
роятностями 1/2 (поэтому перед 
Р,_ (Е —1) и Р,_КЕ-И и стоят 
коэффициенты 1/2). 

Следующие два задания предназна- 
чены для тех, кто знаком с опреде- 
лением числа сочетаний и знает фор- 
мулу бинома. . 

Задание 5. Докажите. что 

ЕО 
Р.(®) = С,* /2", 
где С" — число сочетаний из п эле- 
ментов ло т. 

Задание 6. а) Проверьте для 1 = 
—1, 2, 3,4, что коэффициент при х 
в разложении многочлена 


2 1 
эт (х + Ея) 
по степеням х равен РАЕ). 6) Дока- 


жите утверждение пункта а) для лю- 
бого натурального 4. 


Попадется ли Чиполлино? 


Пусть в точке 0 на прямой спрятался 
Чиполлино, а в точке Ё находится 
мистер Моркоу. Мы предположили, что 
сыщик, разыскивая Чиполлино, совер- 
шает симметричное случайное блуж- 
дание, начинающееся в момент вре- 
мени 0 в точке Ё на прямой. С какой 
вероятностью мистер Моркоу когда- 
нибудь найдет Чиполлино, т. е. ока- 
жется в точке 0? 
Обозначим эту вероятность Р(Ё). 
Как и всякая вероятность, Р(Ё) — 
- какая-то часть единицы: 
0= РА) = 1. 
Заметим, что Р(0) > 1 (если Ё = 0, 
то уже в момент времени 0 сыщик 
и Чиполлино находятся в одной точке, 
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Рис. 4. 


поимка — достоверное событие, а его 
вероятность равна 1). Если # 1, то 
поскольку из точки Ё сыщик может 
попасть когда-нибудь в точку 0 толь- 
ко, пройдя в следующий момент вре- 
мени после выхода из точки Ё через 
соседние точки Е — 1и Ё -| 1, оказы- 
вается справедливым тот же самый 
закон полусуммы: 


Р(в) = 5 Ре — ПРЕ У. 


Здесь учтено, что переход за единицу 
времени из точки А в точку Ё — 1 про- 
исходит с вероятностью 1/2; то же 
верно для перехода из точки & в точку 
ВТ. 

Рассмотрим точки М,‚(Ё; р(Ё)) на 
плоскости с прямоугольной декарто- 
вой системой координат хОу. Посколь- 
ку середина отрезка, соединяющего 
точки (х; и) и (х.: у»), есть точка 


(==; ии), 


ясно, что точка М, (где К -2 0) яв- 
ляется серединой отрезка М, _ „М, . „- 
Следовательно, точки М;, где Е >0, 
лежат на одном луче, и точки Ме, где 
Е < 0, тоже лежат на одном луче. Оба 
этих луча выходят из точки М. (0; 1) 
(так как Р(0)>1) и лежат в полосе 
О=у=1Т (так как О<%Р.Е\=1 для 
любого #), закрашенной на рисунке 4. 
Следовательно, они составляют пря- 
мую У = 1. Все точки М.Е; Р(®)) ле- 
жат на этой прямой, поэтому Р(Ё) > 1 
для любого Ё. 

Итак, мы доказали, что сыщик с ве- 
роятностью 1 рано или поздно найдет 
Чиполлино, из какой бы точки Ё он 
ни начинал блуждание! 

Читатель может спросить — а чго если при 
бросании монеты все время будет выпадать 
единица. ведь тогда сыщик уйдет вправо по 
прямой в никогда не найдет Чиполлино? Ко- 
нечно, такое блуждание логически возможно, 
но вероятность, что произойдет блуждание, не 


приводящее в точку 0, равна 0. Это — дока- 
занная нами теорема. Вопрос о ее приложи- 
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Рыс. 5. 


мости к «реальной действихельвостиь — тол- 
кий вопрос, мы его здесь обсуждать ие будем. 


Случайные блуждания 
на плоскости и в пространстве 


Рассмотрим на плоскости треуголь- 
ную сетку; возьмем фишку и (неде- 
формированную) игральную кость. 
ЦТесть направлений движений по сет- 
ке обозначим цифрами 1, 2, 3, 4, 5, 6 
так, как показано на рисунке 5. По- 
ставим фишку в один из узлов сетки 
и бросим кость. Нередвинем фишку 
в соседний узел по направлению, от- 
вечающему показанию кости. А даль- 
ше снова бросаем кость и поступаем 
по этому правилу и т. д. Этот процесс 
называется симметричным случай- 
ным блужданием по плоской тре- 
угольной сетке. 

Предположим, что Чиполлино спря- 
тался в одном из узлов сетки, а сыщик 
мистер Моркоу совершает случайные 
симметричные блуждания по сетке; 
найдет ли он Чиполлино? Оказывает- 
ся, что и в этом случае сыщик находит 
свою жертву с вероятностью единиил. 
Это тоже математическая теорема из 
теории вероятностей, известная под об- 
разным названием «все дороги ведут 
в Рим». Ее доказательство мы не при- 
водим — оно несколько сложнее до- 
казательства теоремы о случайном 
блуждании на прямой. Результат бу- 
дет тем же для плоской квадрат- 
ной сетки (вместо обычной играль- 
ной кости придется пользоваться 
«костью» в форме правильного тетра- 
эдра). 

Однако если перейти к кубической 
сетке в пространстве и аналогично 
определить на ней симметричное слу- 
чайное блуждание (здесь снова подой- 


0 д, в 4 5 
К М 


Рис. 6- 
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Рис. 7. 


дет обычная игральная кость -— ведь 
из каждой вершины кубической сетки 
выходит шесть ребер), то результат 
оказывается совсем другим. Если 
Чиполлино сирячется далеко от сы- 
щика, то вероятность поимки стано- 
вится ничтожио малой. Это уже труд- 
ная теорема, об ее доказательстве мы 
говорить ничего не будем. 


Ява слова о приложениях 


Игровой сюжет этой заметки не дол- 
жен вводить читателя в заблуждение. 
Теория случайных блужданий — 
важный и очень полезный раздел тео- 
рии вероятностей. Она с успехом при- 
меняется при изучении различных 
процессов развития (в физике, в ки- 
мии и даже в экономике). Особенно 
в последние годы, когда случайные 
процессы легко моделируются на ЭВМ 
с помощью датчиков случайных чи- 
сел. Эффектные и неожиданные при- 
ложения она получает в практиче- 
ском нахождении решений конкрет- 
ных дифференциальных уравнений 
с помощью так называемого метода 
Монте Карло. Но это предмет для 
отдельного рассказа. 


В заключение предлагаем два за- 
дания. 


Задание 7. Чиполлино спрятал- 
ся в точке 0, в точке М№ находится 
пропасть, а сыщик Моркоу находится 
в точке ЕЁ (ЕЕ2, ОЗЕ-М) Сыщик 
ищет Чиполлино. прежним образом. 
Если он попадет в точку 0, то найдет 
Чиполлино, а если попадет в точку М, 
то свалится в пропасть (рис. 6). С ка- 
кой вероятностью сыщик найдет Чи- 
поллино? С какой вероятностью сы- 
щик свалится в пропасть? 


Указание: Докажите, что (в прежних 
обозначениях) 


ИН И 
Р®)= > ВЕ 5 БЕ-И, 


где #=1,2,..,М—4; Р(0)=1, Р.М)=0. Как 
расположены точки МиЕ; РЕ), где Ё== 
—0,1,....№? Ответ на первый вопрос: Р\Ё)> 
>1— А/М. Чтобы ответить на второй вопрос, 
можно поменять местамн пропасть и Чиполли- 
но. Покажите, что ответ дает число Р(М — &)— 
— ИМ. 

Задание 8. Несколько прутиков 
связаны так, как показано на рисун- 
ках Га)— г). В точке 1 сидит гусеница. 
Точки А и В емазаны клеем. Гусеница 
движется по следующему закону. Ес- 
ли она попадет в точку А или в точ- 
ку В, то в этой точке приклеивается. 
Если она находится в одной из точек 
(отличных от А и В), из которой вы- 
ходит т прутиков. то она выбирает 
один из этих прутиков с вероят- 
ностью [/т и ползет до его конца, 
а дальше снова действует, как описа- 
но. С какой вероятностью гусеница 
когда-нибудь приклеится в точке А? 
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в точке В? где-нибудь? 


Указание. Пусть РА) — вероятность 
того, что гусеница, выходя из точки й, когда- 
нибудь приклеится в точке А. Исходя из за- 
кона движения, получаем систему из трех ли- 
нейных уравнений с тремя иеизвестными: 


1 1 1 

Р{ 1) = % Ра) 3 РЗ) з` 1, 
1 1 

Р2)= 5. РЛ)+ 5 РЗ), 
1 1 

РЗ) = 3 РЮ+ 3 РЭ т. 0, 


откуда иаходим Р(1)}, Р(2} и Р!З). 

Замечание. Задания 8а) и 86) — это 
задание 7 в случаях №-—=4 и №=5 соответ- 
ственно. Действительно, по прутику АВ гусе- 
ница двигаться не может. Поэтому его мож- 
но убрать. Тогда, развериув прутики. кон- 
струкцин на рисунках 7, а). 6) можно превра- 
тить в ту конструкцию, которая показана 
на рисунке 6. 


Избранные школьные задачи 


Восьмой класс 
1. Рещите систему уравнений 
+ ху+у=Т, 
ира 
у'4+у2--27-=28. 

2. Докажите, что круги, построенные на 
сторонах выпуклого четырехугольника, как 
на диаметрах, покрывают этот четырехуголь- 
ник. 

3. В арифметической прогрессии, составлен- 
ной из натуральных чнсел, есть член, оканчн- 
вающийся цифрой 3, но нет члена, оканчи- 
вающегося цифрой 5. Есть ли в ней член, окаи- 
чивающийся цифрой 7? 

4. Из карьера нужно вывезти 870 т гранит- 
ных глыб. Докажите, что если каждая глыба 
весит не более 8 т, то для перевозки достаточно 
17 платформ, грузоподъемностью 58 т каждая, 

5. Докажите, что существует бесконечно 
много целых чисел, которые являются точиы- 
ми квадратами и остаются таковыми после 
приписывания к ним справа единицы (в деся- 
тичной запнси). 


Девятый класс 
6. Числа х, у, х удовлетворяют соотноше- 
1 1 1 1 
ниям хфу{2-0, = от + = До 
кажите, что по крайней мере одно из чисел 
х, у, 2 равно д. 

7. Разложите число 1987 в сумму натураль- 
ных чисел таким образом, чтобы произведе- 
ние этих чисел было максимальным. 

8. На сторонах ВС, СА, АВ треугольника 
АВС взяты точкн А‚, В,. С! такие, что 
ВА, : ААС=СВ,:В, А =АС,:С.В=1:2. При пе- 


ресеченни отрезков АА,, ВВ, СС, образуется 
треугольник. Найдите отношение площади это- 
о к площади треугольника 
АВС. 

9. На стороиах произвольного треугольника 
как на основаниях построены во внешнюю сто- 
рону равносторонние треугольники. Докажите, 
что их центры являются вершииами равно- 
стороннего треугольника. 

10. Многочлен 

а) ах? -- Бх-с, 

6) в + 5х? фех-+а 
принимает при любом целом х целое значение. 
Какими могут быть его коэффициеиты (на- 
ва обязательно ли оин являются целы- 
ми) 


Десятый класс 
11. Решите снстему уравнений 
{ ху? ву В, 
у=х? фах-+ь. 


12. окажнте равенство \/ 20-142 + 
4+-\/20—14`/2 == 4. 


13. Какой из треугольников, вписаиных 
в данную окружность, имеет наибольший пе- 
рниметр? 

14. Даяы несколько положительных чисел, 
сумма которых равна 3 и сумма квадратов ко- 
торых равиа 1. Докажите, что среди этих чи- 
сел найдутся три. сумма которых не мень- 
ще 1. 

15. Докажите, что сумма углов простран- 
ственного неплоского четырехугольника мень- 


ше 360°. 
Публикацию подготовили 


Л. Д- Курляндчик и Д. Б. Фукс 
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Правильное 
решение 
геометрической 
задачи 


Канбидат педагогических наук 
Э. Г. ГОТМАН 


Как известно, при решении геомет- 
рической задачи необходимо рассмот- 
реть все возможные случаи взаим- 
ного расположения элементов фигу- 
ры. Решение задачи, допускающей 
различные конфигурации, будет не- 
полным и ошибочным, если ограни- 
читься рассмотрением лишь одного из 
возможных случаев. Рещая такие за- 
дачи, важно не ошибиться, приняв 
частное за общее. 

С. подобными ошибками сталкива- 
ются учителя на уроках, члены жюри 
олимпиад. Задачи с неполными и не- 
верными решениями встречаются 
и в литературе для учащихся. 

Приведем несколько примеров, взя- 
тых нами из различных сборников 
олимпиадных задач. 
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Задача 1. Впишите в данный тре- 
угольник АВС прямоугольник с на- 
именьшей диагональю. 

Решение. Пусть в треугольник 
АВС вписан прямоугольник КЬММ 
так, что его сторона КЁ лежит на 
прямой ВС, а вершины М и № — на 
сторонах АС и АВ (рис. 1,а). Пусть 
АР — высота треугольника АВС. По- 
строим треугольник А’В’С’ с прямым 
углом С’ так, чтобы стороны ВС и 
В’С’ были равны и располагались 
на одной прямой, и чтобы ‘прямые 
АА’и ВС были параллельны (рис. 1,6). 
Тогда А’С‘=АРр=И. 

Докажем, что если в треугольники 
АВС и А’В’С’ вписаны прямоуголь- 
ники КСММ и К'’Т/М’М, имеющие 
равные высоты КМ и К’М№, то эти 
прямоугольники равны. 





Пусть ВС=а. Из подобия треуголь- 
ников АММ и АВС имеем 


ММ = 3 (в—х), где х = КМ. 
Аналогично найдем, что 
ММ№ = й —1%). 


Значит, ММ = М^М№, и задача сводит- 
ся к более простой: в прямоуголь- 
ный треугольник А’В’С’ вписать пря- 
моугольник с наименьшей диаго- 
налью. 

Ясно, что диагональ вписанного в 
прямоугольный треугольник А’В’С’ 
прямоугольника, угол которого совпа- 
дает с углом С’, будет наименьшей, 
если она пернендикулярна гипотенузе 
А’В’. Любой другой прямоугольник 
будет иметь большую диагональ, так 
как его диагональ, являясь наклон- 
ной к гипотенузе А’В’, больше пер- 
пендикуляра к А’В’. 

Отсюда следует построение и в об- 
щем случае, поскольку КМ = К”М№. 
При этом ясно, что длина наимень- 
шей диагонали искомого прямоуголь- 
ника (две вершины которого лежат 





на стороне ВС} равна . Кроме 


\Д ат! 
того, поскольку диагональ Г/М№ пря- 
моугольника К’М№М’Г/ перпендику- 
лярна А’В’ (см. рис. 1, 6}, треуголь- 
ники К’`М№Т/ и А’В’С’ подобны, так что 
КМ _ В.С’ а 
к дс: Гы т. е. у искомого пря- 
моугольника КЕММ отношение сторон 
км _ в 
ЕЕ № 
Казалось бы, задача решена. Но это 
не так. Чтобы получить полное ре- 
ление задачи, следует рассмотреть 
еще два случая: когда две верши- 
ны вписанного прямоугольника лежат 
на прямой АС и когда — на прямой 
АВ, а затем сравнить результаты. 
Пусть $ — площадь треугольника 
АВС, а, Ь, с — длины его сторон, 
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в.› й,, Вс — соответствующие им вы- 
соты. 

Как мы уже доказали, наименьшее 
значение длины диагонали прямо- 
угольника, вписанного в треугольник 
АВС так, что две его вершины лежат 
на прямой ВС, равно 


ай. 25 
уй+м ув 
Следовательно, если две вершины пря- 
моугольника лежат на прямой АС, 
то его диагональ имеет наименьшую 
длину, равную 





= 


НЕ ИЯ 
+в 
Будем считать, что данный тре- 


угольник разносторонний, и а > Ь >> с. 
Сравним выражения а? #1 и 65° | №: 
(а? -- в) — (В) = (а — в) + 


+ — №) = (0—5) + ((28)' — 
— (8) =е-и+ 











+ (= - =) = 
—= (а? — Ма — е- ) >0, 


поскольку а>-Ви 25— а5. 

Поскольку а’ + В? > +В, и зна- 
чит, если а> 6, то 4. < 4. 

В результате проведенного исследо- 
вания можно сделать следующий 
окончательный вывод: из всех 
прямоугольников КГММ вписанных в 
данный треугольник АВС, наимень- 
шую диагональ имеет прямоугольник, 
две вершины которого лежат на 
большей стороне ВС треугольника, 
КМ 


и отношение сторон которого 


а 


й 
Предлагаем читателям самостоя- 
тельно решить 
Упражнеине 1. Впишите в данный 
треугольник АВС прямоугольник, диагональ 
которого нмеет данную длину 4. Сколько ре- 
шений может иметь задача? 


Задача 2. Через вершину А тре- 
угольника АВС проведите прямую 
так, чтобы сумма расстояний до этой 
прямой от вершин В и С треуголь- 
ника была наибольшей. 

Решение. Достроим . треуголь- 
ник АВС до параллелограмма АВЕС 
(рис. 2). Пусть { — прямая, проведен- 
ная через вершину А, РГ — парал- 
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лельная ей прямая, проведенная через 
вершину Е. Очевидно, расстояние от 
вершины В до прямой ! равно рас- 
стоянию от вершины С до прямой 
Г. Значит, сумма интересующих нас 
расстояний равна расстоянию между 
прямыми [иГ, т. е. расстоянию от 
точки Е до прямой [. Это расстояние 
будет наиболыцим, если прямая # 
перпендикулярна прямой АЕ, т.е. пер- 
пендикулярна медиане АД тре- 
угольника АВС, проведенной из вер- 
шины 4. При этом интересующее нас 
наибольшее значение суммы расстоя- 
ний равно 2АР. 

Рассуждение на первый взгляд не 
вызывает сомнений. Тем не менее в 
нем имеется ошибка. Для правильного 
решения задачи необходимо рассмот- 
реть два возможных случая: 1} пря- 
мая / пересекает сторону ВС треуголь- 
ника; 2) прямая [1 сторону ВС не пе- 
ресекает. В первом случае рассужде- 
ние теряет силу (сделайте рисунок!). 
В этом случае сумма расстояний 
4: от вершин В и С до прямой [ не 
больше ВС и 4, =ВС тогда м только 
тогда, когда прямая [ перпендикуляр- 
на стороне ВС. Во втором же случае 
сумма расстояний 4. не больше АЕ = 
=2АРи4›=2АР только тогда, когда 
прямая { перпендикулярна медиане 
АО. Остается сравнить 4! и 42. Полу- 
чается следующий ответ : 

если угол А больше 90°, то.сумма 
расстояний от вершин В и С прини- 
мает наибольшее значение для прямой 
|, перпендикулярной стороне ВС (и 
проходящей через вершину А); 

если угол А меньше 90°, то наиболь- 
шее значение суммы расстояний от 
вершин В и С достигается для прямой 
) перпендикулярной медиане АДР 
{и проходящей через вершину А); 

если угол А равен 90°, то наиболь- 
шее значение суммы расстояний от 
зершин В и С достигается для 
двух прямых Ё и 5, перпендику- 
лярных соответственно прямым ВС и 
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8} к} 


АР (и проходящих через верши- 
ну А). 

Отметим, что наше первоначальное 
рассуждение (приведшее к выводу 
‹! перпендикулярна АР») неверно да- 
же и для одного случая — когда 
прямая { лежит вне треугольника и 
не пересекает сторону ВС. Действи- 
тельно, угол ВАР может быть тупым, 
и если через вершину А провести 
прямую [ перпендикулярно АД, она 
пересечет сторону ВС. 


Упражнение 2. Через вершнну А тре- 
угольника АВС проведите прямую так, чтобы 
сумма расстояний до этой прямой от вершни 
Ви С треугольника была наименьшей. 


Задача 3. Через точку пересече- 
ния двух окружностей проведите се- 
кущую так, чтобы ее часть, заклю- 
ченная внутри кругов, была наиболь- 
шей. 

Решение. Пусть данные окруж- 
ности пересекаются в точках Аи М 
(рис. 3, а). Проведем через точку А 
произвольную прямую, пересекаю- 
зкую окружность с центром О! в точке 
В, а окружность с центром О — 
в точке С. Проведем перпендикуляры 
ОН, и О.Н. к прямой ВС. Легко 
видеть, что ВС—=2Н,Н.. Поскольку 
НН. — ортогональная проекция от- 
резка О'О. на прямую ВС. Н.Н.= 
—0:0.со$ а, где а — угол между секу- 
щей ВС и линией цеитров О!О», так что 


ВС =20,0-- со и, 
и отрезок ВС имеет наибольшую дли- 
ну, равную 20!0., тогда и только тог- 
да. когда и-—=0, т. е. секущая ВС парал- 
лельна прямой О;О.. 

Приведенное рассуждение, однако, 
неверно. Дело в том, что в задаче 
говорится ие об отрезке ВС, а об отрез- 
ке секущей, заключенном внутри кру- 
гов. Возможны три случая расположе- 
ния точек В и С: секущую можно 
провести так, что эти точки будут ле- 
жать 

1) по разные стороны от точки А 
(рис. 3, а); 





Рис. 4. 


2) по одну сторону от точки А 
(рис. 3, 6); 

3) одна из них, например, точка С 

будет совпадать с точкой А (сделайте 
рисунок). 
В случае, если точка С лежит 
между точками А и В (рис. 3, 6), 
отрезком секущей, заключенным вну- 
три кругов, является не отрезок ВС, а 
отрезок АВ — хорда окружности! 
Хорда же имеет наибольшую длину, 
если она проходит через центр и явля- 
ется диаметром окружности. Таким 
образом, следует еще выяснить, какой 
из отрезков больше: отрезок, парал- 
лельный прямой О\О-, длина которого 
равна 20!О> (убедитесь самостоятель- 
но, что во всех перечисленных слу- 
чаях ВС—2НЫ!Н.), или же диаметр 
28 большей окружности (рис. 3, 6). 
Окончательно получается следующий 
ответ: 

если О'О. >В, то секущую следует 
провести параллельно линии центров 
О!О,; 

если ОО. < В, то секущую следует 
прозести через центр большей окруж- 
ности; 

если ОО. =В, то условию задачи 
удовлетворяют две прямые, одна из 
которых параллельна О!О», а другая 
проходит через центр большей окруж- 
ности (рис. 3, в). 

Для окружностей одинакового ра- 
диуса получается аналогичный ответ, 
только в случаях О1О-<В к указан- 
ным прямым добавляется еще пря- 


| 


мой В 
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мая, проходящая через центр вто- 
рой окружности. 

Упражнение 3. Через точку пересече- 
ния двух окружностей проведите секущую 
так, чтобы ее часть, заключенная внутри 
кругов, была наименьшей. 


В качестве упражнений приведем 
еще несколько задач с зрешениями», 
в которых читателю предлагается са- 
мостоятельно найти ошибку. 

Задача 4. Из всех треугольников 
АВС с данным основанием ВС и 
данным углом при вершине А найдите 
треугольник, имеющий наибольшую 
медиану, проведенную к основанию. 

‹ Решение». Пусть АВС — рав- 
нобедренный треугольник и А’ВС про- 
извольный треугольник, имеющий с 
треугольником АВС общее основание 
ВС и угол А’, равный углу А (рис. 4). 
Тогда точка А’ лежит на дуге ВАС 
окружности, описанной около треу- 
гольника АВС. Обозначим центр этой 
окружности через О и середину сторо- 
ны ВС через О. Медиана АО равно- 
бедренного треугольника АВС являет- 
ся его осью симметрии. Поэтому точ- 
ка О лежит на АД и, следователь- 
но, Ар=АО-- ОР. Из треугольника 
А’ОР имеем А’р< А’'О+Ор=АО- 
+ ОР= АО. Значит, из всех треуголь- 
ников АВС с данным основанием 
ВС и постоянным углом А при верши- 
не наибольшую медиану имеет равно- 
бедренный. 

Задача 5. Из всех треугольников 
АВС с данным основанием ВС и 
постоянной высотой АН найдите треу- 
гольник, около которого можно опи- 
сать окружность наименьщего ради- 
уса. ь 

„.‹Решение». Пусть АВС — равно- 
бедренный треугольник с основанием 
ВС и постоянной высотой АН, и А.ВС— 
произвольный треугольник с такой же 
высотой, точки А и А, лежат на пря- 
параллельной прямой ВС 


(рис. 5). Окружность, описанная око- 
ло треугольника А ВС, касается { в точ- 





ке А, значит, точка А, лежит вне 
этой окружности. Поэтому угол А 
больше угла А,. 

Радиус окружности, описанной око- 
ло треугольника АВС, вычисляется 


по формуле В = т (а=ВС). А так 


: Е . ры 
как зт А > зт А, то наименьдий 
радиус имеет окружность, описанная 
около равнобедренного треугольника. 


Ответ: равнобедренный треуголь- 
ник с основанием ВС и данной вы- 
сотой. 

Задача 6. Высоты треугольника 
АВС пересекаются в точке Н. Извест- 
но, что СН=АВ. Найдите угол при 
вершине С. 


+Решение». Пусть ВО и СЕ — 
высоты треугольника АВС (рис. 6). 
Поскольку треугольники АВР и СОН 
имеют равные гипотенузы (АВ =СН) 
и равные острые углы (2 АВО = 90° — 
—{ ВАС=( АСЕ), они равны. Поэто- 
му ВОр=осСР. Значит, прямоугольный 
треугольник ВСР — равнобедренный, 
следовательно, / АСВ=45°. 

Задача Т7Т. Определите площадь 
трапеции по двум диагоналям 17 сми 
118 см и высоте 15 см. 

‹ Решение». Пусть АВСО — дан- 
ная тралеция, СЫ — ее высота (рис.7). 
Проведем СВ’! ВР до пересечения с 
АВ в точке 2’. Четырехугольник 


Из истории дробей 


{Ночало см. на с. 34} 


числами. С дробями они предоставля- 
ли возиться купцам, ремеслеиникам, 
а также землемерам, астрономам и ме- 
ханикам. Но старая пословица гово- 
рит: «Гони природу в дверь, она вле- 
тит в окно». Поэтому и в строго науч- 
ные сочинения греков дроби проника- 
ли, так сказать, +*с заднего хода». 
Кроме арифметики и геометрии, в гре- 
ческую математику входила ... музы- 
ка. Музыкой греки называли ту часть 
нашей арифметики, в которой гово- 
рится об отношениях и пропорциях. 

Почему такое странное название? 
Дело в том, что греки создали и науч- 
ную теорию музыки. Они знали: чем 
длиннее натянутая струна, тем ниже, 
«толще» получается звук, который 
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ВОСВ’ — параллелограмм, так что 
АВ’=АВ-+ ВВ’-- АВ СО, 

и поэтому площадь трапеции АВСО 

равна площади треугольника АВ’С. 


Найдем АВ’. Из прямоугольных 
треугольников АСН и В’СН по теоре- 


ме Пифагора находим АН = 
= \/113? — 15? = 112 (см), ВЫ = 
= 5/17? — 15° = 8 (см), так что 


АВ’—= АН--В’Н = 120 (см), и искомая 
площадь трапеции равна 900 см*. 

В заключение мы можем дать та- 
кой общий совет: чтобы получить 
правильное решение геометрической 
задачи, решите ее для одного случая, 
а затем проверьте, годится ли найден- 
ное решение для всех других возмож- 
ных случаев. Не забывайте, что тре- 
угольник может быть не только остро- 
угольным, что центр описанной около 
треугольника окружности не всегда 
лежит внутри треугольника, что угол 
при большем основании трапеции мо- 
жет быть тупым и т. д. Иногда 
удается найти и такой подход к за- 
даче, который, обладая общностью, 
позволяет получить решение, охваты- 
вающее все возможные случаи. Ре- 
шение одной и той же задачи разными 
способами не только позволяет отыс- 
кивать наиболее простое и красивое 
решение задачи, но и служит эффек- 
тивным средством контроля и про- 
верки. 


она издает. Они знали, что короткая 
струна издает высокий звук. Ноу вся- 
кого музыкального инструмента не од- 
на, а несколько струн. Для того чтобы 
все струны при игре звучали зсоглас- 
но», приятно для уха, длина звуча- 
ших частей их должна быть в опре- 
деленном отношении. Например, что- 
бы высоты звуков, издаваемых двумя 
струнами, различались на октаву, 
кужно, чтобы их длины относились 
как 1:2. Подобным же образом квинте 
соответствует отношение 2:3, квар- 
те — отношение 3:4 и т. д. Поэтому 
учение об отношениях, о дробях и свя- 
зывалось у греков с музыкой. 

Современную систему записи дро- 
бей с числителем и знаменателем 
создали в Индии. Только там писали 
знаменатель сверху, а числитель сни- 
зу и ве писали дробной черты. А запи- 
сывать дроби в точности, как сейчас, 
стали арабы. 


ВБермамлуву 
тим 1..4 
Ав Чемелмр 


Киевский государственный 
университет 
им. Т. Г. Шевченко 


Математика 
Письменный экзамен 


Вариант 1 

(механико-математический факультет) 

1. Высота правильной треугольной пирами- 
ды равна №, а ее боковое ребро наклонеко 
к плоскости основакия пирамиды под углом $. 
Найдите объем пнрамнды. 

2. Решите неразеиство 


10%:х+173108,9. 
3. Решите уравнение 


\ Аы г > + вт х =0. 


4. Сторона ромба АВСР равна а. Точки М 
и № авляются соответственно серединамн его 
сторон АВ н СО, Е — внутренняя точка сто- 
роны ВС, а отрезки АЕ и ММ пересекаются 
в точке О. Отношекие площади четырехуголь- 
ника ОБСМ к площади ромба АВСО равно Ё 
4—1 
Е] 
ких значениях Ё ромб, удовлетворяющий ус- 
ловиям задачи, существует? 
5. Найдите сумму нсех тех семизнечных 
чисел, которые делятся на 15 и записываются 
лишь цифрами 0,1. 


Вариант 2 
(радиофизический факультет) 
1. Решите неравенство 


10825(6 — х]о&,5 < 1. 
2. Решите уравнение 


47 х = < —/2). 


3. Два сосуда наполняются жидкостямн, 
плотности которых равны 4 и Р. Иры этом они 
весят соответственно 4 и © кг включая и вес 
самих сосудов. Найдите отношение объемов 
сосудов, если вес каждого нз них составляет 
одинаковую часть веса жидкости, в нем нахо- 
дящейся. 

4. Шар раднусом 2 касается ‘всех ребер 
треугольной пирамнды. Центр шара лежит 
внутрн пирамиды на ее высоте и расположен 
на расстоянии 2/8 от вершины. Докажите, 
что пирамнда правильная. Найдите высоту 
пирамиды. 

5. Материальная точка М, движется со ско- 
ростью 2 м/с вдоль оси ох в отрицательном 
направлении, а материальная точка М; дви- 
жется со скоростью 3 м/с вдоль прямой у= 
=_\/3х в иаправлении вектора (1, \/3). В иа- 
чальный момент времени точка М, имела ко- 
ординаты (5; 0), а точка М; — координаты 
( 3. ео 

2’ 2 /" 
расстояние между точками будет мнинмаль- 
ным? 


н < А= 





- Найдите отрезок ЕД. При ка- 


В какой момент времени 
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Вариант 3 

(химический факультет) 

1. Из 40 т руды выплавляют 20 т металла, 
содержащего 6 % примесей. Какой процент 
примесей содержится в руде, если в шлаки, 
образующиеся при выплавке, металл не попа- 
дает? 

2. Решите уравнение 


яп 2х —с08 2х —=1 — 2/с08 х— т х). 
3. Решите неравенство 


2108 х—1| о У < 9. 


4. Сумма одиннадцати начальных членов 
геометрической прогрессии составляет 20% 
суммы ее последующих одиннадцати членов. 
Во сколько раз первый член прогрессии мень- 
ше ее одиинадцатого члена? 

5. Даны две правильные пирамиды с рав- 
ными основаниями. Утол наклона бокового 
ребра к плоскости основания в первой из них 
в два раза больше угла наклона бокового реб- 
ра к плоскости основания во второй, а объем 
первой пирамиды в 4 раза больше объема вто- 
рой. Найдите угол наклона бокового ребра 
к плоскости основания в первой пирамиде. 

Вариант 4 

(биологический факультет) 

1. Решите уравнение 


Не 5 4 с08 х= 1. 


2. Ремите неравеиство 
х—4 
105 Яхт 5 >1. 

3. Основание треугольника равно а. Найди- 
те Длину отрезка, делящего площадь треуголь- 
ника пополам и параллельного осиоваиию. 

4. Решите систему уравнений 

(уху 2)= 18, 
{у 2х + у+2}==30, 
(2 ххх Ну 2)= 24. 

5- Двугранный угол при оснований пра- 

вильной четырехугольной пирамиды равен а, 


а объем пирамиды равен и. Найдите площадь 
боковой грани пирамнды. 


Задачи устного экзамене 
1. Найдите все целые решения снстемы не- 
равеиств 


3 
Г ай 


с08 лх/2 0. 


2. Если |а| < 1, то 1+ 5. является приблн- 


женным значением УТ -а с избытком, прн- 
2 
а 

чем погрешность не превышает 8. Докажите это. 


3. Натуральные числа разбиты на группы 
следующим образом: 
(1) (2,4) (3,5,Т) (6,8,10,12) (9.11,13,1517)... 
Сформулируйте правило построения групп. 
Найдите сумму всех чисел в п-Йй группе. 
4. При каких значениях а, Ь фуикция 
_ ай 4х1 
у х ькра 
является постоянной? 
5. При каких значеыиях л функция 
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вп пх 


Ре. т х/л 
имеет период 41? 
6. Сколько решений имеет уравнение 
\ ха 4108(х — 5а)=0 
в зависимости от значений параметра а? 

7. Шестизначное число начинается с циф- 
ры 1. Еслн эту цифру переставить в конец 
числа, то новое число будет в три раза больше 
первоначального. Найдите число. 

8. Даны три точки А, В, С. не лежащие 
на одной прямой. Проведите через них три па- 
раллельные прямые, которые ограничивали бы 
две полосы одинаковой ширины. 

9. Даны три точки А, В. С. Постройте окруж- 
ность наименьшего радиуса так, чтобы точки 
А, В, С лежали иа ней или виутри круга. ею 
огракиченного. й 

10. Постройте равносторомний треугольник 
по двум точкам, одна из которых — его вер- 
хина, а другая — цеитр. 

11. Постройте квадрат по серединам двух 
смежных сторон. 

Физика 

Задачи устного экзамена 


Физический факультет 

1. Небольшое тело скользит со скоростью 
и=]0 м/с по горизонтальной поверхности, 
приближаясь к щели, образованной двумя от- 
веснымни вертикальными стенками, которые 
расположены на расстоянии 4=5 см друг от 
друга. Скорость тела перпендикулярна  стен- 
кам, глубина щели А -=1 м. Сколько раз упру- 
го столкнется тело со стенками до момента 
падения на дно щели? 

2. Цирковой гимнаст падает с высоты 
Н—1,5 м на туго натянутую предохранитель- 
ную сетку. Каков будет максимальный прогиб 
сетки, если покоящийся на ней гимнаст вдав- 
ливает ее на й=0,1 м? 

3. Плотность нейтронной звезды р: 
=10' кг /м?. Вычислите минимальный период 
вращения ее спутннка при его движении по 
окружности. 

4. Посередине запаянной с двух концов 
трубки длиной {1 м находится столбик рту- 
ти длиной №=20 см. При изменении положе- 
ния трубки с горизонтального ка вертикаль- 
ное столбик смещается на а=20 см. До како- 
го давления была откачана трубка? Плотность 
ртути р-==13600 кг/м’. 

5. На электроплитке могцностью №=1 кВт 
кипнт чайник с водой. Вычислите скорость 
истечения пара из его носика, если площадь 
сечення носика $—1 см", давление на выходе 
из иосика равно нормальному атмосферному, 
все количество теплоты, выделяемое плиткой, 
передается воде без потерь, удельная теплота, 
парообразования воды г—=2,26 МДж/кг. 

6. Сопротивление кольца из проволоки раз- 
но В —=160 Ом. Концами двух проводников ка- 
саются кольца в двух точках А и В, Какую 
дугу отделяют эти точки, если общее сопро- 
тивление двух частей кольца оказалось рав- 
ным г=3 Ом? 
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Т. Найдите напряжения на кондеисаторах 
емкостью С; н С> в приведенной на рнсунке 
схеме, если известно, что при замыкании ре- 
зистора сопротивлением ЁЖ накоротко ток че- 
рез батарею возрастает в л-3 раза. ЭДС 
батарен равна #. 

8. Изображение диалозятива на экране по- 
лучают с помощью объектива с фокусным 
расстоянием Р—20 см. Смещение диапозитива 
на {—=1/19 см от его мачального положения 
привело к потере четкостн нзображения, и для 
его восстановления пришлось на С —=20 см уве- 
личить расстояние от объектива до экрана. 
Вычислнте начальное расстояние от объектива 
до экрана. 


Радиофизический факультет 

1. За какое время тело массой т соскольз- 
нет с наклонной плоскости высотой Н и углом 
наклона о, если при угле наклона В тело со- 
скальзывает равиомерно? 

2. Сила Р=20 Н, действовавшая на покоя- 
щееся в начальный момент тело в течение 
1=10 с, сообщила ему кинетическую энер- 
гию Е! =3 Дж. Какой окажется энергия тела 
по прошествии того же времени, если началь- 
ная скорость тела 0. = 10 м/с, а сила действует 
в направлении этой скорости? 

3. Куб.с ребром 1—1 м плавает в воде так, 
что его нижняя грань погружена на Н—=25 см. 
Прн нагруженин его камнем с объемом И—= 
—10 дм’ глубина погружения куба возросла 
на # = 2 см. Вычислите плотности куба и камня. 

4. Масса т=0,716 г органического соеди- 
нения (С.Н О), при давлении р = 10° Па и тем- 
пературе #:—200-«. занимает в газообразном 
состоянии объем У=243 см". Вычислите зна- 
чение л. 

5. Два заряда 9122 --ТиКли 92= — 10 иКл 
удалены на расстояние [—=66 см. Вычислите 
напряженность электрического поля на линии. 
соединяющей заряды, в ТОЙ точке, где потен- 
циал поля равен нулю. 

6. Какой ток пойдет по подводящим прово- 
дам при коротком замыкании, если на двух 
электроплитках с сопротивлениями А, = 200 Ом 
и В. —=500 Ом при их поочередном включении 
выделяется одинаковая мощность №=200 Вт? 

7. Один и тот же предмет фотографируют 
с расстояний 4; —90 см и 42—=165 см. Высота 
изображений на снимках получилась равной 
В, =4 см и 82—=2 см соответственно. Вычисли- 
те фокусное расстояние объектива фотоаппа- 
рата. 

Публикацию подготовили А. Ф. Гуменюк, 
К. В. Корсак, В. И. Сущенский 


Московский 


энергетический институт 


Математика 
Письменный экзамен 
Вариант 1 
1. Упростнте выражение 
х 8 х2—2х ° х+48 ] 
(= 5: = ак + а +2 
2. Решите графически систему неравенств 


тео 


= 





ух 20, 
х—х’ > 0. 


3. Имеются два сплава золота и серебра. 
В первом сплаве количества этих металлов 
находится в отношении 3:2. в другом — в от- 
ношении 2:3. Сколько граммов нужио взять 
от каждого сплава, чтобы получить 24 г но- 
вого сплава, в котором золото ни серебро иахо- 
дятся в отношении 5:7? 

4. Найдите все корни уравнения 


сов 2х —вт (=+ п) +10, 


л 
лежащие на отрезке [о; =] 


5- В конус вписан шар. Найдите объем ко- 
нуса, если радяус шара равен ВА, а угол между 
высотой и образующей конуса равен с. 


Вариант 2 
1. Упростите выражение 


(Ув _ 6—8, /эта уз 


Чу Ч" 
х{0,1)3 №3. 
2.. Найдите область определения функции. 
Ган х+2) 
Дх= 1 0.8 ы 


$. В 12 часов нз городов А и В выехали 
навстречу друг другу с постоянными скоро- 
стями, соответственно, легковая и грузовая 
мащины. В пути от В до А грузовая машина 
остановилась более чем на час для нагрузки, 
после чего, продолжив движение с прежней 
скоростью, встретилась с легковой маитияой 
в 14 ч 12 мин. Определите время прибытия 
грузовой машины в город А, если нзвестио. 
что скорость грузовой машины меньше, чем 
скорость легковой машины, и что каждая ма- 
шина на путь от А до В затрачивает целое 
число часов. 

4. Найдите все корни уравнения 

Эл 


[= о (л— 8х} —=0, 





х 2 
лежащие на отрезке | — 9:31 
5. В прямоугольной трапеции длины осно- 
эаний равны 5 см и 15 см, а острый угол 
равен а. Найдите площедь трапеции. 


Физика 
Письменный экзамен 


Варнант 1 

1. Электрическое поле. Напряжеиность 
электрического поля. Напряженность поля то- 
чечного заряда. Однородное электрическое 
поле. Работа перемещения заряда в электри- 
ческом поле. 

2. Почему при включенни электронагре- 
вательного прибора величина тока в первый 
момент больше величины, которая установится 
спустя некоторое время? 

3. На каком расстоянии от тонкой рассеи- 
вающей линзы надо поместить предмет, чтобы 
получить изображение, уменьшенное в л—=2 ра- 
за? Фокусное расстояние линзы ЁР==40 сы. 

4. С обрыва высотой Н=15 м вертикально 
вниз бросают камень со скоростью и=8 м/с. 
Через какое время камень ударится о землю? 
Сопротивленцем воздуха пренебречь. 

5. Виток проволоки площадью 5=0,4 см? 
равномерно вращается в однородном магнит- 
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ном поле с индукцией В-=0,7 Тл. Определите 
амплитудное значение ЭДС индукцин, если 
частота вращения витка л-=100 об/с. Ось вра- 
щения находится в плоскости витка и состав- 
ляет угол а==45° с иаправлением вектора маг- 
нитиой индукции. 

Вариант 2 

1. Взаимодействие тел. Второй закон Нью- 
тона. Применение второго закона Ньютона к 
двнжению тела по иаклонной плоскости при 
наличии трения. 

2. Почему человека в лесу легче услышать, 
чем увидеть? 

3. При температуре #:==27 °С давление газа 
в замкнутом сосуде было равно р! =3 : 10° Па. 
Какой будет температура при давлении 
р.=9,5 . 10° Па? 

4. Сила тока в первичной обмотке транс- 
форматора /—=0,5 А, напряжение на ее ком- 
цах (,=220 В. Напряжение на концах вто- 
ричней обмотки #/2=40 В. Определите коэффи- 
циент траисформации и ток во вторичной 05- 
мотке. Потерями в трансформаторе пренебречь. 

5. В каком диапазоне длии волн может 
работать радиоприемник, еслн индуктивность 
катушки в его колебательном контуре плавно 
изменяется в пределах от Ё1==0,2. 10—58 Гн до 
Т:=2.10-° Гн, а емкость коидеисатора посто- 
яина и равна С —=50 пФ? 

Публикацию подготовили 
А. А. Болотов. Ф. Е. Пошукание 


Московское 

высшее техническое 
училище 

им. Н. 9. Баумана 


Математика 

Письменный экзамен 

Вариант \ 

1. Бассейн, содержавший 30 м’ воды, сна- 
чала был опорожнен, а затем снова заполнен 
до прежиего уровия. На все это потребовалось 
8 часов. Сколько времени шло заполнение 
бассейна, если прн заполнении насос перека- 
чивает в час иа 4 м’ воды меяьше, чем при 
опорожнеиии? 

2. Решите уравнение 

эт Зх Е эт 2х -- т х=0. 
3. Решите уравнение 
1 2- 2х 
16* —20.2 х +{4=0. 
4. Решите неравенство 
х ю82(х-+ 2) > 0. 

5. Середииа бокового ребра правильной 
треугольной пирамиды находится на расстоя- 
нии 4 от высоты основания, не пересекающей 
это боковое ребро. При какой длине стороны 
основания пирамиды она будет иметь наи- 
большую площадь боковой поверхности? Най- 
дите это значение площади. 


Вариаит 2 


1. Вычислите площадь треугольника, огра- 
ничениого касательными, проведенными к гра- 
фику функции 


у=-5-42х—х 
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в точках с абсциссами х,—=\ м х›=3, и пря- 
мой, соединяющей эти точки касания. 
2. Решите уравненне 


81022 х | 812 х = 4. 
3. Решите уравнение 
З 
о жт—1 
5:9 —2 о . 
4. Решите неравенство 
1 2 #х—5 
1—щх 1-18 х` 


5. Одно основаине правильной шестиуголь- 
ной призмы, все ребра которой равны А. при- 
надлежит основанию правильной шестиуголь- 
кой пирамиды, а вершнны другого основания 
лежат на боковых ребрах пирамиды. При ка- 
кой высоте пирамиды объем вписанного в нее 
шара будет наибольшим? Найдите это зна- 
чение объема шара. Определите также отноше 
ние объемов пнрамиды и шара. 


Физика 
Задачи устного экзамена 


1, Снаряд разрывается в верхней точке 
своей траектории на высоте #=320 м на две 
части, массы которых относятся, как 1:2. 
Через т=4 с после разрыва более тяжелая 
часть падает на землю под тем местом. где 
произошел взрыв. На каком расстоянии от 
места выстрела упадет более легкая часть сна- 
ряда, если тяжелая упала на расстоянин 8= 
—1200 м? Сопротивлением воздуха пренеб- 
речь. 

2. В водоеме укреплена вертикальная тру- 
ба с поршнем так, что кижний конец ее 
погружен в воду. Поршень, лежавший вначале 
на поверхности воды, медленно поднимают 
специальным устройством на высоту Н-15 м. 
Жакую работу при этом совершает устройство? 
Площадь поршия 5=10”? см*; атмосферное 
давление рь=10° Па; плотность воды ф= 

10° кг/м”; массой поршня можно иремнеб- 
речь. 

3. Два одинаковых шарика связаны не- 
весомой нитью, перекннутой через невесомый 
блок, причем один из шариков погружен в со- 
суд с жидкостью. С какой установившейся 
скоростью будут двигаться шарики, если из- 
вестно, что установившаяся скорость падения 
однночного шарика в той же жидкости рав- 
на #,? Считать, что сила сопротивления дви- 
жению тшарнка в жидкости пропорциональна 
его скорости; плотность жидкости р,:; плот- 
ность материала шариков р; трение в блоке 
можно не учитывать. 

4. Газ, занимающий при девленни р—= 

10° Па объем У=0,1 м°, изобарно расшн- 
ряется. При этом его абсолютная температу- 
ра увеличилась в 2 раза, а внутренняя энер- 
гия изменилась ка АИ= 26 кДж. Какую мас- 
су угля необходимо было сжечь для этого, 
если на нагревание газа было затрачено п= 
—20 % количества теплоты, выделившегося 
при сгорании? Удельная теплота сгорания уг- 
ля 0=230 МДж/кг. 

5. Шарик массой т—=@ г н зарядом 0»= 
—10-$ Кл, подвешенный на диэлектрической 
нити длиной [=1 м, совершает колебания 
в вертикальной плоскости. В плоскости коле- 
баний создано одиородное горизонтальное 
злектростатическое поле. Угол, образуемый 
крайнями положениями нити при колебаниях, 
составляет 2с = 90°, а угол между вертикалью 
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Рис. 1. 





Рис. 2. 


н нитью в момент прохождения шариком по- 
ложеиння равновесия В-= 15°. Определите раз- 
ность потенциалов между крайними точками 
траектории шарика. 

6. Какое количество теплоты выделится 
на резисторе после замыкания ключа (рис. 1)? 
Внутренним сопротивлением источника, со- 
противлением проводов и потерямн, связаи- 
ными с электромагнитным излучением, пре- 
небречь. 

7. Электрон взлетает в одиородное магнит- 
ное поле (рис. 2). В точке А он имеет скорость 
у, которая составляет с направлением поля 
угол с. При каком наименьшем значении ин- 
дукцяи магннтного поля электрон сможет ока- 
заться в точке С? Заряд электрона е, его 
масса т, расстояние АС-=Л, вектор © и отре- 
зок АС лежат в плоскости, параллельной 
полю. 

8. На плоскопараллельную стеклянную 
пластинку под углом а падает параллельный 
пучок света шириной [ содержащий две 
спектральные компоненты с длинами волн А 
к №. Показатели преломления стекла для 
этих длин волн различны и равны пл, н п> 
соответственно. Определите микимальную тол- 
щину пластинки, при которой свет, пройдя 
пластинку, будет распространяться в виде 
двух отдельных пучков, каждый из которых 
содержнт только одну спектральную компо- 
ненту. 

9. На расстоянии 4—80 см от рассеиваю- 
щей линзы с фокусным расстоянием Р--20 см 
на ее главной оптической оси находится то- 
чечный источник света. Линзу передвинули 
в направлении, перпендикулярном оптической 
оси. Определите, куда н на сколько надо пере- 
двинуть источник, чтобы его изображение 
оказалось иа прежнем месте. 

0. В результате реакции слияния ядер 
дейтерия и трития образуется новое ядро 
и нейтрон. Пренебрегая различием масс по- 
коя протона н нейтрона, определите, какую 
часть выделившейся при реакции энергии уно- 
сит нейтрон? Кинетическую энергию ядер дей- 
терия и трнтия до реакции не учитывать. 

Публикацию подготовили А. Г. Андреев, 

Л. П. Паршев 


Московский институт 
электронной техники 


Математика 

Письменный экзамен 

1. Вычислите 
(3,2—1,7):0,003 


2,5. 
29 3 
8—7). 4:0,2 
2. Упростите 


\а‘’—М-’ Уа—аб 


Ма’ -ь [В .. 
ЕЕ 


1 
З` 

4. Найдите сумму двадцати первых нечет- 
ных натуральных чисел. 

5. Решите уравнение 

уЗх + А Нух—А-=2ух. 
6. Решите уравнение 
эт (х + 30°) — зп (х-+ 210°)==2 &в 495”, 

если 90° х= 480". 

7. Решите уравнение 


3. Найдите (а -в). если эт 2а 





—=— 
—^ 1067, 5х-= —108,5. 


8. Третий члем геометрической прогрессии 
равем 9/16, а второй больше пятого в 64 ра- 
за. Найдите ее знаменатель. 

9. Решите неравенство 


32х—3._9х 1-2721/3615. 

10. На плоскости даны две окружности 
радиусов 12`см и 1 сы с центрами в точках 
О. и 02, касающиеся некоторой прямой в 
точках М и М. и лежащие по одну сторону 
от этой прямой. Известно, что ОО: М.М) == 
— \.5/2. Найдите ММ». 

11. Решите неравенство 

[х|>2\/х*— 2х фт. 





12. Найдите величину А=ух. ху 
где (х., у.), Ё=1,2 — решения системы 


х у а 
= + в. 


хи=ат. 
13. Решите неравенство 


\ 1081 2х +4108: ух < \2 {4—ЮБьх")- 


14. Объем конуса равен Тл. Найдите объем 
правильной четырехугольной лирамиды, впи- 
санной в конус. 

15. Дайте определение перпендикулярно- 
сти прямой н плоскости. 

16. Сформулируйте теорему Пифагора. 

17. Выведите формулу синуса половинного 
аргумента. 


Физика 

Письменный экзамен 

Вариант 1 

1. В иекоторой области пространства 
созданы однородные постоянные магнитное 
и электрическое поля (В =0,3 Тл, Е=300 кВ/м). 
Перпендикулярно обоим полям движется про- 
тон, нё отклоняясь от прямолинейной траек- 
тории. Найдите скорость его движения. 


Куапетсесте.ги 


2. Дальнозоркий человек начинает резко 
различать очертания предметов с расстояния 
однн метр. Какой оптической силы очки ему 
нужны? 

3. На расстоянии { от края стола лежит 
брусок. Коэффициент трения между бруском 
и столом равен и. На брусок со скоростью 
> налетает точно такой же второй брусок 
и толкает его к краю стола. На каком 
расстоянии от края стола брусок упадет на 
пол, если высота стола Н? При какой мини- 
мальной скорости налетающего бруска он упа- 
дет со стола? Размерами бруска по сравне- 
нию с { преиебречь. Удар считать абсолют- 
но упругим. 

4. В цилиндрическом сосуде под очень 
легким поршнем находится т -—=3 кг воды при 
1—=20°С. При нагреванни воде было сообще- 
но количество теплоты &—1017 кДж. На 
какую высоту поднимется поршень, если атмо- 
сферное давление р-= 10° Па, а площадь сечения 
сосуда 5=3 ды"? Удельная теплоемкость воды 
с —4190 Дждкг - К), удельная теплота парооб- 
разования воды г=-2,26 . 10° Дж/кг, универ- 


сальная газовая постоянная Н—8,31 Дж/ 
Имоль- К). Изменением ‚объема воды при 
испарении, а также ее теиловым расшнре- 


нием пренебречь. 

5. Конденсатор емкостью С заряжен и от- 
соединен от батареи. К этому коиденсатору 
подключают другой конденсатор емкостью 
С, (С, С), затем конденсаторы разъединяют. 
После этого исходный конденсатор (без его 
подзарядки) присоединяют к следующему 
незаряженному коиденсатору емкостью С, 
и т. д. Сколько раз нужно повторить эту 
операцию, чтобы напряжение на исходном 
конденсаторе упало в два раза? 


Вариант 2 

1. Вычислите КИД энергетической установ- 
ки атомного ледокола, если ее мощность 
Р-=3,2.10* кВт, а атомный реактор расходует 
т =-200 г топлива (0-235) в сутки. Прн де- 
лении одного ядра атома урана выделяется 
энергия #—=200 Мэв. Заряд электрона © = 
—1,6 . 40-1? Кл, число Авогадро МА=6Х 
ХЕ" моль. 

2. Три шарика соединены между собой 
одинаковыми нитями так, что образовался 
лравильный треугольник. Система лежит на 
гладком горизонтальиом столе. Какие оди- 
наковые по величине и знаку заряды надо 
ломестить на шарики, чтобы площадь треуголь- 
ника увеличнлась в два раза? Жесткость 
нитей Ё, начальная длина [. 

3. Присоединеиие к амперметру некото- 
рого шунтирующего сопротивления увеличи- 
вает пределы измерення тока в 3 раза. Дру- 
гое шунтирующее сопротивление увеличива- 
ет пределы измерения в 7 раз. Во сколько 
раз увеличится предел амперметра, если в ка- 
честве шунта использовать оба эти сопротив- 
ления, предварительно соединенные между 
собой последовательно? 

4. Источник света расположен на главной 
оптической оси собирающей лиизы с фокусиым 
расстоянием Р=30 см. Расстояние от источ- 
ника до линзы @4==90 см. За линзой пер- 
пенднкулярио оптической оси помещено плос- 
кое зеркало. На каком расстоянии от линзы 
нужно его поместить для того, чтобы лучи, 
отраженные от зеркала, пройдя вторичио 
через линзу, образовали параллельный пучок? 


5 





5. При скоростном спуске с горы с углом 


иаклона о=30”’° лыжник иабрал скорость 
и==72 км/ч. Коэффициент трения лыж о снег 
и=0,1. Сила сопротивления воздуха пропор- 
циональна квадрату скорости. С какой мак- 
симальной скоростью будет двигаться тот же 
лыжник по склону с углом наклона в—=45°? 
Длину каждого склона считать достаточно боль- 
зюй. 


Публикацию подготовили А. В. Ефимов, 
Б. М. Орлов, А. С. Поспелов, А. Ю. Хренников 


Московский 
станкоинструментальный 
институт 


Математика 
Письменный экзамен 
Вариаит 1 

1. Решите уравнение 


1083(3=—13х +28 -- 2 1050,2. 


2. Определите значения к, при которых кор- 
ви уравнения 


х7- (ЗВ--2)х- Е? ==0 
удовлетворяют соотношению х! = 9х. 
3. Рещите уравнеиие 


бэ? хат х-с08 х —с087х = 2. 


4. Колоина войск протяжением 2 км движет- 
ся по шоссе маршем со скоростью 3 км/ч. 
Конный вестовой выезжает из конца колоины 
в ее начало, передает приказание и тотчас же 
отправляется обратно. На проезд туда и обратно 
вестовой тратит 30 мии. Определите скорость 
вестового, если она на всем пути была оди- 
накова. 

5. В основанни треугольной пирамиды 
лежит равнобедренный треугольник, площадь 
которого равна 5, а угол при вершине равен а. 
Боковые ребра пирамиды образуют с высотой 
один и тот же угол 8. Найдите объем 
пирамиды и радиус шара, описанного около 
нее. 


Вариаит 2 
1. Решите уравнение 
5%-2+20:.2_ 


16 Г: 


2. Найдите все значения а, для которых 
меравенство 


60 


(а—1)х—{е-- Юхфа-+{1>0 


Куапетесте.ги 


А Б 
2Р ЕР Р 
Рис. 3 


выполняется при всех действительных значе- 
ниях х. 
3. Решите уравнение 


14+ зтх | созх Е зтёх | со52х =0. 


4. Произведение цифр двузначного числа 
в три раза меньше самого числа. Если к искомо- 
ыу прибавить 18, то получнтся число, напи- 
санное теми же цифрами, но в обратном по- 
рядке. Найдите это число. 

5. Основанием пирамиды служит равнобед- 
ренный треугольник, у которого боковая сто- 
рона равна а, а угол при вершине равен а. 
Все боковые ребра наклонены к плоскости осио- 
вания под углом В. Найдите объем пирами- 
ды и тангенс угла наклона боковой грани, 
противолежащей углу а, к основанию. 


Физика 


Задачи устного экзамека 

1. Спутник движется вокруг Земли по кру- 
говой орбите, радиус которой в два раза боль- 
ше радиуса Земли. Определите скорость дви- 
ження спутника, если первая космическая ско- 
рость у поверхности Земли равна = 
=8 км/с. 

2. Однородная доска массой М=1 кг лежит 
на столе так. как показано на рисунке 1. 
Груз какой массы надо положить иа правый 
конец доски, чтобы левый ее конец начал 
подниматься? . 

3. В герметичном сосуде объемом И=20 л 
находится смесь насыщенного водяного пара 
с гелием. Давление смеси р=2 - 10° Па, тем- 
пература Т=-373 К. Определите количество ге- 
лия в сосуде. Моляриая масса гелия Ми. = 
=4 г/моль. 

4. При адиабатическом расширении один 
моль идеального одноатомного газа совершил 
работу А —1,25 кДж. Найдите изменение тем- 
пературы газа. 

5. В калориметре смешали т, =1 кг льда, 
имеющего начальную температуру #1 = — 10 °С, 
н т. =100 г воды при температуре {+=0 °С. 
Определите температуру смеси и ее агрегатное 
состояние после установления теплового равно- 
весия. Теплообменом с калориметром и с ок- 
ружающей средой пренебречь. Удельная тепло- 
та плавления льда ^—=336 кДж/кг, удельная 
теплоемкость льда с; =2,\ кДж/(кг-К). 

6. Какое количество теплоты выделится на 
резисторе сопротивлением В после замыкания 
ключа (рис. 2)? Заряд конденсатора 4, пло- 
щади пластин 5, расстояние между пластина- 
ми 4, диэлектрическая проницаемость в—1. 

1. Проволочный виток площадью $ и сопро- 
тивлением Е иаходится во виешнем ‚одно- 
родном магнитном поле с иидукцией В. Ли- 
иии индукции поля образуют угол а с нормалью 
к поверхности витка. Какой заряд иротечет 
по витку, если поле выключить? 


8. Найдите увеличение изображения отрез- 
ка АБ, даваемого тонкой рассеивающей лин- 
зой с фокусным расстоянием ГР (рнс. 3). 

9. Для выжигания по дереву используют 
лупу с четырехкратным увеличением, фоку- 
сируя с ее помощью солиечный свет. На ка- 
ком оптимальном расстоянии от поверхностн 
дерева надо держать лупу? 


Олуббле 
и яени 9) 


РНР 


Киевскяй государственный 
уащаерсытет им. Т. Г. Шевченко 
Математика 


Письменный экзамен 
Вариант 1 


1. = УВ сш 9. 


2. хе [. '| © 9; о. 


3. х=(—1/ т! агоат в + лл, в 


а. вр 2 1, <<. 
5. 11 555 550. Указание. Просуммируйте 


сначала все числа, отличные от 1 111 110. 


Вариант 2 
1. хе Ю; Ц 12; 6[- |1 
2. х=(—1 акс п з + д. КЕ. 
3 ба - ‚ар 
‘в’ 94 
1 
4. В=г| УЗ —)]. 
= +В) 
59 
5. = 38 с. 
Вариант 3 
1. 53 %. 


с а. 4+1л, 167. 


3 

5. ч-=2 акс -—-. 
$ и 

Вариант 4 

1. х= Эли, КЕ, хе 1у Л +94, 167. 


3 

2. хе ]— 06; 2[11 4; 8(. 

а 

$ 
4. х-- Ь у-=2, 2=3; 6} х=— \, у=-—, #==-—8. 

з 95’. 

5. @©—=\/———-. 
9 16 эт’ а 


Задачи устного экзамена 
1. х=4к-{- 2, А= —2, —3, ... 
3. л-я группа состоит из п последовательных 


2 
п 
четных илн нечетных чисел. 5.=(т +) 


Куапетссте.ги 


10. В планетарной модели атома водоро- 
да электрон вращается вокруг ядра по кру- 
говой орбите. Какой кинетической энергией об- 
ладает электрон на орбите радиусом г 
—=6 -10—\ м? Заряд электрона 2=1,6.Х 
х10—19 Кл, электрическая постояиная г= 
=8,85 ° 10—12 Фум 

Публикацию подготовили 
Л. Н. Дагаева. Д. В. Подлесный 





4 
при п=2А, 5.= мп при л==Э ЕЕ. 
4. а=1.|6]<3. 
5. ЛЬ, +2. 

1 

6. а >25 — одно решение; а<— 5; — нет 
решений. 
7. 142 821. 


8. Указание. Точки А и В лежат на одинако- 
вом расстоянии от прямой, которая содержит 
медиану СМ треугольника АВС. Задача нмеет 
3 решения. 

9. Окружность, проходящая через точки А. В, С, 
если они являются вершинами остроугольного 
треугольника. Во всех других случаях — ок- 
ружность, построенная на самом длинном 
из отрезков АВ, ВС, АС, как на дивметре. 

10. Указание. Воспользуйтесь тем, что 
сторона правильного шестнугольника равна 
радиусу описанной вокруг него окружности. 
11. Указание. Воспользуйтесь тем, что отре- 
зок, соединяющий середины смежных сторон 
квадрата, пересекается с одной из его див- 
гоналей в точке, являющейся серединой этого 
отрезка и делящей диагональ в отношении 3:Ё. 


Физыка 
Физический ‘факультет 
и. п= в/в о/4=90. 
2. х—0,66 м (х является положительным кор- 
нем квадратного уравнения х’ —2/х —21Н =0). 
3. Тит= “За Д@р)} ==0,0012 с (б=6,67х 
х10-" м’Дкг-с?) — гравитационная постоян- 
ная). 

рав (1—1 2/4 — — а*} 
4. р= 1—1) = 20000 Па. 
5. и= МАТАр5Мг) =1.6 м/с (р= 10° Па — нор- 
мальное атмосферное давление, М-—18Х 
ХИ -’ кг/моль — молярная масса воды). 
6. ‹=06,9° (‹ является корнем квадратного 
уравнения $? —2лф--4л?7/Н = 0). 


_“@п—1 С». пт ЬС. 
7. И — И 
о паб ' 5 9: п1@, С.) 
8. /--4 м (/ является решеннем системы двух 
уравнений — формул линзы > + т == = и 
1 1 3 


ВОЛЕ Ри 
Раднофязический факультет 


- / 2Н 
1. # = ыы моно поедет" раауаыь: ЗО 
5 зщ а (та — К В сов @) 


Е? ( 2, } - 

че Ей ЗА 

3. Плотяость куба в 4 раза меньше плотности 
воды, а плотность камня в 2 раза больше плот- 
ности воды. 

4. п=(тЕТ)Др"УМ)=2 (Мь—=58 г/моль — мо- 
лярная масса группы С.Н.О), 





2. Е. = 


49: + 192 | 

Алео9 1 [42| Ё 
6. р ИМ/В, С/В/Вз4- И=1.6А. 
1. Рав, — ВДВ, — №2)= 15 см. 


5. Е = 3,96- 10° В/м. 


т ескоьския энергетический институт 
Математика 


Вариант 1 
1. 12 при х-ё +2; х=0; х+4. 
2. См. рис. 1. 


Рис. Г. 


3. 2г; 22 г. 4. [л/4. 

81 + вт а} 

Ззта-с06°а ° 

Вариант 2 

1. — 34а; а>0, а=- 3. 

2. [—-2; 1{. 3. 11 ч 8 мин. 

4. —1/4; л/4; —л/3; л/З; 2л/3}. 

5. 10018 а. 

Физика 

Вариант 1 

2. Сопротивление холодного проводника (в 
момент включения электронагревательного 
прибора) больше сопротивления нагретого про- 
зодника (когда установится температурный 
режим). 

3. 4=(п- ОР-=40 см. 


4. == +) +7 чае 


5. И. 2лл8В5$ вт «2512,5. я В. 


5. 


Вариант 2 

2.В условиях леса днфракция звука гораздо 
заметиее, чем дифракция света. 

3. Т.=250 К; 2= —23 °С. 


4. ие „5; = /0:=2,15 А. 
5. ^=2 С 219 м (здесь с=3 . 10% м/с — 
скорость . в вакууме); ^-=2л6с/ Г.С д 


2560 м. 

Московское высшее техническое 

училище им. Н. 9. Баумана 
Математика 
Вариант 1 

Ел 2 

1. 5ч. 2. их, = д4+2лё (В, 162). 
$. {Ц}. 4. 1—2; —Ц 10; ре. 
5. 2/3 а; 34? 6. Указание. Пусть 5АВС — 
треугольная пирамида, АВ—а. Докажите, что 


Зик= У6 \24а'а? — а*, и исследуйте на макси- 


4 
мум функцию Га) = 24а°4? — а“. 


Вариаит 2 


1.2.2. и= 5 Чл; холл (167). 
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3. [1]. 4. ] ле: -{ ©[. 
343 ›.. 

5. 4В; 384 дй“. 

ный шар имеет нанбольший радиус, когда сере- 

дины ребер верхнего основания призмы лежат 

на поверхности шара (докажите это). 

Физика 

. 13.10? м = 13.1 км. 

2. А рь5 {Н— р/(2рв))=10* Дж=10 кДж. 

$. и— поро Де — ро). 

4. т— (ру а 

5. фи — $220.17 - 10 

6. @—С4"?/6. 

7. В-- Элти соз «ДеГ). 


21%(п1 — в? а) (и? — 8907 в) 


16 /л`/3. Указание. Вписан- 


6-107 *кг (здесь 10,2). 


8. аа = о. 
зп 2а (У — ат? а— и —зир а) 


9. Источник нужно передвинуть в протнвопо- 
ложную сторону на расстояние, превышающее 
смещение линзы в 4 раза. 

10. Нейтрон уносит 4/5 выделившейся при 
реакции энергии. 


Московский институт 
электронной техники 
Математика 
1. 60. 2. ц6. 3. 0,5. 4. 400. 5. 4. 6. 105°. 7. 0,04. 


В. 1/4. 9. х<3. 10. 
13. ]0;-+ 01; 4[. 14. 14. 


Физика 
Вариант 1 
1. э=Б/В=10% м/с. 
2. = а—ао/а8)= +3 дптр (4@=1 м, ф«= 
—25 см — расстояние наилучшего зрения). 
3. 3— У2Н (° — РА опт = УЕ. 
Я9—ст(т,—Т) 

К 0,29 
4 ^— рем ЕТ.) ы 
(Т.—=313 К — температура кипения воды). 
122 
8 = часто. 
Вариаит 2 
1. ч= (Р:М)/(Мдтиг)=0,17—=17 % (т= 1 сутки 
224. 60 - 60 с, М=235 . 10-3 о — мо- 
лярная масса урана, ш=200 - 10-16 Х 
х10-—1 Дж). 
2. = 81:1 (2—1) (2 - электрическая 
постоянная). 
8. п=2,5 раза. 
4. 1=Р(24—Р)/Ай‹а— Р))=31,5 см. 
5. 5 =о\Дэт В— нсоз Дэат а — р сов "орркее 
—=89,5 км/ч. 








Московский станкоянструментальный 
институт 
Математика 
Варивнит 1 
1. 13; 10, 2. № = — гв. Е: == 6. 
3. х‚= —л/4-4лЁ; хо=ватсе 3/4--л (&,[ 2). 
4. 9 кы/мч. 
7 ь* =. 
И. 


2 сов 5 эт 2 эт 2В 


№4 $ {25$ чт а 
— бсоз а/2 эта” 


Вариант 2 
1.|—1: 1. 2. @6]5/3;: Но. 
2 


= 


3. хи 3 я-а: каза — + (1671. 


4. 24. 5. И? эт ч/2-щВб; шуышВх 
Ж(соза! '. 

Физика 

1. ужо, /2==5. км/с. 

2. т 1/2 =0,5 кг. 

3. уУ=(р— р, И ЛАТ) =0,6 моль (здесь р„= 
=-10° Па — давление насыщенных водяных 
паров при данной температуре). 

4. АТГ=—2А (3В)= —100 К. 

5. После установления теплового равновесия 
в калориметре будет смесь льда и воды при 
температуре 0 `С, причем воды будет т, ип.— 
—(апиА: )/ А 0,04 кг=40 г. 

6. О—=77'а / (2..5) (здесь ко — электрическая 
постоянная). 

Т. 9=(85 со5 а}/В. 

8. Г=1/6. 

$. 1—=Е=: 41/4 =6,25 см (здесь Е — фокусное 
расстояние лупы, 44—25 см — расстояние наи- 
лучшего зрения). 

10. Е =в"А8леег)=2,3.10 ® Дж. 


«Квант» для младших школьников 
(см. «Квант» № 4) 
1. .292 
Х2и 
292 


292 
584 


61612 








2. Старший брат родился в 1962 году, а млад- 
ший в 1969 году. 

3. Цепь на рисунке не замкнута, 
ток по ней не потечет. 

4. Если заменить каждую цифру «счастливого» 
билета ее дополнением до 9. т. е. 0 на 
9, 1 на 8 ит д, то полученный билет 
тоже будет «счастливымь, причем если билет 
был из первой катуики, то полученный билет 
будет из второй катушки. Отсюда следует, 
что в каждой катушке одно и то же количество 
«счастливыхь билетов. 

5. Соединим одну из середин сторон с вер- 
шинами противоположной стороны отрезками 


поэтому 


Рис. 2. 

(рис. 2). Синий и краеный треугольники рав- 
новелики, значит, равновелики и белые тре- 
угольники. Но в этом случае их высоты, 
опущенные на нижние стороны, равны. следо- 
вательно, верхняя сторона четырехугольника 
параллельна нижней. 


*Кванте для младших школьников 
{см. «Квант» № 3) 


1. В обоих случаях кубик опустится на 3 см. 
2. Задача имест два решения. Первое рещение: 
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Рис. 3. [© 


1 кошка, 1 собака и 1 попугай, при этом нет 


тараканов; второе рещение: 2 таракана — 
и больше нет никаких других домашнях жи- 
вотных. 

3. Сложим из четырех получекных треуголь- 
ников четырехугольник так, как показано на 
рисунке 3. Это можно сделать в силу равен- 
ства соответствующих сторон треугольннков и 
того факта, что сумма углов 1, 4, Фи 12 рав- 
на 360”, как сумма внутренних углов четырех- 
угольника. Параллельиость сторон получен- 
ного четырехугольника нетрудно прозерить. 
Из того, что сумма углов 10 и 11 равна углу 1. 
следует, что сумма углов 10, 3, 5, 11 равна 
180°. Поэтому стороны АВ и СР параллельиы. 
Параллельность сторон АС и ВО доказыва- 
ется аналогично. 

4. Положим на левую чашку монету в 5 коп., 
а на правую чашку монеты в 2 и 3 коп. Если 
весы будут в равиовесии, то браковаиная мо- 
нета — в1 коп. Если перевесит одна. из чашек, 
то положим на левую чашку монету в 3 коп., 
а на правую — 2 и 1 коп. Если сейчас весы 
окажутся в равновесии, то бракозанная мо- 
нета — в 5 коп. Если при втором взвешива- 
нии будет легче та же чашка, что и при пер- 
вом взвешивании, то браковавная монета — 
2 коп.. в противном случае — монета в 3 кон. 


5. Н=0, А=1, В=2, О=3, Е=4, К=5, Т=6, 
И=7т, Р=8, П-=9. 


Калейдоской +«Квантае 
(см. «Ввант» № 4) 
Головоломки 
1. См. рис.4. 
2. См. рис. 5. 
3. 18,75 . 10 1л см. 


Рис. 4. 





Рис. 5. 


Наша обложка 
{см. «Квант» № 4, 4-ю с. обложки) 


Занумеруем пирамидки из шариков так, как 
показано на рисунке 6. Последовательно пере 
катим пирамидки 7, 2, 2, 1, 1, 4, 4, 6, 6, 10, 11, 
11, 8, 8, 2, 2, 1,4, 6, 10, 10, 11, 11, 8, 2, 1, соб- 
людая общее направление движения по часо- 
вой стрелке вокруг кружка, отмеченного звез- 
дочкой.” Получим циклическую перестаиовку 
1-—-2—8—11-—-10-+6-- 4-1. Аналогично можно 
получить симметричный зцикль 2--3-+5- 
—9->12+11-+7--2. Эти два цикла позволяют 
получить любое распределение цветов пирами- 









ХОА 
| О 
(С; 


Шахматная страничка 

(см. «Квант» № 2) 
Ззданме 3 (Г. Ринк, 1937 г.). 1. Кеб{ Кре8 
2. КрьЗ! ФЬТ 3. Фев КрЕЗ (3... Фе? 4. Феб 
Крё8 5. Кеб-+ с выигрышем ферзя) 4. КаЯ- 
Кря7 5. $Ф!6-- Крё8 6. Ф!ВХ. 
Задание 4 (К. Манн, 1922 г.). 1. Фа8-- Фу8 
2. Фа? ФЕ? 3. ФЬЗ-- ФЕВ 4. Феб -- ФЕТ 5. Фе8-- 
Фяв 6. Фат $17 7. Фа4+ ФЕТ 8. Фав-- Фев 
9. Ф16-- Фё? 10. Фь4-- Крё8 11. С45-- Кр! 
12. Ф48х. 
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Ордема Трудового Красного Знамени Чеховский 
волигрыфический комбимат ВО «Союзполиграфирам» 
Государственного комытета СССР 

@0 делам издательств. полиграфни и книжной торговли 
142300 г. Чехоа Московской области 


103006 Москла К.6, ул. Горького. 32/1. «Кванте. 


тез. 25 О- 33-54 


ДИхасманнв, 9 стране 7кА— 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира по шахматам, меж- 
дупародный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ЧЕМПИОНАТЫ 
КОМПЬЮТЕРОВ 


В конце прошлого года состоя- 
лись сразу два первенства мн- 
ра по шахматам среди ЭВМ. 
В ФРГ прошел пятый чем- 
пионат среди больших, уни- 
версальных компьютеров, а в 
США — шестой чемпионат 
средн шахматных мникроком- 
пьютерол. Предыдущие чем- 
нионы сохранили свое звание: 
«Крэй блитц» (США) и «Ме- 
фисто» (ФРГ) вновь завоевали 
«шахматную коронуъ соответ- 
ственно среди больших и ма- 
лых ЭВМ. В состязанин зуни- 
версалове участвовали 23 ком- 
пьютера, разыгравших пер- 
венство по швейцарской систе- 
ме в пять туров. Первов 
место разделнли «Крэй 
блихц», «Хитечь, «Бебеь и 
«Фениксь, набравшие по 4 
очка. По коэффнциенту побе- 
да досталась предыдущему 
чемпиону. Программа «Крэй 
блитце, разработанная в Юж- 
но-Миссисипском университе- 
те (США), написана на язы- 
ках фортран и ассемблер и 


реализована на машине 
«Крэй-Х-МП». 

Цо мнению мастеров и 
гроссмейстеров,  присутство- 


вавших на чемпионате в ФРГ, 
на нем был сыгран самый 
увлекательный поединок за 
всю историю компьютерных 
з1ахмат. Вот ои. 
«Хитеч» — «Шах» 
Сицялианская защита 

1. е4 с5 2. КЗ 96 3. СсА еб 
4.44 с4 5. К:аа К!6 6. Ксз Се? 
Я. Сез КЪат 8. Фч2 Ке5 9. Се2 
0—0 10. 3 Са? 1. Кгз 
К:{3-- 12. вЁ. Соперники 
быстро отошли от теории, и 
возникшее положение можно 
оценить как примерно равное. 
Последний ход белых доволь- 
но неожиданный — в «сици- 
лианкее редко  сдваивают 
пешки подобным образом. 
Почему же машина побила 
на {3 пешкой? Известно, что 
сдвоенные пешки уменьшают 
зиачение оценочной функции, 
которой руководствуется ма- 
шина при выборе хода, однако 


наличие открытой или полу- 
открытой линии увеличивает 
значение оценочной функции. 
Видно, для *Хитеча» второй 
фактор оказался важнее. 


12...Фаб 13. 0—0—0 Лас8. 


Белые собираются атаковать 
на королевском фланге, чер- 
ные стремятся к контригре 
на ферзевом. Но обе стороны 
не должны забывать н о защи- 
те. Поэтому черным лучше 
было сейчас отправить на с8 
другую ладью, освобождая 
поле #8 для слона. 

14. ЛЬ! ЛГе8 15. СЬб #6 
16. Св5 Фс5. Серьезная ошиб- 
ка. Потеря темпа, а за ним и 
второго ставит черных в ще 
котливое положение. Дальней- 
шую часть партни белые про- 
водят безукоризненно. В духе 
позиции было 67—15, немед- 
ленно затевая схватку на 
«своемь участке доски (16... 
Ь5 17. Фа 541. Возможно, 
черного ферзя  прельстила 
пешка #2. 

17. Ф!4 КЬб 18. ФЬА. Во 
всех современных программах 
заложен метод, называемый 
ФВ {‹форсированиый вари- 
анте) — после обрыва обыч- 
вого варианта на заданной 
глубине дальше исследуются 
только взятия и шахи. Поэто- 
му в игре, которая носит 
форсированный характер, 
компьютер ориеитируется 
вполне уверенно. Не исключе- 
но, что дальиейшие тактичес- 
кие нюансы видели обе ма- 
шины. 

18...26. Эффектно завер- 
шался поединок после напра- 
шивающегося 18...С18 (18... 
С:Е5 13. Л:85 и 20. Ф:15 е 
выигрышем фигуры): 19. Ф: 
6511 &В 20. С16- СЕТ 21. 7: 
ЕТ Кр!8 (21..Крь8 22. 
Лбх) 22. Ла81 с матом. 

19. СеЗ Фа5. На первый 
взгляд черный король в безо- 
пасности благодаря поддерж- 
ке ферзя, но белые находят 
чисто задачную идею пере- 
резать ему дорогу. 20. СЬ5" 
Блестящий тактический удар. 
20...С:55 21. Ф:№5 &5. Другой 
слособ не потерять фигуру 
состоял в 21...Л:с3!? После 
22. Л:86+ КрЬ8 23. Лав! 
уже черные объявляли мат: 
23...Л:е2-+ 1 24. КрЬ1 (24. Кр: 
с2 С43-+ и 3425...Ф:15) 24... 
Л:52-+1 25. Кр:Ъ2 Фа и 
т. д. Почему же «Шахе, 
видевший эту комбннацию, 
отказался от нее? Дело в том, 
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что машина обнаружила ма- 
товую комбинацию не только 
за себя, но и за соперника: 
23. Ф:\1--И (вместо 23. 
ЛдЕ!) 23...Кр:ЪТ 24. ЛЬб- 
Крй8 25. Л81+ КрЁ8 26. 
ЛЬ8-- КрТ 27. ЛЬТ-- КрГ8 
28. Сьбх. 

22. С:55"! {в 23. Л:в5-+! 
Белые ведут атаку, что мазы- 
вается. на одном дыхании. 
Сейчас после 23..С:85 24. 
Ф:в5-+ КрЕ7 (24...Крь8 25. 
Ф16-- КрЕ8 26. Ли! Хх) 75. 
Фи5- Кре? 26. Ф:\7{ Крёб 
чериый король получал кра- 
сивый мат в центре доски: 
21. еб! Кр:еб (21...4е 28. 
Ке4х) 28. ФЕТ Крё5 29. 
ФТ Креб (29..Кри5 30. 
Ле!+) 30. {4х1 

23...Кру8 24. Лав. Здесь 
партия закончилась, лотому 
что у черных нет спасения 
от 25. Ф:!Т- и 26. ЛЬ5Х. 
Эффектный поединок! 

После такой яркой победы 
все были уверены, что »Хи- 
теч» станет чемпионом мира, 
однако в последнем туре в 
позиционной борьбе он усту- 
пил своему главному сопер- 
нику. 
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9. Белые начинают и вынг- 
рывают. 





10. Белые начинают и дают 
мат в 3 хода. 

В первой позиции «Мефис- 
тоь разобрался менее чем за 
две минуты, на вторую «ува- 
жающий себя компьютер» 
тратит не более пяти минут. 
Вам дается более месяца. 

Срок отправки решений — 
20 июля 1987 2. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкуре «Кванта», задания 9. 
10». 
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Когда подготовка материчяов этого нфрера 
журнала уже заканчивалась, на прилавках 
московского «Детского мира» появилась новая 
комбинаторная головоломка. ИН хотя она не 
столь эффектна, как ее сородичи, представлен- 
ные в предыдущих номерах, именно ей — 
последней новинке — решили мы отдать эту 
страницу. В ней имеется 9 нумерованных шаше- 
чек, размещенных тремя рядами нд *«карегкез, 
которая свободно скользит внутри прямоуголь- 
ной рамки; в бортах рамки сделаны ниши, 
благодаря которым шащшечки можно пере- 
ставлять — все это видно на центральком 
рисунке. Задача в том, чтобы научиться рас- 
ставлять шашки по порядку номеров, исходя 
из произвольной расстановки. Найти решение 
помогаег граф головоломки (рис. 1). Кажао- 


Рис. 1. 





К= дВА-18-1 
Рис. 2. 


мест Л и П: рис. 1), через В — цикл в среднем 
и нижнем ряду: 4-+-5-—-6—9--8—7—4, через 
С — в верхнем и нижнем: 1--2-5-—9—8—7— 
—>1. Выполним последовательно циклы А, В, 
А-1и В-1(А-! — операция, обратная к А: 
1-—4—5—6-—>3-,-2-—1, В-! — обратная к В). 
В результате две пары шашек меняются места- 
ми: 3—6, 4->7 {рис. 2}. Составленная таким 
образом из А и В операция К= АВА 1В-1 
называется коммутатором А и В. Выясните, 
как «работают» коммутаторы циклов А и С, 
Аи В-1, Ви С: иг. 0. к 2 показанная 
на рисунке 3, —К=ЕКЕ-!, где Р=В'А, — 
действует так же, как К, но на других шаш- 
ках — на тех, которые попадают на места 
3, 4, би 7 под действием Р. Говорят, что К\ 
получено из К сопряженнем. Рассмотрите 
операции вида АК, А-" (п=1, 2,..., 5), сопря- 
женные с К, — они переставляют шашки 7 и 9 
и любые две соседние шашки верхнего и средне- 
го ряда, поэтому с их помощью можно получить 





му из 11 возможных мест для шащек на нем 
огвечает кружок; если два места непосредствен- 
но сообщаются друг с другом, то соответствую- 
ацие кружки соединены линией. Например, 
с места 1 (см. рис. 1) можно попасть на 
место Л (в левую нишу — Эля этого нужно 
сначала установить верхний ряд каретки 
посередине рамки) или на место 2 и т. 0. 
Линии эрафа образуют 3 замкнутых 8-звенных 
кольца, адоль которых можно циклически 
переставлять шашки. Такие циклические пере- 
становки (или просто «циклы») служат кир- 
пичиками, из которых можно составить любую 
перестановку. Обозначим через А цикл 1-—2— 
—3--6—>5->-4—1 (сдвиг шашек в кольце, 
образованном верхним и средним рядами. ло 
часовой стрелке на одно место, ме считая пустых 


Рис. 3. 





А-СА те 1 в-1 
Рис. 4. 


любую перестановку шашек этих двух рядов. 
На рисунке 4 похазано, как из двух коммута- 
торов составляется еще одна полезная пере- 
становка — тройной цикл. 

Приведенные нами операции иллюстрируют 
основные приемы решения всех комбинаторных 
головоломок — использование графа, циклов, 
коммутаторов, сопряжений. Иопробуйте 9о- 
вести начатое нами д0 конца и доказать, что 
в нашей царе любую из 9! —=362880 перестано- 
вок шашек можно упорядочить по номерам. 
Предлагаем, в частности, найти операцию, 
переставляющую только две шашки Ги 8. 
Интересно отметить, что есль в одну из ниш 
вставить дополнительную шашку № 10, то 
последняя задаче уже будет неразрешима; 
6 этой игре можно будет получить только 
половину всех возможных — перестановок. 
Почему? 


В. Н. 
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показаны квазикристаллические 
замощения плоскости двумя цыплятами. 
придуманные Роджером Пенроузом. 
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УЗОРЫ ПЕНРОУЗА 
И КВАЗИЕРИСТАЛЛЫ 


Доктор физико-математических наук 
В. Е. КОРЕПИН 


В этой статье рассказано о математике 
квазикристаллов — материалах ново- 
го типа, открытых в 1984 г. Их физи- 
ческому открытию предшествовало 
создание занятных (и совершенно эле- 
ментарных!) математических моде- 
лей — узоров Пенроуза — двумерных 
аналогов квазикристаллических 
структур. Поначалу эти конструкции 
воспринимались как изящные безде- 
лушки, но в настоящее время уже 
опубликовано несколько сот серьез- 
иых иаучных статей ло физике и ма- 
тематике квазикристаллов. Так что 
читателям «Кванта» здесь представ- 
ляется редкая в наши дни возмож- 
ность: изучив вполне элементарный, 
почти развлекательный матермал, 
приобщиться к стремительно разви- 
вающейся новой области науки. 


Речь пойдет о замощении плоскости. 
Замощение — это покрытие всей плос- 
кости неперекрывающимися фигура- 
ми. Вероятно, впервые интерес к за- 
мощению возник в связи с построе- 
нием мозаик, орнаментов и других 
узоров. Известно много орнаментов, 
составленных из повторяющихся мо- 
тТиИвов. 

Одно из простейших замощений 
приведено на рисунке 1. Плоскость по- 
крыта параллелограммами, причем 
все параллелограммы одинаковы. Лю- 
бой параллелограмм этого замощения 
можно получить из розового парал- 
лелограмма, сдвигая последний на 
вектор пи то (векторы ии ь оп- 
ределяются ребрами выделенного 
параллелограмма, л и т — нелые чис- 
ла). Следует отметить, что все замо- 
щение как целое переходит в себя при 
сдвиге на вектор и (или 5). Это свой- 
ство можно взять в качестве определе- 
ния: именно, периодическим замоще- 
нием с периодами и и о назовем такое 
замощение, которое переходит в себя 
при сдвиге на вектор и и на вектор о. 
Периодические замощения могут быть 
и весьма замысловатыми, некоторые 


2 


из них очень красивы. Примером мо- 
жет служить периодическое замоще- 
ние, придуманное голландским ху- 
дожником М. Эшером (см. рис. 5 на 
с. 4) 

Квазипериодические 

замощения плоскости 


Существуют и интересные непериоди- 
ческие замощения плоскости. В 1914 г. 
английский математик Роджер Пен- 
роуз открыл квазипериодические за- 
мощения плоскости. Свойства этих за- 
мощений естественным образом обоб- 
щают свойства периодических. 
Пример такого замощения приведен 
на рисунке 2. Вся плоскость покрыта 
ромбами. Между ромбами нет проме- 
жутков. Любой ромб замощения с по- 
мощью сдвигов и поворотов можно по- 
лучить всего из двух. Это узкий ромб 
(36°, 144°) и широкий ромб (72°, 108°), 
показанные отдельно на рисунке 3. 
Длина сторон каждого из ромбов рав- 
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Рис. 2. Пример Р. Пенроуза кввзипериодического 
замощения плоскости ромбами даих типов. 


на 1. Это замощение не является пе- 
риодическим — оно очевидно не пере- 
ходит в себя ни при каких сдвигах. 
Однако оно обладает неким важным 
свойством, которое приближает его к 
периодическим замощениям и застав- 
ляет называть его квазипериодиче- 
ским. Дело в том, что любая конечная 
часть квазипериодического замоще- 
ния встречается во всем замощении 
бесчисленное множество раз. 

Любопытно отметить, что это замо- 
щение обладает осью пятого порядка 
(переходит в себя при повороте на 
угол 72° вокруг некоторой точки), 
в то время как таких осей у периодиче- 
ских замощений не существует (не 
очень простое доказательство послед- 
него факта мы опускаем). 

Другое квазипериодическое замо- 
щение плоскости, построенное Пен- 
роузом, приведено на рисунке 4. Вся 
плоскость покрыта четырьмя много- 
угольниками специального вида. Это 
звезда, ромб, правильный пятиуголь- 
ник и ‹бумажный кораблик». Самый 
известный пример квазипериодиче- 
ского замощения приведен на первой 
и на второй страницах обложки. Пен- 
роузу удалось покрыть всю плоскость 
цыплятами двух типов. 


Преобразование инфляции 
и дефляция 


Каждый из показанных выше трех 
примеров квазипериодического замо- 
‘щения — это покрытие плоскости с 
помощью сдвигов и поворотов конеч- 
ного количества фигур. Это покрытие 
не переходит в себя ни при каких 
сдвигах, любая конечная часть по- 
крытия встречается во всем покрытии 
бесчисленное ‘множество раз, притом, 
одинаково часто» по всей плоскости. 
Замощения, описанные выше, обла- 
дают некоторым специальным свой- 
ством, которое Ценроуз назвал инфля- 
цией. Изучение этого свойства позво- 
ляет разобраться в структуре этих 
покрытий. Более того, инфляцию мож- 
но использовать для построения узо- 
ров Пенроуза. 

Наиболее наглядным образом мож- 
но проиллюстрировать инфляцию на 
примере треугольников Робинсона. 
Треугольники Робинсона — это два 
равнобедренных треугольника Р, @ 
с углами (36°, 72°, 12°) и (108°, 36°, 
36°) соответственно и длинами сторон, 


1* 
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как на рисунке 6 (с. 4). Здесь 
т — золотое сечение: т=(1+/5)/2. 

Эти треугольники можно разрезать 
на меньшие, так, чтобы каждый из 
новых (меньших) треугольников был 
подобен одному из исходных. Разре- 
зание показано на рисунке 7Т: прямая 
ас является биссектрисой угла а4а6, 
а отрезки ае, аб и ас равны. Легко 
видеть, что треугольники асё и асе 
равны между собой и подобны тре- 
угольнику Р, а треугольник сде подо- 
бен треугольнику @. Треугольник @ 
разрезан так. Длина отрезка &й рав- 
на длине отрезка # (и равна 1). Тре- 
угольник {#8 # подобен треугольнику Р, 
а треугольник {#! подобен треуголь- 
нику @. Линейные размеры новых 
треугольников в т раз меньше чем у 
исходных. Такое разрезание называ- 
ется дефляцией. 

Обратное преобразование — склеи- 
вание — называется инфляцией. Ри- 
сунок 7 показывает, что из двух 
Р-треугольников и одного @-треуголь- 
ника можно склеить Р-треугольник, 
а из Р- и @-треугольника можно скле- 
ить @-треугольник. У новых (склеен- 
ных) треугольников линейные разме- 
ры вт раз больше, чем у исходных 
треугольников. 

Итак, мы ввели понятия преобразо- 
ваний инфляции и дефляции. Ясно, 
что преобразование инфляции можно 





. Рис. 4. Квазипериодическое замощение плоскости 


многоугольниками четырех типов. 
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Рис. 5. «Всадники» М. Эшера — пример периоди- 
ческого замощения плоскости. т 


повторить; при этом получится пара 
треугольников, размеры которых в т 
раз больше исходных. Последователь- 
но применяя преобразование инфля- 
ции, можно получить пару треуголь- 
ников сколь угодно большого размера. 
Таким образом можно замостить всю 
плоскость. 

Можно показать, что описанное за- 


мощение треугольниками Робинсона. 


не является периодическим. 
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Наметим доказательство этого утвержде- 
ния. Будем рассуждать от противного. Предпо- 
ложим, что замощение плоскости треугольни- 
ками Робинсона периодическое с периодами 
ии. Покроем плоскость сетью параллелограм- 
мов со сторонами и, © (см. рис. 1). Обозначим 
через р число Р-треугольников, у которых ле- 
вая нижняя вершина (относительно нашей се- 
ти) расположена в заштрихованном параллело- 
грамме; аналогично определим число 9.. (Ото- 
браниыс р треугольники образуют так на- 
зываемую фундаментальную область данного 
периодического замощения.) Рассмотрим круг 
радиусом В с центром О. Обозначим через ри 
{соответственно @л) число Р-трсугольников (со- 


ответственно — @-треугольников), лежащих 
внутри этого круга. 
Можно доказать, что. р 
№01 (рл/@л)=Р/9- (1) 
Ж--со 


Действительно, число треугольников, пересе- 
кающих окружность радиуса В, пропор- 
ционально Я, в то время как число треуголь- 
ников внутри круга радиуса В пропорцио- 
нально А”. Поэтому в пределе отношение числа 
Р-треугольникой к числу @-треугольников в 
круге равно этому отношению в фундамен- 
тальной области (рис. 8). 

Возьмем теперь наше замощение и выпол- 
ним преобразованне лефляцни. Тогда в исход- 
ной фундаментальной области окажстся 
р’==2р-а меньших Р-треугольников и 
4’ =р--а меныших О-треугольников (см. рис. 7). 
Обозначим через Рл и @л число меныших тре- 
угольников в круге радиуса В. Теперь легко 
получить противоречие. В самом деле, 


Р Ра — т 22 _Р’ _ 2Р+9 


— = ий „ = 
9 К-->@н К 98 4’ р-а 





откуда, решая уравнение р/а ={2р + а/@Ф-аъЪ 
находим 

р/а=(1--\5)/2, 
в то время как ри 3 — целые! Протнворечие 
уоквзывает, что замощение треугольшиками 
Робинсона — не периодическое. 


Оказывается, что это покрытие тре- 
угольниками Робинсона не единствен- 
ное. Существует бесконечно много раз- 
личных квазипериодических покры- 
тий плоскости треугольниками Робин- 
сона. Грубо говоря, причина этого яв- 
ления лежит в том, что при дефляции 
биссектрису на рисунке Т можно про- 
вести из вершины В, а не из вершины 
а. Используя этот произвол, можно 
добиться, например, чтобы покрытие 
треугольниками превратилось в по- 
крытие ромбами, показанное на ри- 
сунке 2. Покрытия цыплятами также 
порождается треугольниками Робин- 
сона. 


Преобразование дуальности 


`Способ построения квазипериодиче- 
ских замощений, приведенный выше, 
выглядит как догадка. Однако сус- 
ствует регулярный способ построения 
квазипериодических покрытий. Это 
метод преобразования дуальности, 


идея которого принадлежит голланд-. 


скому математику де Брауну. 
Поясним этот метод на примере по- 
строения замощения плоскости ром- 
бами (см. рис. 3). Сначала построим 
сетку С. Для этого возьмем правиль- 
ный. пятиугольник и пронумеруем его 
стороны. (1 = 1, 2, 3, 4, 5; рис. 10). Рас- 
смотрим сторону с номером 7}. По- 


Рис. 9. 
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строим бесконечный набор прямых, 
параллельных этой стороне, так, что- 
бы расстояние между двумя ближай- 
шими прямыми равнялось 1. Прове- 
дем аналогичное построение для каж- 
дой из сторон пятиугольника; прямые 
мы проведем так, чтобы они пересе- 
кались лить попарно. Получится на- 
бор прямых, который не является пе- 
риодическим (рис. 9). Прямые в этом 
наборе будем обозначать буквами [. 
Перенумеруем прямые двумя индек- 
сами: (п). Здесь : указывает на на- 
правление прямой (какой стороне пя- 
тиугольника она параллельна). Целое 
число п нумерует различные парал- 
лельные прямые, пробегает все целые 
значения (как положительные, так и 
отрицательные). Эхот набор прямых 
делит плоскость на бесконечный набор 
многоугольников. Эти многоугольни- 
ки называются гранями сетки. Сторо- 
ны многоугольников будем называть 
ребрами сетки, а вершины много- 
угольников — вершинами сетки. (Ана- 
логично для квазипериодического по- 
крытия @: ромбы — это грани ©, 
стороны ромбов — ребра ©, зершины 
ромбов — вершины 9.) 

Таким образом, сетка С построена. 

Совершим теперь преобразование 
дуальности. Каждой грани сетки С 
сопоставим вершину квазипериодиче- 
ского покрытия @ (вершину ромба). 
Вершины обозначим буквами о (это 
векторы). Сначала сопоставим каж- 
дой грани М сетки пять целых чисел 
п(М), 1=12,..,5 по следующему 
правилу. Внутренние точки грани М 
лежат между какой-то прямой /4п) 





и параллельной ей прямой [(п 1). 
Это целое число п мы сопоставим 
грани М. Поскольку в сетке есть пря- 
мые пяти направлений, то таким обра- 
зом мы сопоставим пять целых чисел 
п(М) каждой грани М сетки С. Вер- 
шина © квазипериодического покры- 
тия @, соответствующая данной гра- 
ни М сетки С, строится так: 


(М) = п (Ме + п (М)е»-+...+ п (Ме. 


Здесь е, — вектор единичной длины, 
направленный из центра правильного 
пятиугольника к середине стороны с 
номером }. Таким образом, каждой 
грани сетки мы сопоставили вершину 
покрытия. Так можно построить все 
вершины ©. 

Теперь некоторые вершины соеди- 
ним между собой отрезками прямых 
линий. Это будут ребра покрытия @ 
(стороны ромбов). Для этого расемот- 
рим пару граней М; и М., имеющих 
общее ребро. Вершины покрытия, со- 
ответствующие этим граням (г (М;) и 
5(М:)), мы и соединим между собой 
отрезками. 


Тогда оказывается, что разность 


(М! )—5(М.) (2) 


может быть равна лишь одному из 
десяти векторов -Ее,. (Мы этот факт 
доказывать не будем.) 

Таким образом, каждому ребру сет- 
ки сопоставляется ребро покрытия @. 
Каждой вершине сетки сопоставляет- 
ся грань покрытия @ (ромб). Действи- 
тельно, к каждой вершине сетки при- 
мыкают четыре грани М, (Ё =1,2, 3, 4). 
Рассмотрим соответствующие им че- 
тыре вершины покрытия в (М,). Из 
свойства разности (2) следует, что реб- 
ра покрытия, проходящие через эти 
вершины, образуют границу ромба. 
Квазипериодическое покрытие плос- 
кости ромбами построено. 

Мы проиллюстрировали метод пре- 
образования дуальности. Это общий 
способ построения квазипериодиче- 
ских покрытий. В этой конструкции 
правильный пятиугольник можно за- 
менить на любой правильный много- 
угольник. Получится новое квазипе- 
риодическое покрытие. 

Метод преобразования дуальности 
применим и для построения квази- 
периодических структур в простран- 
стве. 


6 


Куапетсесте.ти 


Квазипериодическое заполнение 
трехмерного пространства 


Существует трехмерное обобщение 
узоров Пенроуза. Трехмерное про- 
странство может быть заполнено па- 
раллелепипедами специального вида. 
Параллелепипеды не имеют общих 
внутренних точек и между ними нет 
промежутков. Каждый параллелепи- 
пед этого заполнения с помощью сдви- 
гов и поворотов может быть получен 
всего из двух параллелепипедов. Это 
так называемые параллелепипеды 
Аммана-Маккэя. Для того, чтобы за- 
дать параллелепипед, достаточно за- 
дать три ребра, выходящих из одной 
вершины. Для первого параллелепи- 
педа Аммана-Маккэя эти векторы 
имеют вид: 
е: —=(0; 1; т), е›=(—т; 0; —1), 
ез=(1; 0; —1), 
а для второго параллелепипеда: 
е«=(0; —1; т), е==(х; 0; 1}, 
ев = (0; 1; т). 
Заполнение этими параллелепицеда- 
ми не переходит в себя ни при каких 
сдвигах, однако любая конечная его 
часть встречается во всем заполнении 
бесчисленное множество раз. Запол- 
нение пространства этими параллеле- 
пипедами связано с симметриями ико- 
саздра (эти симметрии невозможны у 
периодического замощения простран- 
ства). Икосаэдр — это платоновское 
тело (правильный  многогранник). 
Каждая из его граней является пра- 
вильным треугольником. Икосаэдр 
имеет 12 вершин, 20 граней и 30 ребер 
(рис. 11). 


жж 


Оказалось, что именно такими сим- 
метриями обладает быстро охлажден- 
ный алюминиево-марганцевый рас- 
плав Ар 6 Мпол4 (открытый в 1984 г.). 
Таким образом узоры Пенроуза помог- 
ли понять структуру вновь открытого 
вещества. И не только этого вещества: 
найдены и другие реальные квази- 
кристаллы, их экспериментальное и 
теоретическое изучение находится на 
переднем крае современной науки. 


Зи а 
< 


Антипротон 
в ловушке 


Еще сто лет назад многие 
не верили в реальность суще- 
ствования атомов. +То, чего 
нельзя увидеть, не может су- 
зцествовать» — примерно та- 
кой аргумент считался неоспо- 
римым. Теперь он кажется 
просто нелепым, поскольку не 
только атомы, но даже и от- 
дельные элементарные части- 
цы стали сейчас реальными 
объектами исследований. 
Счетчики в лабораториях 
регистрируют нейтроны, фото- 
ны, электроны и т. п. Уста- 
новки, составленные из боль- 
шого числа специальных де- 
текторов, скрытых высоко в 


горах, фиксируют нейтрино, 
прилетающие к нам из космо- 
са. Но физики могут не толь- 
ко считать количество частиц, 
они научились их изучать, 
тек сказать, поштучно. 


Если бы вам кто-нибудь 
предложил посадить один 
электрон в банку. вы. есте- 
ственно, приняли бы это за 
шутку. Тем ие менее такая за- 
дача разрешима, и это уже 
умеют делать в лабораториях. 
Рассказывают, что как-то к 
Эдисону пришел изобретатель 
и сказал, что он может синте- 
зировать универсальный ра- 
створитель, который способен 
растворять все ня свете. «Это 
очень-очень здорово. — сказал 


‚«пойматьь 


Эдисон, — но в чем вы будете 
хранить Вашу замечательную 
жидкость? ». Так и с электоо- 
ном. Ясно, что он не сможет 
жить в сосуде, даже если там 
создать максимально возмож- 
ный вакуум, — электрон про- 
сто «прилипнеть к стенке. 

И все же электрон, а также 
и антиэлектрон — позит- 
рон — хранить можно, при- 
чем хранить долго. Ловушку 
для электрона или позитрона 
можно создать с помощью 
электрического и магнитного 
полей. В магнитном поле 
электрон движется по окруж- 
ности или спираля. Электри- 
ческое поле, созданное в кои- 
денсаторах специальной фор- 
мы, ив дает заряженной ча- 
стице убежать по спирали. 
Комбинируя оба поля, можно 
заряженную ча- 


стицу. Такого типа устройство 
называют ловушкой или за- 
падней Пеннянга — пло имени 
изобретателя*). Современный 
рекорд хранения электронов 
и позитронов в этой ловуш- 
ке — около 10 месяцев. У 
пойманного такнм способом 
позитрона удалось измерить 
массу и магнитный момент. 

Теперь дошзла очередь и до 
антипротона. Как и всякая 
античастица, антипротон ис- 
чезает (аннигилирует), стол- 
кнувшись со своим антипо- 
дом — протоном. Лишь в ло- 
вушке, где никого нет, «жиз- 
ни» антипротона ничто не уг- 


*) Пеннинг Фрвнс Мишель 
{1894—1953} — нидерландский 
физик. 
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рожает. Однако поймать его в 
ловушку не так-то просто. Де- 
ло в том, что антипротон рож- 
дается в ускорителе со ско- 
ростью. почти равной скоро- 
сти света, и такую быструю 
частицу удержать очень 
трудно. 

Тем не менее задача поим- 
ки антипротона разрешима. 
Сейчас научились тормозить 
его движение, снижая энер- 
гию от нескольких ГэВ 
{10° эВ) до нескольких десят- 
ков кэВ (10—30 тысяч эВ). 
При таких энергиях антипро- 
тон уже удается посадить в 
ловушку Пеннинга, в которой 
он совершает колебательные 
движения — как тигр в клет- 
ке — с большой частотой, 
но выскочить наружу не мо- 
жет. 

В первых опытах антипро- 
тон удерживался в ловушке 
несколько часов. Физики счи- 
тают, что срок ззаточенияь 


можно увеличить в сотни раз. 
Тогда станет возможным ин- 
дивидуальное зобследованиеь 





этой частицы: точное измере- 
ние ее массы. магнитного 
момента и т. п. Наконец, 
можно будет зподсадитьь в 
ловушку позитрон и сделать 
антиатом — витиводород. 

Можно придумать и много 
других интересных опытов, 
надо только преодолеть труд- 
ности, которых осталось еще 
немало. Ученые надеются, что 
*антипротон в ловушке» ско- 
ро будет привычным экспона- 
том в физической лаборато- 
рии. 


Я. С. 
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БЕЛЫЕ КАРЛИКИ — 
КРИСТАЛЛИЧЕСКИЕ 
ЗВЁЗДЫ ЕС 


Кайдидат физико-математических наук 4. 
. М. БРУК. =’ 
Б. Н. ГЕЛЛЕР х 






В бескрайней пустоте изнеможенный шар, 
Охваченный тоской и горем без предела, 
Уродливый. немой, давно окаменелый: 
рагцалея. позабыв, что раньше ие стар. 










„Локонт де Лиль. «Последний боге 


В этой статье мы постараемся рас- 
сказать о том, что нельзя увидеть 
ни в микроскоп, ни в телескоп, но что 
можно понять с помощью довольно 
зростых и привычных представле- 
ний. Речь пойдет в основном о белых 
карликах и ... конденсаторах. Что 
такое конденсатор, знают, конечно, 
все читатели «Кванта». Про белые 
карлики читатели тоже, вероятно, 
слышали. Так называются очень плот- 
ные звезды с массой примерно та- 
кой же, как у нашего Солнца, но 
с радиусом в несколько сотен или 
даже в тысячу раз меньшим солнеч- 
ного. Разглядеть, как устроены внут- 
ренности белого карлика, мы, конеч- 
но, не можем. Но, порассуждав о пло- 
ском конденсаторе, мы сможем, вос- 
пользовавшись физическими анало- 
гиями, получить представление о том, 
как устроены эти далекие и мало по- 
хожие на Солнце звезды. 


Немного простых вычислений 


Масса типичного белого карлика 
М-?2. 103 кг, его радиус В 10? ДА. 
(Е. =1-10° м — радиус Солнца). 
Среднюю плотность вещества, из ко- 
торого состоит карлик, мы получим, 
разделив массу звезды на ее объем: 
о оказывается —10° кг/м°. 

Если бы мы пожелали +*лостроить» 
белый карлик из отдельных атомов, 
мы должны были бы собрать их в 
большое облако вблизи той «точки» 
в пространстве, куда хотим «‹поме- 
стить» звезду, и сжать это облако до 
плотностей примерно в 10° раз ббль- 
ших, чем средняя плотность нашей 
планеты. В космическом простран- 
стве облака из молекул или атомов 
сжимаются под действием сил гра- 
витации. 

Реальные белые карлики, как это 
вытекает из теории строения и эво- 
люции звезд, содержат мало чтяже- 
лых» элементов или даже совсем их 
не содержат. Для оценок можно счи- 
тать, что белый карлик «построен» из 
одинаковых атомов, имеющих при- 
мерно по десятку электронов на атом. 
Массу т атома при этом можно при- 
нять примерно в 20 раз большей мас- 
сы нуклона, т. е. считать т-— 10" кг. 
Разницей масс нуклонов (протона и 
нейтрона), а также массой электро- 
нов при грубом расчете можно, конеч- 
но, пренебречь. Это вполне разумные 
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допущения, и они фактически не ло- 
влияют на те выводы, к которым мы 
придем. 

Число пл атомных ядер в единице 
объема получится, если разделить о 
на т. Для нашего белого карлика п 
оказывается —10*° м -3. Значит, сред- 
ний объем пространства, приходяще- 
гося на одно ядро, —10` 3 м*, и сред- 
нее асстояние между ядрами 
—10-*" м. Размеры же обычных ато- 
мов порядка 10`'° м. Так что мы 
приходим к выводу, что средние рас- 
стояния между ядрами внутри бело- 
го карлика в сотню раз меньше раз- 
меров тех атомов, из которых мы 
«начинали строить» звезду. Понятно, 
что при столь больших плотностях 
атом как система зэлектроны | ядро» 
не существует. 

В процессе сжатия все электроны 
в недрах белого карлика уже «ото- 
драны» от своих ядер и образуют 
электронную жидкость. А как ведут 
себя ядра (которые можно назвать 
в таком случае «голодранцамиь)? 
Для них существуют две возможно- 
сти: они либо «плавают» в «электрон- 
ном море», напоминая взвесь тяже- 
лых частиц в жидкости, либо обра- 
зуют кристаллическую решетку, в ко- 
торую и +*налитаъ электронная жид- 
кость,— тогда система ядер и элект- 
ронов подобна по структуре обычным 
металлам. 

Какая же из указанных возмож- 
ностей реализуется на самом деле? 
Белые карлики — жидкие? или 
кристаллические? 

Наша цель — разобраться в этом 
вопросе. И поможет нам, как это ни 
удивительно на первый взгляд, пло- 
ский конденсатор. 


Плоский конденсатор 
и плазменная частота 


Совокупность электронов и ядер внут- 
ри белого карлика образует плазмен- 
ную систему, которая похожа на плаз- 
му в недрах Солнца или на плазму, 
образующуюся при обычном газовом 
разряде. Общим для этих систем яв- 
ляется сосуществование положитель- 
но и отрицательно заряженных час- 
тиц, взаимодействие между которыми 
обусловлено кулоновскими силами. (О 
том, чем существенно отличается 
плазма в белых карликах от класси- 
ческой кулоновской системы заря- 
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дов с противополоЖНыми знаками, 
мы поговорим позже.) В целом плаз- 
менные системы электронейтральны. 
А что произойдет, если в какой-то 
небольшой области пространства 
электронейтральность нарушится? 

Рассмотрим элемент объема, заня- 
того плазмой, между двумя плоски- 
ми площадками. Сначала обсудим 
простой случай, когда положитель- 
ные и отрицательные заряды в плаз- 
ме одинаковы по абсолютной вели- 
чине. Пусть площадь каждой пло- 
щадки 5, а расстояние между ними 4. 
Заряды частиц будем считать рав- 
ными -е, а их концентрацию равной 
п.. Предположим, что мы смогли раз- 
делить заряды в этом объемчике и по- 
местить все положительные заряды на 
одну площадку, а все отрицатель- 
ные — на другую. По существу мы 
создали заряженный плоский конден- 
сатор. Очевидно, что абсолютная ве- 
личина заряда пластин этого конден- 
сатора @ = п.е5а, и напряженность по- 
ля в нем Е =@/г55 = п.е4/ ео. 

В реальной плазме никаких пло- 
щадок-пластин, конечно, не сущест- 
вует, но ясно, что взаимное смещение 
зарядов разных знаков приводит к 
появлению сил, стремящихся это 
смещение ликвидировать. Для оцен- 
ки этих сил можно рассуждать так. 
Пусть среднее относительное смеще- 
ние частиц с противоположными за- 
рядами равно 4. Появившееся при 
смещении электрическое поле можно 
оценить, пользуясь приведенной вы- 
ше формулой для конденсатора. Си- 
ла, действующая на одну частицу, 
равна еЁ = п.е’4/го; разделив эту силу 
ва массу частицы т, получим ее уско- 
рение: п.е?4/=.т. Обратите внимание: 
сила и ускорение частицы пропор- 
циональны ее смещению, а направ- 
лены они так, чтобы восстановить 
равновесие. Но это означает, что ча- 
стица будет совершать гармониче- 
ские колебания, и мы можем сразу 
же сказать, какова должна быть ча- 
стота этих колебаний: 

пе? 


2 
о т. (») 


Колебания с частотой шо называют 
электростатическими, ленгмюровски- 
ми или просто плазменными. 

Вероятно, читатель уже догадался, 
какой следующий шаг мы собираем- 
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ся сделать в наших рассуждениях. 
Конечно, мы должны попытаться по- 
нять, нельзя ли обобщить эти рассуж- 
дения о плазменных колебаниях на 
электронно-ядерную плазму в белых 
карликах. Ответ на этот вопрос по- 
ложительный, такое обобщение дей- 
ствительно возможно. В электронно- 
ядерной плазме тоже должны быть 
колебания, обусловленные взаимны- 
ми смещениями зарядов. Но этот 
случай отличается от рассмотренного 
выше простейщего тем, что заряд яд- 
ра не равен заряду электрона. Раз- 
ные у них и массы. И очень важно, 
что концентрация частиц в плазме бе- 
лого карлика в сотни тысяч раз боль- 
ше, чем, скажем, в солнечной плазме. 
При таких концентрациях плазму 
нужно описывать квантовыми зако- 
нами (тогда как солнечную плазму 
можно считать классическим газом 
заряженных частиц, взаимодейст- 
вующих по закону Кулона). Оказы- 
вается к тому же, что вопрос о плаз- 
менных колебаниях в белых карли- 
ках тесно связан с вопросом о возмож- 
ности существования в них кристал- 
лических структур.  Обсуждением 
этих вопросов мы теперь и займемся. 


Ядерные кристаллы и устойчивость 
кристаллической решетки 


Одно из самых обычных и привыч- 
ных для нас фазовых превращений — 
это кристаллизация. Никого не удив- 
ляет, что зимой реки и озера покры- 
ваются льдом. Замерзают порой да- 
же моря. Но разве не удивительно, 
что кристаллизация может происхо- 
дить и в плазменном море, образуе- 
мом электронами и атомными ядра- 
ми внутри белых карликов? 

В ранних теориях белых карликов 
считалось, что вещество при плотно- 
стях, типичных для внутренних об- 





ластей этих звезд, представляет собой 
жидкую смесь ядер и электронов. 
Ядра в таком «растворе», как и ча- 
стицы в обычных жидкостях, могли 
бы «без особых усилий» переме- 
щаться на довольно значительные 
расстояния, движение их при этом 
могло бы быть совершенно хаотиче- 
ским. Идеи о построении и устойчи- 
вости решеток из атомных ядер, по- 
груженных в электронное море, по- 
явились немногим более двадцати лет 
назад. 

Давайте и мы предположим, что 
атомные ядра с зарядами #е дей- 
ствительно образуют кристалличе- 
скую решетку, т.е. «привязаны» к оп- 
ределенным местам в пространстве. 
Окружающие их электроны «воль- 
ны», конечно, «гулятьь по всему это- 
му кристаллу, но в среднем около 
каждого ядра находится & электро- 
нов. Разрушение решетки было бы, 
очевидно, возможно, если бы ядра 
могли сильно смещаться из своих по- 
ложений равновесия. Малые же коле- 
бания ядер к разрушению решетки 
не приводят. 

В обычных твердых телах колеба- 
ния кристаллической решетки имеют 
в основном температурное происхож- 
дение. Для ядерного же кристалла 
очень важную роль играет кулонов- 
ское взаимодействие. Колебания плаз- 
менного типа будут происходить при 
любых температурах, в том чиеле 
и при очень низких. Наша цель сей- 
час — оценить частоту и энергию 
этих колебаний и сравнить послед- 
нюю с потенциальной энергией ядра 
в кристаллической решетке и с ве- 
личиной КТ, характеризующей тем- 
пературные колебания. Если потен- 
циальная энергия окажется намного 
больше ЕТ и характерной энергии 
плазменных колебаний, то мы смо- 
жем сказать, что ядро «привязано» 
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нет 


— к «своему» узлу в кристаллической 


решетке. 

Удобно разделить всю нашу систе- 
му чядра-- электроны» на условные 
ячейки, имеющие сферическую фор- 
му и такие, что в каждой из них на- 
ходится одно ядро с зарядом беи & 
электронов. сли в единице объема 
содержится п, ядер, то радиус г ячей- 


ки можно определить из условия 
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= лг’п,=1; отсюда г пя‘. В целом 


каждая такая ячейка электронейт- 
ральна. Так как число электронов 
251, можно для оценок считать, 
что электроны, образующие облако 
с отрицательным зарядом, равномер- 
но «размазаны» по ячейке. Колеба- 
ния же ядра в этом отрицательно 
заряженном облаке происходят с 
плазменной частотой 
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ор ляей о ее 
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Это по существу та же формула ( +). 
Но только сейчас речь идет о колеба- 
ниях ядер с зарядом Де и массой т„. 

Мы уже упомянули, что из-за боль- 
шой концентрации частиц плазма в 
белом карлике описывается кванто: 
выми законами. Естественно, что и 
колебания в такой плазме должны 
квантоваться. Это значит, в частно- 
сти, что полная энергия колебаний 
кристаллической решетки, построен- 
ной из атомных ядер, складывается 
из отдельных порций — квантов 
энергии. Зная частоту колебаний, лег- 
ко оценить и энергию такой порции. 
Для этого надо частоту Ф, умножить 
на постоянную Планка й (®=^ , 
Величина #йО. и есть характерная 
энергия плазменных колебаний, от- 
носящаяся к одной колеблющейся 
частице, в нашем случае — к одному 
ядру. Здесь уместно еще сказать, 
что для типичных условий внутри 
белых карликов энергия ЁТ тепловых 
колебаний (опять же в расчете на од- 
ну частицу) много меньше, чем ЙО. 
Это позволяет нам «забыть» о темпе- 
ратуре, говоря о колебаниях кристал- 
лической решетки белого карлика. 
(Желающие могут убедиться в спра- 
ведливости неравенства АТ < ВО, под- 
ставив в формулу для © численные 
значения параметров, характерные 
для белых карликов, и приняв для 


оценки температуру Т внутри белого 
карлика —10° К.) 

Итак, нам остается сравнить ЖФ 
и #0. Потенциальная энергия ядра, 
«сидящего» в узле кристаллической 
решетки, Оо— == я 


= 


Иногда говорят, 





что эта обычная «кулоновская» фор- 
мула определяет «глубину потен- 
циальной ямы», в которую «попало» 
колеблющееся ядро. Можно сказать 
етце, что И. определяет энергию свя- 
зи ядра в системе окружающих его 
других частиц. 

Запишем теперь отношение #9,/Ио, 
используя приведенные выше форму- 
лы для Оси И: 


#9, 120 ) [8 
а Аетт Ар 





”" _ параметр, харак- 
я 

теризующий ядро с заданными й и 
т,. Типичное значение го/г для бе- 
лых карликов — порядка 10°. (Это 
число вы можете получить сами, счи- 
тая плотность вещества в звезде 
— 10° кг/м, а 2—10.) 

Тем самым мы убеждаемся, что 
(то/г)"? 1, а это-то и означает, что 
энергия колебаний ядер внутри бе- 
лого карлика меньше потенциальной 
энергии. Другими словами, кристал- 
лическая решетка, если она образо- 
валась, сама по себе развалиться не 
должна! 


Кристаллизация в белом карлике 


о сих пор мы обсуждали ситуацию, 
огда обусловленные температурой 
эффекты можно было не учитывать. 
В этом случае выполняется неравен- 
ство ЙО, >ЕАТ. Однако теория эволю- 
ции звезд предсказывает, что когда 
белый карлик был молодым, в его 
недрах шли ядерные реакции и он 
был довольно-таки горячим. После 
того как ядерные реакции кончились, 
температура в звезде могла быть еще 
около 10’ К. Естественно, что при до- 
статочно высоких температурах кар- 
лик мог и не быть кристаллическим, 
В его ранней истории возможно су- 
ществование такого периода, когда 
ЕГ было больше #О.. В этом случае 
основную роль играли не плазмен- 
ные, а температурные колебания. 
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И для этого пернода именно АТ нужно 
сравнивать с Их, чтобы решить вопрос 
о том, существовала ли тогда кристал- 
лическая решетка. 

Но, как бы то ни было, большая 
часть жизни карлика проходит в ус- 
ловиях, когда АТ < №. < Ио. Поэтому 
по мере его остывания должна про- 
изойти кристаллизация. В кристал- 
лизующейся звезде внутренние об- 
ласти все время остаются горячее 
наружных, поэтому кристаллическая 
структура — корка» — возникает 
сначала именно снаружи, а уже по- 
том «прорастает» в глубь карлика. 

При. кристаллизации выделяется 
энергия, которая в конечном счете 
звездой излучается. Расчеты пока- 
зывают, что эта энергия не столь уж 
и мала. Естественно сравнить ее 
с полной гравитационной энергией 
звезды (так называется энергия, ко- 
торая потребовалась бы, чтобы раз- 
рушить гравитирующий шар и *«рас- 
тащить» все составляющие его ча- 
стицы на достаточно большие рас- 
стояния друг от друга). Сравнение 
позволяет утверждать, что энергия, 
выделяющаяся при кристаллизации, 
может достигать долей процента или 
даже несколько процентов от полной 
гравитационной энергии белого кар- 
лика. Другим источником энергии, 
излучаемой карликом, является за- 
пас его тепловой энергии. При усло- 
вии близости температуры внутри 
звезды к температуре плавления 
кристаллической ядерной решетки 
(последняя по оценкам может быть 
порядка 10’ К) запасы тепловой 
энергии могут оказаться сравнимыми 
с энергией кристаллизации. В прин- 
ципе можно считать, что белый кар- 
лик после прекращения в нем ядер- 
ных реакций в состоянии излучить 
энергию порядка процента от его гра- 
витационной энергии. 

Гравитационная энергия звезды по 













порядку величины равна СМ?/В; 
подставляя М-—2- 1030 кг, А =7- 10° м, 
получим приблизительно 4.10*° Дж. 
Средняя светимость горячих и ярких 
белых карликов порядка 10° Г, 
где [.^4.10?° Вт — светимость на- 
шего Солнца (светимость — это пол- 
ная энергия, излучаемая за единицу 
времени). Зная это, легко подсчитать, 
что запасов энергии — тепловой 
и выделяющейся при кристаллиза- 
ции — белому карлику должно хва- 
тить на излучение по крайней мере 
в течение 10° лет. Приведенные циф- 
ры являются, конечно же, лишь ти- 
пичными значениями, для конкрет- 
ных звезд они могут отличаться. Ча- 
сто говорят, что конечными стадиями 
эволюции звезд могут быть белые кар- 
лики, нейтронные звезды или черные 
дыры. Оказывается, однако, что даже 
после «бурной молодости» звезды 
«не хотят умирать». Исчерпав запасы 
ядерной энергии, они сохраняют 
все же другие источники и запасы 
энергии, позволяющие им долго из- 
лучать и после того, как они дожили 
до своей «старости». 

Можно теперь сформулировать и 
основной вывод нашего рассказа о бе- 
лых карликах. Не очень горячие 
звезды этого типа должны быть кри- 
сталлическими; они кристаллизуют- 
ся, как только их температура пони- 
жается примерно до 10° К. 

Наблюдать белые карлики очень 
непросто, особенно если это холод- 
ные звезды (в астрономии их назы- 
вают «красные» белые карлики). Сла- 
бый блеск и сложность их спектров 
требуют очень совершенных телеско- 
пов. В то же время сейчас известно 
несколько тысяч белых карликов, 
разбросанных в сфере радиусом 


100 парсек (1 парсек = 3-10 м) 
вокруг Солнечной системы. Всего же 
белые карлики составляют от 5 до 
10% всех звезд. 
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Состояние вещества белых карли- 
ков, несуществующее и недостижи- 
мое в земных условиях, нам очень 
важно знать и для физики нейтрон- 
ных звезд — ведь их наружные слои 
состоят из вещества примерно с те- 
ми же параметрами, что и внутри бе- 
лых карликов. 


Приложение 


О связн главных параметров 
белых карликов 


Основными характеристиками любой звезды 
являются, конечно. ее масса, радиус, химичес- 
ский состав, температура и светимость. Ра- 
зумеется, не все эти величины являются не- 
зависимыми. Легко понять, например, что све- 
тимость должна быть связана с температу- 
рой — чем горячее звезда, тем больше она 
излучает. Мы приведем здесь пример другой 
связи — между массой белого карлика М, его 
радиусом К и отношением #/А. Параметры 
ё и ДА — это нрмер в Периодической системе 
элементов и массовое число (т. е. число нукло- 
нов) ядер тех атомов, из которых +построена» 
звезда. Для простоты будем считать, что 
белый карлик «построен» из одинаковых ато- 
мов (интересующую нас качествеиную карти- 
ну это предположение не испортит). 

Силы гравитации, сжимающие вещество 
звезды, создают внутри нее огромиое грави- 
тационное давление. Что зпротивостоить это- 
му давлению, что обеспечивает равновесие 
звезды? В случае звезд, подобных. нашему 
Солнцу, гравитационному сжатию противо- 
стоит газовое давление (давление плазмы). 
В белых карликах гравитационное давление 
уравновещивается давлением электронной жид- 
кости внутри звезды. Из условия  равнове- 
сия р.=р. можио получить формулу, связы- 
вающую интересующие нас параметры М, Я, # 
и А. Но сначала надо найти рем р.. Мы сде- 
лаем это, воспользовавшись соображениямн 
размерности. 

Естественно предположнть, что формула 
для гравитационного давления в центре звез- 
ды должна связать рес с массой звезды М, ее 
радиусом В и гравитационной постоянной С. 
Выпишем размерности этих велнчин: 

? 


(ро]=е кг ы-'с-?, 
М] = кг, [В] = м, [С]-= кг ‘мс ^*. 
Будем искать интересующую нас зависимость 
Роб, М, Ву в виде рсе-С’М*Е'. Запишем усло- 
вие равенства размерностей левой и правой 
частей написанного соотношения: 
км‘ кг ‘мс крым’ = 
кг УМ На, 


Такое равенство можст быть выполнено, толь- 
ко если 
1 ху, —1=3Зх-2, —2= — 2х. 
Решая зту систему уравнений, получнм: х==1. 
у=-8, #== —4. Следовательно, искомая фор- 
мула такова: 
м 
< —-. 
Рс вт 


Теперь перейдем к определению р.. Здесь 
полезно напомнить, что есть разлнчие между 


классической солнечной плазмой (ее давление 
зависит от температуры) и электронной жид- 
костью в белых карликах. Для такой жидко- 
сти (иногда говорят — газа) действуют кван- 
товые законы и давление р. от температуры 
не зависит. Поэтому в формулу для электрон- 
ного давления должна входить постоянная 
Планка #. Естественно предположить, что р. 
зависят еще от концентрации злектронов п, 
и массы электрона т.. Запишем искомую фор- 
мулу в таком виде: р. —А°т!п’. Числа, ©, Ви} 
определим, сравнивая размерности величин, 
стоящих слева и справа: 
{р кгим <", [1] кг м 
[те кг, [п,]=м-°. 
Из соотиошения 
км с” 2 = кг?м" с 
следует система уравнений 
1—=с+В, —1=2е —3%, —2= —а, 


откуда а=2, В= —1, у=6/3. Интересующее 
нас давление — 


ким 


$ 
р.—- ое п. 


‚бен ичнбаете 7 
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При условии полной ионизации в плазме кон- 
центрация электронов л. и концентрация ядер 
п, связаны соотношением л.=йп,. Но, п.^ 
И Зе 

т Ют,  ВАт,' 
нуклона (различием масс протона и нейтрона 
мы пренебрегаем). Поэтому: 


где т, — масса 


А? ( 2М \5/3 
2 т, ВЗАТ/ ` 
А теперь запишем условие равновесия рес == 


= р.: 
с М? в? ( М \5/3 
в* т. ‘ВЗАт» ' 
или, после несложных преобразований, 
22 я \5/3 
МЗ РЕ : 
Ст.т` А 
Из последней формулы явно видно, что при 
фиксированном значенин 2/А произведение 
МЕ? постоянно, и, стало быть, для разных кар- 
линков с одинаковыми отношениями #/А мас- 


сы М обратко пропорциональны А“. Результат 
довольно любопытный! 


когда не поворачивает назад н 
потому может символизиро- 
вать резерфордовскую прони- 
цательность и его стремление 
к продвижению вперед». 

В 1931 году «Крокодиль 


Крокодил 
в конверте 


Ольга Иеронимовна Капи- 
ца улыбалась доброй материн- 
ской улыбкой. Письмо приш- 
ло от Пети. Правда, он уже 
не Петя, а Петр Капица, 
27-летний физик, недавно 
принятый на стажировку в 
Кембридж, в лабораторию Ре- 
зерфорда. Вскрыв конверт и 
посмотрев иа дату, 25 октября 
1921 года, стала читать. 
Сначала спокойное описание 
пребывания в Кембридже. 
И вдруг +..отношения с Ре- 
зерфордом, или, как я его на- 
зываю, +«крокодиломе», улуч- 
шаются». Что это — озорст- 
во? Мальчишество? Ну, ладно 
в школе — какие только клич- 
ки не дают своим учителям 
ребята. Но зедь Петя далеко 
не школьник Ученого с ми- 
ровой известностью, настав- 
ннка, к которому с таким 
трудом удалось попасть, и 
вдруг назвать КРОКОДИ- 
ЛОМ! Ведь если сотрудкики 
узнают, узнает и сам профес- 
сор! Выгонит, честное слово, 
выгонит! 

Все знали. Зиал и Резер- 
форд- И не выгнал. Он тоже 
не был лишен чувства юмора. 
Через год в беседе с Резер- 
фордом Капица иапомнил 
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шефу первый день их встре- 
чи. Тогда Резерфорд сказал, 
что все 30 мест в лаборато- 
рии заняты. Петр Леонидович 
спросил, какую точность до- 
пускает профессор в научной 
работе? Получив ответ — 2— 
8%. Капица сказал, что один 
сотрудник в дополнение к 30 
составляет всего около 3 % и 
что это не выходит за рамки 
требуемой точности. Профес- 
сор спрятал улыбку в усы... 
и принял молодого физика. 
Вспоминая это, Резерфорд до- 
бавил, что он этому очень рад. 

Так почему же +кроко- 
дилз? 

Петр Леонидович объяснял 
это так: «Это животное ни- 





выхлопотал 15 тысяч фунтов 
стерлингов на постройку ия 
оборудование — специального 
здания лаборатории для Ка- 
пицы. В феврале 1933 года в 
Кембридже состоялось торже- 
ственное открытие лаборато- 
рин. На торцевой стене 2- 
этажного здания был высечен 
по камню огромиый, во всю 
стену крокодил. Его по заказу 
Капицы сделал известный 
скульптор Эрик Гилл. Резер- 
форд сам объяснил, что это 
он. Входную дверь открыли 
позолоченным ключом в фор- 
ме крокодила. 

Прошло около 60 лет, и 
когда сегодня вдоль здания 
этой лаборатории проходит 
группа туристов, на вопрос о 
крокодиле гид отвечает: «Это 
мимолетная шутка одного нз 
учеников профессора Резер- 
форда». А ведь это не «ми- 
молетная шутка», а Памят- 
ник. Памятник дружбе между 
учителем и учеником, англий- 
ским физиком Резерфордом и 
советским физиком — основа- 
телем и первым директором 
Института физических проб- 
лем Петром Леонйдовичем 
Капицей. 

Вот о чем мог бы расска- 
зать гид в Кембридже, ведя 
группу мимо здания лабора- 
тории с ползущим по стене 
крокодилом. 

В. 3. Бульванкер 
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ся, что литература приобрела не такого уж хорошего поэта. Ибо богатое 
воображение не однажды позволяло писателям и поэтам в своих произведе- 
ниях предсказывать великие открытия и технические достижения. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно вспомнить уже ставшие хрестоматийны- 
ми строки, написанные в 192} году известным поэтом-символистом 
Андреем Белым: 

Мир — рвался в опытах Кюри 
Атомной, лопнувшею бомбой 
На электронные струи 
Невоплощенной гекатомбой... 


Вдумайтесь только — в 1921 году! За полтора десятка лет до того, как ученые- 
физики начали работать над созданием бомбы, и почти за четверть 
века до кошмара Хиросимы! Поразительно и указание пути — опыты Кюри,— 
и само слово «бомба», и понимание (или предчувствие?!) возможных послед- 
ствий освобождения энергии атома: гекатомба — это массовое уничтожение, 
одновременная гибель множества людей. Так поэт провозгласил вступление в 
атомный век. 

И этот пример не единственный. 

Еще в 1623 году появился утопический роман английского философяа- 
материалиста Фрэнсиса Бэкона «Новая Атлантида». (Если бы это произведе- 
ние увидело свет два века спустя, его уже отнесли бы к жанру научно-фанта- 
стической литературы — жанру, которому «по долгу службыь свойст- 
венно заглядывать в будущее.) Говоря о научных достижениях жителей 
Новой Атлантиды, Бэкон пишет об изобретениях, осознанная потребность в 
которых могла возникнуть много позже. Зачем бы жителю ХУП века понадоби- 
лось использовать «водопады, служащие для получения многих видов движе- 
ния»? Уж не закон ли сохранения энергии открыли в Новой Атлан- 
тиде? Что общего (с точки зрения жителя ХУИ века) между падаю- 
щей водой и сильными магнитами, если даже 0б электричестве, не 
говоря уж о гидроэлектростанциях, узнают много позже? И наконец, может 
быть лазер имел в виду английский мыслитель, когда устами одного из жителей 
Атлантиды говорил: «умеем ... усиливать свет, который передаем на большие 
расстояния и можем делать столь ярким, что при нем различимы мельчайшие 
точки и линии»? Причем, заметьте, жители прекрасной страны не собираются 
с помощью света воевать и добираться до подземных сокровищ, как спустя 
триста лет сделает другой литературный герой — инженер Гарин. 

Следующий пример касается кибернетики (точнее — технической кибернети- 
ки). Конечно, никому не придет в голову покушаться на авторитет Нор- 
берта Винера. Но все-таки... Издавна в различных произведениях фигуриро- 
вали «механические люди». Материалы и способы изготовления этих, поль- 
зуясь современной терминологией, роботов были различными. Так, средне- 
вековый алхимик Лев бен Бецалель, по преданию, изготовил своего Голема из 
глины. Отражена в литературе и попытка получить гомункулуса — существо, 
подобное человеку, — в колбе (см., например, «Фауст» Гёте). Но давайте 
откроем пьесу Карела Чапека +В. Ц. В.». В этой пьесе впервые прозвучало столь 
часто используемое сейчас слово — ‘робот. Приведем лишь пару строк из этой 
пьесы: ‹..выпускать живые, наделенные интеллектом, рабочие машины», 
‹..компания выпускает товар нескольких сортов ...есть роботы более примитив- 
ные и более сложные». Замечательный чешский писатель предсказал очень 
многие аспекты технической кибернётики, в том числе возможности изготовле- 
ния роботами новых роботов, создания роботов с узкой специализацией и т. д... 
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Так в 1920 году роботы начали свое победоносное шествие. И очень скоро это 
понятие перекочевало в работы ученых. 


Конечно же, заслуга Карела Чапека не в том, что он ввел слово, впоследствии 
понравивхиееся ученым (как это произошло со словом «кварк», услышанным 
в кошмарном сне героем английского писателя Джеймса Джойса «Поминки по 
Финнегану»: физики назвали кварками гипотетические фундаментальные ча- 
стицы, из которых, как предполагают, состоят многие элементарные части- 
цы). Строго говоря, и не Карел Чапек придумал слово «робот». Вот как он сам 
это описывает: +...в один прекрасный день ...автору пришел в голову сюжет 
...лъесы. И пока железо было горячо, он прибежал с новой идеей к своему брату 
Иозефу, художнику, который в это время стоял у мольберта... Автор изложил 
сюжет так коротко, как только мог... „Но я не знаю, — сказал автор, — как 
мне этих искусственных рабочих назвать. Я бы назвал их лаборжи [по-види- 
мому, отанглийского слова 1ароиг — Н. Б.], но мне кажется, что это слишком 
книжно“. „Так назови их роботами“, — пробормотал художник, 
..продолжая грунтовать холст...» В своей пьесе Чапек поставил вопрос об обще- 
ственных последствиях технического прогресса, рассмотрел многие философ- 
ские проблемы будущей науки — кибернетики. В дискуссии о пьесе он сказал: 
«Я хотел написать комедию, отчасти комедию науки, отчасти — комедию 
правды... Создание гомункулуса — идея средневековья; для того, чтобы она 
соответствовала условиям нашего века, процесс созидания должен быть орга- 
низован на основе массового производства... Замысел человеческого разума 
вырвался в конце концов из-под власти человеческих рук, начал жить по своим 
законам». Думается, понятно, почему, создав механического (или, скорее, эле- 
ктронного) «человека», ученые вспомнили не Голема, не какого-нибудь дру- 
гого гомункулуса, а роботов Карела Чапека. 


И еще один пример. Кто разработал теорию многоступенчатого ракетного 
движения? Ответ на этот вопрос не затруднит никого. Конечно Константин 
Эдуардович Циолковский! Им высказаны многие основополагающие идеи, 
выведены формулы, указаны пути развития ракетной техники. Его вклад в на- 
уку общепризнан и неоспорим. Но идея (только идея!) о «двигателе с нескольки- 
ми ступенями» была высказана в ХУП веке французским писателем, 
поэтом и философом Сирано де Бержераком, имя которого конечно же известно 
многим по драме Э. Ростана. В произведении «Иной Свет, или Государства и 
империи луны», опубликованном в 1657 году, описан двигатель, с помощью 
которого герой добирается до нашего естественного спутника: «Как 
только пламя уничтожало один ряд ракет‚— они были расположены по шесть 
штук, — благодаря запалу, помещенному в конце каждого ряда, загорался 
другой ряд»... 

Поистине, нет предела человеческой фантазии. Но справедливости ради стоит 
заметить, что одно только богатое воображение не позволило бы писателям 
и поэтам стать предсказателями в науке. Необходимы и глубокие знания. 

Борис Николаевич Бугаев, взявший себе литературный псевдоним «Андрей 


Белый», учился на физико-математическом факультете Московского универ- 
ситета. 


Фрэнсис Бэкон окончил Кембриджский университет. Он обладал многими 
специальными знаниями, состоял в переписке с выдающимися учеными своего 
времени. Карл Маркс охарактеризовал его как «родоначальника английского 
материализма и всей современной экспериментирующей науки». 

Карел Чапек учился в Сорбонне и в Пражском университете и был весьма 
сведущ во многих инженерных проблемах. 
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Одним из самых образованных людей своего времени был и Сирано де Бер- 
жерак. В салоне своего друга Пьера Гассенди — философа-материалиста, 
астронома, математика — Сирано встречался с Пьером Ферма, Рене Декартом; 
он интересовался теориями Коперника и Кеплера. 

И в заключение хотелось бы привести без комментариев цитату из поэмы 
Семена Кирсанова «Зеркала» (1969 год): 

«Но путь испытателя крут, особенно если беретесь за еще не изведанный 
труд. Сначала — гипотеза, нить... Но не бойтесь гипотез! Лучше жить в постоян- 
ных ушибах, спотыкаясь, ища. Но однажды сквозь мусор ошибок выглянет 
ключ. Возможно, что луч. ложась на стекло под углом, придает составным 
особый уклон, и частицы встают, как иглы ежа: каждая — снимок, колючий 
начес световых невидимок. <...) 

Но цель еще далека, а стекло безответно и гладко. Но уже шевелится 
догадка! Что, если выпрямить иглы частиц, возвратить, воскресить отраже- 
ние? Я на верном пути! Так идти — от решения к рещению, ни за что не назад! 
Нити лазеров скрещиваются и скользят. Вот уже что-то мерещится!». 

Простите за длинную цитату, но мне кажется, что она имеет отнощение к теме 
заметки. Что же мерещится? Не так интересно, если голография, а может быть, 
машина времени?... 


мок физики, приведен в кни- 


Ру] 5% ге «Слова и вещиь современ. 

ного французского философа 

АЙ Г бу М. Фуко. По словам Фуко, 

2) эта классификация взята им 

из книги аргентинского пи- 

сателя Хорхе Луиса Борхеса, 

который в свою очередь якобы 

цитирует некую восточную эн- 

циклопедию. Я не иашел этой 

цитаты в книгах Борхеса 

и привожу ее в том виде, как 
она дана у Фуко: 

«Животные подразделяют- 
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В 1984 году е издательстве } 93) 
«Наука» вышла книга члена- 
корреспондента АН СССР 
Л. Б. Окуня «Физика элемен- 





тарных частиц». Книга эта = ся на: а) принадлежащих 
имеет своеобразную структу- вы => Императору, 6) бальзамиро- 
ру. В ней для облегчения Рей ванных, в) прирученных, г) 
чтения основной части, нося- < 1 ее Е д) сирен, 
щей специальный характер. — | е) сказочных, ж) бродячих 
приведен словарь терминов. 12 к „. собак, 3) включенных в на- 
Один из терминов — «адро- 7 АИ ”. стоящую классификацию, и) 
# ` у в . ыы 
ны» — в л с6в0е время был 22‘ | ЗА а < буйствующих, как в безумии, 
предложен самим Львом Бо- я ; к) неисчислимых, л) нарисо- 


















рисовичем и получил между- 
народное признание. Интерес- 
но объяснение термина *«клас- 
сификация». которое мы здесь 
полностью воспроизводим. 


ванных очень тонкой кисточ- 
кой из верблюжьей шерсти, 
м) и прочих, н) только что 
разбивших кувшин, 0) изда- 
лека кажущихся мухами». 


Классификация — распре- 
деление объектов или явлений 
по классам. Многочисленные 
примеры различных типов 
классификации встречаются 
на страницах этой книги. 

Интересный пример клас- 
сификации, лежащий вне ра- 


Если классификация како- 
го-либо раздела физики чем- 
то напоминает вам эту клас- 
сификацию животных, то, зна- 
чит, вы еще недостаточно ов- 
ладели данным разделом. 
Изучайте его до тех пор, пока . 
сходство не пропадет. УЕ 





Этот раздел ведется у нас из 
номера в иомер с момента ос- 
нования журнала. Публикуе- 
мые в нем задачи иестан- 
дартны, но для их решення 
не требуется знаннй, выхоля- 
щих за рамки школьной 
программы. Наиболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
дочкой. После формулиров- 
ки задачи мы обычно ука- 
зываем, кто нам ее нредло- 
жил. Разумеется, не все эти 
задачи публикуются внер- 
вые. 

Решения задач нз этого но- 
мера можно отиравлять не 
нозднее 1 сентября 1987 года 
по адресу: 103006 Москва 
К-6. ул. Горького, 32/1, 
«Квант». Решения задач из 
разных номеров журнала или 
по разным предметам (мате- 
матике и физике) нрнисылай- 
те в разных конпертах. На 
конверте в графе «Кому» на- 
пишите: «Задачник «Кван- 
та» №: 6-87» ни номера задач, 
решения которых вы посы- 
лаете. напрнмер «М1046» 
илн «Ф1058ь. В графе «..ад- 
рес отнравителя» фамилию ин 
нмя просим писать разбор- 
чнво. В письмо вложяте кон- 
верт с написаниым на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получкте результа- 
ты проверкн решеннн). 
Условне каждой оригиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публнкации, присылайте в от- 
дельиом конверте в двух эк- 
земилнрах вместе © вазмим 
решеннем этой задачи (на 
конверте пометьте: «Задач- 
ник «Кванта», новая задача 
по физике» или «...новая за- 
дача но математике»). 

В начале каждохо ммсьма 
просям указывать номер шко- 
лы и класс, в котором вы 
учитесь. 





Рис. 1. 
2* 
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задачи 


№М1046—М1050, Ф1058—Ф1062 




































№М1046. В остроугольном треугольнике АВС угол А равец 
60”. Докажите, что одна из биссектрис угла, образован- 
ного высотами, проведенными из вершин Ви С, про- 
ходит через центр описанной окружности этого треуголь- 
ника. 

В. Погребняк. ученик 10 кд., Винпица 


М1 047. В шахматном турнире, проводимом в один круг, 
не менее 3/4 всех сыгранных к некоторому моменту 
партий закончились вничью. Докажите, что в этот мо- 
мент некоторые два участника набрали одинаковое 
число очков. 


М. Бона. ученик гимназии, Венгрия 


№М1048*. Один из двух играющих («начинающий») ста- 
вит на некоторую клетку шахматной доски коня. За- 
тем игроки по очереди передвигают коня по обычным 
правилам (буквой «Гь»), при этом нельзя ставить коня 
на поле, где он уже побывал. Проигрывает тот, кому 
некуда ходить. Кто может добиться победы (незави- 
симо от действий иротивника} — начинающий или его 
партнер а} на доске 8Ж8; 6) ка доске тЖл, тде 
тэп23? 


Б- Зидилин. ученик 10 кл., Бельцы 


№М1049. Будем говорить, что в цилиндр Ц, вписан боком 
другой цилиндр Ць, если две образующие второго ци- 
линдра лежат на основаниях первого, а четыре точки 
окружностей основания второго — на боковой поверх- 
ности первого (рис. 1). Взяв цилиндр Ць у которого 
отношение диаметра к высоте равно й, впишем в него 
боком (если это возможно) цилиндр Ц» в него впишем 
боком Ць в него — Ц, ит. д. Цри каких значениях ЕЁ 
а) можно вписать Ць, но нельзя Ца; 

6)* можно вписать Ц, но яельзя Ци; 

в)* можно вписать бесконечную последовательност 
Ц. (п=1, 2, ...)? 


В. Столин. ученик 11 кл., Вильню 


№М1050. На отрезке [—1, 1] выбрано А различных точек, 
для каждой посчитано произведение расстояний до 
остальных А —1 точек и через 5 обозначена сумма обрат- 
ных величин этих # произведений. Докажите, что а) 
$—>2 при &=3; 6)* 52а при Ё=4. 

Л. Д. Курляндчик 


Ф1058. Шарик катится вдоль ребра прямоугольного 
желоба АСВ (рис. 2) со скоростью и без проскальзыва- 
ния; расстояние А В равно радиусу шарика. Какие точки 
шарика обладают максимальной скоростью? Чему равна 
эта скорость? 


ж 


$1059. В некоторой точке пространства необходим 
создать максимально возможную напряженность грави- 
тационного поля (ускорение свободного падения), имея 
в распоряжении заданную массу вещества неизменной 
плотности. Е . 
а) Какую форму необходимо придать веществу? 
6) Каково должно быть взаимное расположение тела 
и точки? 

Е. Н. Юносов. И. В. Яминский 


32 
я&— 





Рис. 4. 


\е Вауе Бет реле 
Куапез сопез4 ргоШетз еуегу 
топ {том Фе уегу Пг 
13:1е 0 ошг тарагше. Тйе 
ргоЫепзк аге попзбат4ат@ опез, 
Бо фетг зошИоп гедишгез по 
ГогтаНоп оцёзЖе Фе зсоре 
оГ Ше 0$5$Е зесопфагу всво0! 
зуПаби. Тве тоге аИбсаК 
ргбЫетз аге тагкеё \ЁВ а 
з{аг (%). АЙег Ве заютег 
ог Ме ргоет, ме изиаЙу 
пасафе уВо ргорозей & №0 из. 
 воез УНВой заушы 114 
10* а] {Небе ргоетз аге [#4721 
рибйсаНоля. Те зоаНоп8 о? 
ргоЫетз (го 8 158це (ш 
Виза ог т ЕпР5Ъ) шау 
Бе розбед по 1а4ег Тай 1 8 
зерёелфег 1987, 40 Ше ГоПо- 
улай абДгезз: 0558. Мозсоч, 
103006. Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Кваите. Р4Аеазе 
5е04 ЧЪе зошНо08 оЁ рБуз:с$ 
ап4 та етаНнсв ргоШептз, аз 
ме! аз ргоЫетз (гот 9И- 
Гегепф 133468, ипфег верагайе 
соуег; оп Фе епуеоре чгие 
Бе \ч0огдз: “КУАМТ”$ РВОВ- 
1ЕМ5” адп Ве пилфегя оЁ аП 
ФБе зо]уеё ргоЫет$; т уоцг 
1ей ег сепозе ап пазжзатрей 
веНа@@гезвей епуе]оре — че 
зВа!! изе 3 © зепй уоц Ше 
соггесНои гезиНя. Ав {1е епа 
оЁ (ве аеадеписе уезг ме зит 
ир Фе гези!$ оГ фе Куам 
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$1060. Математический маятник представляет собой 
невесомый стержень длиной Г, к свободному концу кото- 
рого прикреплен маленький массивный грузик. На стер- 
жень надета бусинка такой же массы, которая может 
свободно скользить по горизонтальной направляющей, 
проходящей на уровне середины стержня (рис. 3). Най- 
ти период малых колебаний такого маятника. Трение 
отсутствует. 

Л. Г. Маркович 


$1061. Пламя спиртовки, перед тем как погаснуть, 
начинает мерцать и потрескивать. Почему? 
А. С. Бутов 


Ф1062. Космическая частица, движущаяся со ско- 
ростью, близкой к скорости света, попадает в резервуар 
экспериментальной установки, наполненной жидкостью 
с показателем преломления п--1,6. Прохождение час- 
тицы через жидкость сопровождается свечением. Через 
небольшой промежуток времени после попадания час- 
тицы в резервуар был включен прибор, находящийся 
в точке С, который зафиксировал в момент включения 
две светящиеся точки 4 и В (схема опыта в определен- 
ном масштабе приведена на рисунке 4; дан вид сверху, 
точки С, А и В лежат в горизонтальной плоскости). 
Объясните наблюдавшееся явление и, используя рису- 
нок, найдите скорость частицы. Торможением частицы 
в жидкости пренебречь. 


А. И. Буздин 


РгоШеп1$ 
№М1046—М1050, Р1058—Р1062 


№1046. м Ще асще (папе АВС Ще апе А 13 60°. Ргоуе 
{Наф опе ой Те Ыззесютг8 оГ {Не ап е Беёмееп {Пе &м0 а! идез 
4гамп Ргот &Йе уегЫсез В ап@ С разбез 1ВгоцяВ 1Ве скситете!е 
ой Ве лапе. 

У. Рокгебпуак. 10 {отм ззиЧет®, Улапиза 


М1047. т а опе гоип4 сВезз Фоигпатепв по 1езз {Вап 3/4 оЁ {Те 
ватез сопсшей а зоте тотепё жеге дгами. Ргоуе Ша а {И 
тотепе аё 1еазё Ио р]ауегз Ва 4&Ве зате питфег ой рошв. 

М:Коё Вопа, вутпазот з4идеп®, Нипвагу 


№М1048*. ТЬе [хз оЁ то р1ауегв р!асез а КН оп ап етрфу 
снеззБоаг@. ТВеп Фе р!ауегз таке огФтагу тоуез ш Фиги 
ИН Тре Киш, пеуег раста ат а розой “мысЬ Ё оссиред 
Бегоге. ТНе р]ауег \Во сай’ твКе зисеВ а тоуе 103ез. \ЗУБо 
сап чт (т9дерепдеп у ой №5 орропепгз тоуез) — Ме Ёг8 
р!ауег ог {Ве зесоп4 а) оп ал 8 Ъу 8 Боаг&; Ь) оп ап г Бу п Боаг@, 
\пеге т>п 3? 

У. Сибил. 10% ГТогм зфидеп\, Ве\зу 


№М1049. Уе зау Ше супп4ег С, 43 тзсьфе з4ешауз 11 фе 
субпдег С. И %м0 пепегайюгз оЁ Те зесоп@ суйп4ег Це оп 
+1е Ъазе ой 1№е @1т36, ап@ Тойг рошиз оЁ Те Ъазе ат@е о? 
{Бе весопЯ@ аге оп ФТе 1а4ега! ви Гасе оЁ 4\е @1г3% (5ее Ифкиге 
Рис. 1). Тамле а суПпдег С, “Бозе а&Ии4е 3 @атеетг гайо 
13 ЕЁ, мэсте (М розы Ые) а суйпдег С. тю С, ы4емаув, еп 
а сушаег С, шю С. яЧечзуз, ей. Рог мПаф узиез ой В 
18$ Ц розмЫе 
а) 1изсгюе С., Би по С;; 
Ъ)® аизсге Сле, Би пой С: 
с)* тзсте ап ш_пИе 5едцепсе С, п=2, 3, ...? 

У. Зопп. ТИВ богт збадель УПилид 


№1050. И Е 4ъьлсе рошиз аге сБозеп оп &Не с]озеё \ицегуа] 
[—1, 1] апа +\е ргодисв о? 441 апсез гот а спозеп ро № те 
офег &—1 рошиз 18 сошрие@ Гог еасН сБозей ром, ме деп 
Ъу 5 Ме зим 0ё 1туегвез оЁ 1Пезе Ё рхофисз. Ргоуе 31а 
а) $>2 И #=3; 6) $>4 И В—4. 

т. р. КиуапасваЕ 


ргоЫепи соще-. И уоц Вауе 
ап огта! ргоЫети ф0 ргорозе 
Гог рибйсаНоп, разе зеп@ {© 
и5 ипасг черага@ соуег, ш 0 
сорех (т Кизмай ог ш Епв- 
В5В), пеш@атя Те зо бол. Оп 
{фе спу@юре мтце МЕЖ РКОВ- 
ГЕМ ИМ РНУ$1С$ (ог МАТНЕ- 
МАТ! $). Реазе рип уошг па- 
ше ап@ а44гезз ш ВГОСК 
ГЕТТЕК$. 


№М1026. а) Пять равных дуг 
АВ, ВС. СО, РЕ, БА распо- 
ложены так, что каждая 
делится соседними на три 
равные части. Найдите ве- 
личину каждой дуги 
(в градусах). 

6) Тот же вопрос для «ро- 
зетки» из т равных дуг, 
каждая из которых делит- 


ся соседними на три рав- 


ные части. 


М1027. Докажите, что 
число 1985!!1|-1986'! де- 
лится на 1987. (Через п!! 
обозначается  произведе- 
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Р1058. А Ба| Бсагшя го!з аопя Зе вс оЁ а гесапишаг 
{тоцев АСВ (зее Рките Рис. 2} «ИВ чохсНу о ИМО зИррти; 
ФТе 413валсе АВ 13 едца] № \\е ЪаЦ’5 гадшз. \/’Вае рота оЁ 
{Ве БаП Вауе тахита! уе!осйу? Ета Низ уеосЦу. 

$. $. Кгооь 


Р1059. А! 5оте рошё о зрасе Ц 1 песезваху 40 стеа\е “Ме 

з\хопыевф розз!Ые ргауцайопз] йе изтя а дуеп таяз о 

таНег оЁ сопзфапё депзИу. 

а) \/Ват зВаре зНом!4 {Пе тамег Ъе к1уел? 

5) Ном зНошШ@ Ве Ъоду Ъе р!асед ИВ тезресь № Ме рот\? 
Е. М. Уилозов. Г. У. УаттзВ 


21060. А татетайса| репфШит сопз18 оЁ а меш ез8 код 
о? Пет" Е чБозе {тее схгепифу 15 зиррИед \ИН а зтаП 
тазеуе мешЬ:. ТЬеге 13 а ата Ъеа@ оЁ Зе зате таз оп 
Те год; Из Ъеа@ вез Ётейу аля а Бопхопеа!1 @жесеах 
оп {Фе 1еуе] оЁ Ше го4`з прот (53ее Ящиге Рис. 3). Ета 
{Ве регюЯ оёЁ зтаШ озсШайопз оЁ Ш1з репдишт. Еисйол 13 
пейцЫс. 

1. С. Могкомев 
Р1061. Вегоге котЯя оц, Фе Йате оЁ ап а!соВо| 1атр сКета 


ап сгасКез. \У Ну? 
А. 5. Вшоь 


21062. А созтю рахие тоушме ИВ усосу пеаг № Фа 
ог ЦЕБЬ етёегз \Те тезегчог оЁ ай ехрегитепва| аррагафиз 
Не \ИйЛ а Паш оЁ ге{хгасйоп тех п=1.6. Аз Ме 
рагИсе раззез фртоцин 1Ве Паш@, № волиШаез. ш а зтай 
рокю& о име аМег Ме ратИе ет\егей ЧМе гезехуог Ме 
\пзбгител С уаз тлей ол ап гер1зегей м0 зетИПаилЕ 
роз А апа В (а эзсНете оЁ \\е ехрегипепё пп а сеат зсае 
13 зпомп оп Йкиге Рис. 4; № звомв \е ехретеп® от 
абоуе 1Ве рот С, А апд В Бели т Ме Тото рае. 
СА:АВ:ВС=1.5:1:2). Ехр]ат &Ве оБзегусе4 еЁЁес® ап@, изтя {Ве 
расиге, асегтте Ме ус]осМу оГ 4Ме рагие. Тье з1омлпя 
аомп оЁ Те рагиее Бу Ве Паш@ 233 певцу е. 

А. Г. Вит 


Решения задач 


№М1026—М1030, Ф1038—$Ф1042 


Ответ: а) 547; 6) (1—2/т) 270°. 

Решим задачу сразу в общем случае. Концы данных т 
дуг образуют т-угольник А,А....Аз (см. рисунок). Пусть 
В — точка пересечения дуг АА. и А.А.. Если угло- 
вая величина каждой дуги равна За, то /АА,В=а 
{половина величины дуги А.В). /А.А.В=а, следова- 
тельно, Х А'А.Аз=2а. Точно так же находим, что все 





углы многоугольника А,4....А„ равны 2а. А поскольку 
их сумма равна (т—2)180°, получаем уравнение 
2то = (тр— 2)180°, откуда а=(1—2/т)90°, т. е. вели- 
чина каждой из дуг — (1—2/т)270°. 

Л. В. Швецов 





Поскольку 1986!!=-(1987—1)(1987—3)(1987—5)... 
...(1987—1985), остаток от деления этого числа на 1987 
равен остатку от деления произведения 


(—1)(—3)(—5)...(—1985) =(—1)'95/219851! = —1985 
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ние всех натуральных чи- 
сел. не превосходящих п и 
имеющих ту же четность, 
т. е. п!=п(п—2Кл—4)...} 


М1028. а) На плоскости 
заданы две пересекающие- 
ся прямые и на них отме- 
чено по одной точке (В и 
Е). Постройте треугольник 
АВС. у которого биссентри- 
сы АЕ и СО лежат на дан- 
ных прямых, а их основа- 
ния — данные точки Еир. 
6» Докажите, что если 


при этом /СРЕ= 30°, то 
один из углов треугольни- 
ка АВС равен 60° или 120°. 





М1029. Среди п членов 
арифметической прогрес- 
сии удалось выбрать’ Ё 
членов, образующих воз- 
растающую — геометриче- 
скую прогрессию. Докажи- 


22 


Куаптссте.ги 


на 1987, следовательно, 1985-1986! делится нацело 
на З9ВТ. 

Заметим, что согласно так называемой теореме Виль- 
сона (р 1-1 делится на р при любом простом р, 
число 1986! -= 19851. 1986" при делении ма 1987 дает 
в остатке 1, поскольку 1987 — число простое. Поэтому 
остаток от деления одного из чисел 1985 или 19861 
на 1987 равен 1 (а другого — 1986). Какого именно — 
мы предлагаем выяснить читателям. 


а) Заметим, что прямая АС должна проходить через 
точки О; и Е, симметричные Ди Е относительно дан- 
ных прямых (рис. 1). Отсюда вытекает следующее по- 
строение: 

отражаем точки Л и Е относительно данных прямых 
ОЕ и ОР (О — точка их пересечения); проводим через 
их образы ДР; и Ё, прямую до пересечемия © ВО —- в точ- 
ке Сис ЕО -— в точке А (если р. =Еь то прямую 
через ДР, проводим произвольно, но так, чтобы она 
пересекала лучи РО и ЕО, рис. 2); находим третью 
вершину В искомого треугольника как точку пересе- 
ченяя прямых АД и СЕ. 

Это построение не всегда осуществимо: может ока- 
заться, что РЕИДО, РЕЙЕО или АРИСЕ. Но и в том 
случае, когда треугольник «построится», прямые 
АЕ и СР могут оказаться биссектрисами не внутрен- 
них, а внешних его углов. Из равенств 


ДРОЕ= 2 А0С=180°— 1 (2 А+26)=90?+ 5 В 
(1) 
следует, что задача разрешима только при «= /РОЕ>> 
>> 90°. Но это условие не является еще достаточным. 
Дополнительно надо гарантировать существование то- 
чек А и С, а также чтобы точки О, О и Е лежали по 
одну сторону от прямой АС. Можно показать, что за- 
дача разрешима тогда и только тогда, когда 
—2 с05 «< ВО : Ед < —1/2 соза при а==120° 
(в этом случае решение единственно) или когда 


РО=ЕО, «= 120° 
{в этом случае р, =Е‚, решений бесконечно много). 
Нодробности исследования оставляем читателям. 

6) Построим точки В, и Е», как в решении задачи а). 
Треугольник РЕЁЕ, — правильный (СЕОЕ, =2/ЕЛРО = 
=60°, РЕ -=РК\). Если В, =Е! (рис. 2), то БО и ЕО — 
биссектрисы этого треугольника, следовательно, О — его 
центри С РОЕ = 120°. По равенству (1) угол В равен 60°. 

Пусть теперь ОЕ, (рис. 3). Поскольку ЕЕ! ==ЕБР= 
—=ЕД., треугольник Р.ЕЁЕ! — равнобедренный, а значит, 

ДЕВА =180°— / ЕР, А=180°— ДЕРА (2) 
(здесь мы пользуемся тем, что точки Е; и В, лежат 
внутри угла АОС, т.е. по одну сторону от А, так как угол 
ПОЕ — тупой). Из равенства (2) следует, что точки А, 
р, Еи ЕЁ, лежат на одной окружности (рис. 3). Поэтому 
ГЕАР-= С ЕЕД = 60°, а ДВАС=ЗИЕАДр=120°. 
Г. М. Волчкевич, В. Н. Дубровский 


Поделим все члены геометрической прогрессии на пер- 
вый и выпишем их по возрастанию. Тогда она примет 
вид 1, 4,....9’ ', где а>1. Все эти числа входят в 
некоторую п-членную арифметическую прогрессию; ее 
будем тоже считать возрастающей (иначе поменяем 
знак ее разности). Члены арифметической прогрессии, 


В. В. Произволов 


те, что 
> а 


№1030. Для выпуклого 
многогранника М обозна- 
чим через (М) сумму пло- 
щадей его граней, через 
Р(М) — сумму произведе- 
ний длин всех его ребер на 
соответствующие им внеш- 
ние углы многогранника 
(внешний угол при данном 
ребре — это угол между 
перпендикулярами к гра- 
ням, примыкающим к реб- 
ру. и направленными во 
внешнюю область много- 
гранника: он равен д ми- 
нус величина соответст- 
вующего двугранного Уг- 
ла). Докажите, что если 
многогранник М, лежит 
внутри многогранника М». 
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меньшие 1 и большие 4” ', отбросим; при этом ее длина 
не увеличится; можно считать с самого начала, что ее 
первый член равен 1, а последний, п-й, равен а’ ‘; 
тогда 9"! =1- (п — 1) а, где 4 — разность арифметиче- 
ской прогрессии, а 0, так что п=1+(4*—'— 1)/а. 

Поскольку каждое из чисел 4”, т=1...й—1, вхо- 
дит в арифметическую прогрессию с первым членом 1 
и разностью 4, число (9"—1)/4 является номером 4" 
как члена арифметической прогрессии, т. е. является 
натуральным. Отсюда следует, что отношение 





9-Я _ 
ло чт 
рационально, а значит, 4 и 4 — рациональные числа. 
Представляем их в пиде несократимых  дробей: 
а=иг/и, а=а/6; тогда 
а-1 _и-оф а ош ань В 
об Я Исоаыек 
Правые части этих равенств — натуральные числа, 


причем и и о, а также а и 6 взаимно просты, следова- 
тельно, и—в делится на а, а 6 делится на и” ', т. е. 
и—ога, 2“ \, причем или >1. Теперь утвержде- 
ние задачи вытекает из такой оценки: 
К Ай ры 


ц и“ 
= и 
21+ (2 * 2-34... 2—1, 
Заметим, что при 4—0 утверждение задачи неверно: 
например, числа 1, —2, 4 образуют и геометрическую, 
и арифметическую прогрессии. 


а) Цля каждой грани Г меньшего многогранника М, 
рассмотрим множество Пг, лежащих вне многогран- 
ника Мь проекции которых на плоскость этой грани 
попадают на Г (П; — это бесконечная «прямая призма» 
с основанием Г, рис. 1). Поскольку многогранник М; — 
выпуклый, эти множества не пересекаются. Площадь 
той части поверхности многогранника М., которая ле- 
жит в Пь не меньше площади грани Г, поскольку 
площадь многоугольника не меньше площади его орто- 
гопальной проекции. Следовательио, 5 (М) 25$(М,. 
Выпуклость болышего многогранника здесь несуще- 
ственна. 

6) Обозначим через У (М. г) объем г-окрестности мно- 
гогранника М, т. е. множества точек, находящихся па 
расстоянии не более г от многогранника М. Оно состоит 
из самого многогранника, прямых призм высоты г, по- 
строенных на его гранях как на основаниях, частей 
цилиндров радиуса г, осями которых являются ребра М, 
и кусочков шаров радиуса г с центрами в вершинах М 
(рис. 2). Часть цилиндра ири ребре АВ — это сектор», 
вырезаемый из него двугранным углом с ребром АВ. 
По величине этот угол равен внешнему углу а много- 
гранника при ребре АВ, поэтому объем такого «цилин- 
дрического сектора» равен АВ- «- г'/2, а сумма всех 
объемов равна Р(М)"'/2. Кусочек шара К) при верши- 
нс А многогранника — это пересечение шара радиу- 
са гс центром А и многогранного угла, который строит- 
ся так: для каждой из граней многогранника, сходя- 
щихся в этой вершине, проводим из точки А перпенди- 
кулярный грани луч так, что многогранник и этот луч 
лежат по разные стороны от плоскости грани (внеш- 
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В. Ф. Лев 








то 
а) “Мо=5МЬ: 
6) РМ, РМЬ). 


Рис. 3. 


$1038. Три одинаковые 
нерастяжимые нити при- 
креплены на одинаковых 
расстояниях друг от друга 
к кольцу радиусом го и 
аналогичным способом — 
к кольцу радиусом 2го. Ни- 
ти пропущены через третье 
кольцо радиусом го (см. ри- 
сунок). Кольцо 1 закрепле- 
но в горизонтальной плос- 
кости, и вся система нахо- 
дится в равновесии. Найти 
расстояние между центра- 
ми колец 2 и 3. Все кольца 
сделаны из одной и той же 
проволоки. Трением ‘пре- 
небречь. 
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нюю нормаль) — эти лучи и задают нужный много- 
гранный угол. Проведем из произвольной точки О лучи, 
сонаправленные всем внешним нормалям граней много- 
гранника. Тогда плоские услы, образоваииые парами 


. лучей, соответствующих смежным граням, разобьют 


пространство на несколько многогранных углов, причем 
каждый кусочек Ка при параллельном переносе на век- 


тор АО точно укладывается в один из этих углов. 
Поэтому все кусочки после переносов образуют целый 
шар*) и их общий объем равен 4лг’/З. На рисунке 3 
показама г-окрестность миогоугольника. При парал- 
лельном переносе голубые дольки составляют полный 
круг — сумма внешних углов выпуклого многоуголь- 
ника равна 2л. 
Таким образом, 


У(М.г) = (М) (Ми - РАМ)" З пт, 


где У {М} — объем многогранника М, и, следовательно, 
У (М., г)Г— (М, к) — квадратный трехчлен относитель- 
но г со старшим коэффициентом (В (М-)—Р (М, )}/2. 


А так как 
УМ, п \(МЬ, г) 
при всех г>0, этот коэффициент неотрицателен. 
д. Б. Гончаров 





Поскольку радиус кольца 2 в два раза больше радиуса 
кольца 3, его длина в два раза больше длины кольца 3, 
и так как кольца сделаны из одинаковой проволоки, 
масса кольца 2 в два раза больше массы кольца 3. 
Если т — масса кольца 3, то полный вес, удерживае- 
мый нитями, равен Зтя. Следовательно, сила натяже- 
ния каждой нити между кольцами Ги 3 — 


Так как трение отсутствует, сила натяжения каждой 
нити одинакова вдоль всей ее длины: 
Р.=Р, —=т18 
(см. рисунок). 
Запишем теперь условие равновесия кольца 3: 
ЗР, — тя— ЗР. с0$ «= 0, 





откуда 
Бои 
5 
Расстояние между центрами колец 2 и 3 (сы. рисунок) 
; 2 
Х=го ФЕ 2 =Г ее = = —, 
\1 — со5? « \5 
9 
№. 


В. П. Бородин 


*) Определим величину внешиего (телесного) угла многогран- 
ника пря вершине Д как площадь сферической части поверхности 
кусочка К. Прн г=1. Из нашего рассуждения следует, что сумма 
внешних углов выпуклого многогранника равна 4л, т. е. не зависит 
от многогранника. 








Ф1 039. К бруску, лежаще- 
му на наклонной плоско- 
сти, прикреплена нить, пе- 
рекинутая через проволоч- 
ную петлю; на другом кон- 
це нити висит грузик (см. 
рисунок). При этом брусок 
неподвижен. Когда грузик 


качнули, брусок начал 
двигаться. Объясните яв- 
ление. 

< 


$1040. Три одинаковые 
проводящие пластины 
площадью $ каждая рас- 
положены параллельно 
друг другу на расстояниях 
4: и 42 (см. рисунок). Вна- 
чале на пластине 1 нахо- 
дился заряд ©, а пласти- 
ны 2 и 3 были незаряже- 
ны. Затем пластины Ви 3 
присоединяют к батарее с 
напряжением 0, пластины 
Ти 3 соединяют провод- 
ником. Найти установив- 
шиеся заряды на пласти- 
нах. 


РИ О 1 
Ч, 2 
= 
т ТО 
_ 3—Т 


Куапе 


Пусть масса грузика равна 1, масса бруска — М, плос- 
кость наклонена под углом а к горизонту, коэффи- 
циент трения скольжения равен п. 

В отсутствие качаний вдоль наклонной плоскости 
действуют сила трения покоя (ее максимальное значение 
равно и № = Мая соз ©), сила натяжения нити Т и состав- 
ляющая силы тяжести бруска, равная Ма зт а. Так 
как брусок неподвижен, то из условия равновесия 
грузика Г=тя<МЕ(и соз аф ща) (трением нити о 
петлю пренебрегаем). 

При отклонении на небольшой угол фо грузик начнет 
качаться. Для угла ф< фо можно записать второй закон 
Ньютона для вращательного движения: —то"/1= 
=тЕ соз ‹—Т. Здесь | — расстояние от небольшого 
грузика до петли, и — скорость грузика в рассматри- 
ваемый момент. 

Для малых углов Тетя + ть?/1. По мере приближе- 
ния к Положению равновесия, т. е. с ростом скорости, 
натяжение нити Т увеличивается, все время превышая 
значение тя. Наконец, эта увеличивающаяся сила пре- 
вышает удерживающие брусок силы, и тогда брусок 
начинает движение. Это наступает при условии 


ть 


! 


т. е. при 51>&КМ(и соз а зт а)—т)/т. 

Движение бруска будет продолжаться и после про- 
хождения положения равновесия, когда скорость и, 
следовательно, сила натяжения начнут уменьшаться. 
Даже после прохождения значения скорости грузика 
ь; брусок еще некоторое время будет продолжать пере- 
мещаться по инерции, расходуя накопленную кине- 
тическую энергию на работу против силы трения и 
«скатывающей силы». 

После остановки бруска, когда грузик начнет после 
максимального отклонения при колебании опускаться, 
процесс пойдет в обратном направлении. Грузик опять 
наберет скорость, и нить снова рывком зсдернеть бру- 
сок, заставляя его пройти некоторое расстояние, мень- 
шее по сравнению с предыдущим. Постепенно процесс 
затухнет. 





тя >Ма(к соз о зт а), 


Г. В. Меледин 


Пусть установившиеся заряды на пластинах 1, и 3 
равны соответственно 41, 92 И 03. 

Будем считать, что поля между пластинами одно- 
родны (т. е. пренебрежем искажением поля на краях 
пластин). Тогда для напряженностей полей, создавае- 
мых каждой пластиной, можно пользоваться выраже- 
нием для напряженности поля бесконечной равномер- 
но заряженной плоскости: 


Е а 


= 950. 


После соединения пластин Г и 3 проводником потен- 
циалы пластин становятся равными. Следовательно, 
фи — ф2==ф3—ф:=0 
(так как разность потенциалов пластин З и 2 равна 

напряжению источника). С другой стороны, 

ф!— ф2=Р12фь 4—4 == В2з4ъ, 
где Е!›, Е. — проекции напряженностей полей между 
пластинами 1—2 и 2—3 на направление зот 1 к 3%. 
Согласно принципу суперпозиции 


— 91 92 93 
Е = 252 ь 


25 


тосте. ги 


э 
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Ф1041. Проводящий стер- 
жень длиной {и массой т 
подвешен на двух невесо- 
мых жестких стержнях 
длиной В к горизонталь- 
ной оси (см. рисунок). Эта 
рамка находится в одно- 
родном вертикальном маг- 
нитном поле, индукция ко- 
торого В. Через рамку про- 
пускают импульс тока По 
малой длительности т. Оп- 
ределить максимальное от- 
клонение рамки от вер- 
тикальной плоскости. Сме- 
щение рамки за время т 
очень мало. 


в 


——— 


Ф1042. Оцените, на каком 
расстоянии железнодо- 
рожные рельсы кажутся 
слившимися. Предполага- 
ется, что вы, хорошо пред- 
ставляя физику наблюдае- 
мого явления, можете сами 
задать числовые значения 
необходимых величин. 
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9: + 9: — 93 
Вы= 55, 25 


Таким образом, 


9:—9:— 91 _ 
= (1) 


9, +4 + 9: 92 лы 
28 4 йа (2) 


Учитывая, что согласно закону сохранения заряда 


9: + 92+ 9:=8, (3) 
из уравнений (1)—(3) находим: 
@ $ый 


> 4 а‘ @:—= 


ыы > 
ф 
© 


92 = — 800 (1. + г . 


В. Н Иванченко 


При малом смещении рамки за время т результирую- 
щая сила, действующая на стержень, есть 
ЕР = 1.8. 
За это время стержень приобретает импульс 
р=то=Рт=Т ВЦ, 
и кинетическая энергия стержня становится равной 
и ИР ГВт? т 
2 2т Эт 

В дальнейшем при отклонении рамки потенциальная 
энергия стержня увеличивается за счет уменьшения его 
кинетической энергии. В крайнем положении рамки 


при максимальном угле отклонения о„„„ потенциаль- 
ная энергия равна 


рак 


Им— тив (] —соза 2тяй эт 


тах } == 


Из закона сохранения энергии — 


БВ РЕВ тах 
а ЭтаВ зт? 
— находим: 
с 
81 тах — Фъви 
> от уж. 


В. В. Пав 


Для проведения оценки можно поступить следующим 
образом. Поставьте на листе бумаги две точки очень 
близко друг к другу — например, на расстоянии 
{21,5 мм. Удаляя лист от глаз, оцените расстояние, 
на котором точки сольются в одну. Если у вас нор- 


1 
мальное зрение, это расстояние 422 м. Угол а ея 


минимальное угловое расстояние между точками, при 
котором они различимы глазом как два объекта. Этот 
угол характеризует ваш глаз. 

Рельсы будут казаться вам слившимися, когда угло- 
вое расстояние между ними будет а. Если рельсы нахо- 
дятся на расстоянии [21,5 м один от другого, то они 


р 


та 
сольются в точку на расстоянии Р— и 22 км. 


П. И. Зубков 


№ Задачи 


1. Замените буквы цифрами так, 
чтобы получились верные равенства 
(см. рисунок). При этом одинаковым 
буквам должны соответствовать оди- 
наковые цифры, разным — разные. 


2. Говорят, что Тортила отдала зо- 
лотой ключик Буратино не так про- 
сто, как рассказал А. Н. Толстой, 
а вынесла три коробочки: красную, 
синюю и зеленую. На красной коро- 
бочке было написано «Здесь лежит зо- 
лотой ключик», на синей — «Зеленая 
коробочка пуста», а на зеленой — 
«Здесь сидит гадюка». Тортила про- 
чла надписи и сказала: «Действи- 
тельно, в одной коробочке лежит зо- 
лотой ключик, в другой — гадюка, 
а третья пуста, но все надписи невер- 
ны». 

Где же лежит золотой ключик? 


3. У Коли, Вити и Юры было 12, 14 
и 22 ореха. Когда Коля отдал Вите 
столько орехов, сколько было у Вити, 
затем Витя отдал Юре столько оре- 
хов, сколько было у Юры, а Юра от- 
дал Коле столько орехов, сколько 
оставалось у Коли, у всех ребят оре- 
хов оказалось поровну. Сколько оре- 
хов было у каждого? 


4. Лихие капитаны парусников, пе- 
ревозивших хлопок из Австралии 
в Англию, не стремились полностью 
загружать свои корабли, хотя были 
заинтересованы в перевозке большего 
количества хлопка. Почему? 


5. Выпуклый четырехугольник раз- 
резали по двум прямым, соединяю- 
щим середины противоположных сто- 
рон. Покажите, что из полученных 
четырех кусков всегда можно сло- 
жить параллелограмм. 


Эти задачи нам предложили: В. Н. Русанов, 
Д. П. Савин. С. В. Дворянинов, Л. П. Моча- 
лов, В. В. Произволов. 
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В начале пропглого века Англию взбу- 
доражили известия о катастрофах 
в угольных шахтах — страшные 
взрывы уносили жизни тысяч шахте- 
ров. Они происходили из-за воспла- 
менения газа, который шахтеры на- 
звали «рудничным». Понять причи- 
ну внезапных взрывов не удавалось 
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почти столетие. Только в 1916 году 
немецкий физико-химик Вальтер 
Нернст высказал предположение, что 
они происходят в результате реак- 
ций, которые можно назвать цепны- 
ми. Й еще почти 50 лет понадобилось 
для создания теории этого явления. 
`...Приходилось вам видеть камен- 
ные обвалы в горах? Один маленький 
камешек, случайно сорвавшийся со 
своего места, увлекает за собой огром- 
ные массы других камней, лавиной 
устремляющихся вниз. Попробуем 
оценить, сколько камней участвует 
в таком камнепаде. Пусть первый ка- 
мень начинает свой путь на высоте 
500 м и на каждом метре своего пути 
вовлекает в движение еще одного со- 
седа. Каждый новый камень в свою 
очередь становится инициатором дви- 
жения других, другие — следующих 
и т. д. Движение как бы передается 
по цепи. После одного метра пути в по- 
токе будет два камня, после второго 
метра — четыре, после третьего — 
восемь и т. д. Когда лавина достигнет 
подножия горы, в ней уже должно 
быть 25°° камней. Это огромное, бо- 
лее чем 150-значное число! Конечно 
же, в реальной ситуации количество 
камней оказывается гораздо мень- 
шим. Не все камни вовлекают в дви-. 
жение соседей, некоторые камни на- 
талкиваются на препятствия на своем 
пути и останавливаются. Тем не ме- 
нее число 2°”° дает некоторое пред- 
ставление о масштабах цепного про- 
цесса. По сходной схеме развивают- 
ся и некоторые химические реакции. 
Одно из самых распространенных 
веществ в природе — вода. Для об- 
разования молекулы воды — моле- 
кулы НО — должны встретиться 
три реагирующие частицы — два ато- 
ма водорода и один атом кислорода. 
Поэтому для такой реакции водород 
и кислород надо смешать в количе- 
ственном соотношении 2:1. Эта смесь 
называется «гремучим» газом. 


В 18117 году английский ученый 


Гемфри Деви обнаружил удивитель- 
ное явление — в присутствии платины 
смесь водорода и кислорода реаги- 


рует со взрывом. Без платины реакция 
идет медленно и только при очень 
высоких температурах. 

При взаимодействии водорода с 
кислородом происходит нечто похо- 
жее на явление каменного обвала 
в горах, только еще быстрее. почти 
мгновенно. В обычных условиях во- 
дород и кислород — это газы с хими- 
ческими формулами Ньи О», т.е. каж- 
дая молекула состоит из двух атомов. 
Это их естественное и устойчивое со- 
стояние. Чтобы разорвать молекулу 
Н. на два атома, надо затратить оп- 
ределенную энергию. Присутствие 
нлатины в газовой смеси облегчает 
разрыв молекулы Н, на атомы — 
на ее поверхности реакция Н›>2Н 
происходит относительно легко. 

Образующийся на поверхности пла- 
тины атом водорода крайне неустой- 
чив, он стремится поскорее избавить- 
ся от своего вынужденного одиноче- 
ства. Время его «холостой» жизни 
очень мало. Не зря в природе атомы 
водорода, кислорода и многих других 
веществ объединяются в неразлуч- 
ные пары — молекулы. Активный 
атом водорода вызывает цепь даль- 
нейших превращений, как один ма- 
ленький камешек вызывает целый об- 
вал в горах. При его взаимодействии 
с молекулой О> происходит реакция 
Н--0.=ОоОН-О — образуются сразу 
две активные частицы: «одинокий» 
атом кислорода и частица ОН (ведь 
в ней до молекулы воды не хватает 
одного атома водорода, к которому 
она стремится быстрее присоединить- 
ся). Активные частицы — Ои ОН — 
далее взаимодействуют с молекулами 
водорода 

ОН+Н.=Н.о-Н, 
О+Н.=ОН+Н ит. д. 


В этих реакциях образуются не толь- 
ко устойчивые молекулы НО, но и 
новые активные частицы, которые 
снова взаимодействуют с молекула- 
ми водорода и кислорода с обра- 
зованием новых молекул воды и но- 
вых активных частиц. Все элементар- 
ные реакции не независимы друг от 
друга, а представляют собой цепь 
взаимосвязанных событий. В каж- 
дой элементарной реакции образует- 
ся не только продукт реакции, но 
и закладывается основа для дальней- 
ших взаимодействий — появляются 
новые активные частицы. (Вспомним, 
как при камнепаде в горах каждый 
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новый камень вовлекает в движение 
своих соседей.) Платина только по- 
могает начать цепь превращений 
(разложение молекулы Н,). Дальше 
реакция может идти и без ее участия. 

Не всегда, видно, верна пословица: 
«Один в поле не воин». В цепной 
реакции один «воинственный» атом 
может повести за собой десятки мил- 
лионов своих соратников. 

Именно цепные реакции приводили 
к взрывам в каменноугольных копях 
Англии. Образующийся «‹рудничный» 
газ мгновенно воспламенялся при за- 
жигании ламп, освещающих шахты. 
Огонь в лампе помогал началу цел- 
ной реакции в «рудничном» газе (как 
платина в «гремучемь» газе). За изоб- 
ретение безопасной лампы для рабо- 
ты в шахтах была объявлена спе- 
циальная награда. Через год Гемфри 
Деви и его молодому сотруднику 
Майклу Фарадею — будущему перво- 
открывателю явления электромагнит- 
ной индукции — удалось сконструи- 
ровать безопасную лампу, в которой 
опасный газ по трубочкам отводился 
из области пламени. Сделали они это, 
ничего не зная о цепных реакциях. 

Естественно, возникают вопросы: 
при каких условиях может начаться 
цепная реакция? существует ли сила, 
способная остановить или хотя бы 
замедлить такую лавину? 

Эти вопросы изучались советскими 
учеными — академиком Н. Н. Семе- 
новым и его сотрудниками. В част- 
ности, увеличивая концентрацию мо- 
лекул (т. е. их количество в единице 
объема), они обнаружили, что цепной 
процесс начинается при вполне опре- 
деленной — критической — концент- 
рации. Ниже этой концентрации реак- 
ция не идет, а выше — носит лави- 
нообразный характер. Как будто неве- 
домый полководец отдает приказ о 
наступлении — и десятки миллионов 
частиц мгновенно идут в бой. 


Более того, оказалось, что критиче- 
ская концентрация зависит от формы 
сосуда и обратно пропорциональна 
площади его стенок. Вот как пишет 
об этом сам Н. Н. Семенов: «Отсюда 
был лишь один шаг до предположе- 
ния, что активные частицы — скажем 
атомы кислорода, — доходя до стенок, 
захватываются ими, выбывают из иг- 
ры и не могут далее вызвать реакцию. 
Два таких атома, встречаясь на стенке, 
образуют вновь неактивную молеку- 


лу кислорода, которая легко слетает 
в объем, очищая стенку. На пути 
цепи — от места ее зарождения внут- 
ри сосуда до стенок — происходит 
то или иное число реакций, возникает 
столько-то частиц. Чем уже сосуд, 
тем короче эта цепь, тем меньше в 
ней элементарных реакций, тем мень- 
ше успеет возникнуть разветвле- 
ний». . 

С увеличением концентрации уве- 
личивается число активных частиц. 
С увеличением площади стенок сосу- 
да их количество уменьшается, так 
как становится больше захваченных 
стенками сосуда и выбывших из иг- 
ры частиц. Если постепенно запол- 
нять сосуд реагирующими газами, то 
до определенной концентрации цеп- 
ная реакция идти не может — на 
стенках оседает и успокаивается боль- 
ше активных частиц, чем их обра- 
зуется в объеме сосуда. Продолжая 
дальше заполнять сосуд газами (дру- 
гими словами, увеличивая концент- 
рацию), мы дойдем до такой критиче- 
ской концентрации, при которой ак- 
тивных частиц образуется больше, 
чем их гибнет на стенках. Поверх- 
ность сосуда уже не в силах спра- 
виться с такой лавиной активных ча- 
стиц. Их становится слишком много. 
В этот момент происходит переход 
от инертного состояния до бурной 
реакции. Критическая концентра- 
ция — это граница, отделяющая 
зону «спокойствия» реакции от зоны 
«взрывной» активности. Она зависит 
не только от того, какие газы реаги- 
руют, но и от того, в каком сосуде 
эти газы находятся. Не один полко- 
водец управляет цепной реакцией, а 
сразу два. Первый — концентра- 
ция — зовет атомы в бой, второй — 
поверхность сосуда — пытается их 
остановить. Судья им критическая 
концентрация. Ниже нее — сильнее 
второй, выше — побеждает первый. 

Если мы, поддерживая ту же кон- 
центрацию, будем уменьшать сосуд, 
то дойдем до такого размера, когда 
большая часть целей вообще не ус- 
пеет разветвиться. Тогда число погиб- 
ших на стенке активных атомов ока- 
жется больше, чем число вновь обра- 
зующихся в результате реакции. Ла- 
вина развиваться уже не сможет, 
и реакция практически прекратится. 

Стенки сосуда — не единственная 
сила, способная успокоить активные 
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частицы. Это могут сделать и чужие 
молекулы примесей, сталкиваясь с 
которыми частицы теряют свою ак- 
тивность. Ничтожные количества при- 
месей могут очень сильно влиять на 
скорость ценных процессов. 

Результаты опытов были неожидан- 
ными, и многие ученые им просто 
не поверили. Например, знаменитый 
немецкий химик Макс Боденштейн 
объяснил полученные результаты 
ошибкой эксперимента. Недоверчиво 
встретили результаты опытов Семе- 
нова даже его близкие коллеги. 
«Мне пришлось пережить немало не- 
приятных часов»,— вспоминает уче- 
ный. 

Это сегодня академик Н. Н. Семе- 
нов — основоположник новой нау- 
ки — химической физики, автор 
классического труда *Цепные реэк- 
ции», настольной книги многих физи- 
ков и химиков. А тогда, более 50 лет 
назад, ему потребовалось немало му- 
жества, чтобы в сложной ситуации 
не потерять уверенности в правоте 
своих идей. 

Цепные реакции лежат в основе 
многих важнейших промышленных 
технологий. Это и горение, и получе- 
ние горючих материалов из нефти, 
и производство пластмасс: Даже 
взрыв атомной бомбы — это цепная 
реакция, только активными частица- 
ми в этом случае оказываются не ато- 
мы, а нейтроны. Когда ученики Се- 
менова академики Ю. Б. Харитон и 
Я. Б. Зельдович создали в 1939 году 
теорию цепного распада урана, им во 
многом помогли представления о 
цепных реакциях. 

Волее 20 лет понадобилось миру, 
чтобы до конца осознать значение 
разветвленных цепных реакций. В 
1956 году академик Н. Н. Семенов 
первым из советских ученых был 
удостоен Нобелевской премии за ис- 
следования механизмов химических 
реакций. В своей речи при ее получе- 
нии он сказал: «Дальнейшей задачей 
химии является создание возмож- 
ностей рационального управления 
скоростью и направлением химиче- 
ского превращения. Теория цепных 
реакций намечает первоначальные 
пути подхода к этому вопросу». 
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Построения 
одним циркулем 


Кандидат физико-математических наук 
Д. Б. ФУКС 


Среди бесчисленных задач на построе- 
ние встречаются такие, в которых по- 
строение требуется произвести одной 
линейкой или одним циркулем. Одна- 
ко давно известно, что отсутствие ли- 
нейки не сужает круга возможных 
построений: всякое построение, вы- 
полнимое циркулем и линейкой, мож- 
но проделать одним циркулем. 

Идея о построении с помощью одно- 
го циркуля была выдвинута еще 
итальянским ученым Джованни Бат- 
тиста Бенедетти (1530—1590). В 1672 
году появилась книга «ЕисП4из Оэа- 
п]сиз» датского геометра Георга Мора 
(1640—1697). В ней он показал, что 
все задачи, которые сводятся к квад- 
ратным уравнениям, можно решить 
геометрически с помощью одного цир- 
куля. Более чем через 100 лет, в 
3797 году, эта задача была вновь 
поставлена и решена итальянцем Ло- 
ренцо Маскерони (1750—1800). Соот- 
ветствующее утверждение называют 
теперь теоремой Мора — Маскерони. 
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В этой заметке мы приведем дока- 
зательство этой теоремы. 

Во всех решаемых ниже задачах 
на построение мы ограничиваемся 
описанием самого построения, пре- 
доставляя читателю самостоятельно 
доказать, что построение приводит 
к желаемой цели. Впрочем, доказа- 
тельства приведены в разделе «От- 
веты, указания, решения» на с. 58. 

1. Формулировка результата. Разу- 
меется, нельзя провести циркулем 
прямую, поэтому все рассматривае- 
мые задачи на построение должны 
состоять в построении некоторой точ- 
ки (на плоскости). 

Теорема. Предположим, что точ- 
ка М может быть построена по точкам 
А, ... А, при помощи циркуля и 
линейки. Тогда точка М может быть 
построена по точкам А, ..., А, при 
помощи одного циркуля. 

Чтобы доказать эту теорему, посмот- 
рим, какие построения производятся 
линейкой. С помощью линейки можно 
провести через две данные точки пря- 
мую и найти ее точки пересечения 
с ранее построенными прямыми и 
окружностями. Но Так как с самого 
начала нам были даны только точки, 
всякая ранее построенная прямая 
была некогда проведена через две еще 
ранее построенные точки, и всякая 


ранее построенная окружность имеет 
своим центром ранее построенную 
точку. Таким образом, в процессе 
построения линейка применяется 
только к решению одной из двух сле- 
дующих задач. 

Задача 1. По данным точкам А, 
В, С, Р найти точку пересечения пря- 
мых АВ и СО. 

Задача 2. По данной окружности 
$ с данным центром О и данным точ- 
кам А и В найти точки пересечения 
окружности 5 с прямой АВ. 

Наша теорема будет доказана, если 
мы установим, что обе эти задачи 
могут быть решены при помощи одно- 
го циркуля. 

2. Вспомогательные построения. В 
этом и следующем пунктах, говоря 
«построение», мы подразумеваем по- 
строение одним циркулем. Мы начнем 
с решения четырех вспомогательных 
задач. 

Задача 3. Даны (различные) точ- 
ки А ци В. Построить на луче АВ 
точку С такую, что АС=ЗАВ. 

Построение (рис. 1). Проведем 
через точку А окружность с центром 
В. На этой окружности трижды отло- 
жим отрезок АВ, начиная от точки А. 
Получившаяся при третьем отклады- 
вании точка С удовлетворяет требова- 
ниям задачи. 

Задача 4. Дана окружность с 
центром О и дуга АВ на ней. Построить 
точку, деляииую эту дугу пополам. 

Построение (рис. 2). Через точ- 
ку О проведем окружности с центрами 
А и В. Проведем окружность с цен- 
тром О радиусом АВ. Возьмем две 
точки: Ри @ пересечения этой окруж- 
ности с двумя построенными; тогда 
дуги ОР и О@ равны дуге АВ. Затем 
через точки В и А проведем окруж- 
ности с центрами Р и ©@ до их пересече- 
ния в точке В. Наконец, радиусом ОВ 
проведем окружность с центром Р или 
@. Точка С пересечения этой окруж- 
ности с дугой АВ и будет искомой. 





Рис. 1. 
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Задача 5. Дана окружность 5$ 
с центром О и точка Р-ЁО. На луче 
ОР построить точку Р’ такую, что 
ОР. ОР’=, где г — радиус окруж- 
ности 5. 

(Такая точка Р’ называется сим- 
метричной точке Р относительно ок- 
ружности $5.) 

Построение. Случай 1. Точ- 
ка Р лежит вне окружности 5$ 
(рис. 3). Проведем „через точку О 
окружность с центром Р. Пусть © и 
Н — точки ее пересечения с окруж- 
ностью 5. Проведем через точку О 
окружности с центрами @ и Д. Отлич- 
ная от О точка’ пересечения этих 
окружностей и есть искомая точка 

И 


(Это построение проходит и в слу- 
чае, когда точка Р лежит внутри 
окружности 5, но находится от ее 
центра О на расстоянии, большем 
г/2.) 

Случай 2. Точка Р лежит внут- 
ри окружности 5. Пользуясь по- 
строением задачи 3, мы последо- 
вательно строим на луче ОР точки 
Р›, Р., ... такие, что ОР. =2ОР, ОР. = 
—ЗОР, ..., пока не дойдем до точки 
Р., которая будет лежать вне 5. Для 
точки Р., мы строим симметричную 
относительно окружности 5$ точку 
Р!, пользуясь предыдущим построе- 
нием. Наконец, на луче ОР! (т. е. на 
луче ОР) мы строим точки Р>, Р., ... 
такие, что ОР. =2ОР', ОР\=3ЗОР.. ... 
Точка Р; и будет искомой. 


Задача 6. Даны окружность $ 
с центром О и несовпадающие точки 
А. В. Построить окружность, прохо- 
дящую через точку О и точки пересе- 
чения прямой АВ с окружностью $ 
{в предположении, что прямая АВ не 
проходит через центр окружности $ 
и пересекает ее в двух точках). До- 
казать, что эта окружность, за выче- 
том точки О, представляет собой гео- 
метрическое место точек, симметрич- 





ных точкам прямой АВ относительно 
окружности 5. 

Построение (рис. 4). Проведем 
через точку О окружности с центрами 
А и В. Точку их пересечения, отлич- 
ную от О, обозначим через Р. Постро- 
им точку Р’, симметричную точке Р 
относительно окружности 5 (зада- 
ча 5), и построим окружность с цент- 
ром Р’, проходящую через О. Это и 
есть искомая окружность. 

3. Основные построения. Постро- 
ение к задаче 2. Если точка 
О не лежит на прямой АВ, проходит 
построение задачи 6 и даже его упро- 
щенный вариант: мы строим точку 
Р, как в задаче 6, и затем проводим 
окружность с центром Р радиусом, 
равным радиусу окружиости 5 (зная 
центр окружности 5, мы можем ра- 
диус окружности измерить цирку- 
лем); точки пересечения построенной 
окружности с данной окружностью — 
искомые точки. Если точка О лежит 
на прямой АВ, то это построение не 
пройдет: точка Р сольется с точкой О. 
Тогда мы применяем другое построе- 
ние (рис. 5): с центром А (или с 
центром В, если А—О) проводим про- 
извольную окружность, пересека- 
ющую окружность 5 в двух точках, 
обозначаем точки пересечения через 
Сирии делим дуги СР и ОС окруж- 
ности 5 пополам (задача 4). Точки 
деления и будут искомыми. 

Построение к задаче 1 
(рис. 6). Построим произвольную ок- 
ружность 5, внутри которой содержат- 
ся все даиные точки и центр О кото- 
рой не лежит ни на одной из прямых 
АВ и СО. (Это легко сделать «на 
глазок», но для «строгого построения» 
такой рецепт не годится. Можно по- 
ступить так: построить произволь- 
ную окружность, найти, пользуясь по- 
строением задачи 2, точки ее пересе- 
чения с прямыми АВ и СБ и взять в 
качестве О точку построенной окруж- 
ности, отличную от найденных то- 





Рис. 4. 


Рис. 5. 
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чек.) Затем, пользуясь построением 
задачи 6, строим окружность 5, 
проходящую через О и через точки 
пересечения окружности $ с прямой 
АВ, и окружность $›, проходящую 
через О и через точки пересечения 
окружности $ с прямой СШ. Затем 
мы обозначаем через Р точку пересе- 
чения окружностей 5; и $5, отличную 
от О, и строим точку Р’, симметрич- 
ную точке Р относительно окружности 
5. Это и есть искомая точка. 

4. Заключительные замечания. 
1°. Если данные задачи на построение 
включают в себя не только точки, ли- 
нейка может оказаться для ее реше- 
ния необходимой. Например: даны 
кривая с и точки А, В; найти точки 
пересечения кривой с с прямой АВ. 
Это, вообще говоря, нельзя сделать 
без линейки. Однако бывает, что по- 
добные задачи сводятся к задачам 
рассмотренного типа и решаются 
одним циркулем. Например: на плос- 
кости нарисована окружность; поль- 
зуясь одним циркулем, найти ее центр. 
Это можно сделать так: отметим на 
окружности три точки А, В, С; как 
известно, циркулем и линейкой можно 
построить центр окружности, описан- 
ной около треугольника АВС; значит, 
это можно сделать и одним циркулем. 
{Впрочем, задача имеет гораздо более 
простое решение — найдите его!) 
Мы видим, кстати, что в задачах 
2, 4, Зи 6 не обязательно было ука- 
зывать центр заданной окружности. 

2°. Одной линейкой можно проде- 
лать не всякое построение, выполни- 
мое циркулем и линейкой. (Доказа- 
тельство см. в книге: Радемахер Г. и 
Теплиц О. Числа и фигуры. — М.: 
Наука, 1966.) Существует, однако, по- 
разительная теорема Штейнера, со- 
гласно которой все построения, выпол- 
нимые циркулем и линейкой, могут 
быть проделаны одной линейкой, если 
на листе предварительно нарисована 
окружность и отмечен ее центр. 





Значит, если вы собирались делать 
построения циркулем и линейкой и за- 
были дома линейку, не беда — можно 
обойтись одним циркулем; если же вы 
забыли циркуль — попросите его у 
товарища и нарисуйте им одну окруж- 


ность, предварительно пометив ее 
Размышляя 

об одной 
олимпиадной 
задаче 


В. Я. САННИНСКИИ 


Олимпиадные задачи полезны не 
только для проверки математических 
способностей в жестких условиях со- 
ревнования. В более спокойной обста- 
новке, когда есть время на размышле- 
ние, конкурсная задача может стать 
источником небольшого самостоятель- 
ного исследования, чем-то напоми- 
нающего серьезное математическое 
творчество. 

Я покажу это на примере следую- 
цей задачи на доказательство, встре- 
чающейся во многих конкурсных 
сборниках: 

Если все простые числа, начиная 
с 5. занумерованы в порядке возраста- 
ния, то каждое занумерованное про- 
стое число будет больше своего утроен- 
ного номера. : 

Попробуйте доказать это самостоя- 
тельно. Это не очень трудно, я, напри- 
мер, придумал доказательство доволь- 
но быстро*}. Однако после этого я не 
бросил задачу, а стал размышлять 
над ее формулировкой. И сразу возник 
вопрос: при чем здесь числа 5 и 3, 
нельзя ли взять другие числа? Это 
подсказывает обобщение за- 
дачи — вместо пары чисел (3, 5) рас- 
смотреть произвольную пару (Ё, р), 
где & — натуральное, а р — простое. 
Получилось утверждение, которое я 
назвал 

У (Е, р): если все простые числа, на- 
чиная с р, занумеровать в порядке 


*1Я воспользовался темы, что среди девяти 


последовательных чисел 9л, 9л+1, 91+ 8. 
л=1, 2, 3, ... может встретиться не более трех 
простых. 
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центр; после этого вы можете постро- 
ить что угодно одной линейкой. (Ху- 
же, конечно, если вы забыли дома и 
циркуль, и линейку — здесь уж 
наука бессильна вам помочь.) 


возрастания, то каждое занумерован- 
ное простое число больше чем его но- 
мер, умноженный на (Е. 

Одна беда. Это утверждение не всег- 
да верно (не для всех К и р). Напри- 
мер, У (3,3) — ложно (простое чис- 
ло 13 меньше, чем его утроенный но- 
мер: 183. 5=15). С другой сторо- 
ны, мы знаем, что У(3,5) — верно 
(это утверждение нашей исходной за- 
дачи). Ну а тогда возникает задача 
описания всех хороших пар (Е, р), 
то есть таких пар, для которых 
У (Е, р) верно. 

Чтобы решить ее, я начал пробовать 
различные небольшие пары, и быстро 
нашел несколько нехороших (напри- 
мер (4, 5), (6, 3)) и несколько хороших 
пар ((1, 2), (2, 3), (2, 5), (3, 7)). Советую 
читателю прервать чтение на этом 
месте и тоже попробовать несколько 
конкретных небольших пар. 

Даже если читатель не последовал 
моему совету, он легко поймет, что из 
справедливости У (&, р} вытекает спра- 
ведливость ((Ё’, р’), если ЕЁ и 
р’-р. Я тоже это быстро заметил и 
поэтому решил не искать все хорошие 
пары, а искать только неулучшаемые 
пары (®, р), то есть такие, для которых 
верно У(Ё, р), но ложно У(к’, р) при 
Е’>Е и ложно У(Ё, р’) при р’ р. 
Так возникла новая задача: найти 
все неулучшаемые пары. 

Упражнение 1. Докажите, что пары 
(1, 2), {2, 3) в (3, 5) неулучшаемы. 

Я это доказал, как наверно и чита- 
тель, без особого труда и взялся за 
следующую пару — (4,7). Она оказа- 
лась не хорошей: 7>4.В 11>4-2, 
13>4-3, 17>4-4, но неверно, что 
19>4-5. Я перешел к следующей 
паре — (4,11) — и начал пробовать 
11>4.Ь 13>4-2,..., 29>4.6, 31> 
>4-1, ... Вскоре мне это надоело, и я 
решил, что у меня есть правдоподоб- 
ная гипотеза: пара (4, 11) неулуч- 
шаема. Признаюсь, мне пришлось не- 
мало повозиться, прежде чем я сумел 
установить справедливость этой гипо- 
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Рассуждал я так. Пусть р =11, 
р2=13, ... Ри» ... интересующая нас нумерация. 
Чтобы доказать У{4, 11), нужно установить 
неравенство р„>4п для всех пСсМ. Возьмем 
число т=210=2.3.5.7 (произведения всех 
простых чисел, меньших 11) и разобьем мио- 
жество натуральных чисел п >> 41 на т классов, 
в зависимости от остатка при их делении на т. 
Именно, к г-ому классу К, г=0,1,...т—1 
отнесем все числа вида п=рт г, где ТЕМ. 
Тогда каждое натуральное число п попадает 
ровно в один класс К, — именно, в класс с но- 
мером г, равным остатку от деления п на 
т-—=210. Выбросим из списка Кь, К, ... 
-- К т-1 = 205 все классы, номера которых — 
составные числа. Другими словами, оставим 
в списке лишь те классы, номера которых вза- 
имно просты с т. Заметим, что все рассматри- 
ваемые простые числа ри, Ро. ..., Ро» „.. находятся 
в оставшихся классах (почему?). Обозначим но- 
мера оставшихся классов через (т, @2, а}, ..., На- 
пример, в: = 11, а. = 13, .., аи =209. 

Упражнение 2. Найдите все номера 
(их ф(т)=$(210)=48} оставшихся классов и 
проверьте, что для них выполняется неравен- 
ство а. > 4п, где п=1,0,.... 48.*) 

Занумеруем теперь в порядке возраствиия 
все числа, находящиеся в оставшихся классах. 
Этот список начнется с уже известных нам 
чисел ат, а›, аз, ..., но не оборвется на 44: —=211, 
а пойдет дальше: аю-— 211, а,=221,.... Тогда 
очевидно, что а. < р», для всех п=\1, 8, ... (ведь 
наши простые числа ри, р», ... находятся среди 
оставшихся чисел в,, аз, ...). Поэтому нам до- 
статочно доказать неравенство а. > 4п (для всех 
п). Для первых 48 чисел аи, ..., в оно уже про- 
верено (упражнепие 2), для дальнейших п мы 
его докажем по индукции. Индукцию будет 
вести по вспомогательному параметру { при 
фиксированном г (г= 1, 2,..., 48), то есть прове- 
дем доказательство для всех чисел из класса 
с номером а.. Любое число а; из этого класса 
представляется в виде а.—1.210--г. Начало 
ивдукции уже есть (мы проверили, что при 
{=0 число а. удовлетворяет неравенству 
в. > 4г). Пусть (индукционное предположение), 
а; = 210. г>> 43. Нам нужно устаноаить нера- 
венство 210 {!-{- 1) г> 4 (3+ 48), ибо з--48 — 
номер следующего числа 210 (1--1){+г из рас- 
сматриваемого класса (с номером а.). Но оно 
‹разу следует из индукционного предположе- 
ния и очевндного неравенства 210>4-48. 
Утверждение У (4, 11} доказано. 

Упражнение 3. Проверьте, что при Ё > 6 
утверждение У (А, 11] неверно. 


Так как У(4,7)} неверно тоже, мы 
установили, что пара (4, 11) действи- 
тельно неулучшаема. 

Попробуем продвинуться дальше — 
будем искать неулучшаемую пару ви- 
да (5, р). 

Упражнение 4. Проверьте, что пары 


(5, р) ие являются хорошими при р< 23, также 
как и пара (6, 23). 


Исследование пары (5, 23} (23>5.1, 
29>5.2, 31>5-3 ит. д.) приводит к 


*) Классы Кс, Къ, --., Ки_1 Называются класса- 
ми вычетов по модулю т. Число этих классов с но- 


мерами взаимно простыми с т обозначается 
$(т): функция т называется функцией Эйлера. 


38 


Куапетесте.ги 


очередной гипотезе: 
неулучшаема. 

Справедливость этой гипотезы можно уста- 
новить, рассуждая так же, как для пары (4, 11). 
Зо есть взять т--2.8.5.7.11.13.17.19— 
—=9699690, рассмотреть класеы вычетов по мо- 
дулю т, из них выделить ф(т)}= 1658880 клас- 
сов, взаимно простых с т, занумеровать все 
числа (начиная с 23) из выделенных классов 
в порядке возрастания (а:, а», -..) и доказать 
по индукции, что неравенство а, > 5п (из кото- 
рого следует р, > 5п для выбранной нумерации 
простых чисел р! =23, р2 =: 29,...) верно для 
любого числа а, из данного класса, если оно 
верно для номера а. этого класса. Тогда оста- 
ется «ТОЛЬКО» проверить, что неравенство 
а, > 5п выполняется для всех п от 1 до Ф(т)= 
-=1658880. Конечно, эта проверка непосильна 
для человека. Пришлось ее поручить машине, 
ЭВМ ЕС — 1045 за 6 минут дала ответ: действи- 
тельно, а, >5п при п=\2,..., $(т). Гипотеза 
о неулучшаемости пары (5, 23) уствиовлена. 

В современной математике такое 
встречается часто: логическими рас- 
суждениями математик сводит задачу 
проверки бесконечного набора утвер- 
ждений (у нас — неравенств) к конеч- 
ному (но большому) набору, а уже 
утверждения этого набора проверяет 
эвм. 

Каковы дальнейшие перспективы? 
Поиск следующей неулучшаемой па- 
ры (вида (6, р)) приводит к числам, 
на пределе возможности ЭВМ 
ЕС — 1045, а пары вида (7,р) — за- 
ведомо не поддаются нашему подхо- 
ду. Поэтому я пробовал иначе обоб- 
щить исходную задачу и прищел к 
следующей формулировке: 

Теорема. Простые числа растут 
быстрее любой линейной функции от 
их номера; иначе говоря, если р.=2, 
р2=3, „.» Да» +. последовательность 
всех простых чисел в порядке возрас- 
тания, то для любых Ё и & неравенство 

р», > Ёп 
выполняется для всех п, больших не- 
которого по (зависящего от ЕЁ и Ь). 

Попробуйте и вы доказать эту изве- 
стную теорему. Стоит ли двигаться 
дальше? Например, можно было бы 
попробовать доказать, что простые 
числа растут медленнее, чем много- 
член второй степени от их номера. 
Но это уже трудная задача: мы при- 
ближаемся к переднему краю науки, 
и двигаться дальше можно только 
изучив труды наших великих пред- 
шественников — Эйлера, Лагранжа, 
Гаусса, Римана, Чебышева. 


пара (5, 23) 





Кипение 
жидкостей 


Кандидат физико-математических нацк 
А. И. БУЗДИН. 

кандидат химических наук 

В. В. СОРОКИН 


Процесс кипения жидкостей всем нам 
хорошо знаком. Мы говорим, что вода 
в чайнике кипит, когда интенсивное 
образование пара происходит по всему 
объему жидкости. В этом заключается 
отличие кипения от испарения, при 
котором процесс  парообразования 
идет лишь с открытой поверхности. 
Кипение начинается тогда, когда 
давление насыщенного пара в пузырь- 
ках становится равным внешнему ат- 
мосферному давлению.*) Если же дав- 
ление насыщенного пара меньше ат- 
мосферного, случайно образовавший- 
ся в жидкости пузырек пара должен 
схлопвуться и исчезнуть. 


*) На самом деле для роста образовавшихся 
цузырькоы нсобходимо, чтобы давление пара в них 
иссколько превышало сумму атмосферного давле- 
ния, давления столба вышележащей жидкостя и 
давления, обусловленкого поверхносткым натяже- 
нием жидкости. Однако у большинстве случаев два 
последних давления мкого меньше атмосферного, 
и их можно не учитыцать. 
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Пограничное кипение жидкостей 


Хорошо известно, что каждая жид- 
кость характеризуется вполне опреде- 
ленной температурой кипения при оп- 
ределенном атмосферном давлении. 
Например, вода при нормальном ат- 
мосферном давлении (ру=1760 мм 
рт. ст.} кипит при 100 °С, а толуол 
(С.Н.) — при 111 °С. 

А при какой температуре будет 
кипеть «смесьь толуола и воды, двух 
не смешивающихея друг с другом 
жидкостей? Казалось бы, температура 
кипения должна лежать между 
100 °С и 111 °С. Однако, если в про- 
бирку с водой осторожно налить 
немного толуола (он окажется над во- 
дой, так как его плотность меньше, 
чем плотность воды) и нагревать ее в 
водяной бане, то окажется, что кипе- 
ние начинается примерно при 95 °С! 
Отметим, что при проведении этого 
опыта необходимо пользоваться до- 
вольно точным термометром. 

В чем же дело? Ответ подсказы- 
вает эксперимент. При внимательном 
наблюдении видно, что кипение начи- 
нается на границе раздела жидкос- 
тей — толуола и воды, и мы имеем 
дело с так называемым пограничным 
килением жидкостей. В этом случае 
в образующийся на границе газовый 
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пузырек испаряется как вода, так и 
толуол, и пузырек содержит насыщен- 
ные пары воды и толуола. При ки- 
пении полное давление паров в пу- 
зырьке, равное атмосферному давле- 
нию р., представляет собой, согласно 
закону Дальтона, сумму парциальных 
давлений насыщенных паров толуола 
РТ.) и воды р.(Т.) : Ро==рТ,) + 
4+-Р.Т,). Таким образом, давление на- 
сыщенного пара воды и толуола, каж- 
дого в отдельности, меньше атмосфер- 
ного, а значит, и температура погра- 
ничного кипения Т, должна быть 
меньше температуры кицения как во- 
ды, так и толуола. 

Особенно удачным получается ана- 
логичный демонстрационный опыт, 
если в пробирку налить немного че- 
тыреххлористого углерода (СС].), ко- 
торый кипит при 76,7 °С, а поверх 
него налить воду. С тем чтобы граница 
раздела жидкостей была заметнее, 
четыреххлористый углерод можно 
предварительно подкрасить раство- 





Рис. ЕЁ. 
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ром йода (рис. 1). Нагревание пробир- 
ки в водяной бане показывает, что по- 
граничное кипение начинается при 
температуре всего 65 °С. При прове- 
дении оныта обратите внимание на 
постепенность нагревания, чтобы не 
вызвать объемного кинения жид- 
костей. 


Любопытно отметить, что пузырьки, обра- 
зующиеся при кипении, выходят на поверх- 
ность воды и лопаются. Пары четыреххло- 
ристого углерода конденсируются. и образо- 
вавшиеся капли снова опускаются вниз. 


Четыреххлористый углерод и толу- 
ол входят в перечень реактивов, имею- 
щихся в школьном кабинете химии. 
Но не следует забывать, что они 
являются достаточно вредными ве- 
ществами, поэтому экспериментиро- 
вать с ними необходимо с соблюде- 
нием всех мер предосторожности — 
пользуясь небольшими количествами 
реактивов, проводя опыты в вытяж- 
ном шкафу. 

Доступным и легко выполнимым 
экспериментом по наблюдению погра- 
ничного кипения является опыт с ке- 
росином, налитым поверх воды в 
пробирку (керосин тоже можно под- 
красить капелькой раствора йода). 
Хорошо видно, что кипение начинает- 
ся именно на границе раздела жид- 
костей, однако температура погра- 
ничного кипения при этом близка к 
температуре кипения воды, что вносит 
в эксперимент определенные труд- 
ности. 

Заметим, что при нагревании водя- 
ной бани во всех опытах следует 
пользоваться только электронагрева- 
телем (электроплиткой) и ни в коем 
случае не использовать открытый 
огонь (газовую горелку, спиртовку). 


А можно ли заранее предсказать 
температуру пограничного кипения? 
Для четыреххлористого углерода и во- 
ды, например, сделать это нетрудно, 
если располагать данными о зависи- 
мости давления насыщенных паров 
этих жидкостей от температуры. На 
рисунке 2 сплошными линиями пред- 
ставлены графики температурной за- 
висимости давления насыщенных па- 
ров воды и четыреххлористого углеро- 
да, а штриховой линией показан сум- 
марный график р. (Т)=р.но(Т)-+ 
+ В» са (Г). Точка пересечения послед- 
него графика с прямой р=ро= 
—960 мм рт. ст. и дает температуру 
кипения на границе вода — четырех- 








Рис. 2. 


хлористый углерод: ТГ,=65 °С. При 
этом давление паров Н.Ю равно 
190 мм рт. ст., а давление паров С С, 
составляет 570 мм рт. ст., что в сумме 
дает нормальное атмосферное давле- 
ние, т. е. 760 мм рт. ст. 

К сожалению, такой простой расчет 
приводит к достоверному результату 
не всегда — зачастую следует прини- 
мать во внимание взаимную раство- 
ряемость компонентов. 

Любопытно, что если поддерживать 
пограничное кипение в течение неко- 
торого времени, то можно заметить, 
что четыреххлористый углерод выки- 
пает значительно быстрее, чем вода. 
Как вы думаете, с чем это связано? 
Попробуйте оценить, во сколько раз 
быстрее выкипает С С!, по сравнению 
с водой (плотность четыреххлористого 
углерода о=1600 кг/м“). 


Давление насьиценных паров 


Мы привыкли к тому, что для опре- 
деления давления насыщенных паров 
воды при данной температуре надо 
воспользоваться справочными табли- 
цами. А нельзя ли попробовать самим 
получить температурную зависимость 
давления насыщенного пара, т. е. 
выступить в роли экепериментато- 
ра — составителя таблицы? 
Рассмотрим один из простых мето- 
дов получения такой зависимости, 
которым вы сможете воспользоваться. 
Установка для проведения опыта 
представляет собой наполненный хо- 
лодной водой химический стакан, в 
который погружена перевернутая 
вверх дном пробирка с нанесен- 
ными на ее стенки делениями. Про- 
бирку и термометр можно укре- 
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пить в стоящем на столе лаборатор- 
ном штативе с лапками. 

Частично заполним пробирку водой, 
установим стакан с перевернутой про- 
биркой и термометром на электри- 
ческой плитке и начнем нагревание. 
По мере увеличения температуры 
воды будем записывать данные об из- 
менении объема газа в пробирке, т. е. 
фиксировать нанесенные на стенки 
пробирки деления. 

Газ в пробирке представляет собой 
смесь воздуха и насыщенных паров 
воды. Суммарное давление, естествен- 
но, равно атмосферному давлению 
(давлением водяного столба в стакане 
можно пйёнебречь, поскольку оно 
составляел лишь несколько мм рт. ст.): 


Рро=р(Т)--р„(Т). 


Здесь р(Г) — давление воздуха в про- 
бирке и р,(Т) — давление насыщен- 
ных паров при температуре 7. В нача- 
ле опыта давлением паров воды мож- 
но пренебречь — при 20°С оно 
составляет всего лишь 17 мм рт. ст. 
Однако с ростом температуры водяной 
пар дает все более заметный вклад. 

Используя уравнение Менделеева— 
Клапейрона, для воздука в пробирке 
запишем 





ро Ру СЕ 

т. ь т ‚и р. == рь я Г.’ 
где ро — начальное давление (рав- 
ное атмосферному), Узи Та — соот- 


ветственно начальные объем и темпе- 
ратура воздуха. Теперь, зная, как ме- 
няются объем и температура, мы 
можем найти давление насыщенного 
пара при данной температуре: 


р. = ро(1 = г г). 

Полученная таким образом экспе- 
риментальная зависимость давления 
насьценного пара от температуры 
хорошо согласуется со справочными 
данными. Особенно хорошее согласие 
наблюдается при температурах выше 
80 °С — ошибка составляет менее 5 %. 
При низких температурах точность 
этого метода падает. Подумайте, с чем 
это связано, каковы основные источ- 
ники ошибок и как можно было бы 
повысить точность предлагаемого ме- 
тода. Попробуйте поставить лабора- 
торную работу по определению темпе- 
ратурной зависимости давления насы- 
щенного пара в вашем школьном ка- 


бинете физики. 


Список чнтгалелей, присланишх 
правильные решения 

Большинство читателей, приславших решения 
задач М1001— М1015, Ф1013—Ф1027, справи- 
лись с задачами М1001, М100з-— М1005, 
М1007, М1009, М1011, М1015, Ф1013—Ф1015, 
Ф1020, Ф1023, $1024. Ниже мы публикуем 
фамилии тех, кто прислал правильные решения 
остальных задач (цифры после фамилии — 
последние цифры номеров решенных задач). 
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А. Абдрахманов (Алма-Ата) 02, 14; В. Акопян 
{Ереваи} 13, 14; Д. Алиевский (Свердловск) 
12—14; Д. Ароцкер (Киев) 02, 06; С. Аршава 
{Северодонецк} 02, 06, 13. 14; Р. Асадиллаев 
(Масаллы) 06; В. Базугкин (Кривой Рог) 06, 08; 
3. Бандик (СФРЮ) 06; А. Барабанов (Киев) 
02. 06; С. Безека (Москва) 06; Р. Безрукавников 
(Калуга) 02; А. Бейянки (СРР) 06; И. Белозеров 
(Серпухов) 02, 13, 14; В. Бергман (Баку) 
06, 08, 14; Д. Берзин (Калуга) 02, 06, 08; 
Э. Бесаев (Тбилиси) 06, 13; В. Бугайко (Киев) 
06, 08; А. Бурштейн (Москва) 02, 06; ГГ. Бучин 
(Киев) 06, 12—14; Я. Варшавский (Харьков) 
02, 06. 08: А. Винцюк (Киев} 02, 06. 13; 
„А. Витяев (Новосибирск) 06, 08, 13; В. Вологод- 
ский (Омск) 02, 08, 12—14; Я. Второв (Киев) 
06; Ю. Выменец {Ленинград} 02; Т. Гамидов 
(1. Борадыгях АзССР) 06; О. Геворков (Тби- 
лиси) 13, 14; И. Георгиева (София, НРБ) 06: 
О. Геупель (Дрезден, ГДР) 08. 13, 14; А. Гду- 
цюк (Харьков) 06, 08; В. Голованов (Кисв} 
96. 08; М. Гольдшейд (Челябниск) 06, 08, 30, 
13. 14; А. Гороховский (Киев) 06; В. Гравиг 
(Северодвииск) 02; Р. Гринив (Львов) 08, 13, 14; 
Д. Грэнчаров (София, НРБ) 06; А. Гусев (Бе- 
лорецк) 06; А. Давыдов (с. Елфимово Горь- 
ковской обл.) 06: Т. Данелия (Тбилиси) 06, 08; 
О. Джавадов (п. Борадыгях АзССР) 06; А. Дон- 
ченко (Киев) 02; Н. Дохолян (Тбилиси) 13; 
С. Дронов (Пущино) 06; А. Дубииский (Москва) 
13, 14; И. Дынников (Жуковский) 06, 08; 
Р. Ельчиев (с. Арчуг АрмССР} 13; В. Емец 
(Киев) 08; Д. Зайцев (Киев) 02, 06, 08; Н. Зе- 
фиров (Химки) 06, 08; В. Иванов (Тбилиси) 14; 
И. Илиев (НРБ) 06, 08, 14; В. Кальницкий 
(Калинииград) 08, 14; Б. и М. Каримовы 
(Алыа-Ата) 06; Т. Касумов (Баку) 06, 08, 13, 14; 
О. Кирнасовский (Винница) 14; О. Коврижкин 
(Майкоп) 14; А. Бозинский (Гайворои) 06, 08; 
Г. Коленицкий (Тбилиси) 14; М. Колесницкий 
{Тбилиси) 06, 13: А. Константин (СРР) 06, 08; 
А. Корнилов (Ростов-на-Дону) 14: А, Коршков 
(Мозырь) 02, 06, 08, 12—14; П. Кострикин 
(Караганда) 06, 08, 12—14; В. Крепец (Ново- 
сибирск) 06; 4. Кривенко (Киев) 06; Б. Кругли- 
ков (Харьков) 06, 08, 13, 14; В. Кришкаль 
(Новосибирск) 13; В. Куватбекова (Фрунзе) 06; 
Д. Кицемако (Саратов} 14: И. Кучугурин 
(Новый Уренгой} 02; С. Лаусмаа (Кохтла-Ярве) 
13: О. Лимешко (Куйбышев) 06. 08. 12—14: 
М. Литвинов (Киев) 02, 08; А. Лобковский 
(п. Черноголовка Московской обл.) 06, 08. 13, 
14; В. Ляндин (Белорецк) 08, 06, 08, 14; А. Ма- 
зор (Киев) 06; М. Макичян (Ереван) 13, 14; 
А. Макогон (Киев) 02. 06, 08; Р. Малендевич 
(Болехов) 02, 06, 08; А. Мельник (Гайворон} 
06, 08; А. Мельцер (Леиинград) 08, 12—14; 
А. Мигло (Ленинград) 06; В. Мильто (Киев) 
06, 08; Г. Минасянц (Ереван) 06, 08; 3. Мусга- 
фаев (Баку) 06; Я. Мистафаев (Баку) 12—14; 
С. Мушинский (Новосибирск) 02, 06: А. Наза- 
рян (Тбилиси) 06, 08, 12—14; И. Нарский 
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(Воронеж) 06, 14; Ю. Ним (и. Черноголовка 
Московской обл.) 06; А. Новиченек (Вильиюс) 
14; С. Павлов (Черновцы) 13, 14; ИП. Пасманик 
(Москва) 06, 08, 34; М. Посуманский (Ленин- 
град) 08. 14; О. Пелевин (Кострома) 06, 13, 14; 
3. Петренко (Херсон} 14; А. Петрова (Ленин- 
град) 06; А. Петрова (Пермь) 14; А. Покров- 
ский (Киев) 02, 06; В. Полинов (Магиитогорск) 
06, 13. 14; А. Полищук (Москва) 12, 13; В. По- 
маз (Семеновка) 06; И. Портной (Одессв) 02; 
Д. Прокофьев (п. Сертолово  Ленинград- 
ской обл.) 13, 14; В. Пушня (Харьков) 02. 08, 
33, 14; Ш. Рагимов (Ульяновск) 13; В. Рагу- 
лин (Челябинск) 12—14; С. Резнов (Киев} 
02, 08; А. Ройтерштейн (Ленинград) 06; 
Д. Румынин (Красноярск) 08, 14; 9. Сайдама- 
тов (п. Кук-Терек Ташкентской обл.) 13; 
Б. Сайнбаяр (МНР) 06, 14; Н. Самовол (Гай- 
ворои) 06, 08; С. Сефибеков (Кашкент) 06; 
С. Сильвестров (Киев) 02, 06, 08; В. Слитинский 
{Киев} 02, 06, 08, 12—14; А. Смирнова (Киров) 
12—14; В. Соловьев (п. Купавна Московской 
обл.) 02; Н. Соловьев (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 02; В. Столин (Вильнюс) 08, 12—14; 
Д. Тамаркин (Горький) 08, 10, 13, 14; А. Та- 
расенко (Днепропетровск) 06, 08; А. Терехов 
(Алма-Ата) 12—14; Д. Туляков (Жданов) 
13, 14; И. Устиловский (Москва) 06, 08; 
Д. Фельдман (п. Черноголовка Москонской обл.) 
06, 13. 14; Ф. Фот (Томск) 06: А. Френкель 
(Магнитогорск) 13, 14; М. Хароба (с. Надреч- 
ное Тернопольской обл.) 06, 08; К. Хриневски 
(ПНР) 0$, 08; О. Христенко (Караганда) 
06, 08, 13. 14; Е. Черная (Днепродзержинск) 
02, 06. 08. 13, 14; Р. Чижек (ЧССР) 14; Т. Чу- 
диновских (Целиноград} 06, 14; Е. Чурикова 
(Целиноград) 06; Ю. Шамрук (д. Новый Двор 
Гродненской обл.) 06, 08; И. Шехтман (Киев) 
06; Я. Эфендиев (Баку) 06, 13; А. Яврян (Ере- 
ван} 06, 14; М. Ямпольский (Харьков) 06. 


Физика 

Х. Акимов (к/х «Москва» Хорезмской обл.) 
16—19, 21, 22; А. Андрианов (Кузнецовск) 17; 
А. Анисимов (Киев) 16, 17; А. Антонов (Москва) 
16. 18, 26: У. Аскаров (Хорезмская обл.) 21; 
Ф. Асмандьярова (Целиноград} 17. 18, 22, 25; 
Х. Атабаев (к/х +«Москва» Хорезмской обл.) 
22; Г. Ахмедов (Сумгаит) 16—18. 26; Т. Ахме- 
гов (Новосибирск) 26, 27; С. Беловолов (Ново- 
сибирск) 26; С. Белоусов (Петродворец) 16—18, 
26; Д. Берадзе (Тбилиси) 18; Д. Берзии (Калу 
га) 16—18, 22; А. Бесолов (Кишинен) 16: 
А. Билибин (Боровичи) 18; С. Бобылев (Берез- 
ники} 18, 21, 26, 27; А. Болотников (Кузне- 
цовск) 17; Д. Биудько (Белгород) 16—19. 21, 22; 
А. Быцко (Ленинград) 26; М. Ваганов (п. Черно- 
толовка Московской обл.) 18. 19; В. Вергелес 
{Винница} 18; Р. Вергелес (Винница) 18, 26; 
А. Винцюк (Киев) 16, 25; П. Вольфбейн (Киев) 
17, 18, 22, 25; А. Гаек (Днепропетровск) 18; 
А. Гамаюнов (Поятава) 26, 27; С. Герасимов 
(Харьков) 17, 18, 27; А. Гольдин (с. Водяное 
Львовской обл.) 16—18, 22; В. Горбовец 
(Свердловск) 26; Д. Горелик (Электросталь) 
16, 18: К. Горячев (Тула) 26; Г. Гриднев ('Тби- 
лиси) 18; В. Гирарий (п. Черноголовка Мос- 
ковской обл.) 16—19, 22; Д. Гуторов (Кузис- 
цовск) 17. 18, 26. 27; С. Дикий (Черкассы) 
26. 21; С. Дронов (Пущино) 18; Л. Евсеев 
(Димитровград) 18; Д. Евтушенко (Донецк) 
16, 18; Д. Ежиков (Минск} 36, 18; А. Езерский 
(Минск) 18, 26; Д. Жильцов (Краматорск) 21; 


(Окончение см. на с. 45} 
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Проверка 
правильности 
алгоритмов 


Кандидат технических наук 
В. А. КАЙИМИН 


Составление программ — это искус- 
ство, наука или ремесло? Можно ли 
составлять программы и гарантиро- 
вать, что в них нет ошибок? Эти два 
вопроса — предмет жарких научных 
дискуссий, столкновения мнений и 
серьезных исследований. Попробуем 
разобраться. 

Можно выделить три подхода к со- 
ставлению программ для вычисли- 
тельных машин. 

Первый подход — назовем его 
традиционным — состоит в написа- 
нии программ на некотором языке 
программирования (бейсик, фортран, 
ПЛ/Л, кобол и т. п.) сразу по со- 
держательным формулировкам за- 
дач: 
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Языки программирования, как пра- 
вило, имеют английскую лексику, и 
программы на этих языках трудно чи- 
тать, понимать и изучать людям, для 
которых английский язык не являет- 
ся родным. При составлении про- 
грамм при традиционной практике 
почти всегда в них вносится большое 
число ошибок, и составитель програм- 
мы как можно скорее стремится вый- 
ти на ЭВМ и начать отладку про- 
граммы. 

Количество ошибок в программе за- 
ранее никому не известно, а потому 
никому не известно, когда закончится 
отладка программы. Более того, когда 
авторы программ заявляют, что их 
программы полностью отлажены, в 
этих программах обычно еще имеются 
ошибки. 

Второй подход к составлению про- 
грамм, который принято называть 
структурным программированием, со- 
стоит в тщательном продумывании ло- 
гики решения задач и создании струк- 
турированных алгоритмов. Эти алго- 
ритмы мы советуем записывать на 
школьном алгоритмическом языке из 
вашего учебника и только после этого 
переводить запись программы на 
один из языков программирования. 
Схему составления программ можно 
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изобразить так: 


вы 


| 


При таком подходе легко разделить 
синтаксические и алгоритмические 
ошибки. Синтаксические ошибки (на- 
рушения правил языка программиро- 
вания) могут появиться только при 
неправильном кодировании программ 
по алгоритмам. Алгоритмические 
ошибки (нарушения в логике решения 
задач) возникают при составлении 
алгоритмов; их поиск и исправление 
может проводиться по описаниям ал- 
горитмов до написания и испытания 
программ на ЭВМ. 

Третий подход, который мы назы- 
ваем систематическим констриуирова- 
нием программ, является развитием 
второго. Схематически его можно изо- 
бразить следующей диаграммой: 








Более подробно об этом подходе рас- 
сказано в «Кванте» (1986, № 10, с. 47 
и № 11, с. 40). 

Проверка программы на ЭВМ вклю- 
чает тщательно сплзнированные ис- 
‚.пытания на соответствие работы ма- 
шины сценарию программы. Провер- 
ка состоит в апробации всех основных 
частных случаев постановок задач, 
проверке граничных условий, провер- 
ке реакций программы на недопусти- 
мые данные и недопустимые действия 
со стороны человека. На этой сторо- 
не — связанной со сценарием диало- 
говых программ (см. «Квант», 1986, 
№ 11, с. 40) — мы здесь подробнее 
останавливаться не будем. 

Выявление ошибок и обоснование 
правильности программ при таком 
подходе проводится путем логических 
рассуждений, целью которых являют- 
ся доказательства — будет или не бу- 
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дет программа давать требуемые ре- 
зультаты и сообщения? Полная гаран- 
тия отсутствия ошибок возможна 
только при наличии математических 
постановок решаемых задач и деталь- 
ном описании сценария работы с ЭВМ. 
В этой ситуации программу мы назо- 
вем правильной, если при любых до- 
пустимых исходных данных она фор- 
мирует результаты, строго соответст- 
вующие требованиям постановок за- 
дач, и ее работа полностью соответ- 
ствует сценарию при любых дейст- 
виях пользователя. Программа содер- 
жит ошибки, если можно указать та- 
кие данные, при которых машина даст 
результаты, противоречащие требова- 
ниям постановок решаемых задач, 
либо ее работа не будет соответество- 
вать описанию сценария программы. 

Мы рассмотрим здесь несколько 
примеров обоснования правильности 
отдельных фрагментов программ, на- 
писанных на школьном алгоритмиче- 
ском языке (часть заголовка программ 
мы для краткости опускаем). 

Пример 1 (задача на вычис- 
ление). 


алг «вычисление х`о результаты 

нач в: =х.х в. =х-х, 

Е. о: =и-ё е.=и 0 
у: езр.х и=и.-х. 


кон 
Обратите внимание, что переменной 
о в процессе работы алгоритма при- 
сваивается несколько значений, по- 
этому в записи результатов мы снаб- 
жаем букву их числовыми индексами. 
На основании этой программы мы де- 
лаем следующее 
Утверждение. ух”. 
Доказательство. Из описа- 
ния результатов выполнения опера- 
ций имеем 
у=о-х= (0-0) х= 
=({(х-х)-(х-х))-х=х. 
Пример 2 (алгоритм с участием 


ветвления). 

алг «вычисление |х | * результаты 

пач если х>0 х при х> 0 
то у:=х у=| ге ' 
иначе у: = —х Ари: ти 


все 

коя 

Утверждение. Эта программа 
всегда дает у= |х|. 

Доказательство проводится 
разбором случаев. При х>0 выпол- 
няется первая альтернатива. В резуль- 
тате присваивания величина станет 
равной у==х, что соответствует опре- 


делению модуля для положительных 
чисел. При х<.0 выполняется вторая 
альтернатива, и в результате присваи- 
вания величина у получит значение 
у=—х, что также соответствует опре- 
делению модуля, но для отрицатель- 
ных чисел. Теким образом, в обоих 
случаях величина у будет равна абсо- 
лютному значению числа х. 

Пример 3 (алгоритм с участием 
«цикла для»). 


алг «суммирование массинае результаты 
арг вещ х[1:7] 
рез вещ у 
Нач 5:—0 
для Ё от 1 дол ` =0, 
нц 3: =8- 5х4] | $ькеза ‚Е ХА] 
кц Е =1.2, 45 пь 
= у=$.. 


кон 

Утверждение. Эта программа 
дает у—=х[1] +... + хп]. 

Доказательство проводится, 
конечно же, по индукции. Начало ин- 
дукции (5. =0) есть (см. описание ре- 
зультатов); нам нужно из индуктивио- 
го предположения 

Зе = [1] +... МЕ—1] 
получить аналогичную формулу для 
8&- Но из описания результатов сле- 
дует 
$4 = $4 в -- Хх] = 
= (х(1] +... + {А-П = 
=х(1] +... х[].- 

Поэтому по индукции получаем $„ = 
—=4[1) +... х[п]. А последнее при- 
сваивание дает для у значение 3,„, 
так что 


у=х[1] +... х[п]. 


Пример 4 (задача с использова- 
нием вспомогательного алгоритма). 

Для доказательства правильности 
вспомогательных алгоритмов необхо- 
димы математические постановки ре- 
зпаемых ими подзадач. Соответствую- 
щие доказательства проводятся неза- 
висимо от обоснования правильности 
алгоритмов в целом, а доказательства 
правильности алгоритмов в целом 
опираются на утверждения о правиль- 
ности работы соответствующих вспо- 
могательных алгоритмов. 


алг площадь треугольника 
арг вещ х[1:7}, [1:2] 

рез вещ 5 

нач 

а: =ай 1]. у} х2}, м2) 
ь: =а(х[2], 92], 3], УЗ] 
с: =а4х[3], ИЗ). х[1], [1] 
р:=(а 6 -с/2 

$: =\р(р—а}(р—В(р—с) 
кон 
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алг длина вектора результаты 
арг вещ 01, ы1, 92, и8 
рез вещ 41 
нач 40: =11—02 49 =01 —52, 

4и:=и1 —иё ди-= ий — и, 

а: = у4о" + ди? а! = “4и*- ди‘. 
кон 

Учитывая результаты  вепомога- 


тельного алгоритма, легко выписать 
результаты для основного алгоритма: 
Г - 
а—^\/ (хе — 121’ 40] —И21У, 


ь= 421—431 + 2] и], 

с = \(5[3]—2х[1]° + (9(3)— 1, 

р={@6+с)/2, 

5$ = урр—а\р--в)(р—с). 
Воспользовавшись этими результата- 
ми, нетрудно доказать (мы это остав- 
ляем читателю), что для любых пар 
чисел (5[:]; 41] =А., 1: =1, 8, 8, алго- 
ритм выдает значение $5, равное пло- 
щади треугольника А.А.А.. 

Большие и сложные программы — 
это, как правило, большое количество 
небольших вспомогательных алгорит- 
мов (подпрограмм), предназначенных 
для решения вспомогательных подза- 
дач. Анализ правильности болылих 
программ такого вида состоит из до- 
казательств правильности целой се- 
рии утверждений о правильности 
каждого вспомогательного алгоритма, 
а уже затем о правильности подпро- 
грамм и программ в целом. 

Единственный принципиально 
сложный тип проверки связан с ана- 
лизом завершимости и обоснованием 
правильности построения циклов вида 
«пока — цикл». Для всех алгоритмов 
и программ, не использующих этих 
циклов, как мы видели, доказатель- 
ства правильности могут производить- 
ся с помощью элементарных логиче- 
ских рассуждений. В простейших си- 
туациях обоснование завершимости 
циклов «пока» тоже получается эле- 
ментарно. 





Пример 5 (алгоритм с участием 
цикла «пока»). 


алг «вычисление (1—х) © ревультаты 
арг вешу х, ерз 
рез вещ у 
нач 
== 1х 8 = 1-х, 
в: =х = Хх, 
пока [06| зерё ) би =ьь и-х. 
нц о, = Чуть 
и: ==и-х (Е=2, 3, ..., если [и | 2ерз), 
$.==5-и { $« при |5 | <ерз, 
у: у ? при |5 | зер5. 
кой 


45 


Утверждение. Описанный ал- 
горитм при ерз>0 и |х| < 1 всегда 
завершает свою работу и получает 
такое значение у, что 

|у—(1—х)-' |<ерз/(1 —х). 

Доказательство строится из 
двух индуктивных утверждений: 

а) о.=х’ при &=1, 2, ...; 6) в. = 
—1-+х--х?-+...+х’. Оба утвержде- 
ния а) и 6) легко доказываются по 
индукции, если воспользоваться опи- 
санием результатов. Из 6) и формулы 
суммы геометрической прогрессии 


кхе. = и 


1—х 
1—х 
По условию цикла пока, работа цик- 
ла завершится при [5 | <ерз, т. е. (в си- 
лу условия а)) при |х' | <ерз. Значит, 
при выполнении условия |х“|<ерз 
(которое обязательно наступит, ибо 
|х | <1 и ерз>0) произойдет присваи- 
вание у: —=3, и в силу формулы (1) 








| а 
Ут 1х 1х 
| ерз 
а 
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В заключение заметим, что мы рас- 
сматривали здесь лишь простейшие 
примеры доказательства правильно- 
сти программ. В более сложных слу- 
чаях проверка становится более тру- 
доемкой, но эта работа окупает себя, 
позволяя с карандашом и бумагой, 
до выхода на машину, избежать не- 
скончаемой отладки за пультом ЭВМ. 
Можно сказать, что составление и про- 
верка программ на ЭВМ — это ре- 
месло, конструирование, обоснование 
правильности и улучшение алгорит- 
мов — это наука, а составление сце- 
нария — пока искусство. Желающим 
более глубоко познакомиться с прин- 
ципами доказательного программиро- 
вания рекомендуем прочитать следую- 
щие книги: 

1. Дийкстра 9. Дисциплина про- 
граммирования. — М.: Мир, 1979. 


2. Грис Д. Наука программирова- 
ния. — М.: Мир, 1984. 
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Задачи 
на газовые смеси 


Доктор физико-математических наук 
С. М. КОЗЕЛ 


На приемных экзаменах в вузы аби- 
туриентам нередко предлагают зада- 
чи, в которых рассматриваются не 
чистые газы (водород, кислород и 
т. д.), а смеси нескольких газов. Эти 
задачи важны потому, что на практи- 
ке чаще приходится иметь дело имен- 
но с газовыми смесями. Так, напри- 
мер, воздух состоит из смеси азота, 
кислорода, углекислого газа с при- 
месью других газов. Влажный воздух 
содержит также и водяной пар. 
Задачи на газовые смеси по сущест- 
ву мало отличаются от задач на з38- 
коны идеальных газов. Если по усло- 
вию задачи состав газовой смеси не 
изменяется, можно рассматривать 
смесь как один идеальный газ с не- 
которым усредненным значением мо- 
лярной массы. Так, сухому воздуху 
часто приписывают молярную массу 
М,=29 г/моль, усредненную по его 
основным компонентам. Однако, если 
состав. смеси изменяется, понятие ус- 
редненной молярной массы теряет 
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ре «имение Ф) 


смысл, 
ния газового состояния возникают не- 
которые затруднения. В этом случае 
полезно ввести понятие парциального 


и с использованием уравне- 


давления — так принято называть 
давление, оказываемое каким-либо 
чистым газом из состава смеси, когда 
все другие газы из сосуда удалены. 
Если газы достаточно разрежены 
(так что их можно считать идеаль- 
ными) и химически не взаимодейст- 
вуют друг с другом, молекулы разных 
газов не оказывают влияния друг на 
друга, и каждый газ в смеси ведет 
себя так, как если бы других газов 
не было вовсе. Отсюда следует, что 
общее давление смеси равно сумме 
парциальных давлений: 


р==р. Е рэ-{..- НР». 

Этот закон был экспериментально ус- 
тановлен английским физиком Даль- 
тоном и был назван его именем. 
Цоясним закон Дальтона и понятие 
парциального давления на примере. 

Два разных газа А и В помещены 
в две камеры одинакового объема и 
создают давления р; и ро (см. с. 48). 
При помощи поршня газ из одной ка- 
меры через клапан выталкивается в 
другую камеру. Температура при этом 
поддерживается неизменной и одина- 
ковой во всей системе. В результате 
во второй камере устанавливается 
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давление р-=р,-{р.. Давления р, и 
р. в данном случае и есть парциаль- 
ные давления разных газов, а в соот- 
ветствии с законом Дальтона они 
скла.ываются в общее давление р, 

От летим еще раз, что закон Дальто- 
на справедлив только для идеальных 
газоЕ с невзаимодействующими мо- 
лекулами. Как показывает опыт, при 
достаточно высоких давлениях (по- 
рядка десятков атмосфер) наблюдают- 
ся отклонения от этого закона. 

Если для каждого газа записать 
уравнение Менделеева — Клапейрона, 
то из закона Дальтона для емеси 
газов получим 


п ть Та 
ри (а ) т, 
или 
ру = (и у... + у„)ВТ, 

где *, =т./М, — число молей данного 
газа в смеси. Это соотношение назы- 
вают уравнением состояния газовой 
смеси. Учитывая закон Азвогадро, 
согласно которому моль любого веще- 
ства содержит М№,==6,02. 10? моле- 
кул (№, — число Авогадро), послед- 
нее равенство можно переписать в 
виде 


ри = (МА УМ... \М А) г Т= 
= (М, НМ. +... + М,)АТ =МЕТ. 


Здесь №==уМ„ — число молекул со- 
ответствующего газа_ Ё=А/М, = 
—1,38-10- Дж/К — постоянная 


Больцмана. Таким образом, оказыва- 
ется, что давление смеси газов при 
заданной температуре зависит только 
от полного числа молекул и не зави- 
сит от их сорта. Это одно из основных 
следствий молекулярно-кинетической 
теории идеальных газов. 

Рассмотрим ряд задач на примене- 
ние закона Дальтона и уравнения со- 
стояния газовой смеси. Все эти задачи 
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в разные годы предлагались абитури- 
ентам на письменном приемном экза- 
мене в Московский физико-техниче- 
ский институт. 

Задача 1. В сосуд объемом И = 
—10 л, наполненный сухим воздухом 
при давлении р, =10? Па и темпера- 
туре Т'=273 К, вводят т=3 г воды. 
Сосуд нагревают до температуры 
Т-=373 К. Каково давление влажного 
воздуха при этой температуре? 

Давление влажного воздуха в сосу- 
де складывается из парциальных дав- 
лений сухого воздуха и водяного 
пара: ` 


р Е. Р.Р 
При этом 


ры р: Е = 1,37 .10° Па. 


Считая пар идеальным газом с мо- 
лярной массой М = 18 г/моль и пред- 
полагая, что вся вода испарится, най- 
дем 

ри НТ? =0,52-10° Па. 
Это давление меныше давления насы- 
щенного пара при температуре 373 К, 
которое равно р,=10° Па. Следова- 
тельно, пар ненасыщен, и наше пред- 
положение было правильным. 

Таким образом, 


р=р.-+ р, =1,89- 10° Па. 


Задача 2. В сосуде постоянного 
объема при температуре Т,=300К 
находится у =] моль неона и у›= 
—2 моля водорода. Давление в сосу- 
де р, = 10$ Па. Когда температуру по- 
высили до Т.-=2400 К, давление воз- 
росло до р-=8,8 - 10° Па. Какая часть 
молекул водорода диссоциировала 
при этом на атомы? 

При температуре 7! для смеси нео- 
на и молекулярного водорода можно 
записать уравнение 

ри = (м > АТь 
где У — объем сосуда. 


Если обозначить степень диссоциа- 
ции водорода, т. е. отношение числа 
распавшихся молекул к общему числу 
молекул до диссоциации, через а, то 
при температуре Т. в сосуде окажется 
у, молей неона, (1—0) у› молей моле- 
кулярного водорода и 2а\> молей ато- 
марного водорода. Уравнение состоя- 
ния газовой смеси примет вид 


рзУ = (м! + у. 1-+а)) ЕТ-. 


Из этих уравнений найдем 


РТ, __ ) Ы = 
21: —1)(* +1) =0,15. 

Задача 3. Сосуд объемом 2У = 
—20 л разделен на две равные части 
полупроницаемой неподвижной пере- 
городкой из палладия. В одну поло- 
вину сосуда введено т. =80 г аргона, 
во вторую — т,=2 г водорода. Изве- 
стно, что через палладиевые перего- 
родки может проникать (диффинди- 
ровать) только водород. Какое давле- 
ние установится в обеих половинах 
сосуда после окончания процесса диф- 
фузии? Температура в первой поло- 
вине сосуда равна Т.=300 К, во вто- 
рой — Т.=600 К. Молярная масса 
аргона М.=40 г/моль. водорода 
М.—=2 г/моль. 

Если два сосуда с газом соединены 
трубкой, через которую газ может 
свободно перетекать, то при равнове- 
сии давления в обоих сосудах оказы- 
ваются одинаковыми независимо от 
температур газов в каждом сосуде. 
В данной задаче речь идет не о пере- 
текании газа из одной части сосуда 
в другую, а о диффузии водорода че- 
рез проницаемую для него перегород- 
ку. В этом случае равновесие насту- 
пает при равенстве диффузионных по- 
токов, которые пропорциональны 
среднему числу ударов молекул водо- 
рода о перегородку с той и другой сто- 
роны. Вспомним (см., например, «Фи- 
зику 9», $7), что среднее число ударов 
пропорционально числу молекул в 
единице объема и средней тепловой 
скорости, которая в свою очередь про- 
порциональна корню квадратному из 
температуры. 

Пусть через перегородку продиф- 
фундировало ух молей водорода. Тогда 
во второй половине сосуда осталось 
{1—) молей и условие равенства диф- 
фузионных Нотоков водорода запи- 
шется в виде 


УУГ: =(1 — у) УГь 


(“= 


откуда 
т. 
= № =0,6. 
УТ, + УТ» 
После установления равновесия 


давление смеси аргона и водорода в 
первой половине будет равно 


т 


ри= (У ше) т =2,1.10° Па, 


а давление водорода во второй поло- 
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вине — 
рь= (1) ТЕ =2,0-10° Па. 

Задача 4. В толстостенном сталь- 
ном баллоне объемом У — 10 л нахо- 
дится т,=? г водорода и т,=32 г 
кислорода при температуре Т.=873 К. 
В баллоне происходит взрыв, и водо- 
род соединяется с кислородом. Во 
сколько раз изменится давление, если 
после окончания реакции в баллоне 
установилась температура Т.=373К? 

В начальном состоянии в баллоне 
находилось по одному молю водорода 
и кислорода. Давление р, смеси этих 
газов до реакции определяется из 
уравнения р.У —=3ВТ,: 


р. = т —4,5 - 10° Па. 


В реакцию образования воды всту- 
пает весь водород — 1 моль и полови- 
на кислорода — 1/2 моля; следова- 
тельно, после реакции в баллоне будет 
находиться 1 моль воды и 1/2 моля 
кислорода. Установившееся давление 
при температуре Т.—=313 К зависит, 
прежде всего, от того, в каком состоя- 
нии находится вода — только в паро- 
образном или частично и в жидком 
тоже. Как известно, при температуре 
3713 К (точка кипения воды) давление 
насыщенных водяных паров равно 
Р„=10? Па. Если бы вся образовав- 
шаяся вода испарилась, ее парциаль- 
ное давление не должно было бы пре- 
вышать р„. С другой стороны, из урав- 
нения Менделеева — Клапейрона сле- 
дует, что давление паров (если вся во- 
да испарится) 


ВТ. 
р; — У 





=3.-10? Па>р,. 


Таким образом, часть воды будет на- 
ходиться в жидком состоянии, а пар- 
циальное давление паров будет равно 
р,. Парциальное давление оставшего- 
ся в баллоне кислорода 


_ 1 АТ. _ , 5 
«— о -р =1,5 10? Па. 


Следовательно, полное давление после 
окончания реакции 

р2—= р, р, = 2,5 . 10° Па. 
Отсюда 


2: —0,55. 
р 


Задача 5. Два теплоизолирован- 
ных баллона соединены трубкой, пере- 
крытой вентилем. В первом баллоне 
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объемом У!,—=100 л находится т.= 
—=1[,4 кг азота под давлением р, 
—=1,5. 108 Па, во втором баллоне обз- 
емом У.=250 л находится т.=1,8 кг 
аргона под давлением р.=5. 10% Па. 
Какие давления и температуры уста- 
новятся в баллонах, если открыть 
вентиль? Теплоемкость моля азота 
при постоянном объеме равна С,= 
—=(5/2)К, теплоемкость моля арго- 
на — С-=(3/2)В. Молярные массы 
азота и аргона равны соответственно 
М, =28 г/моль и М. =90 г/моль. 


Первоначальные температуры азота 
и аргона найдем из уравнения Менде- 
леева — Клапейрона: 

Т= 2: —360 К, Т.== 22”? 500 К, 

у, В уз 

где у=т./М,= 50 моль и у.—= 
=т./М.=30 моль — количество мо- 
лей азота и аргона. 

Температура смеси Т, установив- 
шаяся после открытия вентиля, опре- 
деляется из первого закона термоди- 
намики — внутренияя энергия систе- 
мы при смешивании газов остается не- 
изменной (теплообмен с окружающи- 
ми телами отсутствует, системе рабо- 


врмамруву 
име 72С 
Физ&мемо 


Задачи 

вступительных экзаменов 
в различные вузы 

в 1986 году 


Предлагаем подборку задач вступительных эк- 
заменов по математике и физике в некоторые 
университеты — Белорусский (1), Горьков- 
ский (2), Омский (3). Саратовский (4), Ураль- 
ский (5) и институты — Киевский педаго- 
гический (6), Московский архитектурный (7), 
Московский областной педагогический (8), Но- 
восибирский институг инженеров железнодо- 
рожного транспорта (9), Рижский политехни- 
ческий (10), Томский политехнический (11), 


Московский авиационный гехнологиче- 
ский (12). 

Математика 

Алгебра 


1(1). Из города А в город В, находящийся 
на расстоянии 106 км от А, с постояниой ско- 
ростью и км/ч выходнт автобус. Через 30 минут 
вслед за ним из А со скоростью 40 км/ч выез- 
жает автомобиль, который, догнав в пути авто- 
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ты не совершает): 
С (Т—Т,)—С5(Т.—Т)=0, 
откуда 


= С 400 К. 
Ст --У2С$ 


Установившееся давление найдем 
из уравнения газового состояния 
смеси: 


УХ ("У АТ = 2 5 
р= МАИ =1,6-10° Па. 


Упражнения 

1. В сосуде объемом №-={ л находится 
п =0,28 г азота при температуре Т=1800 К. 
При этой температуре часть молекул и-=30 % 
диссоциировала на атомы. Определите давляе- 
ние в сосуде. 

2. В стальном баллоне объемом И=60 л 
содержнтся смесь водорода и кислорода общей 
массой т == 60 г. Давление а баллоне при темле- 
ратуре Т-=300 К. равио р—3,28 - 10° Ца. Какая 
масса воды образуется из этой смеси, если 
водород и кислород вступят в реакцию? 

3. Одинаковые массы водорода и гелия по- 
местили в сосуд объемом У, который отделен 
от откачанного сосуда объема У. полупрони- 
цаемой перегородкой, через которую могут 
диффундировать только молекулы водорода. 
После окончания процесса диффузии давление 
в первом сосуде уменьшилось в 2 раза. Опреде- 
лите отношение У2/Уь, если во время процесса 
температура поддерживалась постоянной. 


бус, поворачивает обратно и движется с преж- 
ней скоростью. Определите все те значения у, 
при которых автомобиль возвращается в А 
позже, чем автобус приходит в В. 

2(1). Два скрепера разной мощности, рабо- 
тая вместе, могут выполнить работу за 6 часов. 
Если бы первый проработал 4 часа, а затем 
второй — 6 часов, то они выполнили бы 80 9% 
всей работы. За сколько часов каждый скрепер, 
работая отдельно, может выполнить всю ра- 
боту? 

3(1). При подведении итогов соревнования 
вычислено, что процент числа членов бригады, 
перевыполиивших план, заключен в пределах 
от 92,5 % до 93,5 %. Определите минимально 
возможное число членов такой бригады. 

4(4). Два велосипедиста выехали одновре- 
мемно из одного пункта в одном направленни. 
Первый из них едет со скоростью 15 км/ч, 
второй — 12 км/ч. Сиустя полчаса из того же 
пункта в том же направлении выехал третий 
велосипедист, который через некоторое время 
догиал второго, а еще через 1 ч 30 мим догиал 
н первого. Найдите скорость третьего велоси- 
педиста. 

5(4). Три тракторные бригады вместе вспа- 
хивают поле за 4 дыня. Это же поле первая и 
вторая бригады вместе вспахивают за 6 дней, 
а первая и третья вместе — за 8 дней. Во сколь- 
ко раз больше площадь, вспахиваемая за день 
второй бригадой, по сравиемию с площадью, 
вспахиваемой за день третьей бригадой? 

6(4). 40 кг раствора соли разлили в два со- 
суда так, что во втором сосуде чистой соли 
оказалось на 2 кг больше, чем в первом сосуде. 
Если во второй сосуд добавить ] кг соли, то 
количество соли в нем будет в 2 раза больше, 


чем в первом. Найдите вес раствора, находя- 
щегося в первом сосудс. 

7(6). Смешали 30 %-ный раствор соляной 
кислоты с 10\%-иым и получили 600 г 
15 %-ного раствора. Сколько граммов каждого 
раствора было взято? 

8(6). К раствору, который содержит 40 г 
соли, добавили 200 г воды, после чего его кои- 
‘центрация уменьшилась на 10 %. Сколько воды 
содержал раствор и какая была его концен- 
трация? 

9(9). Сумма первых трех членов возрастаю- 
щей геометрической прогрессии равиа 26, их 
произведение — 216. Найдите первый член и 
знаменатель прогрессии. 

10(12). Найдите четыре числа, составляю- 
щие геометрическую прогрессию, в которой 
сумма крайних членов равна 112, а сумма 
средних членов равна 48. 


11. Вычислите: 


а) (10) т у82-25\/4 _ зн ^/ 98—71; 
6) (10) ИЕ: 3 СВЕ 

10-9. 0— ля 

(2—^/3)(с0з 750° + соз 420°) . 


8) (10) т 3305 оз (—890°) ; 





1 1 
г) (10) +5 (а 286), если 5 а= =’ 4 В= — 
0°<2<90°, 0°<в<90°; 
со8 4а --1 =. 
д) (9) о-ва при а==15°; 
е) (11) зп ({2а—лп), если 18 а-3; 
ж) (8) зм 2а, если зщ а--с0$ а==а; 
3) (11) 18 53-1063 36. 
12. р действия: 
а) (11) (Е 1—- 
›ав (1+8 +%).(1- 2) 
а-- 36 а—Зь а+35. 
6) (мм): - 
) (11) есь а Чафьз и вы 


числите при а=0,3; 6=1.7; 
в) (11) 2 па яп 2а 


—_____— и вычислите, если 
Зап а— м 2а 


[7 = —=2; 


г) (11) зп («— Вл со {21—а)-+ мт (2я—а)х 


Хаш (л-ра); 
у Е и я 
д) (10) У (зы 5 + соз а). 


3 3 
если 18 а= 4. л<а< 5 п. 


13(6). Докажите тождество 
817 х (1--с 18 х)-{ с08* х (1-48 х) == х-- со х. 

14(6). При каких значениях параметра а 
корни уравиення х’--х—а(1+а)=0 имеют 
разные зиаки? 

15(10). При каком целом значении В один 
из корней уравнения 

4х" (35-2) х-4-(5"—1)=0 

втрое меньше другого? - 

186(8). При каком значении 4 сумма кубов 
корней уравнения х’—х—4=0 равна 19? 

17(3). Корни х., х. уравиения х*--ах--12=0 
обладают свойством х—х.=1. Найдите а. 

18. Решите уравнения: 

а) (1) |2х— 3|=3—2х; 


Куапетестети 


6 (10) х—/х=6; _ 
в) (1) 3—х-—х-1=0,5; 
х-1 


г) (1) (х—3)(=+ 1) 3(х— 3) У ЕН а 


=(а—1)(а+2); 


д) 10) Ух 2; 
2 —х-+3 


е) (3) (4). (=) г 
ж) (11) о 


3) (1) — = =4"—*—1; 


и) (1) 1098. —— ы 


—10& 3 2 а, 





х-1 
Ея 
к) (10) 1— Е 1$ (2х—1)= 5 18 (х—9); 


п) (3) ю8, 2 1062: 2 =-1084‹ 2; 
м) (7) 108: х--10в: х=1; 
н) (6) о 


о} (2) 1-18; = ов в (=—1)'; 


х+3 

Хх = 
1 \1ю6, ха 1 ев, 4—1) пре 

98) (1) : = 1, 


р) (10) 108; (3х — 11) +108; (х—27)= 


—3-+108. 8; 


с) (6) 410: “= х— 1х1. 
19 (10). Найдите больший корень уразнения 


18 (х+-6)—2= ом (2х—3)—8 25. 


20. Решите тригонометрические уравнения: 
а) (7) соз 2х-+-с05? х=0; 

6) (7) зв 2х--2 с08 х—влм х—1=0; 

в) (1) соз’ х— т? 3х =0; 


г) (3) 1—с08 х=ят х эт ыы а 


2 
д) (8) зм 3х—4 мм х-с03 2х =0: 
р 
е) (3) вап З +03 з=8; 
ж) (4} вп? х-4-с03* 2х = вп? Зх -- с03' 4х; 
2/3 соз 2х | 


3) (2) О х—х= Тео 2х ; 


и) (2) (зш х+с03 х=2 (^ +х} Хх 


хат т —х}; 
4 ЮО 


к) (3) 22 п (х+ =) ни ее их 


л) (4) (зп 2х ап 4х) (Е х=0; 
м) (2) 5 вм х-16 х— эт х-5 Ш х+1=0; 


и) (8) 3101 х4-2.32 49° (5 +=) 21, 
21. Решите системы уравнений: 


2х2 —Зхи ру? =3, 
а) (2) { хе 2ху— 2? =6; 


3". 9х =81, 
6) (6) | 18 (ху) — 16 х-=2 16 3; 


218х271 =0, 
5) (2) { 1 х3--4'—1=0; 


9*—74+-2.3°—# = 106 8, 
9 [ п-оезк ов 
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3.2516, 

д) 1) Е 4: 
7" —3-у=43, 

в) (7) { 4у + 2:1* =106; 


31 + 218, (1—4) 48, 

ж) (6) { 2108: (2у—х—12) Шов; (у—х)= 
=1о085 (ху); 
соз Зу ‘зт х=0, 

ыы { соз 2+4 мт: х—3-=0. 

22. Релите неравенства: 

а) (3) ох <1; 

6) (3} 1х] + |[2х-+1|-—-х>1; 

в) (8) х’— |5х-+ 8 | >0; 

г) (8) \5—х:>х-ф Е 

д} (12) у2х+4<4; 





ь 
\12+х—х?._ \12+х-х’. 
ат? #45 


ж) (2) 36+ х—х*+2> 4х; 
3) (1) 2х —6х+1—х+2>0; 
и) (1) 108; (х— + Ю&:х 21; 


1 1 
2 а: 
к (2) 3—1 >19 л 


3$—2х 
л (4) \ 10&> ТЕ <{ 


м) (4) 106: х—2 108.241 0; 
1 

ны 

н) (1) (+1): 10 
х-3 


0) (4) 1083. -‹ (3х’+8х 9) > 2. 
23(2). Найдите область 
функции 








< в 2; 


определения 


2 
ыы) 
8+2х—х° 
24(6). При каких значениях параметра а 
система 
х-рах—2 
х—х-+1 


удовлетворяется для всех действительных зна- 
чений х? 
251). При каких а уравнение 


с08? ах--с08 х-=2 (с03 ах -{ со х—1) 
имеет единственное решение? 


—3< < 2 


Анализ 

1(11). Найдите число точек пересечения гра- 
фиков функций 
х'—1 
х—1 

2(10). Найдите значения функции у= 
=х'—Зх' 9х 15 в точке минимума. 

3(11). Найдите угловой коэффициент каса- 
тельной, проведенной к графику функции 





= иу=2`. 


= л 
ух в точке с абсциссой хо == ще 


4(6). Пусть х; и х, — точки экстремумов 

функции 

112) =2х\'-4-З1а —2)х ба Их-++2. 
При каких а выражение хх: имеет наи- 
менышее значение? 

5(1). Пусть хг и х› — соответственно точка 
минимума и точка максимума функции у= 
=—2х'+3 И —2а} х’+12ах—1. При каком 
значении а выполняется х!-=х,? 
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6(8). Найдите экстремальные точки функции 
у=5[х|-—х'— 4. 
7(12}. Найдите точки зкстремума функции 
у—= —Зыпт (6х 1)- 9х. 


8(1). Проектируется оросительный канал с 
полеречным сечением в виде равнобедренной 
трапеции с определенной площадью и высотой. 
Каким должен быть острый угол трапеции, что- 
бы для облицовки боковых стенок и дна пошло 
наименьшее количество материала? 

9(4). Из круга вырезаи сектор с централь- 
ным углом а. Из оставшейся частя круга свер- 
нута воронка. При каком значении а вмести- 
мость воронки будет наибольшей? 

10{(11). Найдите больший корень уравнения 


хз 
Г’ (х)=2, если {(х)= з—2х'— 8х. 


11(4). В правильной четырехугольной приз- 
мс длина диагонали равна -\/3; угол, образован- 
ный этой диагональю с основаиием призмы, 
равен а. Найдите объем призмы и выясните, 
при каком зиачении с объем призмы будет наи- 
большим. 


Геометрия 


1(1). В равносторонний треугольник влиса- 
на окружность радиусом г. Найдите площадь 
треугольника. 

2(11). Катеты прямоугольного треугольника 
12 и 5. Найдите радиус окружности, вписан- 
ной в треугольник. 

3(3). Найдите площадь квадрата, вписанно- 
го в правильный треугольник со стороной а. 

4(7). В треугольник, в котором известны 
длины двух сторон а и 6. вписан ромб, имею- 
щий с треугольником общий угол С. Найдите 
длину стороны ромба. 

5(6). Периметр прямоугольного треугольни- 
ка равен 84, а длина его гипотемузы равна37. 
Вычислите площадь этого треугольника. 

6{12). В треугольнике заданы две стороны 
а=5 см, В —=4 см и угол между ними «=30". 
Найдите радиус влысаивой в треугольник 
окружности. 

7(1). В треугольнике АВС с периметром 2р 
длина стороны АС равна а и величина острого 
угла АВС равна а. Вписанная в треугольник 
АВС окружность с центром О касается стороны 
ВС в точке К. Найдите площадь треугольни- 
ка ВОК. 

8(11). Около круга опнсана равнобочная тра- 
пеция, периметр которой равен 80, а острый 
угол — 30°. Найдите плошадь трапеции. 

9(7). Большим основанием равнобедренной 
трапеции является диаметр описанной вокруг 
нее окружности с радиусом В. Найдите отно- 
шение площади круга к площади трапеции, 
если ее меньшее основаиие равно а, а угол 
при большем основании — а. 

10(4). В треугольник постоянного перимет- 
ра 2р вписана окружность. К этой окружности 
проведена касательная, параллельная стороне 
треугольника. Найдите наибольшую возмож- 
ную длнну отрезка касательной, концы кото- 
рого принадлежат сторонам треугольника. 

11(3). Определите угол ромба, зная его ило- 
щадь @ н площадь виисанного в него круга $ 

12(1). Дана окружность с диаметром КЕ. 
Вторая окружность с центром в точке К пере- 
секает первую окружность в точках М н М, 
а диаметр КЁ — в точке А. На дуге АМ, не со- 
держащей точки М, взята точка В, отличная от 
точек А и М. Луч ГВ пересекает первую окруж- 


ность в точке С. Известно, что СМ -=с, СМ -=4. 
Зайдите ВС. 

13(2). В равяобедрениом треугольнике АВС 
{АВ—= ВС) биссектрисы ВР и АР пересекаются 
в точке О. Отиошение площади треугольника 


ДОА и площади треугольника ВОЁР равно — . 


8 
Докажите, что АС: АВ = 1:2. 


14(8). Отношение площади диагонального 
сечения правильной четырехугольной пирами- 
ды к площади ее основания рЯвно \/3. Найдите 
угол наклона бокового ребра пирамиды к плос- 
кости ее основания. 

15(6). Грани параллелепипеда — равные 
ромбы со стороной а и острым углом 60°. 
Найдите объем параллелепипеда. 

16(6). Основание ваклонного параллелепи- 
леда — квадрат, сторона которого равна 1. 
Одно из боковых ребер равно 2 и образует с 
каждой из прилежащих сторон основания угол 
60°. Найдите объем параллелепипеда. 

17(6). В основании пирамиды лежит ирямо- 
угольный треугольник с гипотенузой с и ост- 
рым углом а. Каждая боковая грань образует 
< плоскостью основания угол В. Определите 
объем пирамиды. 

18(10). В осиовании прямого параллелепи- 
педа лежит ромб, площадь которого равна 60. 
Площади диагональных сечений параллелепи- 
леда равны 72 м 60. Найдите объем парал- 
лелепипеда. 

19(2). Боковые грани пирамиды, в основа- 
нии которой равнобедренная трапеция с высо- 
той й, одинаково наклонены к плоскости осно- 
вания. Из вершины пирамиды опущены пер- 
пендикуляры на боковые сторопы трапеции и 
основания их сосдннены. В полученном тре- 
угольном сечении угол при вершине равен ©, 
а площадь сечения равна 5. Найдите объем 
пирамиды. 

20(3). Площадь боковой поверхности конуса 
равна 5, а полной поверхности — Р. Опреде- 
лите угол между высотой и образующей. 

21(2). В цилиндр вписана правильная тре- 
угольная пирамида так, что одно из ее боко- 
вых ребер есть образующая цилиндра. Найдите 
объем пирамиды но радиусу В основания ци- 
линдра и двугранному углу а при боковом 
ребре пирамиды. 


Физика 


Механика 

1(10). Расстояние между точками Аи В — 
{ = 3 км. Из этых точек навстречу друг другу 
выезжают два велосипедиста. Скорости их рав- 
номерного движения и! = 18 км/ч и аз= 
—= 9 км/ч. Через какое время (в секундах) 
они встретятся? 

2(4). Автомобиль проехал половину пути со 
скоростью 01 == 60 км/ч. Оставшуюся часть 
пути он половииу времени ехал со скоростью 
22 = 15 кмум, а последний участок — со ско- 


А 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 
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ростью г. = 45 км/ч. Найдите среднюю ско- 
рость автомобиля ина всем пути. 

3(9). Тело начало двигаться равноускоренно 
и в течение пятой секунды от начала дви- 
жения прошло путь {-= 45 м. С каким уско- 
рением оно двигалось? 

4(11). Тело, покоящееся на высоте Н = 45 м 
над поверхностью Земля, начало свободно иа- 
дать. Какой путь оно гройдет за последнюю 
секунду своего движения? Результат представь- 
те в единицах СИ. Принять в = 10 м/<*. 

5(5). Тело падает с некоторой высоты Н 
и последнюю часть пути В = 200 м проходит 
за время т= 4 с. Сколько времени падало 
тело? Как велика высота Н? Сопротивление 
воздуха не учитывать. 

6(2). Вверх ло горке, профиль которой пока- 
зан на рисунке 1, толкнули льдинку, сообщив 
ей скорость ио = 10 м/с. На какую максималь- 
ную высоту поднимется льдинка? Трением пре- 
небречь. 

7(4). В лифте, опускающемся с ускорением 
@ = 0,1 м/с’, падает тело с высоты = | м 
над полом без начальиой скорости. Через ка- 
кой промежуток времени после начала падения 
тело косиется пола лифта? 

8{9). Радиус рабочего колеса гидротурбины 
в 8 раз больше, а частота вращения в 40 раз 
меньше, чем у паровой турбины. Чему равно 
отношение цеитростремительных ускорений 
концов лопаток паровой турбины и концов ло- 
пастей гидротурбины? 

9(9). Автомобиль массой т = 5 т трогается 
с места с ускорением а = 0,6 мд’. Найдите 
силу тяги, если сила трения РЁ. = 2 кН. Ответ 
выразите в килоньютонах (кН). 

10(9). При каком ускорении разорвется 
трос, прочность которого на разрыв Т == 15 кН, 
при вертикальном подъеме груза массой 

—= 500 кг? 

11(3). По горизонтальной дороге тянут сани 
с грузом общей массой т = 80 кг за веревку, 
составляющую угол а = 30° с горизонтом. Сила 
тяги Р = 250 Н. Определите коэффициент тре- 
ния, если ускорение, с которым движутся сани, 
а = 0,15 м/с". 

12(10). Две гири массой п, = 7 кги т, == 
=х 11 кг висят на концах нити, которая пере- 
кинута через блок. Гири вначале находятся 
на одной высоте. Через какое время после ма- 
чала движения более легкая гиря окажется 
на } = 20 см выше тяжелой? Массой блока 
и иити, а также трением в блоке пренебречь; 
нить нерастяжима; & = 10 м/с". 

13(3). Самолет делает мертвую петлю. НаЯ- 
дите вес летчика в верхней и нижней точках 
петли, если радиус петли В = 200 м, масса лет- 
чика т = 80 кг. скорость самолета © = 

360 км/ч. 

14(3). Шар массой т == 0,5 кг, падая с вы- 
соты р, = 10 м, попадает в снег и пробивает 
в нем яму глубиной 1; -= 80 см. Считая дви- 
жение в воздухе и в снегу равнопеременным 
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А 


Рис. 3. 
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и силу сопротивления в воздухе Р., =0,8 Н, 
найднте силу сопротивления в снегу. 

15(11). Человек находится на краю круглой 
горизонтальной платформы радиусом В = З м. 
Какое иаименьшее число оборотов в минуту 
должна делать платформа вокруг вертикальной 
оси, чтобы человек не мог удержаться на ней 
при коэффициенте трения п = 0,2? Результат 
округлите до десятых долей. Принять & = 
= 10 мд'. 

16(10). Полый цилиндр плавает в керосине. 
Чтобы цилиндр плавал с той же осадкой (глу- 
биной погружения) в воде, в него требуется 
поместить груз массой т -= 100 кг. Определите 
массу цилиндра. Плотность керосина 0, = 
= 800 кг/ым?, воды о, = 1000 кг/мы?. 

17(2). Верхний конец лестницы упирается в 
гладкую вертикальную стену, а нижний нахо- 
дится на шероховатом полу (рис. 2). При каком 
наклоне лестница будет находиться в равно- 
весии? Коэффициент трения п = 0,5. центр тя- 
жести лестницы находится в ее середине. 

18(9). На чашках рычажных весов стоят 
два одинаковых сосуда, до краев заполненные 
водой. В сосуде, стоящем на левой чашке, пла- 
вает кусок дерева. В каком положении будут 
находиться чашки весов? Выберите ответ: 1) ле- 
вая чашка опущена; 2) правая чашка опущена; 
3) весы в равновесин. 

1910). Какую работу совершит сила Р = 
= 20 Н, подняв по наклонной плоскости груз 
массой т = 2 кг на высоту } = 2,5 м с уско- 
рением а=5 ы/с?? Сила действует параллель- 
но наклонной плоскости. Трением пренебречь. 

20(5). Резиновый мяч массой т и радиу- 
сом В погружают в воду на глубину Л и от- 
пускают. На какую высоту, считая от поверх- 
ности воды, подпрыгнет мяч? Сопротивление 
воды и воздуха при движении не учитывать. 
Плотность воды о. 

21(11). Пуля массой т = 8 г, летящая со 
скоростью в, == 400 м/с, пробивает бревио тол- 
щиной 4 = 20 см и вылетает из него со ско- 
ростью 2 -= 100 м/с. Определите среднюю 
силу сопротивления движению пули в бревне. 
Результат представьте в килоньютонах (кН). 

22(2). Пуля, летящая со скоростью ис, про- 
бивает несколько одннаковых досок, располо- 
женных иа некотором расстоянии друг от друга. 
В какой во счету доске застрянет пуля, если 
ее скорость после прохождения первой доски 
равна о; и #0 = 1,20;7 

23(2). Ядро, летящее со скоростью и = 
— 20 м/с, разорвалось ия две части с мас- 
сами т, = #10 кги 7т›-=5 кг. Скорость мень- 
шей части равна и. = 30 м/с и направлена 
так же, как скорость ядра до разрыва. Опре- 
делите скорость первой части ядра. 

24(1). Альфа-частица после столкновения 
с неподвижным ядром телия движется в На- 
правлеини, образующем угол В == 30° с перво- 
начальным направлением. Определите угол, 
под которым разлетаются частицы после столк- 
новения, и отношение их кинетических энергий. 

25(12). Направленная горизонтально струя 
воды из брандепойта бьет в вертикальную 
стенку. Расход воды @-—=60 л/мин. Площадь 
поперечного сечения струи 5=1,5 см". Опреде- 
лите силу давления струи на стенку, считая 
удар о стенку абсолютно неупругим. Плотность 
воды 0=10* кг/мз. 


Молекулярная физика. Тепловые явленыя 
1(10). На сколько градусов надо нагреть 
газ, поддерживая постояиным его объем, чтобы 
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давление увеличилось в два раза по сравне- 
нию с давлением при температуре = 0°7С 
(0 °С = 273 К, в = (1/273) К-*]? 

2(5). Газ, масса которого т=1,2-10-* кг, 
занимает объем У, =4.107` м’ при темпе- 
ратуре Т, == 280 К. При изменении температу- 
ры газа при постоянном давлемим его плот- 
ность стала 02 = 0,6 кг/м. Определите конеч- 
ную температуру газа. 

3(11). Два сосуда соединены тонкой труб- 
кой с краном. В одном сосуде находится 
У, = 1,5 л азота при давлении р: = 4,0 Па, 
в другом — У. = 3,0 дл кислорода при давле- 
нин р? == 2,5 Па. Какое давление установится 
в сосудах, если открыть кран? Температура 
газов постоянна. Результат представьте в еди- 
ницах СИ. 

4(3). Вычислите работу, которую совершит 
газ при изобарическом нагревании от &, = 20 °С 
до 2. = 100 °С, если ои находится в сосуде 
с подвижным поршнем. Начальный объем газа 
У, = 5 дм*, давление нормальное атмосфернос. 

5(3). Одни моль кислорода нагревается при 
постоянном давлении от температуры & = 0 °С. 
Какое количество теплоты необходимо сооб- 
щить газу, чтобы его объем удвоился? Удель- 
ная теплоемкость кислорода при этих условиях 
<=915,6 Дждкг: К). 

6(2). Один моль идеального газа имел тем- 
пературу Т, затем был охлажден изохорически 
так, что давление упало в л раз. Далее газ 
расширялся при постоянном давлении так, что 
его температура оказалась снова равной Т. Ка- 
кую работу совершил газ? 

1(9). Какое количество теплоты нужно за- 
тратить, чтобы получить т = 5 кг воды при 
температуре & = 0°С из льда, взятого при 
{ = —20°С? Удельная теплоемкость льда 
с = 2,1 кДж/(кг. К), удельная теплота плав- 
леиия льда ^ = 330 кДж/кг. Ответ выразите 
в мегаджоулях (МДж). 

8(5)- Чтобы измерить температуру воды, 
имеющей массу т == 0,05 кг, в нее погрузили 
термометр, который показал #1 = 80 °С. Опре- 
делите начальную темдературу воды, если 
термометр перед погружением в воду показы- 
вал температуру помещения #. = 20 °С. Тепло- 
емкость термометра С -==3 Дж/К, удельная теп- 
лоемкость воды с, =4,2. 10° Дж/(кг.К). 

9(9). В процессе охлаждения вещество пере- 
ходит низ газообразного состояния в жидкое, 
я затем — в твердое. Какой участок графика 
зависимости температуры Т вещества от време- 
ни т (рис. 3) соответствует переходу пара в 
жидкость? Выберите ответ: 1) А — Б; 2) В — В; 
3) в —-Г;4Гг—-ДоДЫ-ЬЕ 

10(12). Сосуд с водой нагревают на злектро- 
плитке от #=20 °С до кипения за т==20 мин. 
Сколько иужно времени, чтобы при тех же ус- 
ловиях работы плитки 20 % воды обратилось 
в пар? Удельная теплоемкость воды с= 
—=4200 Дж/(моль. К), удельная теплота паро- 
образования г=2,2. 10 Дж/ке. 

11(12). Смешали У,-==2 м’ воздуха с относи- 
тельной влажностью ф.—30 % н У. =1 м? с от- 
носительной влажностью ф›=20 %. Обе порции 
были взяты при одинаковых температурах. 
Смесь занимает объем И-=3 м. Определите ее 
относительную влажность. 


Основы электродинамики 


1(11). В двух лежащих на одной из диаго- 
налей вершинах квадрата со стороной а = 30 см 
расположены одинаковые по модулю и знаку 
точечные заряды а = 2. 1078 Кл. Заряды на- 


ходятся в вакууме. Определите напряженность 
электрического поля в одной из других вер- 
шин квадрата. Результат представьте в воль- 
тах на сантиметр (1 В/см -= 100 В/4) и округ- 
лите до целого числа. Электрическая по- 
стоянная ео = 8,85. 10-1? Ф/м. 

2(9). Радиус водяной капли г — 1 мм. Най- 
дите модуль потеициала капли, если ее заряд 
образован избыточными электронами в коли- 
честве п == 10°. Принять 4пео = 10—10 Фуы. 

3(9). Проводники, заряженные одинаковы- 
ми зарядами, имеют потенциалы $! = 40 Ви 
2 = 60 В. Каким будет потенциал этих провод- 
ников, еслн их соединить проволокой? 

4(9). Два проводящих шара радиусами 
В, —= 8 сми В) = 20 см находятся на большом 
т. друг от друга и имеют, заряды 

= +14. 10 Кли 2. = —7Т- 10-9 Кл. Ка- 
— станет заряд второго шара, если шары 
соединить проводником? Ответ выразите в на- 
нокулонах (нКл). 

5(4}. Два одинаковых металлических шари- 
ка, имеющие положительные заряды 4: = 
= 5. 10-? Кл и 42=2. 10-® Кл, раеполо- 
жены на расстоянии {1 = 30 см друг от друга, 
значительно большем их диаметра. Изменится 
ли сила взаимодействия между шариками пос- 
ле того, как они будут на короткое время 
соединены проводником? Электрическая по- 
стоянная вс = 8,86. 10—12 Ф/мы. 

6(10). Электрическое поле переместило ча- 
стицу с зарядом 4 == 0,2 Кл из точки А с по- 
тенциалом фл = 600 В в точку В, потеициал 
которой неизвестен. При этом кинетическая 
энергия частицы изменилась на АМ” = 100 Дж. 
Определите потенциал точки В. 

7(10). Маленький шарик массой т = 0,2 г, 
имеющий заряд а = 108 Кл, скользит с вы- 
соты й=3 м по наклонной плоскости, об- 
разующей с горизонтом угол а == 36,5°. В вер- 
шине прямого угла, образованного высотой й 
и горизонтом, находится неподвижный точеч- 
ный заряд @ =2. 10-6 Кл. Определите ско- 
рость шарика у осиования наклонной плоско- 
сти, если начальная скорость шарика равиа 
нулю. Трением пренебречь. 

8(2). Найдите заряд конденсатора в схеме, 
приведенной на рисунке 4. 

8(10). Какое сопротивление В, надо вклю- 
чить между точками А и В (рис. 5). чтобы 
сопротивление всей цели было равно В = 10 Ом, 
если В, = 3 Оы, В. = 10 Ом, В, = 10 Ом, В. = 
= 3 Ом? 

10(1). Напряжение между точками Ви А 
(рис. 6) равно {, == 120 В. Определите отио- 
шение сопротивлений В,/ЁК., если К./В. = 2, 
а разность потенциалов между точками Си Р 
равна (Ц. = 20 В. 

11(5). Через аккумулятор с виутренним со- 
противлением г—=2 Ом и электродвижущей 
силой %=12 В течет ток силой 1=1А. 
Чему будет равна разность потенциалов на 
клеммах аккумулятора, если сопротивление 


внешней цели увеличить на АВ = 8 Ом? 





Рис. 4. Рис. 5. 
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12(9). Батарея аккумуляторов с внутренним 
сопротивлением г = 0,2 Ом питает десять па- 
раллельно соединенных ламп сопротивлением 
В = 250 Ом каждая. Определите ЭДС батареи, 
если ток в каждой лампе 1 = 0,5 А. 

13(2). Некоторая цепь с сопротивлением В 
пятается от батареи, составленной из М оди- 
наковых элементов. При каком значении внут- 
рениего сопротивления злемента сила тока 
в цепи будет одинаковой при соединении этих 
элементов в батарею последовательно и па- 
раллельно? 

14(3). Источник тока замыкается проволо- 
кой: один раз с сопротивлением В, --4 Ом, 
а другой — В. == 9 Ом. В обоих случаях коли- 
чество теплоты, выделяющееся в проволоках 
за одно и то же время, оказывается одина- 
ковым. Каково внутреннее сопротивление ис- 
точника? 

15(11). Подъемный кран равномерно подни- 
мает груз массой т == 8,8 т на высоту # = 10 м 
в течение { = 49 с. Определите силу тока, по- 
требляемую краном, если напряжение И = 
— 220 В, а КПД крана п = 80 %. Результат 
представьте в единицах СИ. Принять ускоре- 
нне свободного падения & = 10 м/с. 

16(11). В однородном магнитном поле с ин- 
дукцией В =?2. 10—56 Тл кусок провода длн- 
ной [= 2м и сопротивлением В = } Ом скла- 
дывают вдвое и концы соедиияют. Затем иро- 
вод растягивают в квадрат так, что плоскость 
квадрата перлендикулярна линиям индукции 
магнитного поля. Какой заряд протекает при 
этом через сечение проводника? Результат 
представьте в микрокулонах (1 мкКл= 

== 10-8 Кл). 

17(10). Под влиянием однородного магнит- 
ного поля в нем движется с ускорением 
а=2м/е: прямолинейный проводник попереч- 
ным сечением 5 = 1 мы". Направление провод- 
ннка перпендикулярно линиям индукции, и по 
проводнику течет ток Г==1 А. Плотность ма- 
териала проводника о = 2,5. 10° кг/м*. Опре- 
делите индукцию магнитного поля. 

18(12). Прямоугольная рамка из проводни- 
ка с сопротивлением В=1 Ом, двигаясь посту- 
пательно с постоянной скоростью и=4 м/с, пе- 
ресекает полосу однородного магнитного поля с 


индукцией В=0,5 Тл. Вектор В перпендику- 
ляреи плоскости рамки. Стороны рамки |= 
—10 см, 25=5 см, ширина полосы #;>», рамка 
движется вдоль стороны [:. Определите количе- 
ство теплоты, которое выделится в рамке к мо- 
менту, когда она пересечет полосу. 


Колебания и волны 


1(3). Два маятника одновременно начинают 
колебаться. За один и тот же промежуток вре- 
мени первый делает п, = 20. а второй — 
П- = 10 колебаний. Определите отношение 
длин этих маятников. 

2(1). Математический маятник длиной ! —= 
= 1 м отклонили на угол ас (а<=1) и от- 
пустили с нулевой мачальной скоростью. Через 





макое минимальное время угол отклонения 
маятника станет равным и,/2? Ускорение силы 
тяжести считать равным & — 10 м/с". 

3(11)- Лифт движется по вертикали вверх 
вначале с ускорением а, = 6 м/с’ в течение 
времени {/ —5 с, затем с ускорением а. = 
= —6 м/с' втечение времени #› = 10 с. В лифте 
находится математический маятник длиной 
| = 0,25 м. Сколько колебаний совершит маят- 
ник за время движения лифта? Принять 
я 10 м/с”. Результат округлите до целого 
числа. 

4(4). Заряжениый шарик прыгает в поле 
плоского конденсатора на тонкой изолирую- 
щей подложке. Обкладки конденсатора рас- 
положены горизонтально. Масса шарика т = 
= 10-3 кг, его заряд © = 10—$ Кл. Максималь- 
ная скорость шарика о = 0,8 м/с, высота 
подъема Йй = 5 см. Определите разность по- 
тенциалов между наивысшей и иаинизшей точ- 
камн траектории шарика. | 

5(5). Колебательный контур настроен на 
частоту У = 1,5. 10’ Гц. Как надо изменить 
емкость конденсатора для перестройки конту- 
ра на длину волны А = 40 м? Скорость света 
с=3- 10 м/с. 

6(10)}. Колебательный контур состоит из 
катушки индуктивностью 2, —=10 °Гн и конден- 
сатора емкостью С = 10-3 Ф. Конденсатор за- 
ряжен до максимального напряжения И = 
— 100 В. Определите максимальную силу тока 
в контуре при свободных колебаниях в нем. 

7(11). Скорость звука в воде и =1450 м/с. 
На каком расстоянии находятся ближайшие 
точки, совершающие колебания в противопо- 
ложных фазах, если частота колебаний * = 
—=1725 Гц? Результат представьте в едини- 
цах СИ. 

8(12). Емкость конденсатора переменной ем- 
кости в контуре радиоприемника измсияется в 
пределах от С до 3С. Определите диапазон 
длин волн контура радиопрнемника, если емко- 
сти С конденсатора соответствует длина волны, 
равная 3 м. 


Оптика 


1(2). Луч света падает на границу раздела 
двух сред под углом ^ = 80° к границе. По- 
казатель преломления первой среды п, = 2,4. 
Определите показатель преломления второй 
среды, если известно. что отраженный и пре- 
ломлениый лучи перпендикулярны друг другу. 

2(11). Аквалангист, находящийся под во- 
дой, видит Солнце под углом % = 52° к гори- 
зонту. Определите угол падения лучей солнеч- 
ного света на поверхность воды. Результат 
представьте в градусах и округлите до целого 
числа. Показатель преломления воды л = 1,33. 

3(11). Пучок параллельных лучей падает на 
толстую стеклянную пластину под углом 
о = 60° и, преломляясь, переходит в стекло. 
Ширина пучка в воздухе а = 10 см. Определите 
ширину пучка в стекле. Результат представьте 
в сантиметрах (см) и округлите до десятых до- 
лей. Показатель преломления стекла п == 1,51. 

4(10). Предмет находится на расстоянии 
4 == 0,25 м от двояковыпуклой линзы. Изобра- 
жение получается действительным, обратным, 
увеличенным. Высота изображения в Г — 4 ра- 
за больше высоты предмета. Определите фокус- 
ное расстояние линзы. 

5(3). На каком расстоянии от выпуклой 
линзы с фокусным расстоянием Ё — 60 см сле- 
дует поместить предмет, чтобы получить дейст- 
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Рис. 7. В 
вительное изображение, увеличенное в Г=- 


— 2 раза? 

6(5). Собирающая линза дает действитель- 
ное изображение с увеличением Г = 2 раза. 
Определите фокусное расстояние линзы, если 
расстояние между линзой м изображением 
{= 0,3 м. 

71(4). Две линзы с одинаковыми фокусиыми 
расстояниями находятся на одной оси на рас- 
стояиии [ =1 м друг от друга. Изображение 
предмета, помсщенного на расстоянии 4 = } м 
от одной линзы, получилось на таком же рас- 
стоянии от другой линзы. Найдите фокусное 
расстояние линз. 

8(1). На рисунке 7 показаны положсиия 
главной оптической оси ОО’ лнизы, точечного 
источника А и его изображения А’ в линзе. 
Постройте изображение предмета ВС, опреде- 
лив, собирающей или рассеивающей является 
линза, а также ее положение. 

9(11). Атом ртути, получив при соударении 
с элсктроном энергию И’ = 1,84. 10° Дж, 
излучает квант света. Определите частоту из- 
лучения. Результат представьте в петагерцах 
(1 ПГц = 10'° Гц) и округлите до сотых долей. 
Постоянная Планка В = 6,62. 103% Дж- с. 

10(5). Определите работу выхода электрона 
из металла при внешнем фотоэффекте, если 
при освещении металла светом с длиной волны 
^=2. 10-Т м фотоэлектроны приобретают 
скорость р = 10° м/с (т, = 91. 10—31 кг, 
се=3. 10 м/с, В = 6.62. 10-34 Дж. с). 

11(1). При увеличении частоты падающего 
на металл света в а раз задерживающее на- 
пряжение для фотозлектронов увеличивается 
в В раз. Считая частоту * падающего света 
известной, определите по этим данным «крас- 
ную» границу для металла. 

12(1). Масса ядра 0 равна 11, =16,00 а. е. м. 
Определите его дефект масс и энергию связи, 
если известно, что масса ядра Не равна 
т2=-4,00 а.е. м., а ео дефект масс 
Ат. —=0,03 а. е. м. (Дефект масс Ал: =1 а.е. м. 
соответствует энергии связи Ё,„==931 МэВ.) 

13(11). Третий блок Белоярской атомной 
электростанции им. И. В. Курчатова имеет 
электрическую мощность Р=б. 10° Вт при 
КИД ц=240%. Определите массу урана 
2330, расходуемого в течение суток, если извест- 
но, что при делении одного ядра этого эле- 
мента выделяется энергия, в среднем равная 
ш=3,2.10-" Дж. Результат представьте в еди- 
иицах СИ и округлите до сотых долей. По- 
стоянная Авогадро МА = 6.02.10 моль`‘. 

14(12). Какая минимальная энергия (в МзВ) 
необходима для расшепления ядра изотопа 
лития Ма на протоны и нейтроны? Массы 
За, |!р. йп соответственио равны т, = 
==1,01601 а. е. м., т.=1,00783 а. е. м., т.= 
—1,00866 а. е. м. Массе то а. е. м. соот- 
ветствует энергия Е. =931 МэВ. 


Публнкацию подготовили 
А. А. Егоров, В. А. Тихомирова 
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УПТ Московская олимпиада 
по программированию 


Московскую городскую олим- 
пиаду по программированию 
для школьников провели 
1 февраля 1987 Учебно-про- 
изводственный центр с инстн- 
тутами ИНЭУМ Минирибора 
м ИПИ АН СССР. В ней при- 
няло участие 320 учеников из 
21 района г. Москвы. Ниже 
приводятся задачи этой олим- 
пиады. (Участникам предла- 
галось выбрать и решить толь- 
ко две задачи.) 

1. Рюкзак. Из заданных п 
предметов выбрать такие, что- 
бы их суммарный вес был ме- 
нее 30 кг. а стоимость — нац- 
большей. Напечатать суммар- 


ную стоимость выбранных 
предметов. 
Точнее. Задано число 


п < 100 и два массива поло- 
жительных чисел 4[1:п]. 
Ё1:п]. Выбрать такие попар- 
но различные числа й,, #2, ..., », 
чтобы 

А[]-- [14.4 4[5]1<30, 
а 

Вы] ВЫ] -+... + Вр тах. 

Напечатать только величи- 
ну тах. 


Летняя школа 


2. Полукратные. Множе- 
ство чисел А задано усло- 
виями: 

а) 162, 

6) если ЕСА, то 2*К 1ЕА 
и 3+ -1СА, и других чисел 
множество А не содержит. 

Напечатать первые по 
<1000 чисел множества А в 
порядке возрастания. 

Вот начало этой расие- 
чатки: 1, 3, 4, Т. 9, 10. 13, 
15, 19, ... 

3. Пары кубов. Каким чис- 
лом способов заданное нату- 
ральное число п представля- 
ется суммой двух кубов нату- 
ральных чисел: 

п=й+}? 

Перестаиовка 
иового способа не дает. Про- 
граммой извлечения корня 
пользоваться не следует. 

4. Перевертыгия. Заданы 
число п< 1000 и числовой 
массив А[}:п]. Найти отрезок 
массива максимальной дли- 
ны, 6 котором первое число 
равно последнему. второе — 
предпоследнему, и т. д. Напе- 
цатать длину этого отрезка. 


«Юный программист» 


Два с половиной года назад 
в г Переславле-Залесском, 
на берегу Плещеева озера 
появился Институт програм- 
мных систем АН СССР. Иин- 
ститут очень молод, средний 
возраст сотрудников — 27 лет, 
желания работать, знергии и 
энтузиазма им не занимать. 
Не случайно поэтому с первых 
дней существования институ- 
та начались работы по про- 
паганде компьютерной гра- 
мотности. В одной из школ 
г. Переславля был оборудован 
класс ПЭВМ «Правець, в ко- 
тором стали проводиться за- 
нятия групп УПК и факуль- 
тативы по курсу информати- 
ки. В январе 1986 года в зим- 
ние каникулы прошли заня- 
тия в лагере «Юный про- 
граммисте. Накопленный 
опыт и был использован ле- 


том 1986 года при прове- 
дении Школы «Юный про- 
граммисте. 

Главиой целью, стоявшей 
перед организаторами Шко- 
лы, являлось ознакомление 
детей с совремеиными ПЭВМ. 
Для преподавателей было 
важно создать у школьников 
представление О возможно- 
стях компьютеров, продемон- 
стрировять стили профессио- 
нальной работы с иим и, по 
возможности, предотвратнть 
возиикиовение как компьюте- 
романии, так и компьютеро- 
фобии. Решению последней за- 
дачи, в частности, служило и 
оформление Школы: яркие 
рисунки и указатели в вуди- 
ториях и на зданиях иллю- 
стрировали тему «Дружелюб- 
ный компьютер». 


5 августа при участии 


слагаемых 
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5. Индексы порядка. Зада- 
но число п<_ 1000 и числовой 
массив А[1:п]. Найти и отпе- 
чатать такую последователь- 
ность всех его индексов 


й, ее = 2» 


в которой элементы массива 
не убывают: 

А[:] = А = „а 5 АГ]. 

Пояснения. 

а) Через А[1:л] обознача- 
ется массив чисел А, 
А›, -...А„; через А[] — его 
элемент. 

6) Числа, задающие число 
элементов массива или обо- 
значающие индексы элемен- 
тов, — натуральные. Все ос- 
тальные числа — с плаваю- 
щей точкой (если неё сказано 
иначе). 

в) Все задаиные числа и 
массивы следует в решениях 
вводить извие им печатать, а 
найденные ответы выводить 
ма печать. 

г) В задаче 1 можсте пред- 
полагать, что предметы уже 
расположены в порядке воз- 
растания или убываиия веса 
А[{, стоимости ЕЁ, цены 
ВНИ/А[], или какого-либо 
иного признака. 

д) Хорошие решения дол- 
жны укладываться в зада- 
че? вл действий, в задаче 3 — 
в 2 действий, в задачах 4 и 
5 — вп’ действий (с точностью 
до постоянного множителя). 

А. Л. Брудно 


вице-президента АН СССР 
академика Е П. Велихова 
состоялось торжественное от- 
крытие Школы. Три недели 80 
мальчишек и девчонок учи- 
лись и отдыхали в живо- 
писном местечке «Ботикь на 
берегу Плещеева озера. Они 
собрались из разных уголков 
страны — из Москвы и Горь- 
кого, Литвы и Белоруссии, 
были здесь и юные переслав- 
цы. 

Работа Школы была построе- 
на следующим образом. 
Школьники 1—6 классов со- 
ставили отдельный поток и за- 
нимались иа компьютерах 
Тапду ТВ5-80 Соог Сотри- 
4ег 2. Главная тема занятий — 
компьютерная графика. Про- 
граммирование велось на язы- 
ке Бейсик. Остальные учащие- 
ся были разбиты на группы 
по 5—10 человек, к каждой 
из групп были прикреплены 
преподаватели-кураторы. Они 
проводили практические заня- 
тия по одной или нескольким 
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темам, таким, как компьютер- 
ная графика, музыка, язык 
ЛИСП. архнтектура эвм, 
электронные таблицы. Про- 
граммирование велось на язы- 
ке Паскаль на ПЭВМ «Пра- 
вец». 

Помимо практических за- 
нятий велись н теоретиче- 
ские: школьникам был про- 
читаи курс лекций по языку 
программирования Паскаль, 
читались также небольшие 
курсы по математической ло- 
гике, теорни чисел, языку ло- 
гического программирования 
Пролог. 

Велико было желание уча- 
стников Школы успеть все 
увидеть и узнать! Ни солнеч- 
ная погода, ни близость озе- 


Итоги 


ра не могли оторвать школь- 
ников от компьютеров. На на- 
учной конференции, состояв- 
шейся перед закрытием Шко- 
лы, ребята рассказали о наи- 
более интересных своих рабо- 
тах. Младшие щкольники про- 
демоистрияровали на компью- 
терах свои программы-мульт- 
фильмы «Лето кота Леополь- 
да», *Про кота и песика» 
и др. 

Но не только учебным за- 
нятиям были посвящены дни, 
проведенные ребятами в Шко- 
ле. Спортивные соревнования 
и КВИ, экскурсия в Ростов- 
Великий и встреча © редак- 
цией журнала «Юный тех- 
ник», турниры ПО «бою в па- 
мяти», посвящение в юные 


шахматного конкурса 1986 года 


Шахматный конкурс 1986 го- 
да неожиданно побил все ре- 
корды — в редакцию поступи- 
ло более 3000 писем на пер- 
вые же задания. Видно, после 
матчей иа первенство мира 
между Каспаровым и Карпо- 
вым интерес к шахматам воз- 
рос. и среди читаталей «Кван- 
тах появилось больше шах- 
матистов. По мере движения 
конкурса задания усложня- 
лись и число его участников, 
конечно, сокращалось. Но все 
же сотии читателей выдержа- 
ли испытание до коица! Пер- 
воначально планировалось 
присуждать за лучшие ре- 
шения П и Г разряд, одна- 
ко, как выяснилось, болылин- 
ство решивших правильно бо- 
лее 16 заданий уже имеют 
второй разряд, а то и первый. 
Поэтому решено всем 40 по- 
бедителям конкурса присво- 
ить [ разряд (мекоторым из 
них вторично!). 

Среди участников конкурса 
немало таких, чьи конверты 


Орловы 
изангс.Я) 
РНЕ 


Е Построения одним циркулем 

1. Окружиость 5, (за вычетом точкн О) есть 
геометрическое место точек, симметричных от- 
носительно окружиости 5 точкам прямой АВ; 
окружность 5. — геометрическое место точек, 
симметричных относительно окружности 5 
точкам прямой СД. Поэтому точка Р сим- 
метричиа относительно окружности $ как точке 
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можно даже не вскрывать — 
решения почти наверняка 
правильные. Это такие опыт- 
ные решатели как А. Рябов, 
И. Кваша, В. Медведев, В. Мос- 
каленко, М. Германов, Д. Кра- 
сиков, А. Бойко и др. Они 
неоднократно побеждали в 
конкурсе, соответственно по- 
лучали и дипломы журнала, 
и призы, и первый разряд. 
На сей раз в состав победи- 
телей мы включили тех участ- 
ников, которые ие так изба- 
лованы славой. 

Итак, вот 40 победителей кои- 
курса: В. Алферов (Кемеро- 
во), М. Андрухив (Донецк), 
Х. Анимица (с. Кременевка 
Донецкой обл.), Д. Борисенко 
(Москва), С. Булатов (с. Ра- 
мецье Московской обл.), Ю. Ве- 
ликайов (Горький), В. Гасни- 
ков (Калининград Московской 
обл.), О. Глауберман (Донецк), 
А. Гончаренко (Иваново), М 
Гумберидзе (с. Мукеди ГССР}, 
А. Давыдов (с. Елфимово 
Горьковской обл.), А. Жол- 


прямой АВ, 
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программисты и прощальный 
вечер надолго останутся в па- 
мяти школьников и их стар- 
их товарищей. В. П. Ру- 
денко, Л. А. Гайдар, Е. В. 
Грязнова, М. В. Нестерова, 
С. В. Дужин и др.— каждый 
из 20 преподавателей, рабо- 
тавших в Школе, старался 
передать детям ие только зна- 
ния, но и частицу своей 
души. 
С 1987 года в г. Переслав- 
ле-Залесском будет работать 
ежегодная региональная 
Школа юных программистов. 
Впереди у сотрудников ИПС 
АН СССР большая работа, По- 
желаем им успехов. 

С. М. Гукова. 

А. К. Волков 


ковер (Люберцы), В. Иванов 
(Тула). С. Катаргии (Омут- 
нинск), М. Куперман (Моск- 
ва), Я. Лавренюк (Кнев), 
Ю. Лнтвинеико (Одесса), 
Лобжапидзе (Тбилиси), Р. Ма- 
лык (Ворошиловград), И. Ма- 
медов (Ханлык АзССР, А. 
Мельников (Москва), В. Мои- 
сеев (Москва), Д. Моисеев 
(Москва), А. Молчанов (Жда- 
нов). Э. Мусажаров (Караган- 
да), В. и Т. Оджагвердне- 
вы (Белокаи), Д. Попадиус 
(Невинномысск), И. Потехин 
(Москвя), В. Пмеиичный (Де- 
ыянск), В. Расторгуев (Моск- 
ва), И. Савченко (Ленинград), 
А. Сергушев (Минск), М. Си- 
доренко (Калининград Мос- 
ковской обл.), С. Тасмуратов 
(Астрахань), Р. Торговицкий 
(Москва), В. Чебкасов (Куй- 
бышев), А. Чернявский (Моск- 
ва), Е. Чуглазова (Зарафшан), 
Н. Язданов (дер. Кильчирово 
Баш. АССР), В. Якубовский 
(пос. Садовый Владимирской 
обл.). Вместе с поздравления- 
мн от редакции мы посыла- 
ем им дипломы и значки 
журнала, шахматную литера- 
туру с автографами А. Кар- 
пова и Е. Гика и документ 
о присвоении Г разряда. 


так и точке прямой СО, т. е. 


Р’Щ— общая точка прямых АВ и СО. Заметим, 
что прямые АВ и СДО параллельны тогда 
и только тогда, когда окружности 5; и 5. 
имеют единствеиную общую точку О, т. е. ка- 
саются в точке О, и прямые АВ и СО 
совпадают тогда и только тогда, когда совпа- 


дают окружности 5: и $.. 

2. См. решение задач 6 и 4. 
3. Сторону, равную радиусу 
имеет влисанный в нее правильный шести- 
угольник. Поэтому А и С — противополож- 
ные вершины вписанного правильного шести- 
угольника, т. е. диаметрально противополож- 
ные точки окружности. Значит, АС — диаметр, 
т. е. точка С лежит на луче АВ, и АС=ЗАВ. 


окружности, 





Рис. 1. 


Рис. 2. 


4. Обозначим через О середину дуги АВ и через 
Е середину отрезка О@ (рнс. 1). Мы должны 
доказать, что РО=0ОЕ. Заметим, что ВОТ РО, 
ВЕТ ОФ, точка р лежит иа КО, точка О лежит 
на РО и ОВ--Ор, РВ-=РВ, и воспользуемся 
теоремой Пифагора: 

ОЕ? =РА?—РО?—=РВ`—РО?— (РЕ? ВЕ) — 

—РО?=РЕ'+ОВ*—ОЕ*—РО? = 


— 4 РО+ОВ'— + РО: —РО?*==РО? {-ОВ* == 


= РО?+ОВ*=РО?+-ОР?-=РО". 
5. Очевидно, точка Р’ лежит на прямой ОР 
(вся картина симметрична относительно пря- 
мой ОР). Треугольники ОВР’и ОРВ — равно- 
бедрекные и имеют общий угол при основании; 
значит, они подобны и ОР’: ОЕ=ОВ : ОР, 
т. е. ОР. ОР’=ОВ:?, 
6. Будем строить точку, симметричную точке 
Р’ относительно окружности 5, по способу за- 
дачи 5. Должиа получиться точка Р. Значит, 
точки О и Р симметричны откосительно пря- 
мой, проходящей через точки пересечения ок- 
ружности 5 с окружностью с центром Р”, 
проходящей через О. Но точки О и Р симмет- 
ричны относительно прямой АВ. Значит, эти 
прямые совпадают. 
Покажем, что окружность $5. проходящая 
через точку О и точки пересечения окруж- 
ности 5 с некоторой прямой [ (рис. 2), состоит 
из точек, симметричных точкам прямой { от- 
носительио окружности 5. Возьмем на прямой { 
точку К и обозначим через М точку пересе- 
чения луча ОК с окружностью $51. Пусть С — 
одна нз точек пересечения окружности $ с 
прямой { (и с окружностью 5:). Треугольники 
ОКС и ОСМ подобны (углы О у них одинако- 
вы, углы ОМС н ОСК равны, поскольку они 
опираются на равные дуги окружиости 5'. Зна- 
чит, ОК : ОС-=ОС : ОМ, т. в. ОК. ОМ=0С?. 
(Если точка К лежит вне окружности $, чер- 
теж меняется, но рассуждение остается точно 
таким же.) 


ра Задачи на газовые смеси 


1. р=а+о м АТ —1,94-10° Па, где М= 
—28 г/моль — молярная масса азота. 


__ М.М. ру м 
2. = ММ, вто м.. =13,1 Г. 


ть—=т— т =46,9 г, т. —=2т2М./М,—=52,8 т, 
где т, то, т. М. =2 г/моль, М.==32 г/моль, 
М, =- 18 г/моль — массы и молярные массы 
водорода, кислорода и воды соответственно. 
3. УТ: =8. 


м Калейдоской «Кванта» 


Головоломки 
1. Пусть х.> ох» тогда у < у2. Поскольку 
$.—=$-, т. е. х2у.=Х:у», мы подучаем, что 


Куапетсесте.ти 


х2 > х.. Тогда уз < уз. Опять из равенства Х.у/з—= 
=Хзу2 получаем х;>х.; тогда уз<у.. Снова, 
поскольку хиуа=ех.Из. получаем х.>х! — про- 
тиворечие с цепочкой неравенств х,>х22>х.> 
>. 


2. 2/38. Указание. Рассмотрите 
шесть одинаковых правильных треугольников, 
составляющих правильный шестиугольник. Те- 
перь ясно, что искомая кривая является ше- 
стой частью окружности, делящей пополам 
площадь этого правильного шестнугольника. 


Задачи вступительных экзаменов 
в различные вузы в 1986 году 


Математика 

Алгебра 

1. 30 << 33,6. 2. 10 ч., 15 ч. 3. 14. Укаэа- 

йяе. Цусть № — число членов бригады. Из 

условия следует, что существует целое число Ё 

65 75 

такое, что 1600“ < < т000^- При #=1 по- 
1000 1000 1 5 

лучим 75. <М<-- „т. е. 13 з <мМ<15 18° 

Наименьшее № = 14. 


4. 18 км/ч. 5. 3. 6. 15 кг. 7. 150 г, 450 г. 
8. 160 г, 20%. 9. 3; 3. 10. 4, 12, 36, 108 или 
108, 36, 12, 4. 11. а) 0; 6) 27; в) ШВ Г 
д) 3/4; е) —3/5; ж) а*—1; з) 4. 12. а) —1; 
6) 2/8 3Ь; 1: в) ск "(а/2); г) №: д) 2. 14. аЕ 
Е(—оо; — 11540; оо). 15. 8. 16. 6. 17. а= +1. 


18. в) (—-в: 3/2 9 19; в [1-2 }, 
г) {14/224 4а+8; 1—-/*—2а+5) при а< 


<-2; [1—0 —2а45; 1—\6?+4а+8} при 


1: [| —3/2 при а=—1/2; 
(1—4 —2а--5; 1\0*+4а+8] при —1/2< 
РЕ В Аян ри —* 
<а= 1: (14 \в*—2845; 1—\а'44а- 8] при 
а> Ц едяиственный корень при а = —1/2. 
Указание. При х > 3 левая часть уравнения 
равна (х—3)(х+1)- 3 (х- 1) (2—8); при х< 3 
она равна (х—3)(х-+1)—35/(х— 3)(х-+ 1). Выпол- 
ните замену у=-/(х- 1х3). Не 
д) {1}; е) 2; ж) [3%; 3) {41082 7]; и) |\3—1; 
к) {13}; л) 12-58; 2°2}; м) 1208; и) [1/9; 91; 
0) [—11; —1,5}; п) {3}; р) {37;; с) {10). 19. 114}. 
20. а) х=лЁ-Е } агосов ({—1/3) (ЕР); 


бу = 5 (48—1; и = 5 И (&.167); 





3) х! = 3 (А+; х:= Ч (2+0 (Е, 227); 
г) х=2лл (пЕ7); 


= 41а (162): 


в) х= 5 (ЗА (®Е2); 


д) хи == ЛА; х2 = 


ж) х = 16+: х.— 11/2 (и. 162); 
3) х.= 1 (2141); хь= 5 ФН (ЕВ 


и) хи-влВ; = 1 @-ю (#162); 


к) х=2лЁ; х2=2 аги 2211 (Е, 162); 
л) х=ялА/З (#62); м) х= атс 1/5 лЁ (862): 
я) х=лЕ (#62). 21. а) |{2; 1); (—2; —1); 


6) [(1; 2); (16; —28}}]; з) [(10-°; 2); 
г) {(0;0); (1; 1}; д) ((2; 6); е) (2:21; 


ж) (16; 20;  {(1(3* +1); 
(В.ГС2). 


чаи 





‚ $—У57\ (54557 
в) (<: 2 уе: ы о); 
г) [—\5; —2); д) [—2; 6); е) [—3; 2]14} 





ж) {—2; 2); з) (—«=: = ал, 


9 
и) (25 в); к) (0; ЕЕ оо): 


л) [2; оо); м) 1/8; 1)0(2; ©); =: 
н) (—°; —1)1(—1; 0,5)0(0,5; 5—3\/2) 
{5+3 2; о}; о) (—4/3; —1). 


23. (-2; ии а 4). 


24. а((—1,;2). 25. При любом иррациональ- 
ном а. Указание. Если а—р/а, рей, сЕМ, — 
рациональное число, то уравнеиию удовлетво- 
ряют все х=2лаЁ при КЕЙ. Если же а ирра- 
ционально, то х —= 0 является единственным кор- 
нем уравиения. 


Анализ 

1. 1. 2. —12. 3. 2. 4. а=1. 5. а-=1/2. 

6. х—=0 — точка минимума; х—= 55/2 — точки 
максимума. 


Ч. Точки минимума х= — $ — (ие й}; 


в+ 
точкя максимума х-= — — & +18 а * (162). 


8. 60°. Указание. о. $ — ое по- 

перечного сечения, # — высота трвоеции ({глу- 

бина канала), а — длика нижнего основания 

(рис. 3). Площадь боковых стенок и диа канала 
5 


пропорциональна 28+ Ф—= ъ + 


+ь ее соз а 


). Осталось исследовать на ми- 
эта 
нимум функцию /(а)= 


сумме 


2 
э. а Указанне. Пусть В — 
радиус данного круга. Длина дуги сектора с 


центральным углом а равна @А, поэтому 
В 

радиус основания воронки равен г—= 5 - Вы- 
_ м8 | 

сота воронки равиа — @9 =; а ве объем 


У(а)= — (2) \/1 = . Осталось ис- 


следовать на экстремум а Па) = 


-(5) 


достаточно исследовать функцию [{и)—8(= 


2 
Йа => 
=17(1—#), где '=(=) ‚ОЕ 1. 


2 
1 -(=) при 0 а<2л. Для этого 


10, 5. 11. У(а) = 4 соз? а т а; тах И(а) = 


3 р 
= 5 4*=У(атсаш 1/5/3). 
Геометрия 
1. 3? 33. 2. 2. 3. 3а41—4\3). 4. = 5. 210. 


6. г— 10/49 4/41 — 20.3). 7. 5 (р— ак > 


60 


>. 


Куаптссте.ти 





Рис. 3. Рис. 4. 


Аз? я и 
4В:— 
10. р/4. Указание. Пусть АВС — треуголь- 
ник периметра 2р со стороной АВ (рис. 4), 
отрезок А’В’ параллелен АВ, касается вписан- 
ной окружностн и А’В’=х. Из подобия тре- 
угольников А’В’С и АВС следует. что 
Рлвс 
Равс 
Ра-вс =СА'+А’Т+ТВ" + В’С = 
СА’ А’К + ВТ. ВС =СК + СЁ = 
=АС—АМ+ВС—ВМ=АС-ВС-АВ= 
= 2р — 2е. 


8. 200. 9. =л сё а/зт? 20. 





= г. С другой стороны, 


—с 


Поэтому а Е. откуда х= 5 с(р—<). 


Функция /Дс}-==6с(р—с) достигает максимума 
при с= 5 я 

11. агсет ча 12. \с4. Указание. Докажите 
подобие треугольников МСВ и ВМС. 

13. Указание. Можно считать, что бавс=1. 
Пусть $ дор=Зи, Звор=8н. Тогда, по свойству 


биссектрисы угла треугольника, получим со- 
отношение 








1 
АВ _ ВР 545 _ 2 +84 
АС РС ЗАРС 1 — 5 
2 
1 
= —Зи 
Ар 5 АОВ 2 
Аналогично, АВ: > лор нЕ": Полу- 
чаем авнение авы Ре откуда 
УВ 1—30ы "Та УВ 
1 
и— зон ан 
14. асы 23. 15. а*/\/2. 16. 32. 
1 с? вт? 22 ЕВ 
17. 2и 1 это- сова 18. 360. 
в / а: 
19. т В зт а , 
12 вп р 2 
2 
Р 
20. агсани ( < 1): 
В? эт‘ а 
21. —— ( я 
ЕЕ: [ =. 
Зат = 1—2 08а ни 2 
Физика 
Механика 


1. = Ил -фо2)==400 с. 
2. гра о ци из) / (204-12 03)=40 км/ч. 
3. аи (4, 5т)==10 м/с? (здесь т==1 с). 


и У2аН т— т ;2*=25м (здесь 1=1 с). 
= тв рт ТС; НЕВЕ /2==245 м. 
н.в соз2и- (ой в?) /(25)-=4,5 м (здесь 
И ы 

[==- ы р Ие—а) =0,45 с. 

аз /а1== 200. 

Е Ала тр=5 кН. 

10. а= Т/т— = =20 м/с”. 

11. и=(Ё соза —та)/(тя— Я эт о) =0,3. 


12. УВ туд т.т) 0,3 с. 

13. Р.==пКа/В—в)-=3.2 кН; Р‚-=пцо"/ В я)-= 
—4.8 кН. 

14. Ро= (та, +в.) РВ) Ва=51.5 Н. 


15. п=60\/ля/(ал-В) =7.8 мин 1. 
16. мМ==то,„/(0,—0,)=400 кг. 

17. а> агев (а, 1(2п))=л/4. 

18. Правильный ответ 2). 

19. Д=Ртвй/(Р—та)=100 Дж. 
20. Н-=1(4/Зл Во —т)/т. 


рез -фль 


21. Е. -=т (1—5 94) =3 ки. 

22. Пуля застрянет в 4-Й доске. 

23. == (@т то-то: пи-=— 15 м/с. 

24. у=л/2; Е,/Е„=З- 

25. Е—=0"/5==6,7 Н. 

Молскулярная физика. Тепловые явления 

1. ^ЛТ=213 К (^4=213 °С). 

2. Т=Тт (У )=140 К. 

3. р=(р: УЕ Р2У») (И У3)=3 Па. 

4. А=рУцТ.—Т)/Т,— 136,5 5 Дж (здесь ре 
—=10° Па). 

5. О=с\ МТ. =8000 Дж (здесь  М=32х 
х1®-° кг/моль — молярная масса кислорода). 
6. Л=АТ(п—1)/л. 

7. О т(А- (Е, —1))=1,86 МДж. 

8. и=ь Си -— и *С. 

9. Правильный ответ 2). 

10. т‘’==-таг/(с(,—1))=26,2 мин (здесь п==0,2, 
1—=3\00 °С — температура кипения ноды). 

11. (ИРИ: И==27 %. 

Основы „электродинамнки 

1. Е=^/24/(4лга")-=28 В/ом. 

2. = пе/(4леог)=160 В (здесь е= 1,6. 
Кл — заряд электрона). 

3. фи 22 (44-5 4:)=48 В. 

4. 9-=(9.+4)А./(В.В-)=5 нКл. 

5. Сила взанмодействия увеличивается в и= 
=(9'+9:)°/(4919:)=1,2 раза. 


6. ее РЕ ВА. 


10—13 


2 (вв + 99 — що) 


АлРотй 

8. <=СИВ+®). 
9 д В.В иК—В,—В:) 

"и АПВ В В.) 
10. А, /В.= (3.420) —3З0)=5. 
1. = (и ЕЦАВ—г)) (# ТАН) =10.8 В. 
12. #=—ЩЦ(В/10+г)=12,6 В. 
13. 7= В. 
14. г-щм А.В. Е: =6 Ом. 
15. /=тав ци =102 А. 
16. а=ВЁ/(16В)=5 мкКл. 
17. В=65а/Г=5- 10-3 Тл. 
18. 9==2В°ПЬо/В=10-3 Дж 

(тепло выделяется при входе и при выходе рам- 
ки из полосы магнитного поля). 


7. ов" ) =8,7 м/с. 


—20 Ом. 


Колебания и волны 

. ИИ, = 114. 

- 2== (1/3) Ив =0,33 с. 

„ п=(иуа-а, Рыу/ва: )/(2\/)=13. 

.- И т(/2— #8) /4==-— 18 В. 

. Емкость конденсатора надо увеличить в 


я 
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Рис. 5. 





и==(%2/су = 4 раза. 

6. Г.=0.\уС/Г. =10 А. 

7. ==5/(2х)=1 м. 

8. От 3 до 9 метров. 

Оптика 

1. поел, в =. 

2. 6= ахгсяй (п соз })==55°. 

3. В =а\ п’ — мп’а/(п с05 о) =16.4 см. 

4. Е=аГг/(Г+1)=0,2 м. 

5. а=Р(Г--1)/Г=0,9 м. 

6. Е=ГАГЕИ=0,1 м. 

7. Е=1 м или Р=0,33 м. 

8. См. рис. 5 

9. \— И//В= 1,18 ПГц. 

10. А=ре/2.—ти?/2=5,38. 

11. и=с(- Па). 

12. Ати=т,—4т.-РААту=012 а. с. м. 

сн /Ате= 112 МэВ. 

13. т=РИМИцеМ )=1,58 кг (здесь #=1 сут- 

ки—24. 60: 60 с; М=235. 10-3 кг/моль — 

молярная масса урана). 

14. Ека (Зть-ЕАтз—т.)/ть=89,2 
«Квачт» для младших школьников 
{см. «Квант» № 5) 

1. Сумма длин полуокру жностей в обоих слу- 

чаях будет одинаковой и равной л` АВ; Ол 

где АВ — длина отрезка, на котором построены 
полуокружности. 

2. Капли воды, преломляя свет как линзы, кон- 

центрируют его в отдельных точках, что может 

привести к ожогам растения. 

3. ПУТЕШЕСТВИЕ -- 62314153871. 

4. Наименьшая сумма равна 102. Она достн- 

гзется в трех рзсположениях, изображенных 

на рисунке 6 


10—19 Дж. 


МЭВ. 





5. В случае квадратного стола и круглых сал- 
феток отметим на столе пять точек: четыре 
угла и цеитр (рис. 7,2). Так как салфеток 
четыре, хотя бы одна салфетка покрывает 
сразу две из этих точек. Из поларных расстоя- 
ний между этими точками нанменьшее — меж- 
ду центром и одним из углов. Это — половина 
диагонали, поэтому диаметр круглой салфетки 
не меньше этого расстояния. 

Если квадратные салфетки покрывают круг- 
лый стол (рис.7,6), то они покрывают и его 
край — окружиость. Среди салфеток найдется 
такая, которая покрывает не меньше четверти 
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Рис. 7. а} 6) 


этой окружности. Возьмем иа этой дуге две 
точки, отстоящие друг от друга ровно на чет- 
верть окружности. Расстояние между ними 
равно А^/2, а расстояния между точками сал- 
фетки не больше диагонали этой салфетки, 
т. е. 2\2, где а — сторона салфетки. Следо- 
вательно, а— д. 


Калейдоскоп «Кванта» 

{см. «Квант» № 5) 
Вопросы и задачи 
1. Нет, не может. 
2. Может, если равнодействующая, отличная 
от нуля, составляет угол 907 с направлением 
перемещения тела. 
3. В том случае, когда начальная н конечная 
точки находятся на эквипотенциальной поверх- 
ности. 
4. В потенциальную энергию системы зтело-- 
4-электроны» и в кинетическую эиергию элек- 
тронов. 
5. Однн из способов — отбросить какой-либо 
предмет в сторону, строго противоположную 
кораблю; тогда космонавт приобретет скорость, 
иаправленную к кораблю. 
6. Векторная сумма импульсов любой пары 
симметричных элементов маховика равна нулю 
{рис. 8 ). Следовательно, и суммарный импульс 
всего маховика тоже равен нулю. 


т-т, 
- 


_ 
> 
", "; 


Рис. 8. 


7. Импульс вращающегося цилиндра равен 
нулю (см. задачу 6). Значит, скорость тележки 
будет такой, как если бы цилиндр был непо- 
движно закреплен. 

8. Система затом газа-|- фотон» — замкнутая, 
а фотон обладает импульсом. 

9. Закон сохранения импульса. 

10. Поскольку рентгеновские лучи «выбивають 
из пластинки электроны, она зарядится поло- 
жительно. 

11. Закон сохранения заряда. 


Микроопыт 

Поскольку вы приобрели скорость относительно 
воды, То, в соответствии с законом сохранения 
импульса, лодка должна приобрести скорость 
противоположного направления. 


Избранные школьные задачи 

(см. «Квант» Л№ 5) 
1. (7, 0, —2М) {—\Т, 0, 25, (1,2, 4), 
(—1, —2, —4). Указаяне. Умножим первое 
уравнение на х— у, второе на г-—х, третье на 
у—2н сложим. Получится 7 (х— у)+-21(2—х}+| 
+28 (у—2}=0, откуда 2=3Зу— 2х. Подставляя 
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это значение = во второе и третъе уравнения, 
получаем, что либо у=0, либо ух. 

2. Пусть точка М внутри четырехугольника 
АВСЬ не покрыта кругами. Тогда углы АМВ. 
ВМС, СМО, БМА меньше 90°, чего не может 
быть. 

3. Нет. Решение. Пусть а, а.,... — наша 
прогрессия и а. кончается цифрой 3. Пусть, 
далее, а. кончается цифрой Т. Если т>п, 
скажем, т—=п-{ Е, #>0, то а-.2 кончается 
цифрой 1, @..з. кончается цифрой 5 — проти- 
воречие. Если т<п, скажем, п=т- |, Г[>0, 
то а-;2 кончается цифрой 9, а-..: кончается 
цифрой 5 — снова противоречие. 

4. Будем грузить глыбы, не выбирая, на первую 
платформу, пока их вес не превысит 58 т. 
Последнюю глыбу снимем и положим рядом 
с платформой. Точно так же будем грузить 
глыбы на 2-ю, 3-ю, .. 14-ю платформу. Вес 
глыб, лежащих на 14 платформах и рядом с 
ними, будет более 58-14 --812 т. Оставшиеся 
глыбы весят менее 58 т, и их можно погрузить 
на 15-ю платформу. В нашем распоряжении 
ее 2 платформы, на которые нужно погрузить 
14 глыб. Но 7 глыб весят не более 56 т, так что 
это наверняка можно сделать. 

5. Мы должиы построить бесконечно много пар 
(т.Е) натуральных чисел, удовлетворяющих 
соотношению 10т? -|- 1 == *. Первую такую лару 


просто подбираем; т-=б6, Е=19 (6736, 
19: — 361). Далее мы замечаем, что если 
10т?*+1=А то 10:3тА 21 = 


—40т? {10124 1)41 = 400+ 40т?-+1 = 
=(20т?--1)?, поэтому по паре (т, &), удовлет- 
воряющей нашему условию, мы можем по- 
строить пару (2тк. 20т -- 1) заведомо 6бльших 
чисел. также удовлетворяющих нашему усло- 
вию. Это позволяет найти бесчисленное множе- 
ство таких пар. 
6. Из наших соотношений следует, что 
1 1 1 ) 
+942) ( ты й + #7 =1, 
откуда 
(ху 2) (уг х2 + ху) = хуг, 

0— (ху 2)(и2+ хг+ ху)— хуг= 

= (ху) (х-Е2(иу-- г). 
Следовательно, либо х-+-у-=0, либо х42=0, 
либо у-- 2 ==0, и, значит, либо 2, либо у, либо х 
равно ху 2=0. 
7. 661 тройка и 2 двойки (или 661 тройка и 
1 четверка). Доказательство. В искомом 
разложении ие могут присутствовать числа, 
большие 4, потому что такое число п можно 
заменить числами 2. п—2,и произведение уве- 
личится. Если в разложении присутствуют 
четверки, мы можем заменить каждую из них 
парой двоек, не изменив пронзведения. Единиц 
тоже быть не может: мы приплюсуем единицу 
к любому другому числу, и произведение уве- 
личится. Значит, в одном из искомых наборов 
стоят только тройки и двойки. Если есть 
3 двойки, мы заменим их двумя тройками, 
и произведение опять увеличится. Итак, наш 
набор содержит не более двух двоек, остальные 
числа набора — тройки. 
8. 1,7. Решение (см. рис. 9). Ясно, что 
ад, в==Эвв.С==ЭсС А АВС/З. Найдем  пло- 
щадь треугольника АС;:У. Для этого проведем 
отрезок А,С., параллельный отрезку СС,. Так 
как ВСо: ВС, =1:3, то ВС. =2АВ/9, и поэтому 
АУ:АА, =АС,: АС. =3/7. Следовательно, 
Здсу/З дл. в=(АУГАА (АСУАВ)=1/1 и, зна- 
чит, Злсу=8двс/21. Аналогично, бра х= 





Рис. 9. 
—$св,2 = двс/21. Поэтому блугв, =5сахд, = 


Рис. 10. 


=вхус. = 55 двс/21 И хуи = Аве 


15 1 
— 21 ЗАВ га 5 АВС: 


21 Завс— 


9. Доказательство (см. рис. 10). Пусть 
О, О; и Оз — центры равносторонних тре- 
угольников АВС, ВСА, и АСВ,, построенных 
на сторонах АВ, ВС и СА. Треугольники 
ОВО. и АВА, подобны, поскольку О.В/АВ= 
=0.В/А,В=1/\3 и ХО. ВО. = ДАВА, = {В 
+-60*. Из подобия следует, что ОО; =АА,/\З. 
Аналогично, из подобия треугольников О-СО, 
и АСА, выводим, что ОО = АА!/\З. Значит, 


О:О.=0О20О:з. Точно так же доказывается, что 
О.0.=0.0:. 
10. а) с — целое, а и 6 — либо оба целые, 


либо оба имеют вид: целое плюс 1/2. Дока- 
зательство. Подставляя в наш многочлен 
Ом 1, мы находим, что си а — целые 
числа. Следовательно, целыми являются числа 
с, 2а, 26 и а-Ь, что и утверждается. Обратно, 
если указанные числа — целые, то многочлен 
имеет вид 


А 
ия - +лх+р 


с пелыми т, ли ри принимает при целых х 
целые значения. 
6) Числа ба, 26, а НРЫ-с и 4 должны быть 


целыми, т. е. многочлен должен иметь вид 
хх 2 х(х—№) 
Я р Е 


с целыми т, п, ри 0. 
Замечание. Многочлен К-й стелени, прини- 
мающий при целых х целые значения, всегда 
имеет вид 

хх Кыых — и — 19 +. 
о ЕН 

х(х— 1х2) 
п У РТ 9: +... Рх-На 

с целыми т, п, ..., р, а 
11. а, в), >, ц2}, (из, м3). (ма, виз), где и, из — 
корни уравнения и" + (в — Пи--Ь=-0, цы — 
корни уравнения и? -|(а-- Пи-на-- 2-1 1)=0:; если 
одно (или оба) из этих уравнеиий имеет совла- 
дающие решения или вовсе не имеет решений, 
то наша система имеет соответственно меньшее 
число решений; таким образом, число решений 
нашей системы равно суммарному Числу реше- 
ний указанных двух квадратных уравнений. 
Указание. Вычитая уравнения системы одно 
из другого, мы получаем уравнение х—у= 
=(у*—х”)-а‘у—х, из которого либо ху, 
либо хфру-та--1=0. 
12. Обозначим левую часть доказываемого 
равенства через х и возведем ее в куб, вос- 
пользовавшись формулой’ (а 6 =а-ь+ 


+ Заё (в - В. Получим 
х—20--14/5 420—142 +3х920%—2.14° = 


—=бх + 40. 
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А 
С 
р 
С В 
Рис. 11. 

Очевидно, х=4 есть решение уравнения 
х=6х+ 40: других решений это уравнение 
не имеет, ибо х?— 6х —40=(х—4} (х' {4х --10} 
13. Правильный. Доказательство. Если 


радиус нашей окружности равен 1, то полу- 
периметр равен 


р=вт х-- зм у-- эт 2 =зт я У 


эти ху) =2зт = РУ со 1—9 уыт (ху), 
где х, у, # — углы треугольника. В фиксиро- 
ванном 2, т. ©. при фиксированном х-[ у, р при- 
нимает, очевидно, наибольшее значение при 
х—у. Значит, треугольник с наибольшим пери- 
метром следует искать среди равнобедренных 
треугольииков. Ограничиваясь же случаем 
х=у, мы имеем 


р=2 аш х-- т 2х, р’==2 со х-+- 2 с08 Эх, 


р 5 л 
р’=0 на интервале0<х— 5 только прн х == =: 


14. Пусть хи 2х2... > х„ — наши числа. Тогда 


жа хо а Е ха хз (хз) (1-х) 
— (52 — хз) (1—х2) == + хх: (8 —х,-— х2) == 


= НН жх-+... +) 
ы Эха... „+ х2 =]. 

15. Пусть АВСР — произвольный простран- 
ственный неплоский четырехугольник. До- 
строим его до тетраэдра (рис. 11) и воспользуем- 
ся тем, что сумма любых двух плоских углов 
трехгранного угла больше третьего плоского 
угла: ГОАВ+ ДАВС ВСО-+ ДСРА< 
<(ИВАСУИРАС + САВС: + (ДВСА+ 
+СОСА} + ГСбРА = (ИВАС+ ДАВС-+ 
+иВСА) + (ИРАС+ ОСА ЕСА} = 
—180° -+ 180° =360°. 


Правильное решение 
геометрической задачи 
(см. «Квант» № 5) 


1. Построим треугольник А’В’С’ так же, как в 
решении задачи 1, и построим окружность 
с центром С’, радиус которой равен данному 
значению 4. Зта окружность пересекает отрезок 
А’В’ в 0. 1 или 2 точках. Берем одну из 
этих точек №’, строим прямоугольник К”М№М'М”С” 
и переносим его в треугольник АВС. Поскольку 
с самого начала вместо стороны ВС можно 





Рис. 12. 


было взять любую другую сторону, возможно 
любое число решений от 0 до 6. 
2. Если АС<ФАВ, то искомая сумма рас- 
стояний будет наименышей, когда прямая | 
совпадает с прямой АВ. Если АС АВ, то наи- 
меньшее значение достигается для двух пря- 
мых: АСи АВ. 
3. Пусть АС — отрезок касательной к большей 
окружности, заключенный внутри меньшей 
окружности (рис. 12). Тогда 

АС-= 20:0, вт, АМ=-28 ят ф, 
где 9 — зт0 угол АОО., В — редиус 
больней окружности, Если О:О: > В, то АМ — 
искомая прямая; если ОО. А. то АС — 
искомая прямая: если О.О›= В. то обе прямые 
АМ и АС удовлетворяют условию задачн. 
4. Решение верно лишь в том случае, если 
угол А треугольника острый. Если этот угол 


1 
прямой, то длина медианы равна ВС и не за- 


2 
висит от формы треугольника. Если же угол 
А тупой, то решения не существует: длина 


медианы всегда меньше 2 ВС и может быть 
т 
сделана сколь угодно близкой к > ВС 


(когда АВ или АС стремится к нулю). 
5. Полученный результат верен лишь в том 


ан >С. 
Если же этот угол тупой, то наименьший 
радиус имеет окружность, построенная на ВС, 
как на диаметре, и ответом служит прямо- 
угольиый треугольник с гипотенузой ВС 
и данной высотой. Иными словами, если АЯ > 


случае, когда -СА=90°, т. е, 


> 8. то искомый треугольник равнобедрен- 


ный; если же АН < вс, то искомый трсуголь- 
ник прямоугольный © гипотенузой ВС. 

6- 45° или 135°. В решении не рассмотрен 
случай, когда точка пересечения высот расло- 
ложена вне треугольника. 

7. 900 см?’ или 780 см’. В решении не рас- 
смотрен случай, когда угол СВ’А тупой. 


Шахматная страничка 

{см. «Квант» № 3} 
Задание 5 (А. Мандлер, 1929 г.). 1. Ля4! С:э4 
2. Ла! с2 3. Крс5 с1Ф- 4. Л:с1Е и 5. Лаб 
1... СВТ 2. Лю5+ Кр:а4 3. ЛёТ, выигрывая 
слона звиду угрозы мата. 
Заданне 6 (Р. Люнгман, 1945 г.). 1. ЛЬ! Кра7? 
2. Крс7 Краб 3. Креб Краб 4. Кре5 Кра4 
5. Крс4 Краб (5... КраЗ 6. ЛЬЗ-- Кра? 7. Крс3 
Кеб 8. ЛЬ2-{- Кра] 9. Крс2 с быстрым матом) 
6. Л65-+- Краб 7. Л:15 КрЬ7 8. ЛЕб е3 9. Кра3 
Крс7 10. Льб К{7 11. ЛЬ7, забирая коня. 


64 


Куаптсесте.ги 


ТЕ 


Главный редактор — 
академик Ю. А. Осипьян 


Первый заместитель главного редактора — 
энадемик А. Н. Колмогоров 


Заместители главного редактора: 
В. Н. Борови:ики, А. А. Варламов, 
В. А. Лешковцев, Ю. П. Соловьев 


Редакциояная коллегия: 

А. А. Абрикосов, М. И. Башмаков, 

В. Е. Белонучкин, В. Г. Болтянский, 

А. А. Боровой, Ю. М. Брук, В. В. Вавилов, 

Н. Б. Васильев, С. М. Воронин, Б. В. Гнеденко, 
В. Л. Гутенмахер, Н. П. Долбилин, 

В. Н. Дубровский, А. Н. Земляков, 

А. Р. Зильберман, С. М. Козел, С. С. Кротов, 
Л. Д. Кудрявцев, А. А. Леонович, 

С. П. Новиков, М. К... Потапов, 

В. Г. Разумовский, Н. А. Родина, Н. Х. Розов, 
А. П. Савин, Я. А. Смородинский, 

А. Б. Сосинский, В. М. Уроев. В. А. Фабрикант 


Редакционный совет: 

М. Балдин, С. Т. Беляев, Б. Б. Буховцев, 
П. Велихов, И. Я. Верченко, 

В. Воздвиженский, Г. В. Дорофеев, 

. А. Ермолаева, А. Ц. Ершов. Ю. Б. Иванов, 
А. Кириллин, Г. Л. Коткин, Р. Н. Кузьмии, 
А. Логунов, В. В. Можаев, В. А. Орлов, 

. А. Патрикеева, Р. 3. Сэгдеев, С. Л. Соболев, 
А. Л. Стасенко, И. К. Сурин, Е. Л. Сурков, 

Л. Д. Фаддеев, В. В. Фирсов, Г. Н. Яковлев 


шыин р 


Номер подаотовили: 
А. Н. Вилеккнн, А. А. Егоров, И. Н. Клумова, Т. С. Петрова, 
А. В. Сосинскиый, В. А. Тихомирова 


Номер оформили: 

Ю. А. Ващенко, М. Б. Дубах, С. А. Жигалкнын, С. В. Иванов, 
Д. А. Крымов, Н. С. Кузьмина. 3. В. Назаров, 

А. М. Пономарева, Е. К. Тенчурниа, Л. А, Титанов, 

П. И. Чернуский, В. В. Юдик 


Фото представил А. Н. Внленкии 


Заведующая редакцией Л. В. Чернова 

Редсктор отдела художественного оформления С. В. Иваном 
Художественный редактор Т. М. Макарова 

Корречтор О. М. Верезнна 


Сдано в набор 16.04.87. Полписаио к печатн 27.05.87. 
Т-12138. Бумага 70% 108/16. Печать офсотная. 

Усл. кр.-от. 23.8. Усл. печ. п. 5,8. Уч, -изд. л. 7,9. 
Тираж 208 355 экз. Цеяа 40 коп. Заказ 1012. 


Ордена Трудового Красного Змаменн 
Чеховский полнграфический комбинат 
ВО «Союзполиграфгром» 
Государственного комитета СССР 

по делам издательств, полиграфии 

и книжной торговли 

142300 г. Чеков Московской области 


103006 Москва К-6, ул. Горъкото, 32/1. «Клаать, 


тол. 250-33-54 
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Консультнрует — экс-чем- 
пион мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техниче- 
ских наук Е. Я. Гик. 


ЧЕМПИОНАТ 
МИКРОКОМПЬЮТЕРОВ 


В прошлом номере рассказы- 
валось о пятом чемпионате 
мира по шахматам среди 
больших ЭВМ. Шестое первен- 
ство микрокомиьютеров так- 
же разыгрывалось по швей- 
царской системе: 14 машин 
разыграли «корону» в семь 
туров. Третий раз подряд по- 
бедил «Мефистоь, набравший 
6 очков. На сей раз чемпи- 
онат, можно сказать, носил 
лично-командный характер. В 
спор вступили три «Мефи- 
сто» (ФРГ), три «Фиделити» 
(США) — победитель первых 
трех чемпионатов, три +Ре- 
ком» (Голландия), три «Ци- 
рус» (Англия) и по одной 
«Шахматный монстр» (США) 
и «Кемпелен Атари» (Венг- 
рия). Представители одной 
фирмы не встречались между 
собой. В командном первенст- 
ве, как и в личном, победили 
«Мефисто» (первое, третье и 
лятое места). 

Какие машины играют 
сильнее — болышие или ма- 
ленькие? Универсальные 
компьютеры, способные ре- 
шать самые разнообразные 
задачи, превосходят своих 
микросоперников объемом па- 
мяти и быстродействием. 
Шахматные микрокомльюте- 
ры являются специализиро- 
ванными — их аппаратные 
средства предназначены сле- 
циально для игры в шахматы, 
в ничего другого эти машины 
делать ие умеют. Однако в 
последнее время к болыдим 
машинам подключаются до- 
полиительные  микропроцес- 
соры и аппаратные модули, 
реализующие определенные 
шахматные фуикции, а пара- 
метры малых ЭВМ улучшают- 
ся за счет использования бо- 
лее совершенных микросхем. 
В результате раэница в классе 
игры машин умеиышается, и 
микрокомльютеры на равных 
сражаются с более мощными 
ЭВМ. В пятом чемпионате 
мира среди зуниверсаловь 
играли нх маленькие коллеги, 


причем микрочемпион «Ме 
фистоь отстал от суперчем- 
пиона +Крэй блитц»ь всего 
на очко. 

Приведем несколько пар- 
тий микрокомпьютеров в по- 
следнем чемпионате мира. 


«Фиделитие — «Мефисто» 

Защита Алехина 

1. е4 КГ6 2. е5 КЗ 3. Ксз 
К:с3 4. 4с 96 5. К! Ксб 
6. СГ4 (обычное продолжение 
6. С55) 6...Фа7!? Дебютный 
сюрприз компьютера! Теория 
рассматривает 6...56. 6...Се4 
или 6...4е. Черный ферзь 
иамерен выскочить на 15, 
воспрепятствовать этому мож. 
но было путем 7. С83. 7. (5 
аб 8. Са4 55 9. СЗ Ф{5 10. 
Са5 СЬ7 11. #3? Кто же так 
ослабляет большую — диаго- 
наль? Непростительно для 
трехкратного чемпиона мира. 
11...4е 12. К:е5 0—0—0’ 
13. 0—0. После 13. $13 
немедлеино проявлялись по- 
следствия хода #82 — 53: 
13...1:а5! 14. Ф:45 К:е5 15. 
Ф:е5 Ф:е5 16. С:е5 С:В1. 
13...25? Проще 13...еб, видно, 
компьютер счел, что марш 
комевой пешки принесет ему 
больше материальных завое- 
ваний. 14. с4? Да, многовато 
ошибок. Сейчас упорнее было 
14. С:сб (14. $3 Л:45 15. 
Ф:45 иГ 16. $Ф:{7 Ф:е5 17. 
Фе8+- Ка8 18. Ла41 С95) 
14..Л:91 15. Ле:91 С:°6 
16. К:с6 БГ 17. Ла8-- Крь? 
18. Ка5-{- с иадеждой на 
18...КрЬб?? 19. 758+ Кра7? 
20. Ксбх или 19...Кр:а5 
20.84", 19..Креэ 20.7841. 
Правда, после правильного 
18...Кра?! 19.Ксеб-- КрЬб 
20.КаА Ф{6 белые беззащит- 
ны. 

14... 15. КМУ Л:45 16. 
Фь5 БГ 17. Ф:{5 Л:15 18. 
К:В8 СЕТ, и черные выиграли. 


« Мефисто» — «Рекомо 

Форзевый гамбит 

1. с4 еб 2. Кез 45 3. 44 
с5 4. са ед 5. КГЗ Кеб 6. #З 
К{6 7. Ср? Се? 8. 0—0 0—0 
$. С&5 с@ 10. К:94 №6 11. СеЗ 
С&4. Разыграна защита Тар- 
раша, полулярная в мировых 
чемпионатах не только среди 
машин, но и среди людей. 
Напомним, что Каспаров в 
своих претендентских матчах, 
а затем и в первом поединке 
против Карпова продолжал 
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здесь 11..Ле8. Скорее всего, 
создатели «Рекома» не успели 
обновить дебютную библиоте- 
ку компьютера. 12. ФЬЗ Ка5 
13. Фс2 Лс8 14. №3 С97 15. 
Кб (Сс5 16. С:с5 Л:с5 11. 
Ладт №5 18. Фаз Кса 19. 
К:45 К:Ь2 20. К!е7-+ Крь8 
21. Фда Л:45 22. К:45 К:91 
23. Л:41 Себ 24. К:16? После 
многочисленных разменов по- 
зиция сильно упростилась, но, 
продолжая сейчас 24. е4, 
белые сохраняли небольшой 
перевес за счет превосходства 
в центре. 24...Ф:16 25. Ф:а7 
ФЬ2 26. е3 С:а2 27. Фе5 Ле8. 
Уже шансы черных выше бла- 
годаря проходной пешке +Ъ». 
Надежнее было 27...Крв8. 
28. Ссб Леё5?? Не с лучшей 
стороны характеризует «Ре- 
ком», неужели в его про- 
грамме не заложеи метод 
«ФВь? 29. Ла8- Крь7 30. 
Се4-+1 Л:е4. Может быть, 
издалека машина рассматри- 
вала ход 30...56 и оборвала 
вариант, не заметив тихого 
хода 31. 418 с нензбежным 
матом. 31. Ф!5-| #6 32. Ф:е4, 
и черные сдались. 





«Цирус» — «Мефисто» 
В данной партии черными 


играл тот экземпляр «Ме- 
фисто», который занял пятое 
место в чемпионате. Но так- 
тическая зоркость, очевидно, 
у всех представителей фирмы 
одинакова. 

17...Л:441 Несложный, но 
эффектный удар, сразу ставя- 
щий все точки над «1». 
18. Ф:44 СЬ7 19. 13. Не лучше 
и 19. С45 К:95 20. (63 (или 
20. Лас1) 20...Кс3З! и т. д 
19...Сс5 20. ЛЕАЕ С:44+, и 
все кончено. 


Конкурсные задания 

11. Белые: КрНб, Се3, п. 
с2; черные: Кре?, п. а3З. 
Белые начинают и выигры- 
вают. 

12. Белые: Крс8, пп. а2, 
#4; черяые: КрЬб, КВЗ. Бе- 
лые иачинают и выигрывают. 


Срок отправки решений — 
20 августа 1987 г. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс *Квантае, задания 
11, 12%. 


Цена 40 коп. 
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Головоломки, которые вы видите на этой 
обложке, довольно широко распространены в 
нашей стране. Это «башни» с вращающимися 
этомоми, хоторые населены цветными шари- 
ками или изогнутыми пласгинками. Одна из 
«квартир» либо свободна с самого начала, как 
8 ефонарике» или в «вариконе», где эта 
пустая «квортира» одна на весь «чердак», либо, 
как в «вавилонской башне», освобождается 
утапливанием одного шарика (можно угопить 
любой из двух противопозожных шариков 
нижнего этажа, но ме оба сразу). Пустое места 





Фонарик 


не будем касаться алгоритма решения голово- 
ломок, но предложим читателям несколько 
более сложных вопросов. 

1) Любую ли расцветку (комбинацию 
цветов) можно получить? Отвег во всех трех 
случаях положительный. Впрочем, если бы ша- 
рики евврикона» была все разкыми, хак в 
«вавилонской башне», то достижима была бы 
только половина возможных расцветок. Это 
связано с числом «подъездов» — ц «варикокаь 
их 5, у «башни» — 6. Попробуйте это объ- 
яснить. 

2) Будем считать две расцветки разными, 
если их Нельзя совместить вращением голово- 
ломки вокруг вертикальной оси (положение 


Вавилонская башня 
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создает возможность переселений вдоль вер- 
тикальных «подъездовь. Во всех головоломках 
стандартным считается расположение, при ко- 
тором все «жители» каждого «подъезда» 
одного цвета, причем в «вавилонской башнеь 
их надо еще расположить по оттенкам — от 
темных внизу до светлых вверху. Составить 
такое расположение совсем несложно благодаря 
большому числу свизей между еквартирами» — 
из любой из них можно попасть в любую 
«квартиру» на соседних этажах (после соответ- 
ствующего поворота). Поэтому ив этот роз мы 





Варикон 


«чердака» у «чварикона» учитывать не будем). 
Сколько существует разных расцветок? 

3/ За какое наименьшее число ходов вам 
удастся переставить шарики во всех «подъ- 
ездахь «вавилонской башние в обратном поряд- 
ке (темные вверху, свеглые внизу)? Тот же 
вопрос для перестановки ровно двух соседних 
элементов (по горизонтали или по вертикали). 
Нам было бы интересно познакомиться с ваши- 
ми решениямль. 

4) Головоломку-башню можно усложнить, 
если провести вдоль нее вертикальную черту и 
требовать, чтобы после преобразований все ве 
кусочки соединились. Ответьте на вопрос 1 
для этого случая. 
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ти билланее Они сес“ За Ди СВез . 
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На первой странице обложки 
воспроизведена одна из лунных карт 
выдающегося польского астронома 
Яна Гевелия. опубликованных в его 
знаменитом труде «Селенография» 
в 1647 году. Рассказ о Гевелии вы 
найдете в разделе «Наша обложка». 
На второй странице обложки представлен фрагмент совре- 
менной карты Луны, составленной Государственным астро- 
номическим институтом им. П. К. Штернберга и Топогеоде- 
зичесной службой СССР. 





ЖЖ Иэдлтельство +Наука». Главная редакция физико эатематической литературы. «Нпант», 1987. 
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АРИФМЕТИКА 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 


КРИВЫХ 


Кандидат физико-математических наук 
Ю. ПН. СОЛОВЬЕВ 


Античная математика оставила в на- 
следство несколько великих сочине- 
ний. Одно из них — +‹Арифметика» 
Циофаита Александрийского. Удиви- 
тельна судьба этой книги. Написан- 
ная в ПЦ] веке н. э., она исчезла более 
чем на тысячелетие и считалась ут- 
раченной. Лишь в 1464 г. немецкий 
ученый Региомонтан случайно обна- 
ружил 6 из 13 книг «Арифметики». 
В первый раз она была напечатана 
в латинском переводе в 1575 г. После 
ее издания 1621 г., подготовленного 
Бащше де Мезириаком, она стала на- 
стольной книгой многих математиков, 
например, П. Ферма (1601—1665) и 
Р. Декарта (1596—1650). 

За тысячелетие книга совсем не ус- 
тарела — она сильно опережала уро- 
‘вень лучших алгебраических иссле- 
дований ХУ] века. Посудите сами: в 
отличие от европейских алгебраистов 
этого времени, Диофант свободно опе- 
рировал отрицательными и ‘рацио- 
нальными числами, владел буквенной ‚ 
нотацией для уравнений, а самое 
главное — умел находить решение в 
целых и рациональных числах линей- 
яых, квадратных, кубических уравне- 
ний и систем с двумя и более неиз- 
вестными с целыми коэффициентами. 
Решение таких уравнений — они те- 
перь называются диофантовыми — с 







= 


тех пор находится в центре внимания 
математиков. 

О решении некоторых диофантовых 
уравнений — по-моему, самых краси- 
вых я и собираюсь рассказать 
вам. Для этого придется не только 
бросить пристальный взгляд на сочи- 
нения великого Диофанта, но и кос- 
нуться самых последних событий со- 
временной математической жизни. 


Метод секущих Диофанта 
Проиллюстрируем этот метод на кон- 
кретном примере — частном случае 
одного из тех, которые Диофант 
разбирает в своей «Арифметике». 
Пусть дано уравнение 

2 —у?—=1 (1) 
и требуется найти все его рацио- 
нальные решения, т. е. найти все пары 


(х; у)= (-;-#=), а, 6. с. АЕ 7, 


обращающие уравнение (1) в число- 
вое тождество. 

Уравнение (1), как и любое уравне- 
ние от переменных х, у, можно рас- 
сматривать как кривую на плоскости 
Оху. В данном случае это гипербола 
(рис. 1). Сразу бросается в глаза 
решение (1; 0) — точка пересечения Р 
кривой с осью Ох. Проведем через 
эту точку секущую 
и найдем ее вторую точку пересе- 
чения с кривой (1). Для этого под- 
ставим выражение (2) для и в уравне- 
ние (1} и решим получившееся квад- 
ратное уравнение относительно х. 


Получим Пе 


1—^* 
Корень х,=1 нам и так известен (он 
относится к точке (1; 0)), а второй 
корень х.=(Е’- 1)/(Е`—1) дает нам 
искомую вторую точку 


(х2; у.) = а ). 


Хх. 2— 


(3) 


Для любого рационального 
Е (Е-Е +1 эта формула определяет 
точку на нашей кривой, а значит и 
рациональное решение данного урав- 
нения. (При Ё—= 1 секущая пересе- 
кает кривую только в точке Р (см. 
рис. 1).) Обратно, для любого рацио- 
нального решения, т. е. рациональной 
точки М на кривой, секущая РМ за- 
дается уравнением (2) с рацио- 
нальным # (ибо тогда катеты пря- 
моугольного треугольника РМЯ раци- 
ональны). 

Таким образом, формула (3) при 
всевозможных рациональных Е +1 
дает все решения в рациональных 
числах уравнения (1). 

Сам Диофант, конечно, не вводил в 
рассмотрение систему координат Оху, 
не рассматривал кривую данного 
уравнения — метод координат поя- 
вилея лишь в работах Декарта в ХУН 
веке. Диофант делал подстановку (1) 
чисто алгебраически и получил — ра- 
зумеется, в другой записи — форму- 
лу (3). Более того, он понимал, что 
продемонстрированный метод с успе- 
хом применим не только к много- 
члену х*'— и—1, но и вообще к много- 
члену второй степени от двух перемен- 
ных общего вида: 


р(х, у)= ах’ ьху-су’-рах-еу-Г, 
где а, 6, ..., [| целые (или рациональ- 
ные) числа, при условии, что у много- 
члена удалось найти хотя бы один 
рациональный корень. 

Не на всякой кривой второй степе- 
ни имеются рациональные точки; на- 
пример, их нет на окружности > 
+ у?=3 или на эллипее х*-- 82у'=3 +). 
Задача о существовании хотя бы од- 
ной рациональной точки на кривой 
второй степени оказалась очень труд- 
ной. Первые нетривиальные продви- 
жения в ее решении получили индий- 
ские математики Брахмагупта (УП 
век) и Бхаскара (ХИ век}, а оконча- 
тельный‘ ответ был найден лишь в 
1768 г. французским математиком 
Ж.-Л. Лагранжем (1736—1813). 

Диофант не ограничился уравнени- 
ями второй степени. Он с успехом 


*) Рациональные точки (а/ь; р/с) имеютея, од: 
нако, иа окружности х’--у’=1Т. Для таких точек 


тройка целых чисел (8.6.с} называется вифаго-` 


ровой — она удовлетворяет соотношению а = 
—с*. Все пифагоровы тройкн могут быть найдены 
методом секущих (‹Кванть. 1987, № 1, с. 12), а 
также другими присмамн (см. статью А. А. Панова 
в этом номере). 


1* 
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у(б-у)=х3-х 


у=(х+Л) 


Рис. 2. 


берется и за третью степень, демон- 
стрируя общий прием в одной кон- 
кретной задаче. Это 


Одна задача 
«Арифметики» Диофанта. 
Касательная 


В этой задаче требуется найти раци- 
ональное решение уравнения 
у6—у)=х‘—х. (4) 
Короткое решение, содержащее в за- 
родыше замечательную идею, Дио- 
фант излагает с незаурядным мастер- 
ством. Попробуем, пишет оц, замену 
х=2у—1 (разумеется, его обозначе- 
ния совсем другие). Тогда получим 


бу—бу`—=8у`—12у?-4у. 
Если бы 6 равнялось 4, как хорошо бы 


‚ сократились члены сув первой сте- 


пени! Но число 4 взялось из двойки в 
замене х=2у—\1. Так, заменим его 
тройкой, т. е. возьмем х=3Зу—1. Тогда 
линейные члены сокращаются, и мы 
находим 
у’(9у—7)=0, (5) 
откуда у=7/9 и х=16/9. Получено 
рациональное решение (16/9; 7/9) ку- 
бического уравнения (4). ы 
На первый взгляд здесь нет ничего 
особенного — просто удачная замена 


‚х=Зу—1 позволила найти решение. 


В чем же «глубокая идея»? Чтобы 
ответить на этот вопрос, вновь вос- 
пользуемся методом координат и по- 
строим график кривой (4) — см. рис. 
2*). На этом рисунке красным пока- 
зана прямая х— Зу-- 1=0. Она касает- 
ся нашей кривой в точке Р(—1; 0) 
(действительно, уравнение (5) имеет, 
кроме корня {—Т7/ 9, еще и «два слив- 
шихся корня» у’—0). 

Но этому ыы можно было бы пойти 
дальше: через полученвую рацио- 





*) О том, как строить графики подобных кри- 
вых, мы подробно расскажем ниже. 


и. 





Рис. 3. 





Рис. 4. 


нальную точку (16/9; 7/9) построить 
еще одну касательную к кривой (4) 
до пересечения с ней в третьей раци- 
ональной точке и т. д. Но Диофант 
не сделал этого шага. И потребова- 
лось более 1500 лет, прежде чем 
математики сумели до конца восполь- 
зоваться идеями Диофанта. 


Кривые третьей степени 


Оставаясь верными геометрическому 
подходу, рассмотренному выше, мы 
сосредоточим наше внимание не на ре- 
шении уравнений третьей степени, а 
на следующем эквивалентном вопро- 
се: каковы рациональные точки кри- 
вой на плоскости, задаваемой урав- 
нением третьей степени 

Кх, уд=ах + ьх?у-+...ЕВх-Нии--=0 
с целочисленными коэффициентами? 

Все такие кривые можно разбить 
на два больших класса. К перво- 
му классу отнесем те кривые, у кото- 
рых имеются точки заострения (как 
точка (0; 0) кривой у?’=х*), самопере- 





у=Р(х)= 
=хз-+ах?+Ьх+с 


Рис. 5. 
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сечения (рис. 3), а также кривые, для 
которых /(х, у) представляется в виде 


Их, у)= 1х, у)- Гх. у), 

где 7(х, у), {2х,у) — многочлены 
меныших степеней (рис. 4). Назовем 
такие кривые вырожденными. Второй 
класс образуют невырожденные кри- 
вые третьей степени с целочисленны- 
ми коэффициентами — такие кривые 
называются эллиптическими. Именно 
этот (наиболее общий) класс и будет 
нас интересовать. Мы будем рассмат- 
ривать эллиптические кривые, задан- 
ные в так называемой канонической 
форме, т. е. уравнением 


= хЗах?-рьх-с (6) 
с целыми коэффициентами а, би с, в 
котором многочлен Р(х)=х’'--ах’-+ 
--6х-с не имеет кратных корней. 
Это не нарушает общностн: любую неособую 
кривую /(х, и)=0 третьей стелени можно неко- 
торым преобразоваимем привести к виду (6); 
при этом, если козффициенты Их. у) были це- 
лыми, задачу отыскания рацнональных точек 
на кривой Дх, иу)=0 можно свести к анало- 
гичной задаче для кривой (6) с целыми 
а. бис. 


Графическое изображение 
эллиптических кривых 

Прежде всего выясним, как выглядит 
кривая (6). Чтобы получить ее гра- 
фическое изображение, нужно нарисо- 
вать график функции у— 
= х-рахЬх--с и симметрично от- 
разить его на оси Ох. Для построения 
графика у=-/х’-+ах’-Ьх--с постро- 
им вначале график функции у—= 
—=х3-ах'-- Ьх-с. Известно, что у мно- 
гочлена третьей степени (без кратных 
корней) могут быть либо один, либо 
три вещественных корня. По предпо- 
ложению все эти корни различны. 
Поэтому график у=х’-ахчьх-с 
выглядит так, как показано на ри- 
сунке 5, аи 6. А теперь уже не- 
трудно получить график функции 


у—=ИхЗах ых с 






у=Р(х)= 
СР ах? -Ьх+с 


(рис. 6, а) и, тем самым, вид эл- 
липтической кривой иу’=х'’ ах 
-ых-Ес (рис. 6, 6) для случая кривой 
5, а. Случай кривой 5, б мы оставляем 
читателю; результирующая кривая со- 
стоит из двух кусков (см. рис. 9). 


Отметим следующее обетоятельство. Графн- 
ки функций у=л!Р(х) и у= — УР(х) «скле- 
иваются» в точках хр» Ха, Хз «гладко», т. е. 
без углов. Это пронсходит потому, что каса- 
тельная к графику у=оуР(х) в точках хь 
Хх» хз вертикальная; другими словами, ее уг- 
ловой коэффициент обращается в бесконеч- 
ность. Это легко доказать подсчетом произ- 
водной функции И=\/Р(х) . 





Сложение точек 
на эллиптической кривой 


Метод секущих, примененный к эл- 
липтической кривой С, приводит к не- 
ожиданному результату: оказывает- 
ся, точки на ней можно «склады- 
вать». Мы определим операцию сло- 
жения точек на С, отправляясь от 
ее графического изображения (см. 
рисунок 7). Возьмем на С две 
точки Р и @ и л проведем через 
них прямую. Эта прямая имеет третью 
точку пересечения с кривой С. Отра- 
зим эту точку от оси Ох и назовем 
получившуюся точку суммой Ри @ 
{обозначение Р-+- О, рис. 7). Не всегда 
прямая, проходящая через две точки, 
пересекает кривую С в третьей — 
например, вертикальная прямая. Да- 
лее мы более подробно рассмотрим 
эту ситуацию. 

Исследуем свойства сложения точек 
на эллиптической кривой. За образец 
примем свойства операции сложения 
чисел. Эта операция коммиутативна, 
т.е. а-ь=Ь-ра, и ассоциативна, т. е. 
(а) се=а-- (6-е). Кроме того, у 
этой операции существует нуль, т. е. 
такое число О, что аРО=а для лю- 
бого а, и, наконец, для каждого 
числа а имеется противоположное 
ему, т. е. такое число (—а), что а-|+ 
+(— а)=0. 

А как обстоит дело на эллипти- 
ческой кривой? Прежде всего, опе- 
рация сложения точек коммутативна. 
В самом деле, для вычисления О-ЕР 
мы используем ту же самую прямую, 
что и для Р-@. Следовательно, 
@-+Р=Р-&. 

Ассоциативность для сложения то- 
чек на эллиптической кривой также 
выполняется, но доказать это не- 
просто. Этот замечательный факт — 
попробуйте его осмыслить геометри- 
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уУ=УуР(х) 





6) 


Рис. 6. 


чески, сделав чертеж — будет дока- 
зан в одном из следующих номеров 
«Кванта». 

Займемся теперь существованием 
нуля. Нуль — это такая точка Е 
на кривой, что Р--Е=Р. Какее найти? 
Посмотрим на рисунок 8. Пусть 
на кривой дана точка Р. Мы хотим 
найти что-то такое, что если провести 
прямую через Р и это «что-то такое», 
пересечь получившуюся прямую с 
кривой, а потом отразить точку пере- 
сечения от оси Ох, то зновь пояу- 
чится Р. Обозначим через В точку, 
симметричную Р относительно оси Ох. 
Из сказанного вытекает, что прямая 
должна проходить через точки Ри В, 
т. е. должна быть вертикальной. Сле- 
довательно, если имеется точка Ё, 
для которой Р-+|-Е=Р, то эта точка не 
может находиться в плоскости, по- 
скольку она должна лежать и на 
кривой и на вертикальной прямой. 

Раз точки Ё в плоскости нет, а она 
нам очень нужна, то мы добавим ее 





Рис. 7. 


Ве 


Рис. 8. 


к плоскости и назовем бесконечно 
удаленной точкой. Каким требовани- 
ям она должна удовлетворять? Любая 
вертикальная прямая стремится к бес- 
конечности сверху и снизу. Потре- 
буем, чтобы все эти бесконечности 
были одной и той же точкой Ё, т. е. 
будем считать, что ЕЁ есть точка пере- 
сечения всех вертикалей. Это требова- 
ние корректно опрёделяет точку Е — 
нулевую точку относительно нашей 
операции сложения. В силу нашего 
соглашения вертикальная прямая, 
проходящая через точку Р, проходит 
через Р и Е. Поэтому точка В 
пересечения этой прямой с эллипти- 
ческой кривой удовлетворяет соотно- 
1ению Р-+-В-=Е, т. е. является про- 
тивоположной к Р. А с другой сто- 
роны, В — это точка, симметричная 
к Р относительно оси Ох. Значит, 
любая точка Р имеет противополож- 
ную — Р=В. Тем самым мы убеди- 
лись, что сложение точек на эллип- 
тической кривой обладает теми же 
свойствами, что и сложение чисел. 

Как вычислить точку Р--Р? Когда 
точки были различны, мы проводили 
секущую. Раз они слились, понятно, 
что нужно провести касательную 
{рис. 9). 

А что делать, чтобы найти 3Р? 
Очень просто, берем сумму 2Р и Р. 
Подобно этому 4Р==ЗР-ЕР, 5Р=4Р--Р 
И 


Поиск рациональных точек 
Вооружившись операцией сложения, 
займемся теперь рациональными точ- 
ками. Пусть Р=(хи, и!), 9= (хо, у?) — 
две рациональные точки на эллип- 
тической кривой у’=х‘ ах’ Вх, 
где а, 6, с — целые числа, и прямая, 
проходящая через Р и ©, пересекает 
эту кривую еще в одной точке 
В=(хз; из). Тогда В также является 
рациональной точкой. 


Доказывается это утверждение довольно 
просто. Если 
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Рис. 9. 
у=йх+а (7) 
— уравнение прямой, проходящей через точкн 


Р и ©@, то Е и 4 — рациональные чнела, 
поскольку их можио выразить через коорди- 


наты (хзу;,) им (х: 42) точек Ри @ по 
формулам 
ИЕ а. аыувд = Хи2—Х2й - 
х,—Х? х,—хз 


Подставив (7) в уравнение эллиптической кри- 
вой, получим для х уравненне третьей степени 
с рацнональными коэффициентами 


(Ех--а)? = х°-Рах? 4 Ьх-Ее, 
т. е. 
234 (а—*) хх (6 Эках-е—а?=0. 
По теореме Виета 
жк ха. 
Так как х, и х. рацнональны, то рацио- 
нальным будет х., а значит, и у=Ах, А. 


Из этого доказательства сразу же 
следует формула для вычисления 
координат точки Р--@. По определе- 
нию Р-РО получается из А отраже- 
нием от оси Ох, значит, координаты 
(и; о) точки Р-Р @ могут быть найдены 
по формулам 


и=—а—х—хь, 
= ви а=- [Рим )-Ки|. 
Подставив сюда значения #й и а, по- 
лучим 
О Ди. 
Е) (их, --х>), 


(8) 


#— 
о (хи) фи 
т к. ( ‚—Шр— и 
Ясно, что если х=х.›, эти формулы 
не имеют смысла. В этом случае 
уравнение секущей (7) нужно заме- 
нить уравнением касательной и дейст- 
вовать по прежней схеме. В резуль- 
тате получим 
32-42 ь 
и= -— 2 аы— ( я? №, 
У: 
Зх!--2ах1--Ь 
= ВИНЕ (и—х,). 
Га 
Таким образом, зная хотя бы одну 
рациональную точку Р на эллиптиче- 
ской кривой, мы можем найти по 
указанным формулам точки 2Р, ЗР и 
т. д. Рассмотрим пример. Пусть кри- 


(9) 


вая задана уравнением у?=х`—2 и 


р —( 129. _ 383 
Р==(3; 5). Тогда 2Р= оо} 1600 
новая рациональная точка. Теперь 


можно вычислить ЗР, 4Р ит. д. Заме- 
тим, что объем вычислений с каждым 
шагом стремительно растет. Если обо- 
значить через и, первую координату 
точки ПР, то 


и. —3. в 129 у_ 164328 
Я 2 100 3 299 * 
__ 2340922881 _ 307326105747363 


14— 58675600 ’ “5 160280942564521 * 
Далее еще быстрее. Например, у ип 
в числителе 71 знак. 

В настоящее время неизвестно ни- 
какой общей процедуры для нахож- 
дения всех рациональных решений 
уравнения у=х ах" Ьх-|с. В разоб- 
ранном примере у’=х'—2 одно реше- 
ние (3:5) мы просто подобрали; в 
общем же случае наизвестно никако- 
го метода, который позволил бы найти 
это первое решение. Нахождение ра- 
ционального решения эллиптического 
уравнения с помощью эффективной 
процедуры является одной из круп- 
нейших проблем теории чисел. Одна- 
ко, если одно решение есть, можно 
найти другие по формулам (8) и (9). 


Порядок точек 

на эллиптической кривой 

При получении точек пР из данной 
точки Р возможны два случая. 
В первом случае на шаге п получает- 
ся нуль, т. е. существует такое число 
п, что ПРЕ. Если для всех т<п 
тР-2Е, то говорят, что точка Р имеет 
конечный порядок п. Например, на 
кривой у*—=х3--4 точка Р=(0; 2) име- 
ет порядок 3, на кривой у’= 
—=х`+41 точка Р=(2; 3) имеет по- 
рядок 6, на кривой у'=х`—43х--166 
точка Р=(3; 8) имеет порядок 7. Мож- 
но поставить вопрос: сколько сущесет- 
вует рациональных точек конечного 
порядка и каковы эти порядки? 

В 1976 году американский матема- 
тик Б. Мазур получил выдающийся 
результат, показав, что если Р — ра- 
циональная точка порядка п, то п 10 
или п=12; с другой стороны, на э/л- 
липтической кривой существует самое 
большее 16 рациональных точек ко- 
нечного порядка. 

Второй случай — это когда все 
точки 2Р, ЗР, 4Р ит. д. различ- 
ны. В 1901 году французский мате- 
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матик А. Пуанкаре (1854—1912) 
высказал гипотезу о том, что всегда 
можно найти такое конечное число 
рациональных точек Р.,....Р, что 
всякая рациональная точка Р выра- 
жается через них, т. е. представ- 
ляется в виде 


Р=п.Р,-+...+п,Р,-{®, 
где п, .., п, — целые числа. одно- 
значно определяемые точкой Ра — 
точка конечного порядка. Сами же 
точки Р., .... Р, не выражаются друг 
через друга. Число г называется ран- 
гом кривой. 

Гипотезу Пуанкаре в 1922 году до- 
казал англичанин Л. Морделл, но его 
доказательство не дает никакого спо- 
соба для вычисления ранга. До сих 
пор неясно, существуют ли эллипти- 
ческие кривые сколь угодно большо- 
го ранга. Известно лишь, что ранг 
оценивается через коэффициенты а, 5, 
с уравнения у’=х*-+-ах’--Ьх-Ес, поэ- 
тому кривые большого ранга должны 
иметь большие коэффициенты. Напри- 
мер, к числу кривых ранга г>8 отно- 
сится недавно найденная кривая, у 
которой 

а= —3?. 1487. 1873, 

Ь—2°. 3?. 5. 151. 14551. 83353, 

с=23. 3*. 52. 1. 1502. 193. 273. 156307. 


Заключение: кривые 

произвольных степений 

Мы здесь ограничились кривыми (а 
значит, диофантовыми уравнениями) 
степеней 2 и 3. А как обстоит дело 
со степенями п>4? В этом случае 
тоже естественно выделить класс 
«невырожденных» кривых степени п 
(типичный представитель — кривая 
х"{у’'=1). При п>3 картина рази- 
тельно меняется. Еще в 1931 году анг- 
лийский математик Л. Морделл выд- 
винул гипотезу — на таких кривых 
число рациональных точек всегда ко- 
нечно. Гипотеза Морделла более полу- 
века была в центре внимания веду- 
щих математиков всего мира. Сущест- 
венный вклад в ее решение внесли 
советские математики И. Р. Шафаре- 
вич, Ю. И. Манин, С. Ю. Аракелов, 
А. Н. Паршин, Ю. Г. Зархин, но честь 
ее решения в 1983 г. выпала молодому 
ученому из ФРГ Герду Фальтингсу. 
За это в 1986 г. на Конгрессе ма- 
тематиков в Беркли (США) он был 
награжден медалью Филдса — выс- 
шей наградой для математиков. 
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ГЕНЕА ЛОГИЧЕСКИЕ 


ДЕРЕВЬЯ 


А. А. ПАНОВ 


В этой статье пойдет речь о матема- 
тической классике — алгоритме Евк- 
лида и пифагоровых тройках. Алго- 
ритм Евклида описан в евклидовых 
«Началахь (около 300 г. до н. э.) 
и наверняка был известен задолго до 
этого. История пифагоровых троек 
прослеживается еще дальше. Заме- 
чательным памятником человеческой 
культуры является древневавилон- 
ская глиняная табличка, содержащая 
пятнадцать пифагоровых троек. Она 
датируется 1700 годом до н. э. 

Мы здесь попытаемся стряхнуть 
пыль с этих древних понятий, пого- 
ворить о них на наглядном «языке 
деревьев». Этот язык оказывается по- 
лезным при решении некоторых урав- 
нений и укажет, какая связь сущест- 
вует между алгоритмом Евклида и ме- 
тодом построения пифагоровых троек, 
недавно предложенным английским 
математиком А. Холлом. 


Алгоритм Евклида 

Алгоритм Евклида служит для на- 
хождения наибольшего общего дели- 
теля (НОД) двух натуральных чисел. 


Пусть (т, п) — пара положи- 
тельных целых чисел: 

1) если т=л, то число 4=т=п 
и есть наибольший общий делитель 
исходной пары чисел, если т-Ап, 


то перейти к 2); 

2) большее число заменить на его 
разность с менышим и перейти к 
1). 


Возможно, вы больше привыкли к 
следующему варианту шага 2: 


2") большее число заменить на его 


остаток от деления на меньшее и 
перейти к 1 





но это дело вкуса. 


Задача 0. Докажите, что оба алгоритма 
1), 2) и 1), 2’) приводят к одному и тому же 
результату. 

Указание. Вспомните, что деленне — это 
многократное вычитание. 
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Во всяком случае, сам Евклид го- 
ворит о своем алгоритме как о «посто- 
янном отнятии меньшего от большего» 
(«Начала», Книга 7, Предложение 1, 
перевод Д. Д. Мордухай-Болтовского). 
Именно этот алгоритм, основанный на 
многократном вычитании, и будет 
объектом нашего исследования. 

Продемонстрируем работу алго- 
ритма на конкретном примере. Пусть 
(т, п)= (20, 12). Тогда, записывая дей- 
ствия алгоритма справа налево, полу- 
чим следующую цепочку: 


(4, 4) (8, 4) -- (8, 12)- (20, 12). 
Значит, НОД (20, 12)=4. Проделав 


то же самое для пары (5, 3), получим 
цепочку 
(1, 1)- (2, 1)- (2, 3)-- (5, 3). 

Ясно, что каждое число во второй 
цепочке получается из соответствую- 
щего числа в первой цепочке деле- 
нием на 4. 

Разобравшись с этим примером, 
ответьте на следующий вопрос. 

Задача 1. Пусть 4=НОД (М, М). Поло- 
жим т-=—М/а, п= М/4. Чему равен НОД (т. п) 


и в чем сходство между действием алго- 
рнтма Езклнда на пару (М, №) и на пару 


(т. л)? 

В дальнейшем мы ограничимся 
только парами (т, п), для которых 
НОД (т, п)=1. Такие пары будем на- 
зывать простыми парами. 
Генеалогия простых пар 
Рассмотрим еще один пример. Приме- 
ним алгоритм Евклида к простой 
паре (3, 4): 

(1, 1)- (2, 1) - (3, 1) -- (3, 4). 
Эта цепочка имеет общую часть с 
цепочкой для пары (5, 3), и потому 
их можно объединить: 


к (3, 1) (3, 4) 


^ (2, 3) --С, 3) 
Можно добавить еще одну простую 
пару (3, 2), и картинка усложнится: 
„43, 1) (3, 4) 


(1, 1) -(2, 1) 


(2, 1) 
и“ х (2, 3)- (5, 3) 
(1, 2)-- (3, 2) 
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Создается впечатление, что должна 
существовать общая картина, объеди- 
няющая все простые пары. Чтобы 
выяснить ее строение, можно было бы 
добавить еще несколько простых пар. 
Так или иначе, в какой-то момент 
времени нам должен прийти в голову 
правильный вопрос: пусть имеется 
простая пара (т, п); от каких пар к 
ней могут идти стрелки? 

Задача 2. Докажите, что если от пары 
(М, №) в алгоритме Евклида идет стрелка 


к паре (т, пл), то либо М=т-л, №=л. либо 
М=т, М=т- п. 


Эта задача подсказывает, что нужно 
ввести два преобразования # и &., 
переводящих пару (т, п) в лары 

в (т. п)= (тп, п), 
(т, п)= (т, тп). (1). 

Теперь мы можем двигаться в об- 
ратном порядке. Начнем с пары (1, 1) 
и применим к ней оба преобразо- 
вания 6, и $5 (Ё, действует по стрелке, 
идущей вверх, #› — по стрелке, иду- 
щей вниз). Получим две новые па- 
ры — {2, Пи(1, 2). К каждой из них 
снова применим & и Ё. ит. д. 

Каждая пара здесь порождает две 
новые пары, и этот процесс продол- 
жается вправо до бесконечности. Как 
и следовало ожидать, рисунок 1 содер- 
жит в качестве фрагментов все пре- 
дыдущие картинки, только стрелки 
здесь обращены в другую сторону. 





Рис. 1. 


Задача 3. Докажите, что любая пара 
(т, п) на рисунке 1 простая. 

Задача 4. Докажите, что каждая простая 
пара ое на рисунке 1 и притом толь- 
ко один раз. 


После этих задач то, что изображено 
на рисунке 1, естественно назвать ге- 
неалогическим деревом простых пар. 


Задача 5. Пусть пара (т, п) лежит на 


хекеалогическом дереве ив рисунке \. Сузме- 
ствует единственный путь. соединяющий ее с 
начальной парой (1, 1). Покажите, что движе- 
ние по этому пути против стрелок соответ- 
ствует применению к паре (7.л)} алгоритма 
Евклида. 
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Итак, генеалогическое дерево на 
рисунке 1 содержит все простые пары. 
Применение алгоритма Евклида к па- 
ре (т, п) эквивалентно движению по 
дереву против стрелок. 


Уравнение ХУ— 2? 
Изменим теперь тему разговора и по- 
пытаемся найти все целочисленные 
решения (Х, Х, 7) уравнения 
ХУ=2?. (2) 
Ограничимся лишь положительными 
Х, У. #7. Пример: Х—=3, У=12, 
2=6. 

Казалось бы, 0 чем говорить? 
Для заданного Й отыскание решений 
уравнения сводится к разложению 
числа /’ на два сомножихеля, и 
для каждого Я можно даже подсчи- 
тать число решений. 


З адача, 6. Зафиксируем & и пусть 


2=р!'рг..р! — разложение Ё на простые 


сомножители. Докажите, что число решений 
уравнения (2) равно (2«,--1)(2а>-Е1)...(2а,-1). 

Однако я хочу предложить другую 
точку зрения. 

Задача Т. Пусть (Х. У. А) — решение 
уравнения (2); докажите. что при 4-0 тройка 
(АХ, ЧУ. ай) — тоже решение. Пусть (Х, У, 7) — 
решение уравнения (2) и НОД (Х. У)—=4: дока- 
жите, что (Х /а, У/а4. 2/а) тоже решение уравне- 
ния (2) и при этом НОД (Хуа. У/а)=1. 

Таким образом, при отыскании всех 
решений (Х, У, 7) уравнения (2) мы 
можем ограничиться только теми, для 
которых НОД (Х, У)=1; будем назы- 
зать их примитивными. Все осталь- 
ные получаются из примитивных про- 
стым умножением. 


Задача 8. Пусть (Х.У.2) — примитив- 
ное решение уравнения (2). Докажите, что 
найдется такая простая пара (7. л), что Х= 
—=1', У=-п’, И=тл. 


Теперь ясно, что соотношения 
Х=т?, У=п?, #=тп (3) 
осуществляют взаимно однозначное 
соответствие между простыми парами 
(т, п) и примитивными решениями 
(Х, У, 2) уравнения (2). 

Это значит, что мы в полной мере 
можем воспользоваться нашими пре- 
дыдущими результатами о простых 
парах. Например, используя соотно- 
шения (3), заменим на рисунке 1 
каждую простую пару (т, п) соответ- 
ствующим ей примитивным реше- 
нием (Х, У, 7). Получившееся дере- 
во естественно назвать генеалогиче- 
ским деревом примитивных решений 
уравнения (2). Оно содержит все без 


исключения примитивные решения. 
Можно предложить более прямой и 
удобный путь построения этого де- 
рева. 

Задача 9. Пусть пара (т. п} порождает 
при помощи (3) решение (Х. У, 1). Обозиачим 
решение, порожденное парой #:(т, л)==(т-Ё пуп), 
через ТкХ,У,7) и решение, порожденное 
бт. л)=(т.т-4-лп),— через ТАХ.У. 7). Дока- 
жите, что С 

ТИХ. У.) =(Х-ЕУ-+22, У. У+2), 
Тих. У, й)=(х. Х-У-2АХ +2). 

Все это означает, что генезлоги- 
ческосе дерево на рисунке 2 возни- 
кает непосредственно при помощи пре- 
образований Т; и Т.. Мы исходим из 
очевидного решения (1, 1, 1) и начина- 
ем действовать на него преобразова- 
ниями Т, и Т-. Стрелка, идущая вверх, 
соответствует действию Т., стрелка, 
идущая вниз,— действию Т.. 





Рис. 2. 


Рисунок 2 выглядит весьма привле- 
кательным и позволяет получить яс- 
ное представление об устройстве мно- 
жества всех примитивных решений 
уравнения (2). Но все-таки уравнение 
ХУ=7`, как мы уже говорили, до- 
пускает и более простой подход. Поэ- 
тому перейдем к рассмотрению более 
‘содержательного примера. 


Пифагоровы тройки 
Итак, уравнение 

Хх у?=77. 
Его целочисленные положительные 
решения (Х, У. 2) называются пифаго- 
ровыми тройками. Самый первый при- 
мер пифагоровой тройки — это, ко- 
нечно, тройка (3, 4, 5). Нам бы хоте- 
лось и для этого уравнения построить 
дерево решений — генеалогическое де- 
рево пифагоровых троек, подобное то- 
му, что на рисунке 2. Как это 
сделать? Если следовать тому, что 
было сделано для уравнения ХУ-=7?, 
то необходимо: 
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(Т) среди всех пифагоровых троек 
выделить примитивные; 

(ТТ) для примитивных пифагоровых 
троек (Я, У, 2) выписать подходящие 
соотношения Х=Х(т;п), У=У(т. п), 
7=#(т, п) наподобие соотношений 
(3); Е 

(ГТГ) построить генеалогическое де- 
рево для пар (т, п) и заменить на 
нем каждую пару (т, п) на порожден- 


ную ею тройку (Х(т, п), УХ(т, п), 
# (т, п)). 
То, что связано с пунктами (Ю 


и (11), уже давно известно. Мы сооб- 
щим необходимые факты без каких 
бы то ни было комментариев и до- 
казательств, отсылая читателя в слу- 
чае необходимости к статье С. М. Во- 
ронина и А. Г. Кулагина («Квант», 
19871, № 1, с. 11). 

Пифагорова тройка (Х, ХУ, 2) назы- 
вается примитивной, если НОД 
(Х, У)=1 и при этом Х нечетно, а 
У четно. Тройка (3, 4, 5), например, 
примитивна. 

Известно, что для любой пифаго- 
ровой тройки (х, у, 2) существует та- 
кая единственная примитивная пифа- 
горова тройка (Х, У, 7) и такое един- 
ственное натуральное число 4, что ли- 
бо (х, у, 2)=(аХ, ах. а27), либо 
(х, у. 2)= (АУ, аХ, 47). Тем самым, пе- 
речислив все примитивные пифаго- 
ровы тройки, мы получаем возмож- 
ность перечислить и все вообще пи- 
фагоровы тройки. 

Целочисленная пара (т.п) назы- 
вается примитивной, если тп, п>>0, 
НОД (т, п)1=1 и числа т, п имеют 
разную четность. Пара (2, 1), напри- 
мер, примитивна. 


Известно, что соотношения 
Х=т’— п’, У=2тп. Я=т? пт? (4). 
осуществляют взаимно однозначное 
соответствие между множеством всех 
примитивных пар и множеством всех 
примитивных пифагоровых троек. Па- 
ра (2,1), например, при помощи со- 
отношений (4) порождает тройку (3, 
4, 5). 

Что касается. пункта (ПП) нашей 
программы построения генеалогиче- 
ского дерева, то он был реализован 
английским математиком А. Холлом. 


Генеалогия пифагоровых троек 


В небольшой заметке, опубликован- 
ной в 1970 году в журнале «Ма ета- 
{са СазеМЙе», А. Холл предлагает 


следующий способ построения генеа- 
логического дерева для примитивных 
пар и примитивных пифагоровых 
троек. Вводятся три преобразова- 
ния ф, Би Ё: 

(т, п)=(2т— п, т), 

#.(т, п)=(2т-Ёп, т), 

#(т. п)=(т-Е2п, п). 
При помощи этих преобразований, 
начиная с пары (2,1), строится ге- 
неалогическое дерево. Здесь направле- 
ние вверх соответствует преобразова- 
нию #, горизонтальное направле- 
ние — преобразованию #5, направле- 
ние вниз — преобразованию &5. 

Задача 10. Пусть пара (т. л) порождает 

при помощи соотношений (4) пифагорову трой- 
ку (Х.У. 2). НПифагорову тройку, порожден- 
мую парой Ё (т. п). обозначим через ТКХ, 
У, 7); тройку, порожденную парой #:(т. п), — 
через ГАХ, У. 2): наконец, тройку, порожден- 


ную парой (т. п), — через ГХ. У. 7). Докажи- 
те, что 
ТИХ. У. 7)== 
=(Х—2У+2%. 2х—У-+-27, 2Х—2У+-32). 
ТЕХ, Т. 2)= 
=(Х--2У- 27, 2Х--У+427.2Х {2У+ 37), 
ТЕХ. У. 2) == 
= (--Х-+2У+2. —2Х-У+2, —2Х-2У-- 
+32). 
Тенерь при помощи преобразований 
Т., Т», Тз построим еще одно генеа- 
логическое дерево, но уже начинаю- 
щееся с.тройки (3, 4, 5). 
Замечательный результат Холла за- 
ключается в том, что генеалогиче- 


ское дерево на рисунке 3 содержит 
все без исключения примитивные па- 
ры; значит, генеалогическое дерево на 
рисунке 4 содержит все без исклю- 


` произвольной примитивной 
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Рис. 4. 


чения примитивные пифагоровы трой- 
ки. 

В следующей серии задач проводит- 
ся доказательство этого факта. 

Задача 11. Докажите. что все пары на 
рисунке 3 примитивны. Эта задача показы- 
вает, в частности, что все тройки на рисунке 
4 являются примитивными пифагоровыми 
тройками. 

Преобразования &1, &., 3 позволяют 
двигаться на рисунке 3 по стрелкам. 
Сейчас мы выясним, как осущест- 
влять движение против стрелок. 

Задача 12. Пусть (М. №)==1(т.п), где 
одно из преобразований #, [., #3. 
Докажите, что тогда (т. п)== и{М. №). где и, — 
соответствующее из преобразований 


и (М, №==(№. —М-Н2М), 

и(М. №)==(м№. М-2М), 

и&М, №)==(М—2мМ. М). 
Преобразования ш, из, из позволяют 
двигаться по рисунку 3 против стре- 
лок. Они осуществляют своеобраз- 
ный алгоритм Евклида для прими- 
тивных пар, позволяя спуститься от 
пары 


г 


(т, п) к начальной паре (2, 1). 

К каждой паре (т, п) на рисунке 3 
подходит ровно одна стрелка. Для 
преобразований и, и., и; это соответ- 
ствует следующему факту. 

Задача 13. Пусть пара (М. №) прими- 
тивна и (М. №)7-(2,1). Докажите, что тогда 
только одна из трех пар (т, п)=ви М, М), 
=1,2,3. будет примитивной. При этом 
тп М+М. 

И, наконец, завершающая 


Задача 14. Докажите, что каждая при- 
митивная пара содержится на геисалогическом 
дереве ма рисунке 3 и притом только одии 
раз (а также каждая примитивная пифагорова 
тройка на рисунке 4). 


Другие генеалогии 


В 1978 году в скандинавском мате- 
матическом журнале «Могтаё» была 
опубликована статья ЕВ. Сельмера, в 
которой установлено, что существуют 


еще два генеалогических дерева, 
содержащих все без исключений и по- 
вторений примитивные пифагоровы 
тройки (рис. 5). 








Рис. р 


Первое из них строится при помощи 
преобразоваий 
ТКХ, У, 2)=(2хХ— УИ, 
2х 2У- 22, ХУ 32), 
ТАХ, У, 2)=(2х+У-2, 
72Х—2У+ 27, 2х —У- 32), 
Тз(Х, у, 2)=(2хХ-У— 2, 
—2Х--2У- 27, —2Х--У-- 37). 
Второе — при помощи преобразова- 
ний 
ТКХ, У, 2)=(Х—2У--27, 
2хХ— У- 27, 2Х—2У-- 37), 
ТАХ, У, 2)= (2х У, 
2Х—2У-- 21, 2х —У-37), 
Т(Х, У, 2)=(—2Х- ЗУ 32, 
—6Хх{2У--62, —6Х-3У-12). 
Пифагоровы тройки неизменно, на 
протяжении тысячелетий привлекают 
внимание математиков. Но мы видим, 
что эта тема не исчерпала себя, и 
тут до сих пор продолжают обна- 
руживаться новые интересные факты. 
Подводя итоги 
В связи с тем, что было расска- 
зано, имеется несколько вопросов, ко- 
торые необходимо если не решить, то 
по крайней мере задать. Например, по- 
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чему на генеалогическом дереве для 
уравнения ХУ—=27” от каждого реше- 
ния отходят две стрелки, а на генеа- 
логическом дереве для Х?-{+ У*—=2? — 
три? Далее, почему для уравнения 
Х*+ У?-=27? построено три генеалоги- 
ческих дерева, а для ХУ=7? — только 
одно, и существуют ли для этих 
уравнений другие деревья? Наконец, 
как были найдены преобразования Т', 
Т›, Т.. позволяющие строить генеа- 
логические деревья для пифагоровых 
троек? 

Наше построение генеалогического 
дерева для уравнения ХУ=27? напря- 
мую связано с алгоритмом Евклида 
и выглядит достаточно мотивирован- 
ным, чего нельзя сказать об уравне- 
нии Х?- У?’— 27. Однако между этими 
уравнениями имеется связь, оправды- 
вающая попытки сделать для одного 
из них то, что было сделано для 
другого. Действительно, р 
уравнение Х-+У"=7? в виде 22— 
—Х?=У* и разложим левую часть 
на множители: (2—Х)(И-Х)=У°. 
Сделав замену И=й—Х, У—=7-Х, 
И/’=У, приходим к уравнению И(У= 
—=И/?. Таким образом, существует за- 
мена, переводящая уравнение ЖЕ 
+{У?=7* в уравнение ХУ=7?. 

Имеется еще целый ряд уравнений, 
допускающих замену, переводящую 
их в ХУ=И. Такими уравнениями 
будут, скажем, Х?-+У?=27 и Х?- 
+ 3У?`=7?. Вы можете попытаться 
построить генеалогические деревья и 
для этих уравнений. 

Необходимо сказать еще об одном 
замечательном уравнении — уравне- 
нии Маркова: 

х‘'{+У?+7=3ХУ2. 

Оно обладает уже привычным для 
нас свойством — все его решения, 
кроме двух очевидных — (1,11) и 
(2, 1, 1), организуются в генеалогиче- 
ское дерево. Об этом подробно рас- 
сказано в увлекательной статье 
М. Г. Крейна («Кванть, 1985, № 4, 
с. 13). Это дерево вполне аналогич- 
но генеалогическому дереву для урав- 
нения ХУ—=77. Существует ли какая- 
то связь между этими уравнениями? 
Какие еще уравнения обладают подоб- 
ными свойствами? 

Так что тут есть о чем еже поду- 
мать. 
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ПОВЕРХНОСТЬ 


ЕРИСТАЛЛА 


Кандидат физико-математических наук 
Б. С. АШАВСКИИ 


1915 год. Уже год идет первая ми- 
ровая война. Германия первой из 
воюющих держав применила химиче- 
ские боевые вещества. Когда стало 
известно об этом преступлении, вы- 
дающийся ученый Николай Дмитрие- 
вич Зелинский разработал специаль- 
ный прибор, защищающий людей от 
боевых отравляющих веществ. Этот 


прибор — угольная противогазовая 
маска — спас жизни тысяч русских 
солдат. 


Разработанное Зеленским устройст- 
во является прототипом современного 
противогаза. Главная часть противо- 
газа — коробочка, заполненная уголь- 
ным порошком. Попытаемся понять, 
на чем основано действие такого по- 
рошка и почему он может защитить 
от действия ядовитых газов. 


Маленькне гиганты 

Представьте себе, что в коробее про- 
тивогаза вместо угольного порошка 
находится просто кусок угля той же 
массы. Что, если с таким противогазом 
попасть в зону газовой атаки? Защи- 
тит ли он от ядовитых газов? Оказы- 
вается, нет. Все дело именно в по- 
рошке. 

Что же отличает порошок от сплош- 
ного куска угля? 

В противогазе используется специ- 
ально подготовленный уголь, который 
называют активированным. Такой 
уголь отличается от обычного тем, 
что имеет гораздо большую поверх- 
ность на единицу массы. Его частицы 
пронизаны порами и чем-то напомина- 
ют изъеденное червями дерево. Пло- 
щадь поверхности активированного 
угля на единицу массы, называемая 
удельной поверхностью, оказывается 
в миллионы раз больше удельной по- 
верхности сплошного куска. Один 
грамм активированного угля обладает 
поверхностью, превышающей 1000 м*. 
Вдумайтесь: маленький кусочек-ли- 
липут, специальным образом подго- 
товленный и размолотый в порошок, 
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приобретает гигантскую поверхность! 
В таком порошке существенная часть 
молекул и атомов оказывается на по- 
верхности. И этот факт определяет 
защитное действие противогаза: имен- 
но поверхностные атомы угля «задер- 
живают» атомы ядовитых газов, очи- 
щая от них воздух, проходящий 
в дыхательную маску. 

Почему атомы на поверхности мо- 
гут поглощать ядовитый газ, а в объ- 
еме — нет? Чем жизнь атома на по- 
верхности отличается от его жизни 
в объеме? Попробуем разобраться. 


Почему атому неудобно 
на поверхности? 


Хорошо известно, что кристалл имеет 
упорядоченную и симметричную ре- 
шетку, в которой каждый атом зани- 
мает строго определенное место. Ато- 
мы кристалла взаимодействуют друг 
с другом, и у каждого атома в резуль- 
тате такого взаимодействия образуют- 
ся устойчивые «связиь с его соседями. 
Число ближайших соседей у атома 
в данной кристаллической решетке 
называется координационным числом 
и является характеристикой кристал- 
ла. В каком бы месте внутри кристал- 
ла мы ни выбрали атом, у него 
всегда будет количество соседей, рав- 
ное координационному числу. А если 
атом находится на поверхности? 
Представим себе кристалл, находя- 
ийся в вакууме. У поверхностных 
атомов соседи есть не со всех сторон — 





с одной стороны атомы вообще отеут- 
ствуют (рисунок 1). Иными словами, 
у атома на поверхности иное коорди- 
национное число, чем у атома внутри 
кристалла. Например, у атома внутри 
кристалла с кубической решеткой 
{такой, как на рисунке 1) шесть сосе- 
дей, а у атома на поверхности — лишь 
пять. Следовательно, часть возмож- 
ных связей у поверхностного атома 
остается незадействованной, и энергия 
такого атома больше, чем атома, жи- 
вущего внутри кристалла. Существо- 
вание поверхности энергетически не- 
выгодно, так как это увеличивает 
энергию кристалла в целом. Атомы 
поверхности стремятся уйти внутрь 
кристалла, окружить себя своими род- 
ными атомами, задействовать все воз- 
можные связи и тем самым умень- 
шить свою энергию. Однако любой 
реальный кристалл занимает ограни- 
ченную область пространства, поверх- 
ность существует, и кому-то надо на 
ней находиться. Причем атомы оказы- 
ваются на поверхности не за какие- 
либо «провинности», а случайно. Как 
в известной песне: «Пусть кому-то 
повезет, а кому-то нет». 

Таким образом, мы видим, что обра- 
зование поверхности связано с опре- 
деленными энергетическими затрата- 
ми, и основной характеристикой по- 
верхности является поверхностная 
энергия — энергия, необходимая для 
создания поверхности единичной пло- 
щади. 

Известно, что механические, элект- 
рические и другие свойства кристал- 
лов могут зависеть от направления. 
Это явление называется анизотропией 
и является следствием упорядочен- 
ности структуры кристаллов. Поверх- 
ностная энергия — анизотропное 
свойство. Как видно из рисунка 2, 
создать поверхность можно многими 
способами. Например, расколов кри- 
сталл по плоскостям 1—1, 2-—-2 или 
3—3, мы получим поверхности, весь- 
ма ‘существенно различающиеся по 
структуре — количество атомов на 
единицу площади на поверхности 
1—1 больше, чем на поверхности 2—2. 
Разное количество атомов — разная 
поверхностная энергия. Значения по- 
верхностной энергии, приходящейся 
на единицу площади, для различных 
поверхностей одного и того же кри- 
сталла могут различаться очень силь- 
но, на несколько десятков процентов. 
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Рис. 2. 


(В отличие от кристалла, для каждой 
жидкости существует свое значение 
удельной поверхностной энергии — 
поверхностное натяжение, — которое 
не зависит от направления. Это — 
одно из проявлений изотропности 
жидкостей.) 

До сих пор мы говорили о кристалле 
в вакууме. Однако обычно вещества 
находятся в реальной среде, и взаимо- 
действие с окружающей средой начи- 
нается именно с поверхности. 


Адсорбция 

Пример с противогазом, с которого 
мы начали разговор, служит нагляд- 
ной иллюстрацией явления, называе- 
мого адсорбцией. Адсорбция (от ла- 
тинских слов а@ — +чна» и зогБео — 
«поглощать»}) — это поглощение ве- 
щества из газовой или жидкой среды 
поверхностным слоем твердого тела 
или жидкости. Именно на этом явле- 
нии основано защитное действие про- 
тивогаза. 

Что же происходит на гигантской 
поверхности угольного порошка в ко- 
робочке противогаза? 

У атома на’ поверхности остаются 
свободные связи, которые он исполь- 
зует для взаимодействия с атомами 
и молекулами окружающей среды. 
Активированный уголь, помещенный 
в газовую атмосферу, является адсор- 
бентом — на его поверхности распола- 
гаются (адсорбируются) частицы ок- 
ружающей среды, и они оказываются 
связанными с поверхностью. Конечно, 
на угле адсорбируются кислород, азот 
и другие составные части воздуха. 
Поверхность угля насыщается этими 
газами еще в процессе приготовле- 
ния — ведь уголь все время находит- 
ся в соприкосновении с ‘атмосферой, 
и молекулы составляющих воздух га- 
зов уже постарались занять все до- 
ступные для них места на поверх- 
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ности. Однако не все молекулы одина- 
ково прочно на ней удерживаются. 
Одни связываются накрепко, другие 
при малейшем воздействии уже не мо- 
гут удержаться и покидают свои 
места, уступая место более «привяз- 
чивымь молекулам. Когда через уголь 
проходит воздух, содержащий ядови- 
тые газы, между молекулами начи- 
нается настоящая борьба за террито- 
рию. Каждый газ стремится занять 
место на поверхности и вытеснить 
с нее другие газы. Побеждает в этой 
борьбе тот, кого поверхность «любит» 
больше, кого она сильнее к себе притя- 
гивает. 


Своих друзей поверхность выби- 
рает очень осмотрительно. Заполне- 
ние свободной связи чужеродным ато- 
мом или молекулой уменьшает по- 
верхностную энергию кристалла. Из- 
менение энергии зависит от того, ка- 
кой именно атом (или молекула) занял 
свободную связь. Чем больше умень- 
шается поверхностная энергия от при- 
соединения данного атома, тем проч- 
нее связывается этот атом с поверх- 
ностью. Если газы связываются по- 
верхностью примерно одинаково, то 
они будут удерживаться на поверх- 
ности приблизительно в равных коли- 
чествах. Если же один из них гораздо 
*«привязчивей» остальных, то он зай- 
мет практически всю поверхность, вы- 
теснив с нее молекулы другого газа. 
К счастью, многие ядовитые газы так 
сильно связываются поверхностью уг- 
ля, что роль воздуха даже не прини- 
мается в расчет — настолько малые 
его количества адсорбируются углем. 
Молекулы отравляющего вещества 
остаются на поверхности угля, а моле- 
кулы кислорода проходят, позволяя 
дышать. 


Формула Ленгмюра 
и активированный уголь 


Значительный прогрессе в изучении 
адсорбции был достигнут благодаря 
работам американского физико-хими- 
ка И. Ленгмюра (1881—1957). 
В 1932 году за свои работы по иссле- 
дованию поверхностных явлений он 
был удостоен Нобелевской премии. 
Ленгмюр получил формулу, позво- 
ляющую рассчитывать количество ад- 
сорбирующегося вещества в зависи- 
мости от его давления в окружающей 
среде. Получить эту формулу совсем 
несложно. 
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Микрофотографии поверхности вктивирован- 
ного угля. 


При выводе формулы Ленгмюра мы 
будем считать, что все атомы поверх- 
ности одинаковые и каждый из них 
может адсорбировать строго опреде- 
ленное количество молекул (или ато- 
мов) окружающей среды и что между 
адсорбированными молекулами отсут- 
ствует взаимодействие, т. е. адсорби- 
рованная молекула не влияет на ад- 
сорбцию остальных. Для того чтобы 
молекула газа адсорбировалась на по- 
верхности, должны произойти два 
независимых события: молекула газа 
должна попасть на поверхность адсор- 
бента и в данном месте поверхности 
должна оказаться свободная связь. 
Вероятность ш, первого события про- 
порциональна числу ударов молекул 
газа о поверхность адсорбента за еди- 
ницу времени, а это число пропор- 
ционально давлению газа р; так что 
и, —р. Вероятность и›› второго события 
пропорциональна числу незанятых 
связей на поверхности адсорбента. 
Если в данный момент доля 6 всех 
свободных связей занята адсорбиро- 
ванными молекулами, то и.-— (1—0). 
Вероятность И’ сложного события — 
адсорбции — равна произведению ве- 
роятностей этих двух независимых со- 
бытий, т.е. И’ р(1— 6). Если обозна- 
чить количество частиц, адсорбирую- 
щихся на поверхности за единицу вре- 
мени, через м: то 

№, =ир(1— 8), 
где < — т МЕ постоянная, зави- 
сящая от температуры. 

Молекула улетает с поверхности, 
когда ее энергия окажется достаточ- 
ной для того, чтобы оторваться. Ве- 
роятность такого простого события 
пропорциональна общему числу ад- 
сорбированных на поверхности моле- 
кул. Следовательно, число молекул, 
улетающих с поверхности в единицу 
времени, —- 

М; =В8, 


где В — постоянная, также зависящая 
от температуры. 

При равновесии количества моле- 
кул, приходящих на поверхность и 
уходящих с нее в единицу времени, 
должны быть равны (№ =М,): 


ор — 8)=В6. 

Отсюда находим долю связей на по- 
верхности, занятых адсорбированны- 
ми молекулами: 

9=^. 

ор 

где коэффициент $—=@а/В зависит от 
температуры (поскольку о и В зависят 
от Т). Если число свободных мест на 
поверхности адсорбента = (обычно бе- 
рется число свободных связей на еди- 
ницу массы адсорбента), то число ад- 
сорбированных молекул 


р 
{р ° 
Это и есть формула Ленгмюра. 
Постоянная 2 является величиной, 
характеризующей поверхность. Имен- 
но в & заключена высокая адсорби- 
рующая способность активированного 


Г== 


угля — ведь чем больше удельная 
поверхность, тем больше 2. Для адсор- 
бента с удельной поверхностью 


1000 м/г значение 2 равно примерно 
10:2 г" 

На рисунке 3 приведены графики 
зависимости Г от р для двух различ- 
ных адсорбентов. Это — так называе- 
мые изотермы адсорбции Ленгмюра 
(изотермы — потому что процесс ад- 
сорбции предполагается идущим при 
постоянной температуре). При относи- 
тельно малых давлениях (5р-<= 1) РГ 
прямо пропорционально р; при боль- 
ших давлениях (фр<= 1.) наступает на- 
сыщение — все связи на поверхности, 
которые были свободными, заняты, 
и для новых атомов и молекул окру- 
жающей среды уже не остается 
места — ведь поверхность не бесконеч- 
на. Очевидно, что вещество # является 
лучшим адсорбентом, чем вещество 2. 





Рис. 3. 


2 «Кванть №7 


Куапетесте.ги 


Из формулы Ленгмюра видно, что 
количество адсорбирующегося веще- 
ства Г зависит от температуры — ведь 
от температуры зависит величина 6. 
Не вдаваясь в подробности, скажем 
лишь, что при нагревании количество 
адсорбированного на поверхности ве- 
щества уменьшается. Это вполне есте- 
ственно: с повышением температуры 
молекулы начинают двигаться быст- 
рее, и хотя адсорбированные молеку- 
лы удерживаются поверхностью до- 
вольно сильно, при нагревании увели- 
чивается число молекул с энергией, 
достаточной для отрыва от поверх- 
ности. 

Зависимость адсорбции от темпера- 
туры широко используется в промыш- 
ленности. При низких температурах 
поверхность угольного порошка мо- 
жет адсорбировать большое количест- 
во вещества, равное уровню насыще- 
ния при этой температуре. Если потом 
нагреть уголь, то многие адсорбиро- 
ванные молекулы уйдут с поверхности 
(понизится уровень насыщения). Та- 
ким путем на заводах из отходящих 
газов собирают ценные органические 
вещества: бензин, эфир, ацетон и дру- 
гие. 

Теперь ясен принцип работы проти- 
вогаза. Воздух, отравленный ядовиты- 
ми газами, проходит через коробочку 
противогаза с активированным углем. 
Ядовитые газы из воздуха адсорби- 
руются на поверхности угольных ча- 
стиц, концентрация этих газов в возду- 
хе уменьшается в миллионы раз. Че- 
ловек вдыхает уже относительно чи- 
стый воздух. Конечно, адсорбция про- 
исходит и на сплошном куске угля, 
но так как площадь его поверхности 
в миллионы раз меньше площади по- 
верхности активированного угля той 
же массы, то и в миллионы раз меньше 
будет количество адсорбированных 
ядовитых газов. 


Существует множество способов по- 
лучения болышой удельной поверх- 
ности. Это можно сделать, например, 
путем прокаливания. ри этом сжи- 
гается часть самого угля, благодаря 
чему его поверхность разрыхляется, 
увеличивается число пор и их разме- 
ры. Другим примером может служить 
производство извести: при прокалива- 
нии мела или известняка летучие 
компоненты удаляются, и образуется 
множество пор © большой поверх- 


ностью. 


Вездесущая поверхность 


Во многих процессах поверхность иг- 
рает решающую роль. Один из самых 
ярких примеров этого —- процессы 
катализа (от греческого хота/^001с — 
«разрушение»). 

Катализаторы — вещества, которые 
могут влиять на скорость химической 
реакции, не участвуя в ней сами. 
Активность твердых катализаторов в 
первую очередь определяется свойст- 
вами их поверхности. В связи с этим 
хотелось бы упомянуть об одном инте- 
ресном явлении. 

Атомы, понижающие поверхност- 
ную энергию, могут приходить на по- 
верхность не только из окружающей 
среды, но и из внутренней области 
кристалла. Представим себе кристалл, 
состоящий из атомов двух сортов 
(из двух компонентов). Условия суще- 
ствования атомов на поверхности и 
в объеме, как мы уже знаем, различ- 
ны. Поэтому вполне возможно, что 
относительные концентрации атомов 
на поверхности и в объеме также раз- 
личны. Атомы, уменьшающие поверх- 
ностную энергию, стремятся выйти на 
поверхность, и их относительное коли- 
чество на поверхности увеличивается. 
Этот процесс называется сегрегацией 
(от английского зегейайопй — зотде- 
ление»). Концентрация атомов одного 
из компонентов на поверхности может 
в тысячи раз превышать его концент- 
рацию в объеме. Например, в сплаве, 
состоящем из атомов Ее и В! концент- 
рация В на поверхности составляет 
десятки процентов при его концентра- 
ции в объеме всего 0,1 %. Сегрегацию 
необходимо учитывать в процессах ка- 
тализа, так как скорость химической 
реакции на поверхности твердого ка- 
тализатора очень сильно зависит от 
поверхностных концентраций веществ. 

Поверхность является полномоч- 
ным представителем и защитником 
материала при его взаимодействии 
с окружающей средой. Ведь воздейст- 
вию окружающей среды в первую оче- 
редь подвергается поверхность. Злей- 
ший враг поверхности металла — 
коррозия. Первейшая задача поверх- 
ности — устоять перед натиском этого 
врага. Ничтожные количества приме- 
сей, в сотни раз меньшие, чем это необ- 
ходимо для покрытия поверхности 
моноатомным слоем, могут значи- 
тельно повысить коррозионную стой- 
кость поверхности металла. 
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*Позерхность придумал дьявол», — 
сказал как-то выдающийся физик, 
один из создателей квантовой меха- 
ники, В. Паули (1900—1958). Эти сло- 
ва связаны, по-видимому, с огромны- 
ми трудностями исследования поверх- 
ности. 

Методы, позволяющие получить ин- 
формацию о поверхности — ее струк- 
туре, химическом составе и т. п., очень 
сложны, и основные успехи в этой об- 
ласти были сделаны лишь в последнее 
десятилетие. Приведем простой при- 
мер: необходимо определить концент- 
рацию какого-либо вещества в кри- 
сталле. Для проведения такого изме- 
рения традиционными химическими 
методами необходимо минимум 
0,001 г вещества. Если площадь по- 
верхности анализируемого образца 
1 см? (ббльшую площадь получить, 
не разрушив образец, практически не- 
возможно), то удается определить 
среднюю концентрацию вещества в 
слое толщиной около 1000 межатом- 
ных расстояний. 

Современные методы позволяют ис- 
следовать слой вблизи поверхности 
толщиной всего в одно межатомное 
расстояние! Они дают возможность 
видеть атомы, изучать их взаимное 
расположение, взаимодействие друг 
с другом. С помощью этих методов 
удалось установить, что при сегрега- 
ции все отличие поверхиостной кон- 
центрации от объемной сосредоточено 
в очень тонком слое вблизи поверх- 
ности — толщиной веего в несколько 
межатомных расстояний. 

Нрогресс в исследовании поверх- 
ности за последнее десятилетие связан 
в первую очередь с успехами микро- 
электроники и созданием новых при- 
боров. Ответ на самый важный воп- 
рос — из каких элементов состоит 
поверхность? — нельзя было полу- 
чить еще буквально несколько лет 
назад, а сегодня с ломощью туннель- 
ного микроскопа можно различить 
на поверхности отдельные атомы, на- 
ходящиеся друг от друга на расстоя- 
нии всего в несколько ангстрем. 

«Поверхности очень интересны, но 
ведь их так мало», — говорил великий 
итальянский физик Энрико Ферми 
(1901—1954). Действительно, поверх- 
ности принадлежит лишь очень малая 
часть вещества. Но значение ее в жиз- 
ни вещества огромно. 


Эббений наём, 





Туннельный 
микроскоп 


В 1986 году Нобелевской пре- 
мии по физике были удостое- 
ны швейцарские физики 
Г. Бинниг и Г. Рорер, изо- 
бретатели сканирующего тун- 
нельного микроскопа — при- 
бора, о котором пойдет речь 
в этой заметке. 

Один из самых +«продук- 
тивныхь эффектов квантовой 
механики — туннельный эф- 
фект. В частности, он состоит 
в том, что электроны оказы- 
ваются способными +просачи- 
ватьсяе из одиого проводни- 
ка в другон, отделенный от 
первого тонкой диэлектри- 
ческой или вакуумной про- 
слойкой. *\ Явление обязано 


своим происхождением волно- 
вым свойствам электронов, 





Фотография вольфрамового 
острия, используемого в туз- 
нельном микроскопе. Снимок 
сделан с экрана электрон- 


ного микроскопа; масштаб 
левой части изображения 
400 нм. правой — 40 мкм. 





*) В общем случае туннель- 
ный эффект заключается в прео- 
долении частицей потенциально 
го барьера, когда ее энергия 
меньше высоты барьера. Это яв- 
ление- существенно квантовой 
природы, невозможное в Клас 
сической механике. 


2% 


благодаря которым электрон 
с некоторой вероятностью 
можно обнаружить вне про- 
водника. 

Известный уже более полу- 
века туннельный эффект дал 
жизнь многим полезным при- 
борам н устройствам. Один из 
них — туннельный диод — 
стал привычным радиотехни- 
ческим элементом. А теперь 
туниельный эффект лег в ©с- 
нову микроскопа нового типа. 
швгнувшего в мир размеров, 
составляющих доли попереч- 
иика атома. (Напомним, что 


диаметр атома — порядка 
одного ангстрема: 1А = 
=10 м.) Туннельный ми- 


кроскоп имеет беспрецедент- 
ное увеличение, превосходя- 
щее 300 миллионов, и позво- 
ляет изучать детали атомной 
структуры поверхностей твер- 
дых тел. 

До иедавиего времени ре- 
кордсменом был электронный 
микроскоп с увеличением до 
1 миллиона. В нем, в отличие 
от обычного оптического ми- 
кроскопа, роль светового луча 
играет поток электронов, уп- 
равляемый электронной опти- 
кой — аналогом системы оп- 
тических линз. В туннельном 
микроскопе вы не найдете 
традиционных для микроско- 
пв элементов. В нем нет 
устройств, подобных по на- 
зиачению линзам, и работает 
он не по принципу «видения», 
а по принципу зосязания». 

Чувствительным — элемен- 
том, буквальио зощупываю- 
щим» поверхность, служит 
тончайшее вольфрамовое ост- 
рие, столь тонкое, что на 
конце его умещается всего 
лишь несколько атомов. Ост- 
рие с помощью высокоточных 
механизмов подводнтся пер- 
пендикулярно к исследуемой 
поверхности до появления 
заметного’ (10_3 А} тока тун- 
нелирующих электронов через 
зазор зострие — поверхность». 
Затем иечинают свою работу 
так называемые пъезоэлемен- 
ты — пластины из специаль- 
ной керамики, меняющие 
свою длину при приложении 
электрического поля. 





*) Действие такого пьезоэле- 
мента основано ка обратном пье 
зоэлектрическом эффекте — воз- 
никновении в некоторых кри- 
сталлах механнческих деформа- 
ций под действнем электриче- 
ского поля. 
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Электромеханическая си- 
стема из пьезоэлементов ав- 
томатически поддерживает 
расстояние от острия до по- 
верхности постоянным и рав- 
ным 10 А. Изменение расстоя- 
ния на небольшую величину 
вызывает отклонение туннельъ- 
ного тока от заданного зна- 
чения, и злектронная схема 
обратной связи подает элек- 
трический сигнал на пьезо- 
элемент, приближающий или 
удаляющий острие относи- 
тельно поверхности таким об- 
разом, чтобы туннельный ток, 
а значит, и расстояние ост- 
рие — поверхность оставались 
неизменными. Эффективная 
работа системы автоматики 
обеспечивается чрезвычайно 
резкой зависимостью туннель- 
ного тока от величины зазо- 
ра. Так, изменение зазора 
«острие — поверхность» на 
2 увеличивает туннель- 
ный ток в 1000 раз. 

Подачей электрических 
сигналов иа другие пьезо- 
элементы системы острие пе- 
ремещается по двум коорди- 
натам в плоскости поверх- 
ности. Таким образом по- 
верхность последовательно 


*просматривается», или, кек 





Изображение атомного рель- 
ефа участка поверхности 
кремния. Выпуклостиы высо- 
той 1,3 А соответствуют зпо- 
верхностямь отдельных ато- 
мов. 


говорят, сканируется (от ач- 
глийского зсап — поле зре- 


ния). Поэтому туннельный 
микроскоп называется еше 
сканвирующим. 


В результвте действия всей 
системы острие будет своим 
осевым перемещением отсле- 
живать с высокой точностью 
в 0,01 А рельеф изучаемой 
поверхности. Информация о 
рельефе поверхности в раз- 
личных ее точках записывает- 
ся в память ЭВМ и после 
обработки, состоящей в филь- 
трации, т.е. устранении шу- 
мовых и перазитиых сигна- 


лов, выводится на дисплей 
ЭВМ в виде «топографи- 
ческой карты» поверхности. 


(Окончание см. на с. 58) 
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с. и. `валянския 


«< ОА Г 


НЕ ‘декабря 1832 года Геттингенскому 
научному. обществ у быпа представле- 
на для обсуждения ‘работа всемирно 
известного матема 

риха Гаусса. Она 
жение земной. м 
веденной к абсо. 
небольшой, вс 


ютной мере» и была 
о. 31 страниц. Одиако 


иться к истории, зы 
орые моменты «биогра- 


О сущес 
гивающего 


тельную си 
нимались еш 
Первым же 
нием магните 
места и времен! 
однозначного _ 

крайней мере с 

вестен в Европе 


у этого камня предпри- 
е более 2000 лет назад. 


тал компас. По поводу 
изобретения компаса. 

Но по 
ПТ века компас из- 
‚. С его появлением 
начались открытия, связанные с при- 
родой земного магнетизма. Сразу же 
было обнаружено, что магнитная 
‚стрелка указывает отнюдь не строго 
направление на север; что отклонение 
стрелки от этого направления (маг- 
`нитное склонение) изменяе: 
симости от места наблюд 53 


ика Карла Фрид- *: 
азывалась «Напря- 
кагнитной силы, при- 


_ жение, что Зе 


Келезо, узнали еще древ- 
ние, и попЁтки. объяенить притяга- 


в зави-_ 


стрелка ‘устанавливается не горизон- 
тальио, и угол, который она состав- 
‚ляет с вертикалью, тоже зависит от 
места наблюдения. _ 

Чем объясняется ориентация маг- 


-нитных стрелок? Что такое магнит- 


ные силы? Первым попытался отве- 
тить на эти вопросы английский фи- 


`зик Уильям Гильберт (1544—1603). 
Будучи тонким экспериментатором, 


Тильберт заложил основы науки о 
магнетизме и, в частности, о земном 
магнетизме. Он высказал предполо- 

№. — это большой 


‚ив этом Ь подобна 
шару из магнитного материале. В под- 
тверждение этой гипотезы ученый из- 
готовил маленькую модель Земли — 


железный шар — и показал, что при 


РИ 


движении по поверхности такого ша- 


ра магнитная стрелка ориентируется 
как раз так, как это имеет место в ре- 
альности. 

Проблема навигации поставила пе- 
ред естествоисиыхателями новую за- 
дачу: стало понятно, что для успеш- 
ного пользования компасом (компас 
был одним из осиовных навигацион- 
ных инструментов) необходимо иметь 
карту магнитных склонений. Для со- 
ставления такой карты Лондонское 
Королевское общество (Академия на- 


ук Англии) в 1698 году снарядило 


Аа ое „’ 
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= 


при! 


вать КИ этого 
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# 


стемы. Однако при маг- 
1 о 7 Но 


А 










ми которой были такие Ученые, как 


`. поставила. ‚задачу: выработать для 
различных областей физики ‘основ- 


го, чем идея Гаусса о выборе в качестве 
основных величин длины, массы и 
времени. Вот только единицы их из- 
мерений предлагалось несколько из- 
_  менить, «назначивь основными сан- 
> _ тиметр, грамм и секунду. И еще; 
именно этой авторитетной Комиссией 
‚ были предложены единица силы — 
дина и единица энергии — эрг. По су- 
ти дела, была разработана известная 
система единиц СГС. Для электриче- 
ских и магни х единиц была ис- 
рЛьзована икея Гаусса о связи ме- 
Йа 


5х 





ны илыоааленыях, 


ниц через процедуру измерения (си- 
стемы СГСЭ и СГСМ). 

Комиссия впервые внесла некото- 
рую ясность в систему электрических 
и магнитных единиц, но, к сожа- 
лению, на практике пользоваться та- 
кой системой было очень неудобно, 
потому что одни величины получа- 
лись слишком большими, а другие 
слишком маленькими. Поэтому наря- 
ду с абсолютной системой было реше- 

но ввести так называемую практиче- 
скую систему единиц. Здесь уже 
можно было в качестве основных ис- 
пользовать единицы, я 10” ос- 





`Ведь. электрические | и магнитные. `ЯЕ 
‘лени 
и. ‘большее ” применение в технике и. 


> 18 ду. «Британская `вссоциа“_ 
‘ция. для. ‘продвижения. наук», члена-. 


— Лорд Кельвин, Дж. Клерк Максвелл, 


: ные и производные единицы измере-. 
и: ния. Но... она не нашла ничего лучще-' 


но: Дело-в-тому-что-т 
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‚ стали 5 находить все ‘большее 





в быту, значит, надо было ‘иметь. Я 
удобные способы сравнения различ- — 
ных результатов, получаемых разны- 


ми исследователями, чтобы потом их — 
точно воспроизводить. Вот почему ре- 


шение Британской комиссии было — 
в центре обсуждения 1 Конгресса — 
электриков в Париже в 1881 году. Так _ 
как Конгресс был международным, 
то и принятые им решения имели 
международное значение. А в основу 
этих решений были положены пред- 
ложения ‚Британской ассоциации по _ 


‘развитию наук, т. е. идеи Гаусса. 


Сейчас мы пользуемся так называе-_ 
мой системой СИ. В отличие от су- 
ществовавших ранее систем, количе- 
ство основных величуий де уеАИЕ- 
ие-системет-” 





единиц были удобны для измерений. 
в тех конкретных областях физики, 
для которых они, собственно, и созда- 
вались. А система СИ призвана быть 
универсальной, единой для всех раз- 
делов физики. Поэтому, чтобы избе- 
жать совпадения размерностей у раз- 
личных физических величин, при- 
шлось увеличить число основных. 
Таким образом, в системе Си появи- 
лось уже 6 основных единиц — три 
механических, одна элсктромагнит- 
ная, одна термодинамическая и одна. 
оптическая. В торе 1911 года к ни 


`удо ной системы единиц существенно 
‘упрощает. различные расчеты. Здесь 
можно провести аналогию с различ- 
ными системами счисления. Так, в вы- 
числительной технике до недавнего 
времени наиболее удобной системой 
счисления была двоичная, так как 
один из основных элементов ЭВМ — 
триггер — имеет два устойчивых со- 
стояния: нет напряжения на выхо. 


де — 0, есть напряжение — 1. Где-то. 


может быть удобным счисление по ос- 
нованию 3, 4, 5, ит. д. Но есть система, 
.которая понятна всем,— десятичная. 
_И если результат предназначен для 
большого числа различных специа- 
листов, то его надо переводить в де- 
сятичную систему, хотя в рамках .от- 
дельной специальности может быть 
предпочтительной своя система. Так 
-и системами единиц измерения. 
- Например, в США 


УХ дли №4. ах ы 

я У } 

| / 
работающих над проектированием 


различных газопроводов, водопрово- 
дов и ®  п., в качестве единицы площа- 
ди используют/не площадь единич- 
ного квадрата, а площадь единичного 
круга. В астрономии иногда в уравне- 
нии Ньютона для гравитационного 
взаимодействия двух массе  Р= 
—=Ст.т>/г? полагают гравитацион- 
ную постоянную С равной 1. Это при- 
водит к изменению системы единиц. 
В частности, к уменьшению числа ос- 
новных единиц. _ а в, 





‹ ряд-специалистов, время для науч 


‚ тыНнЬ. 
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стей точных наук и техники, а может 
быть, более широкий круг людей _ 
{ведь с измерением температуры, на- 
пример, с сообщениями об атмосфер- 
ном давлении ит. п. имеют дело прак- 


‚тически все) могли легко разобрать- 


ся, в каких единицах что измерено, 
а не размышляли о том; в какой си- 
стеме измерялась данная величина 
и как это будет выглядеть в привыч- 
ной им системе. Вместе с тем, навер- 
ное, не следует требовать, чтобы во 
внутренних расчетах и измерениях, 
а также в сообщениях о проделанной 
работе, предназначенных для узкого 
круга специалистов данной области, 
делались пересчеты в систему СИ. 
Если же результаты предназначены 
для широкого круга, то такой пере- 
счет необходим. Здесь опять можно 
провести некоторую аналогию. В свое 
1х работ существо- 





вал интернациональный язык — ла- 
Работы, предназйачавшиеся 
для внутреннего пользования, можно 
было писать и на родном языке, но то, 
что предназначалось для всего науч- 
ного сообщества, следовало писать 
на латыни, тогда работы становились 
удобными для всеобщего ознакомле- 
ния. (Кстати, работа Гаусса также 
написана на латыни.) Система СИ — 
это своеобразная златынь», доступ- 


‚ ная всем, но никто не обязан говорить 
„ на этом языке в своем доме. 


ы завершилась _ истори 
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КАК ПОСТРОИТЬ 
ТРАЕКТОРИЮ? | 


С. С. ХИЛЬКЕВИЯ, О. А. ЗАЙЦЕВА 


С необходимостью рассчитать траек- 
торию того или иного дви ения чело- 






















ческого орабля. 
В этой статье мы хотим расска: 


об одном методе приближенного 







3 вектор перемещени 
материальной точки с вектором ее 
средней скорости. Напомним, что 
средней скоростью г., неравномерного 
движения называется физическая ве- 
личина, равная отношению переме- 
щения $ тела за некоторый промежуток 
времени ЛЁ к длительности этого про- 
межутка: 


ающем 


АА 

Вер = г. 
Отсюда 

8=0.рА1. 


И средняя скорость, и перемещение — 
величины векторные, поэтому на ри- 
сунках они изображаются направлен- 
ными отрезками. При этом направле- 
ния обоих векторов одинаковые, а дли- 
ны отличаются в А? раз. Очевидно, что 
соответствующим выбором масштаба 
можно сделать так, чтобы направлен- 
ные отрезки, изображающие среднюю 
скорость и перемещения, совпадали 


ко 
р 





жив из точки А, еще од 
получим точку А, в которой 
окажется по истечении двух и 
валов времени 





полностью — и по направлению, и по 
длине. Именно это обстоятельство и 
дает возможность быстро и несложно 
строить, разумеется приближенно, 
различные траектории. 

Рассмотрим сначала простейший 
случай — равномерное прямолиней- 
ное движение. Пусть в начальный 
момент времени тело находится в точ- 
ке А; и имеет скорость из (рис. 1). 
Поскольку (как мы договорились) 


 ’вектор перемещения за промежуток 


ремени АЁ совпада 


А+. Продолжая 
процедуру, мы получим послед 
тельность точек ДА„, в которых те 
будет находиться по истечении п в 
бранных промежутков времени от на- 
чала движения. Прямая, проходящая 
через эти точки, и есть траектория 
равномерного прямолинейного дви- 
жения. 


Идея обобщения метода 


Они впервые рассмотрели обобщение 
игры на случай е«многорукого игро- 


ка», т. е. игрока. имеющего более 
Эвух рук. 

Из сборника «Математический 
цветник» 


Рассмотренный выше случай равно- 
мерного прямолинейного движения 
является простейшим, однако основ- 
ная идея метода остается неизменной 
и в более сложных ситуациях. 

Идея метода в следующем. 

Для приближенного построения 
траектории все время движения тела 
разобъем на малые промежутки *}, 





*) В зависимости от условий движения дли- 
тельность «малого» промежутка может нзмеряться 
как долями микросекунды. так и миллиардами 
лет. Важно только, чтобы она была намного мень- 
ше времени протекания рассматриваемого процесса. 










такие, что на каждом из них движе- 
ние можно считать равномерным, 
и определим, где будет находиться 
тело в моменты времени, кратные 
выбранному промежутку. При этом 
предполагается, что в течение каж- 
дого такого промежутка скорость те- 
ла остается постоянной и изменяется 
только при переходе от одного про- 
межутка`к другому. 

Перейдем теперь к построению 
траекторий ускоренных движений. 
_ Как вы знаете, средним ускорением 
а. называется физическая величина, 
равная отношению изменения скоро- 
сти Ао к промежутку времени АЕ, 
в течение которого это изменение 
произошло: 


„” 
Сь 


@.р= —. 


Ра 
= 


Подобно скорости и перемещению, 
ускорение тоже является векторной 
величиной и на рисунках изобра- 
жается направленным отрезком. При 
этом вектор ускорения по направле- 
нию совпадает с вектором изменения 
скорости, а по модулю отличается от 
него в АТ раз. 

Если, например, время движения из 
точки А в точку В (рис. 2) равно АБ 
то среднее ускорение тела на участке 


АВ 

ы "= № 
Ве ЕЕ 
с ср = № ‚ 


или 
0в= и Ее: - 
Следовательно, зная начальную ско- 
рость и ускорение тела, можно найти 
скорость в конце движения. Обратите 
внимание на то, что на рисунке 2 
масштаб опять выбран так, чтобы дли- 
ны векторов ускорения и изменения 
скорости были одинаковы. 
Таким образом, зная положение 


и скорость тела в начальный момент 
времени, мы можем по известному 





Рис. 2. 
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Рис. 3. 


ускорению определить скорости и по- 
ложения тела в моменты времени, 
кратные выбранному — интервалу. 
А зная положения тела в некоторые 
моменты времени, мы можем прибли- 
женно построить и траекторию его 
движения. 

Для того чтобы идея метода стала 
более понятной, проиллюстрий ее 
на нескольких примерах. 






Полет тел в поле сил тяжест 


И мы тронулись в путь, провожаемые 
криками «ура» и ликованием толпы, 
а также морковкой. которую мальчик 
от Биггса запустил в нас «на счастье». 


Джером К. Джером. 

Трое в одной лодке... 

В качестве первого примера построим 
траекторию, по которой будет дви- 
гаться тело, брошенное под углом 
к горизонту, при отсутствии сопротив- 
ления воздуха. Пусть в начальный мо- 
мент времени тело находится в точ- 
ке А, и имеет скорость 0. (рис. 3). 
Спустя малый интервал времени \ 
оно окажется в точке А,. Если бы 
ускорение тела было равно нулю, то 
ще через один интервал времени тело 
оказалось бы в точке АГ, которую 
можно построить, , отложив вектор 
о из точки А/. В действительности же 
вижение тела является ускорен- 
НМ — вектор ускорения 8 направ- 
лен вертикально вниз. Отложим век- 
тор &# из точки А! и получим точку 
А. — в нее и будет направлен новый 
вектор скорости тела. Очевидно, что 
спустя еще один интервал времени 
АЕ после того, как тело побывало 
в точке А!, оно окажется в точке Д.. 
Затем процедура повторяется: из точ- 
ки А, откладываем такой же вектор 
скорости, как из точки А, прибав- 
ляем к нему вектор & и получаем 
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точку Аз. В ней тело окажется спустя 
интервал АЁ после прохождения точ- 
ки А, ит. д. Построение дает при- 
ближенную траекторию — ломаную, 
которая похожа на хорошо известную 
всем параболу, являющуюся истин- 
ной траекторией. 

Реление этой задачи особой цен- 
ности не представляет, поскольку от- 
вет был известен заранее из школьно- 
го курса физики. Впрочем, сравнение 
полученного результата с известным 
позволяет проверить метод, а такая 
проверка всегда полезна. 

Теперь мы готовы к рассмотрению 
более сложной и не изучаемой в шко- 
ле задачи о движении тела в поле 
при наличии сопротивления 
усть в начальный момент 
ло находится в точке Ао 
рость оо (рис. 4), а сила со- 
тия воздуха Р. связана с век- 
орости тела ь соотношением 
Р.—= —0@0 (& — постоянный коэффи- 
‘циент). Требуется установить, какой 
будет траектория тела в этом слу- 
чае. 

Ускорение а, вызываемое двумя си- 
лами — тяжести и сопротивления, 
можно определить из второго закона 
Ньютона. Однако для построения 
удобнее ускорение а представить как 
сумму двух составляющих: ускоре- 
ния а.=1, сообщаемого силой тяже- 
сти, и ускорения а. =Ё/т-= —(а/туо. 
Если изобразить зависимость а. от 9 
в виде графика, то по нему легко опре- 
делить величину ускорения а. для лю- 
бого значения скорости тела. Направ- 
ление же этого ускорения всегда про- 
тивоположно направлению вектора 
скорости о. 













Рис. 4. 
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Нриступим к построению траекто- 
рии. Спустя малый промежуток вре- 
мени А после того, как тело начало 
движение из точки А. (см. рис.4), оно 
окажется в точке А!. Для построения 
вектора скорости на следующем шаге 
нужно из точки А, отложить вектор 
начальной скорости о и прибавить 
к нему вектор ускорения а=Е-а. 
(как построить векторы В и а. по от- 
дельности, мы уже знаем). В резуль- 
тате построения получим точку А. — 
в нее и будет направлен новый вектор 
скорости. Таким образом, спустя два 
промежутка времени после начала 
движения тело окажется в точке А.. 
Повторяя эту процедуру, мы получим 
точку ДЛь в которой тело окажется 
це через один промежуток, затем 
точки А., А; и т. д. Заметим, что 
ускорение а = & -- а. по истечении каж- 
дого промежутка времени необходи- 
мо определять заново, поскольку со- 
ставляющая а. зависит от скорости 
и поэтому в процессе движения не 
остается постоянной. 

Ломаная, проходящая через точки 
А, А, А,» ... представляет собой 
приближенную траекторию полета те- 
ла при наличии сопротивления воз- 
духа. Особенность этой кривой состоит 
в том, что, в отличие от параболы 
(см. рис. 3}, она не симметрична от- 
носительно вертикали, проходящей 


через наивысшую точку полета: нис- 
ходя 


я ветвь траектории круче вос- 
осмотрите теперь на заим- 
‘нами из учебника по 
*) рисунок 5, на котором 
изоб + траектории ол 
на пр зличных подачаз 

Почти все траекторий 










ход. 
ств 
бад 


а вола- 










несимметричны. с; 
минтоне этим пользуют 
роко. Высокую подачу, Е 
подают обычно настолько высоко, 
насколько позволяют высота потолка 
и силы игрока,— при этом на задней 
линии поля противника волан падает 
почти вертикально, а по отвесно па- 
дающему волану нельзя нанести от- 
ветного сильного удара, так как ме- 
тает оперение. 

Теперь естественно усложнить си- 
туацию, добавив, например, еще одну 
действующую на тело силу. Оказы- 





*) Рыбаков Д. Н., Штильман М. И. Основы спор- 
тивиого бадминтона. (М., Фнзкультура и спорт, 
1978.) 


Низкоя 


подача №. 


Рис. 5. 


вается, что это позволит нам расемот- 
реть очень красивую задачу о... 

Здесь мы советуем читателю на не- 
сколько минут прервать чтение, сло- 
жить из листка бумаги *самолетик» 
и понаблюдать за теми выкрутасами, 
которые он вытворяет в воздухе, ког- 
да его запускают с различными ско- 
ростями и под разными углами к гГо- 
ризонту. Во-первых, это даст возмож- 
ность немного отдохнуть, а во-вторых, 
после таких экспериментов вам будет 
намного интереснее читать то, что 
написано дальше. 


Как летает бумажный самолетик? 


Заранее туг ничего сказать нельзя. 
И это, конечно, самое интересное! 


А.А. Милн. Винни-Пух и все-все-все 


Проведенные эксперименты, вероят- 
но, убедили вас в том, что бумажный 
самолетик ведет себя в полете гораздо 
сложнее и интереснее, чем брошенный 
камень или волан для бадминтона. 
Даже если бросать его все время стро- 
го горизонтально, то в зависимости 
от начальной скорости он то почти от- 
весно пикирует на пол, то взмывает 
под потолок. Угадать заранее траек- 
торию его полета практически не- 
возможно, однако это вовсе не озна- 
чает, что поведение кувыркающегося 
в воздухе самолетика не поддается 
никакому анализу. 

Задача о полете бумажного самоле- 
тика является частным случаем более 
общей задачи о неуправляемом по- 
лете безмоторного летательного ап- 
парата. Эту задачу впервые поставил 
и решил замечательный русский уче- 
ный, основоположник аэродинамики 

Е. Жуковский (1847—1921). Здесь 
мы разберем только тот вариант за- 
дачи, который сам Жуковский назы- 
вал «задачей о планере». 

Пусть в воздушной среде летит сим- 
метричный планер (рис.6). На него 
действуют три силы: сила тяжести 
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Рис. 6. 
Р„ сила лобового сопротивления Ё. 
и подъемная сила ЁР,. Сила тяжести 
Е.—= та постоянна по величине и всег- 
да направлена вертикально вниз. Си- 
ла лобового сопротивления связана со 
скоростью г ссотношением Ё.= — ар, 
т. е. точно так же, как и в предыду- 
щем случае. Подъемная сила лежит 
в вертикальной плоскости и направ- 
лена перлендикулярно вектору ско- 
рости, а величина ее, согласно т. н. тео- 
реме Жуковского, связана со скоро- 
стью соотношением Р,=Вь?. Все три 
силы приложены в центре масс, кото- 
рый находится в вертикальной пло- 
скости симметрии планера. Спраши- 
вается, какой будет траектория поле- 
та, если планер запускают из точки 
А. с начальной скоростью во под уг- 
лом $ к горизонту (рис. 7)? 
Траектория строится в точности 
так же, как и раньше, только теперь 
для нахождения полного ускорения 
придется складывать не два вектора, 
а три: Я, а. и а, где вызываемое 


подъемной силой ускорение а,=Р./т 
направлено перпендикулярно вектору 
скорости в и равно (В/т)ь? по величи- 
не. Для упрощения построения полез- 
но воспользоваться приведенными на 
рисунке Т графиками зависимости 
а иа, от р. 

Построение траектории планера, 
как видите, хотя и громоздкое, но 
не сложное. Зато посмотрите, какую 
изумительную кривую мы роды лы! 
Наш планер описа саму! .1 , ящую 
«мертвую петавы, ‚данном 

тж у 11$ к к 
петля одна, но в принци планер 
может описать несколько _пе 
тель, после чего он перехо 
характерного «порхающего» по. 
он то проваливается вниз, то снова 
набирает высоту и, постепенно умень- 
шая амплитуду таких «провалов», 
выравнивает свой полет и движется 
равномерно по некоторой наклонной 


прямой. 












Рис. 7. 


Итак, мы построили траекторию 
и получили описание наиболее ха- 
рактерных особенностей полета сим- 
метричного планера, несмотря на то, 
что точное рещение задачи о планере 
(решение сложной системы диффе- 
ренциальных уравнений) перевести 
на понятный школьнику язык со- 
вершенно невозможно. 

Юдательный читатель, вероят- 
л, что бумажный самолетик 
ых отношениях отличается 
отренного нами идеального 
. Например, самолетик мо- 
быть идеально симметричным: 
него могут быть разными сила 










тяжести, подъемная сила и сила со- 


противления воздух 
правое и левое кр 
к тому, что в поле 
летика будет ра 
другого, и самолетик начнет, как по 
наклонной плоскости, «соскальзы- 
вать» в сторону опущенного крыла. 
При таком поперечном «скольжении» 
носовая и хвостовая части самолетика 
будут испытывать неодинаковые си- 
лы сопротивления воздуха, поэтому 
самолетик начнет поворачиваться 
вокруг вертикальной оси, т. е. будет 
лететь не прямо вперед, а ловора- 
чиваясь вправо или влево. Короче го- 
воря, к раесмотренному нами «кувыр- 
канию» и «порханию» планера в вер- 
тикальной плоскости добавятся по- 
вороты вправо или влево. 

Поскольку разные типы сил, дей- 
ствующих на самолетик, по-разному 
зависят от скорости, то радиусе пово- 
рота и даже его направление тоже 


30 


иствующие на 
то привед 
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будут зависеть от скорости. Поведе- 
ние самолетиков, которые на больших 
скоростях поворачивают вправо, а на 


малых влево, оказывается особенно 
интересным. Позапускайте несколько 
таких самолетиков разных типов, 
присмотритесь к их полету — и вы 
увидите, что многое в их поведении 
будет вам теперь более понятным. 

В принципе, с помощью изложен- 
ного метода можно рассматривать и 
еце более сложные задачи, связан- 
ные с поведением летательных аппа- 







ратов. Например, полет самолета. 
Для этого чно. вспомнить, что 
самол т же планер, только 


: гому добавив к рас- 

Е е о планере трем 
ю по величине силу 
я РЁ, направленную 
скорости, мы сможем 
построить траекторию полета самоле- 
та. Если представить, что в кабине 
этого самолета сидит пилот, который 
может управлять двигателем и рулем 
высоты (т. е. изменять величину Е 
и караметр В), то можно моделировать 
даже поведение самолета в управляе- 
мом полете. Периодически включая и 
выключая двигатель такого самоле- 
та, терпеливый читатель сравнитель- 
но легко сможет добиться того, что 
самолет перейдет в волнообразный 
режим полета, напоминающий полет 
синиц, стрижей и других небольших 
птиц. А уменьшив в этом режиме мас- 
су т и увеличив параметры а и В. 
можно получить траектории, которые 
будут достаточно точно воспроизво- 
дить хаотический воздушный танец 


бабочек. Размеры ‘статьи не позво- 
ляют остановиться на этих случаях 
подробно, и мы рекомендуем чита- 
телям рассмотреть их самостоятельно. 


Заключение, 
или Еще раз о самом главном 


Это такая штука. которую вы спо- 
койно можете объяснить два раза, 
не опасаясь, что кто-нибудь поймет, 
о чем вы говорите. 


А. А. Милн. Винни-Пух и все-все-все 
Итак, в этой статье мы рассказали 
о методе приближенного построения 
траекторий 


































его на нескол ‚примерах, начи- 
ная с просте иукончая уже до- 
вольно сложн то сле- 


дует усвоить и 
основную идею метода, 
стоит в замене непрерыв 
ния последовательностью | 
равномерных и прямоли 
гов. В научной литератур 
называется методом конечны 
стей. Основное достоинство ‹ 
стоит в том, что он позволяет 1 
ми средствами исследовать 
сложные виды движений и находи 


приближенные решения сложнейших. 


уравнений, которые плохо поддают- 
ся другим методам решений. В настоя- 
щее время этот’ метод получает все 
большее распространение, поскольку 
является основным методом решения 
соответствующих задач с помощью 
электронно-вычислительных машин. 


Приложение 
Несколько слов об играх 


И вот однажды Пух, и Пятачок, 
и ИКролии, и Крошка Ру играли 
в Пустяки... 


А.А. Милн. Винни-Пух и все-все-все 


Поскольку игра — вещь. очень ннтересная 
и полезная, то играть в те или иные игры лю- 
бят все. Авторы статьи не являются исклю- 
чением и поэтому не смогли удержаться от 
соблазна придумать игры на основе описан- 
ного выше метода. 

Игра 1. «Автомобильные гонки». Поставьте 
на листе бумаги точку и представьте, что это 
автомобиль. Если он движется равномерно 
и прямолинейно, то с построением его траек- 
торни. как вы знаете, никаких проблем не 
возникает. Попытаемся теперь управлять дви- 
жением автомобиля, разрешив вектору его 
скорости изменяться после каждого шага. 
При этом будем иметь в виду, что вектор 
ускорения автомобиля может иметь произволь- 
ное направяение, но ограничен но величине 
некоторым максимальным значением а. Что 
можно сказать о движении автомобиля в этом 
случае? 


Пусть в начальный момент времени ав- 
томобидь находится в точке Де, имея ско- 
рость во (см. рис. 1). Спустя первый интервал 
времени он окажется в точке Дь, а еще через 
один интервал, если бы движение было рав- 
номерным. он попал бы в точку Аг. Однако 
в нашем случае к концу второго промежутка 
он может оказаться в любой точке круга ра- 
диуса а, с центром в А{. 

Теперь понятно, что может, а чего не мо- 
жет сделать нащ автомобиль, Так, например, 
он не может слишком быстро разгоняться 
и тормозить, а также совершать слишком кру- 
тые повороты на большой скорости. Мы ре- 
комендуем читателю сначала поупражняться 
в езде на таком автомобиле просто на чистом 
листке, затем нарисовать дорогу и попытать- 
ся по ней проехать, а уже потом можно ео- 
ревноваться с товарищами в скорости езды 
по извилистым трассам с мостами и тунне- 
лями (врезавшийся в ограждение автомобиль 


из дальнейших соревнований, естественно, 
выбывает). 
Как показал опыт, эта игра несложная, 


но, попытавшись сыграть в нее, вы тут же 
убедитесь, что она требует крепких нервов 


и хорошего глазомера — накал страстей мо- 


жет оказаться соизмеримым с остротой борь- 


` бы в настоящих гонках. 


Игра 2. «Принцесса н чудовищее. Извест- 
то излюбленным занятием всех чудовищ 
ется охота за принцессами. Принцессы 
к правило, чудовищ не любят, боятся 
стремятся от них убежать. Такое пове- 
ринцесс вполне понятно, однако спра- 
ити ради следует отметить, что иногда 
делают эт% совершенно напрасно, по- 
кольку, догнав их, чудовища расколдовы- 
ваются и превращаются в прекрасных прин- 
цев — вспомните хотя бы «Аленький цве- 
точек». 

Итак, иуеть принцесса и чудовище пред- 
ставляют собой материальные точки, уско- 
рения которых ограничены величинами @пт 
и @а.„. Предположим далее, что чудовище 
имеет руки длиной [, т.е. оно может схватить 
все, что находится от него на расстоянии, 
меньшем или равным {. Задача чудовища со- 
стоит в том хнатить принцессу, а за- 
х в том, чтобы убежать. 
‚ между величинами 
могут по своему жела- 
либо чудовищу, лнбо 4 














ть несколько, они мо-а 
‚ пещере сложной форм 
рца, где имеются двери, 
пройти принцесса, „5 
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Ван-дер-Ваальс 
и его уравнение 


(к 150-летию 
со дня рождения 
ученого) 


23 ноября 18317 года в семье 
лейденского плотника Яко- 
буса Ван-дер-Ваальса появил- 
ся ина свет первый из девяти 
детей — Иоганнес Дидерик 
Ван-дер-Ваальс, будущий зна- 
менитый голландский уче- 
ный, один из основоположни- 
ков современной молекуляр- 
ной физики. 

Скромный достаток столь 
многочисленной семьи не по- 
зволял и мечтать о высшем 
образовании, так что после 
начальной школы весь долгий 
и нелегкий путь в науку 
Ван-дер-Ваальс прошел само- 
стоятельно и, как сказали бы 
сейчас, без отрыва от произ- 
водства, ибо только в 40 лет 
он расстался с профессией 
школьного учителя. Правда 
ему все же удалось, хотя и 
< многолетним  нерерывом, 
прослушать в старинном Лей- 
денском университете с деся- 
ток лекционных курсов по 
математике, астрономии и фн- 
зике. 

Но 14 июня 1873 года 
Ван-дер-Ваальс — в это время 
он еще преподавал физику в 
одном из реальных училищ 
Гааги — приехал в Лейден- 
ский университет не для того, 
чтобы пополнить знания еще 
одной лекцией. На этот день 
была назначена защита его 
докторской диссертации 
«О непрерывности жидкого 
и газообразного состояний». 
Занхита прошла успешно, но 
особи восторга диссертация 
гаагского учителя у членов 
ученого совета не вызвала. 
Миновало десять лет, и евро- 
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пейскне ученые начали осо- 
знавать, что этой работой — 
заметим, это было первое 
самостоятельное научное ис- 
следование Ван-дер-Ваальса, 
его первая научная публика- 
ция! — ее автор вписал свое 
имя в число классиков науки. 
В 1910 году Ваи-дер-Ваальс 
был удостоен Нобелевской 
премии по физике. 

В чем же сущность этой 
классической работы голланд- 
ского ученого? На языке фор- 
мул ответ на этот вопрос 
выглядит следующим обра- 
зом: 

до Ван-дер-Ваальса было 
известно уравнение состояния 
идеального газа 


рУ=АТ, (1) 
в «Непрерывности» же впер- 
вые появилось ураанение со- 
стояния ревльного газа 


(2+ >) (ИВТ, (2) 


где И — объем моля газа 
при температуре 7 и давле- 
нии р, В — универсальная 
газовая постоянная, ам Ь — 
экспериментальные констан- 
ты. характеризующие соответ- 
ствеино межмолекулярное 
притяжение и собственный 
объем молекул. 

Идеальный газ — это хотя 
и чрезвычайно полезная в фи- 
зике, но предельно упрощен- 
ная теоретическая модель. 
Она соответствует газу, плот- 
иость которого настолько низ- 
ка, что взаимодействие между 
его молекулами и размер 
молекул практически никакой 
роли не играют. Уравнению 
Ван-дер-Взальса (так назы- 
вают уравнение состояния 
реального газа) отвечает  го- 
раздо более реалистическая 
модель: молекулы — абсо- 
лютно твердые шарики очень 
малого, но конечного диа- 
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метра, между которыми. дей- 
ствуют быстро спадающие с 
расстоянием силы взаимного 
притяжения. 

Переход от уравнения (1) 
к уравнению (2) Ван-дер- 
Заальс охарактеризовал как 
«введение поправок». И это 
действительно так. Во-первых, 
а нем учитывается, что по- 
мимо внешиего давления р 
действует «внутреннее» дав- 
ление а/У?, возникающее за 
счет межмолекулярного при- 
тяжения и «стремящееся» 
стянуть мечущиеся в беспре- 
станном тепловом движении 
молекулы в один тесный сгу- 
сток. Во-вторых, принимается 
во внимание тот факт, что 
для теплового движения мо- 
лекул доступен не весь объем 
У. а лишь пространство, оста- 
ющееся за вычетом собствеи- 
ного объема молекул. (На са- 
мом деле Ван-дер-Ваальс об- 
наружил, к своему иемалому 
удивлению, что коястанта В в 
первом приближенин равна 
учетверенному значению сум- 
марного собственного объема 
молекул, содержащихся в од- 
ном моле вещества.) 

Обычно слово поправка» 
ассоциируется с чем-то ие 
слншком важным, во всяком 
случае, не принципиальным, 
не связанным с коренными 
изменениями. Однако а фи 
зике эта привычная ассоциа- 
ция очень часто не оправды- 


вается. И ярчайший тому 
пример — ван-дер-ваальсов- 
ские поправки, приводящие к 
чудеоному превращению 


уравиения (1), справедливо- 
го лишь для не существую- 
щего в природе  теорети- 
ческого объекта плод назва- 
нием видеальный газ», в 
уравнение (2), описывающее 
поведение реального вещества 
в диапазоие плотностей, про- 
стирающемся от значений, 
соответствующих  разрежен- 
ному газу, до величин, от- 
вечающих жидкому состоя- 
нию. При этом из самих 
выражений для ван-дер- 
ваальсовских поправок можно 
онределить и молекулярные 
силы, и размеры молекул — 
совершенно реальные пара- 
метры, о которых даже не за- 
ходит речь в модели идеаль- 
ного газа. 

На рисунке 1 показаны 
изотермы, рассчитанные по 
уравнению Ван-дер-Ваальса 
для различных значений тем- 
пературы. Ясно, что большие 
значения У относятся к газо- 
образному состоянию, а ма- 
лые — к жидкому. Как сви- 
детельствуют изотермы [, 2. 3. 


при температурах Г2Т, каж- 
дому значению р отвечает 
одно значение У. Это озна- 
чает, что переход от газообраз- 
ного состояния к жидкому 
иепрерывен, и поэтому при та- 
ких температурах само под- 
разделение на газ и жидкость 
теряет смысл. Иное дело тем- 
пературы Т<7Т,. В этом слу- 
чае каждому значению р от- 
вечают три различных значе- 
ния У. так что на изотермах 
(см. изотермы 4. 5, 6 на 
рис. 1) появляется волно- 
образный сегмент. 

Рассмотрим подробнее од- 
ну изотерму для некоторой 
температуры ТТ, (рис. 2). 
Участок ес ее волиообразного 
сегмента, проведениый пунк- 
тиром, соответствует противо- 
естественному положению: 
при сжатии давление падает, 
чего в природе не бывает. 
Наличие нереализуемого 
участка 6с означает, что при 
постепенном изменении объе- 
ма вещество не может все 
время оставаться  однород- 
ным — в некоторый момент 
должно произойти его рас- 
слоение на газ и жидкость. 
Таким образом, истннная изо- 
терма имеет вид ломаной 
линии аб с прямолиней- 
ным отрезком 6{Г в области 
волнообразного сегмента, сое- 
диняющим ветвь аб, соответ- 
ствующую газообразному со- 
стоянию, и ветвь 1/8, соот- 
ветствующую жидкому с©о- 
стоянию. Сам горнзоитальный 
участок В! соответствует пе- 
реходу газа в жидкость (и 
наоборот), происходящему 
при заданной температуре и 
при определенном постоянном 
давлении. На какой «высоте», 
т. е. при каком давлении, 
возникает прямолинейный 
участок, из уравнения Ван- 
дер-Ваальса определить не- 
возможно. Ответ на этот во- 
прос дает правило, установ- 
ленное Дж. Максвеллом 
(1831—1879) иР. Клаузнусом 
(1822—1888): ордината уча- 
стка В! должна быть такой. 
чтобы обеслечивалось равен- 
ство площадей з*полуволн» 
Ьс@ и 4е}, лежащих сверху 
и снизу от него. 

По мере повышения давле- 
ния прямолииейный участок 
укорачивается и при Т=Т,, 
стягивается в зкритнческую 
точку» А. По уравнению Ван- 
дер-Ваальса Т,„==8а/(216В) и 
ей отвечает критическое дав- 
ление р„— а/(21Ь?). Для воды, 
например, Т=6471,3 К и 
р„=22,18 МПа, откуда = 
— ВТ, /(8р„)==30.4 +1078 м?/ 
/моль, и для «диаметра» мо- 
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Рис. 23. 


лекулы воды, уподобляемой 
абсолютно твердому шарику, 
получается  значенне —а= 
—2,9 - 10—10 м, что по поряд- 
ку величины вполне еоответ- 
ствует действительности. 

Уравнение Ван-дер-Вааль- 
са чрезвычайно широко ис- 
пользуется физиками и ин- 
женерами. и понятно почему. 
Ведь оно описывает всю карти- 
ну поведения вещества от га- 
зообразного состояния до жид- 
кого, оно несложно и потому 
с ним удобно работать, и. на- 
конец, что очень важко, оно 
основано на простой, но реа- 
листической модели вещества, 
допускающей наглядную ин- 
терпретацню. 

А насколько точно урав- 
неиие Взн-дер-Ваальса согла- 
суется с экспериментальны- 
ми данными? В области высо- 
ких температур и низких 
давлений имеется хорошее ко- 
личественное согласие, но при 
плотностях, близких к тем, 
которые характеризуют жид- 
кое состояние, речь может 
идти лишь о качественном 
соответствии. 


С появлением уравнения 
состояния реального газа ро- 
дилась и загадка этого урав- 
нения. Дело в том, что, с 
одной стороны, сам Ван-дер- 
Ваальс не дал его строгого 
вывода — он, скорее, угадал 
ответ, угадал, основываясь на 
правдоподобных, но отнюдь 
не строгих рассуждениях. 
С другой стороны, строгий 
математический вывод уран- 
нения не получался ни у кого. 
Но как же может быть столь 
Удачным уравнение, не имею- 
шее под собой твердой теорети- 
ческой Почвы? Некоторые физи- 
ки склонны были даже усматрн- 
вать здесь какую-то мистику. 

Вывести ван-дер-ваальсов- 
ское уравнение удалось толь- 
ко в 1966 году. Однако 
полного решения загадка все 
же не получила вплоть до 
наших дней. Речь идет о сле- 
дуюшем. Уравиение было 
строго выведено для модели, 
в которой абсолютно жесткие 
шарикн-молекулы — связаны 
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между собой очень слабыми, 
но обладающими бесконеч- 
ным радиусом действия сила- 
ми взаимного притяжения. 
Сам Ван-дер-Ваальс настаи- 
вал на том, что учитывае- 
мые его уравнением силы 
притяжения отнюдь не даль- 
нодействующие, а простира- 
ются на расстояние, ограни- 
ченное всего лишь есколь- 
кими молекулярными диа- 
метрами. Это обстоятельство 
не представляло бы особого 
интереса — так ли уж важно, 
какая картина рисовалась 
голландскому ученому столе- 
тие назад! — если бы в конце 
концов не оказалось, что фи- 
зическая интуиция ученого 
все еце не превзойдена даже 
самыми изощренными мате- 
матическими методами. Дей- 
ствительно, сопоставление экс- 
периментальных данных с ре- 
зультатами компьютерных 
численных расчетов показало, 
что уравнение Ван-дер-Взаль- 
са может быть справедливым 
и при короткодействующем 
характере межмолекулярного 
притяжения, причем оно не 


обязательно должно быть 
очень слабым. 
Как сложилась судьба 


Ван-дер-Ваальса после защи- 
ты его знаменитой диссер- 
тации? 

В 1815 году он был избран 
академиком, а спустя два го- 
да получил должность про- 
фессора физики Амстердам- 
ского университета. Этот пост 
он занимал до 1908 года, 
когда, согласно незыблемому 
правилу, вышел в отставку 
в связи с достижением 710-лет- 
него возраста. Помимо урав- 
нения состояния реальиых га- 
зов, Ван-дер-Ваальс получил 
еще целый ряд важных науч- 
ных результатов, причем зна- 
чение некоторых из них было 
по достоинству оценено толь- 
ко в наше время. Его науч- 
ная деятельность продолжа- 
лась до 1916 года. затем 
творческие и физические силы 
стали ослабевать. Ученый 
умер в 1922 году, в эпоху, 
когда занимавшие его всю 
жизнь проблемы молекуляр- 
ной физики были вытеснены 
на периферию науки бурно 
развивавшимися квантовой 
теорией, физикой атома н 
атомного ядра. Но прошло 
полвека, эти проблемы снова 
переместились в центр вни- 
мания физиков, и работы Ван- 
дер-Ваальса получили новое 
и чрезвычайно плодотворное 
развитие. 


Б. Е. Явелов 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основания журнала. Жубли- 
куемые в нем задачи нестан- 
длартны, ио для их решекия 
не требуется знаний, выходя- 
щих за рамки школьной про- 
граммы. Наиболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все эти задачи 
публикуются впервые. 
Решения задач из этого но- 
мера можно отиравлять не 
ноздиее 15 сентября 1987 го- 
да по адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Кваит». Решения задач из 
разных иомеров журнала или 
по разным предметам (мате- 
матике и физике) присылай- 
те в разных конвертах. На 
коиверте в графе *Кому» 
напишите: «Задачник «Кван- 
та» № 17—87» и номера за- 
рач, решения которых вы по- 
сылаете, например +«М1051» 
или «Ф1063». В графе ‹..-ад- 
рес отправителя» фамилию и 
имя просим писать разборчи- 
во. В письмо вложите конверт 
с написанным на мем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получите результаты провер- 
ки решений). 

Условие каждой .орнгиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публикации, присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе с вашим ре- 
шением этой задачи (иа кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физике» или «...новая задача 
по математике» ). 

В начале каждого письма 
просим указывать номер шко- 
лы и класс, в котором вы 
учитесь. 


Рис. 1. 
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Задачи 


М1051 — М1055, $1063 — $1067 


М1051. В левый нижний угол шахматной доски 8.8 
клеток поставлено в форме квадрата ЗХ 3 девять фишек. 
Фишка может перепрыгнуть через любую другую фиш- 
ку, симметрично отразившись от нее, если соответ- 
ствующее поле свободно. Можно ли несколькими та- 
кими ходами собрать все фишки в виде квадрата 33: 
а) в левом верхнем углу? 
6) в правом верхнем углу доски? 
Я. Е. Брискин 


М1052. Докажите, что из л четырехугольников, отсе- 
каемых от выпуклого п-угольника диагоналями, не бо- 
дее п/2 могут оказаться описанными около окружности. 
Приведите пример 8-угольника, у которого таких четы- 
рехугольников 4. 

Н. М. Седракян 


№1053. Докажите, что в последовательности чисел Фи- 
боначчи 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, .... где каждое число равно 
сумме двух предыдущих, при т_> 3 встретится не ме- 
нее 4 и не более 5 т-значных чисел. 


№М1054. Докажите, что шесть точек попарного касания 
четырех сфер всегда лежат на одной сфере или на одной 
плоскости. 

Ю. К. Коба 


№М1055. На окружности имеется 21 точка. Докажите, 
что среди дуг с концами в этих точках не менее 100 дуг, 
не превосходящих 120“. 

А. Ф. Сидоренко 


$1063. Пешеходу необходимо в кратчайшее время по- 
пасть из точки поля А в точку поля В, расстояние 
между которыми 1300 м. Поле пересекает прямолиней- 
ная дорога так, что точка А находится от нее на рас- 
стоянии 600 м, а точка В — на расстоянии 100 м. 
Скорость перемещения пешехода по полю равна 3 км/ч, 
а по дороге — 6 км/ч. Какой путь должен избрать 
пешеход? Чему равно минимальное время? Рассмот- 
реть случаи, когда точки А и В лежат по одну сторону 
от дороги и когда они лежат по разные стороны от 
дороги. 

С. С. Кротов 


Ф1054. Нить прикреплена к ободу тяжелого обруча и 
намотана на него. Если другой конец нити прикрепить 
к потолку и отпустить обруч, то он, вращаясь и раз- 
матывая нить, будет двигаться вниз. Пусть три таких 
обруча соединены ‹последовательноь. т. е. конец нити 
следующего обруча прикреплен к оси предыдущего 
(рисунок 1). Все обручи одновременно отпустили, и 
они пришли в движение. Определить, с каким ускоре- 
нием движется верхний обруч. 
С каким ускорением будет двигаться верхний обруч, 
если число последовательно соединенных обручей очень 
велико? 
Считать, что масса обруча равномерно распределена по 
его ободу, спицы невесомы, нити невесомы и нерастя- 
жимы, трение отсутствует. 

Е. Н. Юносов. И. В. Яминский 


Ф1065. Кастрюлю, в которую налит 1 л воды, никак 
не удается довести до кипения при помощи нагревателя 


Куапетесте.ги 


мощностью 100° Вт. Определить, за какое время вода 
остынет на один градус, если отключить нагреватель. 
А.Р. Зильберман в 


$1066. Предположим, что в результате сильных пожа- 
ров в верхних слоях атмосферы возникает тонкий слой 
сажи, поглощающий практически все падающее на него 
солнечное излучение. Какой станет при этом средняя 
температура Земли, если сейчас она составляет 300 К? 


А. Л. Стасенко 





Ф1067Т. Внутри прозрачного шара радиусом А, сделан- 
ного из материала с показателем преломления п, имеет- 
ся небольшое вкрапление А (рисунок 2). При рассмат- 
ривании вкрапления кажущееся расстояние от вкрап- 
ления до центра шара оказывается не зависящим от а 
для достаточно больших а (см. рисунок 2). Найдите, 
на каком расстоянии от центра шара находится вкрап- 
ление. 


Г. Ргоетз 
№1051 — М1055, 21063 — Р1067 


Уе Бауе Ъ5еет рубИзнше №М1051. Тье 1о\мег 1е пап@ сотпег ой ап 8Х 8 с\езвбоат@а 


Г. В. Григорьев 


сане ь лил 


Куапё8 сот{езё ргоШетвя еуегу 18 оссшре Ъу шпе раупв ФфогтшЕ а 3ЗХ 3 <апаге. А рамт 

тол} бгош Ше уегу Ил в сай лиор оуег апу о ег ра\п, 1апати зуттенлсаПу, И 

зие 07 ошг тарахите. ТЪе рго\- {1е соггезропётя 1\@е зацаге 13 етрйу. Узтё зисй тоуез, 

1етз аге поп ааФага опеб, Би 13 И розв!е №0 гевззет Ые 11е 3 Х 3 зацаге 

Пей зошбноп гедшгез по 1лГог: а) тп \е ипррег 1е пап сотпек? 

тайоп ошёзе (Не зсоре оЁ Те Ъ) 1 Ме иррег "Её Нап@ согпег? 

ты а эсНоо} ВУ Ус. Е. ВизЕКт 
ыы В ” 

а а. АНЯ №М1052. Ргоуе 1Най по таоге \тап п/2 ош ой п ача@тЦафега!5 

Абег Че зёабетепе о Ве сыё оч {тот ай л-м4е роувоп Ъу № Фабопа]з сап Бе 

ргоЫет, ме изиаНу шакые стситестЬеЯ ® а сгое. Сйуе ап ехатр!е оГ ап осавоп “ИЛ 

\Во ргорозеё И {о из. И коез 4 зисп дца4тНага13. 

УНВоцЕ Заур Па по аЙ М. М. ЗейгаКуалт 


Безе ргоШетв аге #15 ри :- 
санопз. ТВе зошНоп8 оЁ ргоБ- 
1етоз гот 1 щвзие (ш Воз- 
зао ог т ЕпеНзЬ) ау Ъе 
розёеё по Лаёег ап зерет- 
Ъег 15, 1987, ю Ще ГоПомщЕ 
з44ге5з: 09858, Мозсо\, . у 
103006, Москва К-6, ул. Горь- №М1054. Ргоуе ФТаЁ Те эх рашгм1се фапкепсу ропёз ой Гог 
кого, 32/1, «Квант». Реазе зрпегез а\\ауз Це оп опе зрЪехе ох оп опе р1апе. 

зеп@ Че зошНоп$ оГ рЬузев Уи. К. Коёа 
эп та етас8 ргоегл8, аз 
\еН аз ргоШекз гот ЯЕегег 
\3331е3, иафег зерага{йе соует; 
оп \Ве епуеЮре зтйе Ше : 
‘могав: “КУАМТВ  РАОВ. ПЧ рленно 
ЗЕМ” ап {Бе поттЬегз оЁ а! Р1063. А ШсКкег тозё ма! ш 1е звонке роззЙе Ите Тгот 
Бе вое ргоШетя; ш уоцг ротё А №0 рошь В. Тье ропиз аге ш а 1е4, ап@ Ше 4запсе 


№1053. Ргоуе я ш {Те Еопасс! зедпепсе 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...., 
мНеге еасН пишЪех 13 {Ве зит о# {Ис 40 ргемоиз опез, ЁПеге ате 
по тоге {Тап 5 ап@ по 1е5з 11ап 4 т-ащИ потЬегз Рог 
апу т >> 3. 


№1055. ТЬеге ате 21 ром оп а схае, агБИигакИу сКозеп. 
Ргоуе {На атопя {}Ъе агсз “ИВ ежтетиез аё \Шезе ройЦз 
по 1езз {Пап 100 аге по вхеафег "Вап 120°. 


1еМег епс1озе ав ипябатрей Бегиееп фПем 13 1300 т. Те Не 13 сговзей Бу а гесийтеаг 
зеМа@@гечзей епу@оре — зе тоа@ ч’Позе 41звапеез {готп \№е ройпёз А апа В ате гезресцуеу 
зНаН изе # №0 вепЯ уош Фе 600 па апЯ 100 в. ТАе №моКег ма! м 4Ве Йе@ а& (Ме зрее@ 
соггесноп гезиНз. АЁ Ше еп@ о? 3 Кш рег Воишг ап а«опе \Те говЯ а 6 Км рег Коиг. 
о фе аеафенйс уеаг зе зит УУВа$ 1гадескогу зКои14 е ЫсКег еНоозе? У! Пак 18 {Не питита] 
мир {Ве геви{з о %е Куапё ие? СопзАсг 4\0 сазез: йеп \Ме ройёз ате оп орроз\е 
ргоЫет сопёез. Ш уош Бауе вез оЁ {Не коа@ ог оп Ме вате з14е. 


ап ом та] ргоЫешт © ргорозе 
ог рабИсаНолт, реазе зеп И 
40 из илёег зерагме соуег, т Р1064. А зышЕ 1 Пхед о {пе ош Юе о? а чНее| ап@ уг рред 
40 сорез (Ш Визап ог ш агоип@ И. И Че обег еп оЁ Ще задав 1$ Яхед № Че 
Еле), шошашпя Те зо сеих ап@ 1Не \Кее! 18 геевзед, № \\П зпоуе 4озт, тоаИ ля 
Чоп. Оп Ме епуеюре этИе апд ипутарртя {Ме зытя. Ппакте а ШИгее зиск \м/Кее]з 
МЕ\Х РВОВНЕМ ТМ РНУ $1С$ аге соппес%е4 т веадцепсе, 1. е. {Ве ева о? \\е зря оЁ еасВ 
«г МАТНЕМАТ!С$). Р]еазе зиссеедтя \Нее} 13 Яхей 10 фе ах оГ 4те ргечтоиз опе (зее 
реЗЕ уошг изте ап аЯ@гезз Сеите Рис. №). М а! 4\е м[ее]8 аге к@есазей зптиНапеопвЙу, 
ш ВГОСК ТЕТТЕН$5. \Наё Ш {Пе ассеегайоп оЁ Ве иррег мНее1 Бе? Зате дцезйоп 
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№1031. На плоскости даны 
прямая [и две точки АиВ 
по одну сторону от нее. 
На прямой { выбраны точ- 
ка М. сумма расстояний от 
которой до точек А и В 
наименьшая, и точка М, 
для которой расстояния от 
А иВ равны: АМ=ВМ№. 
Докажите, что точки А, В. 
М и М лежат на одной 
окружности. 


№М1032. Выписаны п чисел 
2. 3, ... п 1, их всевоз- 
можные произведения по 
два, по три и т. д. вплоть 
90 произведения всех п 
этих чисел. Докажите, что 
сумма чисел, обратных 
всем выписанным, равна 
п/2. (Например, при п=3 
1 1 1 1 1 

рана Ра аж 
1 3 


1 
+34 Тэза-3) 
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Г Ме питьЬег оЁ зиссеззуеу соппес4еЯ \мНее!з {3 уегу 1акае. 
Аззште фа Ме мпееГз таза 3 ипМогийу Ча шеЯ аопЕ 
Фе отситЁегелсе, {те зилпвз аге межНМезз ап иплухгекка Ме 
апЯ {Неге 13 по сйоп. 


Б. М. Уипозоь, 1. У. Уатта 


Р1065. А роё согашшя 1 Шег оГ мыег геРивез № соте 
40 а Бой опа 100 учам Неаюг. Ном Попе сап И фаКе #ог 
{с ммог Тю с001 Бу 1 дейгее мМеп Ве Веябег 18 фигпе оёЁ? 


А. В. РИбегтап 


Р1066. Гптакше {На а т 1вуег 0# 800%, аБвохЬтЯ ргасИсаШу 
а! (Ме бип’з епизають, 13 вогтед 1т ФМе иррег айпозрНеге 
аз ФТе хезиМ оЁ тазяче Фогезё Нез. У/Ваф мШ Ще Еаг ‘а 
теап фетрегафиее Бесоте, И” 1в пом 300 К? 


д. Г. З1азепко 


Р1067. А Цапврагепь зоНЯ эрЬеге ой та4из В тафде оц оЁ 
таена! мил хегасноп 1а4ех п сопатз а зтаШ тсгия$а- 
Ноп А ( Йвиге Рис. 2 оп р. 37). У/Пеп 1ооктй я 4Не шсгизвабоп 
{Не аррагеп® @15апсе {тот Ш т \Ме сепие ой \\е зрНеге 
4025 пой Череп оп с Гог зи ЙеетНМу 1агре а (5ее Ше Йвиге). 
зла Ме \хае @15апсе гот Пе шсгифайоп 1ю Ме зрНеге’в 
селе. 


С. №. Сгщомеи 


Решения задач 
№М1031 — МЮЗ5. $1043 — $1045, Ф1047 


Построим точку Ви, симметричную В относительно пря- 
мой [, тогда М лежит на пересечении прямых АВ, и { 
{см. рисунок), так как для любой точки Р на прямой [, 
отличной от М, 

АР РВ=АР-+РВ, > АВ, =АМ-МВ. 
Покажем, что / АМВ=Х АМВ, — из этого равенства 
вытекает утверждение задачи. 

Угол АМВ как внешний угол равнобедренного тре- 
угольника МВВ, равен 2Х АВВ. С другой стороны, 
точки Л, Ви В; лежат на окружности с центром М, 
поэтому и ДАМВ=2И АВ,В (центральный угол АМВ 
и вписанный в эту окружность угол АВВ опираются 
на одну дугу АВ). 

Я. Д. Вуряяндчик 


Очевидно, что рассматриваемая в задаче сумма на 1 


меньше произведения 


(1+ 1) (1+ 1). а+ 5). 


Следовательно, она равна 





о а бы Пе 
Е Е то тя 


что и требовалось доказать. 
А. В. Анджанс 


№1033. Окружность отре- 
зает от квадрата четыре 
криволинейных треуголь- 
ника (граница каждого 
состоит из дуги окружно- 
сти и двух отрезков). Вы- 
красим два из них, примы- 
кающих к противополож- 
ным углам квадрата, в го- 
лубой цвет, два других — 
в красный. Докажите, что: 
а) суммы красных и голу- 
бых дуг равны; 

6) суммы периметров крас- 
ных и голубых треуголь- 
ников равны. 


Рис. 1. Рио. 


№мМ1034. Прямоугольная 
шоколадка разбита про- 
дольными и поперечными 
углублениями на 50 квад- 
ратных долек. Двое игра- 
ют в такую игру. Начи- 
нающий разламывает шо- 
коладку по некоторому 
углублению на две прямо- 
угольные части. Затем иг- 
рающие по очереди лома- 
ют одну из получившихся 
частей по некоторому уг- 
лублению на две. Тот, кто 
первым отломит квадрат- 
ную дольку (6ез углубле- 
ний). а) проигрывает, 6) 
выигрывает. Кто из играю- 
щих может обеспечить се- 
бе выигрыш — начинаю- 
щий или его партнер? 


1256г 


винт м 


19 20 22 эз 29 25 


а) Проведем в окружности диаметры, параллельные 
сторонам квадрата. Они делят пополам дуги, находя- 
щиеся вне квадрата (рис. 1). Чтобы получить сумму 
красных дуг, нужно из двух четвертей окружности 
вычесть по половинке от каждой из выступающих за 
квадрат дуг; точно так же получается сумма голу- 
бых дуг. 

6) С учетом утверждения а) нам достаточно дока- 
зать, что сумма длин красных отрезков сторон квад- 
рата, выступающих за окружность, равна сумме длин 
голубых отрезков. Диаметры, которые мы рассмотрели 
в решении задачи а), делят пополам хорды, высекаемые 
на сторонах квадрата окружностью. При этом внутри 
каждой пары вертикальных углов, определяемых 
этими диаметрами, заключена половина периметра 
квадрата (это следует из равенства отрезков, отмечен- 
ных на рисунке 2). Следовательно, и сумма длин крас- 
ных уголков, и сумма длин голубых уголков ‘равны 
полупериметру квадрата минус полусумма хорд. 

Верно и чуть более сильное утверждение: сумма 
горизонтальных красных отрезков равна сумме гори- 
зонтальных голубых отрезков, аналогично — для 
вертикальных. Кроме того, квадрат в условии задачи 
можно заменить на прямоугольник. 


Ответ: в обоих вариантах игры побеждает начинаю- 
щий. Это справедливо и для любой шоколадки из тл 
долек (размером тхХ п), где тп четно (за исключением 
случая шоколадки 2Жп с нечетным п в варианте 6) — 
здесь ответ зависит от п.) Мы рассмотрим сразу общий 
случай. Интересно, что выигрышные стратегии в *‹про- 
тивоположных» вариаитах а) и 6) почти совпадают. 

а) Стратегия, обеспечивающая выигрыш начинающе- 
му, такова. Хотя бы одно из чисел ти п четно — 
пусть это будет т(т=22). Первым ходом начинаю- 
щий разламывает шоколадку на две одинаковые поло- 
вины (по пЖхй# долек). Затем каждый ход второго он 
дублирует на другой половине шоколадки. Таким обра- 
зом, после каждого хода первого игрока обе половины 
будут разломаны совершенно одинаковым образом. 
Ясно, что при этом первый не отломит дольку 1Х1 
раньше, чем это сделает второй. 

6) Здесь при четном т>2 и п>1 начинающий может 
использовать ту же ‹симметричную» стратегию до тех 
пор, пока второй не отломит полоску шириной 1; первый 
тут же отламывает он нее дольку ЕХ Е! и выигрывает. 

При публикации задачи мы по недоразумению не 
поместили рядом с условием рисунок, изображающий 
шоколадку из 5Ж1Ю долек; поэтому строго говоря, 
нужио рассмотреть еше случай шоколадки 2ЖХ25 
(хотя, по-видимому, в жизни таких не бывает). В вари- 
анте 6) игры «симметричная» стратегия для шоколадки 
2Жп не годится — отламывать полоску шириной 1 
нельзя` (это немедленно ведет к проигрышу), так что 
шоколадку можно ломать только «поперек». Возникаёт 
такая игра в «разбиение». На доске написано вначале 
число п; затем при каждом ходе одно из чисел стира- 
ется и пишутся некоторые два натуральных числа, 
в сумме дающих стертое. Проигрывает тот, кто вынуж- 
ден написать 1 (то есть проигрышная позиция — это 
набор чисел 2 и 3). Вопрос о том, кто выигрывает в 
подобных играх, оказывается далеко не простым; об 
интересной теории, позволяющей найти ответ без боль- 
шого перебора, будет рассказано в одном из номеров 


В. В. Произволов 















№М1035. На отрезке [0;1] 
по очереди отмечаются 


ОЧКИ Х., Хь Х», .... Х»ь ДЛЯ 
каждой точки хь (В= 
—1, ....М) измеряется рас- 


стояние 4, от нее до бли- 

жайшей к ней цз постав- 

ленных ранее точек. Дока- 

жите, что Ша... та, = 
]ок» в 

= Е 


<) ь 
[^ 
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Рис. 2. Преобразование набо- 
ра Хь. Х.....х, при сдвиге 
точки х.: каждому значению 
х. О<зх.< 1. отвечает гори- 
зонтальный отрезок. на пере- 
сечении которого с синими лц- 
ниями расположены точки х.. 


У 





{у= иит(х.1-х) 





Рис. 3. 


«Кванта» в будущем году. Пока сообщим лишь ответ: 
при л=25 выигрывает начинающий (один из правиль- 
ных первых ходов: 25 -=13-- 12). 

Ответ для нечетного тп в общем случае нам неизвестен 
ни для варианта а), ни для варианта 6) игры. 


С. В. Фомин, ПН. Б. Васильев 


Покажем сначала, что любой набор точек хо, Хь, ..., х, 
на отрезке [0; 1] можно, не уменьшая суммы 
$=4, а... + аъ 

преобразовать в набор, две первые точки которого — 
О и 1. а каждая следующая — середина одного из 
отрезков, на которые предыдущие точки разбивают 
[0; 1]. Ясно, что можно ограничиться наборами различ- 
ных точек (если точка х, совпала с одной из предыдущих, 
ее можно просто вычеркнуть — 4.=0 — и добавить 
новую точку в конце). Но нам будет удобно допустить 
совпадения. 

Пусть х;. — самая левая, Хх, — самая правая точка 
набора. Очевидно, $ не уменьшится, если заменить х, 
на 0, ах, — на 1. Кроме того, при 1>\ можно 
поменять х.=0 и х‚._, друг с другом местами — при 
этом сумма 4; |4: может только возрасти (рис. 1), 
а остальные слагаемые суммы в не изменятся. Поэтому 
впредь можно считать. что х.=0, а х,—=1. Будем 
«улучшать» набор хь, .... х, дальше. Рассмотрим точку 
х.. ЕСЛИ х.-=Ж или х.=ох, пропустим ее и перейдем 
к хз. Пусть теперь х.=х, 0< х<1, Будем двигать 
точку х-.=х по отрезку [0;1] и при этом один из 
отрезков [0; х] или [х; 1] вместе со всеми полавшими 
на него точками х; растягивать, а другой — сжимать 
(рис. 2). Ясно, что тогда сумма чисел 4; для точек х, 
отрезка [0;х] будет изменяться пропорционально х, 
а для отрезка [х; 1] — пропорционально 1—х, поэтому 
общая сумма, как функция х, будет равна 

$5=1 + тит (х, 1-х) ЫЫх г а-—х) 

(Ч, =1, 42==пит (х,1—х), Ги г — постоянные). Эта 
функция линеина на отрезках [0; 1/2] и [1/2; 1] и имеет 
излом в точке х=1/2 (рис. 3), поэтому ее максимум 
достигается в одной из точек 0, 1/2, 1. Сдвинем х: 
в точку максимума и одновременно соответствующим 
образом растянем (или сожмем) набор точек х, на отрез- 
ках [©; х:] и [х2; 1]. Мы получим набор точек, у кото- 
рого сумма $ не меньше первоначальной, а точка хо 
находится либо в середине отрезка [хи; х,| (х.= 1/2), 
либо на краю этого отрезка. Если, далее, х. не совпадает 
ни с одной из точек хо, хи, хо, рассмотрим тот из отрез- 
ков [х; хз] и [х5; х.|, на котором лежит х.. Как и выше, 
мы можем так изменить набор точек х; на этом отрезке. 
чтобы точка Хз стала его серединой или концом, и при 
этом сумма з не уменьшилась. Поступая так же со сле- 
дующими точками, мы придем к набору, в котором 
х.=0, х.=1|, а каждая следующая точка совпадает 
либо с серединой отрезка, соединяющего две соседние 
ранее поставленные точки, либо с одной из этих точек. 
Все точки, совпадающие с предыдущими, можно вы- 
черкнуть, после чего останется набор из Ё точек (< п), 
удовлетворяющий сформулированному в иачале резше- 
ния условию. 

Для такого набора точек @1=1, 4>2=1/2, @з=1/4, 
а: —=1/4 или 1/8 при {22 каждое число 4, равно 27°” 
с некоторым натуральным т, причем чисел. равных 
2”. имеется не более 2“-'. Ясно, что наибольшее 
значение сумма первых п таких чисел принимает при 


У=Ё+ Лой:х 





Рис. 4. Красные точки — 
значения $ (п). 


Фт043. По гладкой гори- 
зонтальной поверхности, 
врещаясь, скользит со ско- 
ростью и=10 см/с палоч- 
ка длиной 1{=10 см. При 
какой угловой скорости 
вращения палочка ударит- 
ся о стену (см. рисунок) 
плашмя, если на расстоя- 
нии Г. =50 см от стены па- 
лочка была параллельна 
стене? 








41 =1. 42=1/2, 4з=4.=1/4, @ =... =@я=118, ... (1) 
(4;==2-" при 2" '<1< 2”), т. е. для последователь- 
ности точек 


1 

0, 1, 2’ 4’ я” з’ 8’ 8’ 8’ 16’ ... 
(дроби с одинаковыми знаменателями в этой последо- 
вательности можно переставлять). Остается оценить 
сумму 3 (п) =4,-+...-- а, для последовательности (1). При 
= 2” Е, 032", т>0, 


\ 1 1 "+8 1 
$) а" = 


Г: 
АД, 6 
-- Е \ 


т.е. $(п)=1--П0о2. п/2 при п=2"”, а на участках от 
2" до 2”"' функция 3 (п) меняется линейно. Поскольку 
ю7, х — выпуклая функция, $ (п)< 1-2 Пой) п)/2 при 
всех натуральных п (рис. 4). 

Интересно, что оптимальное расположение точек (2) 
дается «жадным» алгоритмом (это вполне официальный 
термин): на каждом шагу достаточно обеспечивать 
максимум очередного слагаемого, не заботясь о даль- 
нейшем. 





В. С: Гринберг 


Время, за которое центр палочки пройдет расстояние Г, 
до стены, — 
|2 
о 
Чтобы палочка ударилась о стену плашмя, необходимо, 
чтобы за это время она совершила целое число полу- 
оборотов вокруг оси вращения. Следовательно, 

имт Нл, где п = 1:2, 3, ..> 


и ЕС. 


откуда 
л 
= —. 
Фа = (+) 


Но не все полученные значения в будут являться отве- 
том в задаче. При достаточно больших ® палочка при 
движении ‹зацепится» одним из своих концов за стену, 
не успев удариться об нее плашмя. Для того чтобы 
найти условие, которому удовлетворяют искомые зна- 
чения ®, ваметим, что во время удара палочки скорость 
ее конца А (см. рисунок) не может быть направлена 
от стены (в противном случае в предшествующие мо- 
менты времени точка А «находилась» в стене, что не- 
возможно}. Скорость точки А складывается из скорости 
движения центра палочки и линейной скорости враще- 
ния палочки: 


©2ё 
ол=и—и= > —ь > 0. 
Отсюда получаем условие для ®: 
ея. 
< т ==9.с7!, 


Сопоставляя это условиё с формулой (=), мы увидим, 
что подходящими значениями ®. являются лишь зна- 
чения 

«1 == 0,63 с ‚ юз-=1,89 с '. 


И. Ю. Потеряйко 
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р #2 —= 1,26 с 





$1044. Порашютист мас- 
сой т-==90 кг совершает 
затяжной прыжок. Перед 
раскрытием парашюта его 
скорость го —=60 м/с. после 
раскрытия парашюта 
установившаяся скорость 
г ==6 м/с. Каково было бы 
максимальное натяженце 
строп параинота, если бы 
он раскрывался мгновен- 
но? Считать, что сила со- 
противления воздуха дви- 
жущемуся парашюту про- 
порциональна квадрату 
скорости. Массу параинота 
и строп считать малой по 
сравнению с массой пара- 
шютиста. 


$1045. В Арктике встре- 
тились два полярника. 
Они были одеты в одина- 
ковые с виду комбинезо- 
ны. но на самом деле один 
из комбинезонов был теп- 
лее. Когда померили тем- 
перотуру на поверхности 
комбинезонов, на одном 
она оказалась выше, чем 
на другом. Какой из ком- 
бинезонов теплее? (Комби- 
незоны обычные, без подо- 
грева.} 


Ф1047. *) Ноблюдатель пу- 
скает «солнечный зайчик» 
при помощи маленького 
зеркальца, стоя перед 
большим зеркалом, в кото- 
ром он видит свое изобра- 
жение. Что произойдет, 
если наблюдатель напра- 
вит «зайчик» на изображе- 
ние зеркальца в зеркале? 
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При раскрытии парашюта установившаяся скорость 
парашютиста (когда сумма всех действующих иа него 
сил равна нулю) — 6 м/с. При этом сила сопротив- 
ления воздуха Р. равна силе натяжения строй Та, кото- 
рая, в свою очередь, равна силе тяжести тая, т. е. 


Р.=ти. 


В первый момент после раскрытия парашюта сила со- 
противления РГР, в (60/6)`—=100 раз больше. Таким об- 
разом, сила сопротивления становится равной 10078. 
Такова же и сила натяжения строп: 


Т = 100т= = 80 000 Н. 
Примечание. При такой силе Т парашютист 


приобрел бы ускорение а == 1 Г тв) = 99а, т. е. пере- 


грузка а/я была бы неприемлемо болышой. В действи- 
тельности купол раскрывается не мгновенно, и натя- 
жение строп не бывает столь громадным. Реальные 
значения перегрузок а/& иикогда не превышают 6—7. 
Поэтому при расчете прочности строп можно считать, 
что всегда Т< 100 тя. 


Температура на знутренней поверхности комбинезонов 
одинакова — она равна температуре человеческого тела. 
Поток тепла через комбинезон тоже примерно одинаков 
(если только не предполагать, что один из полярников 
занимается тяжелой физической работой, а другой в это 
время бьет баклуши). Значит, материал того комбине- 
зона, температура поверхности которого ниже, имеет 
более низкую теплопроводиость, а именно такую одеж- 
ду мы называем теплой. Предельный случай данной 
задачи описывает человека в тонкой рубашке — темпе- 
ратура ее поверхности лишь немного отличается от 
нормальных 36 градусов (пока, конечно, человек не 
очень замерз). 


«Зайчик», который наблюдатель может увидеть в боль- 
шом зеркале, это изображение того «зайчика», который 
образовался на «экране», стоящем перед большим зер- 
калом. Экраном может быть сам наблюдатель, стена, 
которую он видит в зеркале, и т. п. В экране есть 
«дырка» — это маленькое зеркальце: если прямые 
солнечные лучи, отразившись сначала от маленького 
зеркальца, а затем от большого, вновь попадут на ма- 
ленькое, то «зайчика» не будет. Но при таком ходе 
лучи после первого отражения от маленького зеркальца 
идут перпендикулярно плоскости большого зеркала и, 
значит, попадают на изображение маленького зеркаль- 
ца в большом зеркале. 

Следовательно, если наблюдатель направит +солнеч- 
ный зайчик» на изображение зеркальца, то он нигде ие 
увидит изображения +зайчика»ь. 


И. Ф. Гинзбург 


Н. Н. Мазин 


С. С. Кротов 


*\ Решению задачи Ф1048 будет посвящена заметка в одном из 
следующих номеров журнала. 





М Задачи. 


1. Дядя Алеша вдвое старше меня, 
а цифры числа, выражающего мой 
возраст, равны сумме и разности цифр 
его возраста. Сколько мне лет? 

2. Двери в салоне электрички дви- 
жутся на роликах по направляющим, 
расположенным не горизонтально, а 
наклонно. Почему? 

3. Во время новогоднего карнавала 
Антон забежал в свой класс и увидел 
оставшийся на доске пример на воз- 
ведение числа в пятую степень. Он 
стер три цифры у результата и по- 
лучилж ж 198* 7. Какое число возво- 
дилось в пятую степень? 

4. Зашнуровать спортивные туфли 
так, как изображено на рисунке, 
можно многими способами за счет 
различий зв  жмшнуровке изнутри. 
А сколько таких способов? 

5. Однажды на лестнице я нашел 
странную тетрадь. В ней было написа- 
но сто следующих утверждений: 

«В этой тетради ровно 

одно неверное утверждение». 

«В этой тетради ровно 

два неверных утверждения». 

«В этой тетради ровно 

сто неверных утверждений». 

Какое из этих утверждений верное? 


Эти задачи нам предложили АД. К. Тол- 
лыго. С. В. Дворянинов; И. П. Нагель. 
Н. И. Зильберберг, А. П. Савин. 
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ЗАДАЧИ НА РАЗРЕЗАНИЕ 


Кандидат физико-математических наун 
А. П. САВНН 


О ремесле, искусстве, спорте и науке 


Те, кто интересовался шахматами, 
знают о давнем споре: что же такое 
шахматы — спорт, искусство или нау- 
ка? По этому поводу написано много 
статей и книг, в которых сталкивают- 
ся различные точки зрения на эту 
увлекательную игру. 

О математике вроде бы не поспо- 
ришь подобным образом. Это — нау- 
ка! Даже «наука всех наук», как ут- 
верждают многие авторитеты. Но да- 
вайте немного подумаем. 

Чему вы учитесь в школе на уроках 
математики? Составлять и решать 
уравнения, обращаться со степенями, 
логарифмами, производными и т. п. 
А чему учат, скажем, на курсах крой- 
ки и шитья? Кроить и шить платья, 
обращаться со швейными машинами, 
материалами и инструментами и т. п. 
Тут учат ремеслу, и на уроках мате- 
матики учат ремеслу, умению прово- 
дить математические выкладки, что 
является составной частью подготов- 
ки технически образованного чело- 
века. 

Ремеслу принято противопостав- 
лять искусство. Заметим, что в Древ- 
ней Греции математика относилась 
к числу искусств, наряду с музыкой, 
живописью и архитектурой (технику 
счета, взвешивания, измерения к ма- 
тематике не относили). И это было 
естественно, поскольку рассматривав- 
шиеся задачи решались каждая от- 
дельно, своим методом. Отношение 
к математике как к искусству сохра- 
нилось и в средние века. Тогда наря- 
ду с рыцарскими турнирами, состя- 
заниями поэтов и трубадуров прово- 
дились и турниры математиков, где 
они демонстрировали свое искусство 
в решении задач. 

Стоп, стоп! А где же наука матема- 
тика? Какова ее роль? Математики 
открывают новые связи между мате- 
матическими объектами. В результа- 
те этой работы находятся общие 
методы для решения различных клас- 
сов задач. И эти задачи получают 
«стандартные» методы решения, пе- 


А.П 


реходя из разряда «творческих» за- 
дач в разряд *техническихь, т. е. тре- 
бующих для своего решения приме- 
нения уже известных методов. 
Конечно, я не утверждаю, что 
обучение математике в школе и при- 
менение полученных знаний на прак- 
тике полностью лишено элементов 
творчества. Наоборот, и ремесленыик 
может создать произведение искусст- 
ва, по-новому осмыслив производи- 
мые им изделия; и школьник, решая 
«стандартную» задачу в школе, мо- 
жет найти новый, красивый способ 
ее решения. Все сказанное имело це- 
лью подчеркнуть следующее: задачи 
делятся на те, для которых уже со- 
зданы слециальные методы решения, 
и те, для которых таких методов нет. 
К последним относятся в большин- 
стве своем задачи на разрезание. Дей- 
ствительно, сравним две задачи. 


























Первая задача — решить уравне- 
ние *) 
1+ ы —=1987. 

132 
1+ 1024 
1432 
1+2 
12 
1+2 
1+2 
1-42 
1+2 
1-х 


Выглядит страшновато, не правда ли? 
По поводу таких уравнений даже су- 
зцествует старый школьный анекдот: 


Учитель вызывает Петю к доске (на 
которой написано похожее уравнение) 
и говорит: «Найди икс!». Петя долго 
смотрит на доску, наконец, тычет в 
доску пальцем и радостно восклицает: 
«Вот он!». 


Хотя здесь и не сразу разберешь, 
где же икс, но, последовательно уп- 
рощая выражение слева, шаг за ша- 
гом избавляясь от многоэтажности 


*) Это уравнение прислал в редакцию наш чита- 
тель из Стерлитамака А. Спивок. 


по известным правилам, мы при- 
ведем это уравнение к виду х= — 2. 

А вот другая задача: как разрезать 
правильный треугольник на четыре 
части, из которых можно было бы 
сложить равновеликий ему квадрат? 
Тут наши зиания оказываются почти 
бесполезными. 


Теперь собственно о разрезаниях 


Решение задачи о разрезании равно- 
стороннего треугольника дано на ри- 
сунке 1, хотя, если вы пробовали най- 
ти его самостоятельно, у вас могло 
возникнуть сомнение в возможности 
такого разрезания даже на большее 





Рис. 1. 


число кусков. Но еще в начале прош- 
лого века венгерский математик ФФ. Бо- 
льяи и австрийский любитель мате- 
матики П. Гервин почти одновремен- 
но доказали, что любые два равно- 
великих многоугольника можно раз- 
резать на попарно одинаковые части. 

Любопытно, но для этого достаточ- 
но доказать. что любой многоуголь- 
ник можно разрезать на части, из ко- 
торых можно сложить равновеликий 
ему квадрат. Действительно, пусть 
мы можем разрезать каждый из двух 
равновеликих многоугольников на ча- 
сти, из которых можно сложить рав- 
новеликие им (и, следовательно, оди- 
наковые) квадраты. Нанесем на одном 
таком квадрате границы уложенных 
на нем кусков первого многоуголь- 
ника, а потом — границы кусков вто- 
рого многоугольника (например, как 
на рисунке 2). Разрезав квадрат по 
всем полученным линиям, из обра- 
зовавшихся кусков можно будет сло- 
жить как первый, так и второй много- 
- угольник. 

Превращения параллелограмма и 
прямоугольника в квадрат, изобра- 
женные на рисунке 2, очень полезны 
как при конкретных разрезаниях, 
так и при доказательстве теоремы 
Больяи-—Гервина, о которой мы го- 


ворили. 
На рисунке 3 показано еще одно по- 
лезное преобразование параллело- 


грамма в другой равновеликий ему 
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Рис. 3. 


параллелограмм. Вначале мы прово- 
дим разрез АР, равный по длине сто- 
роне второго лараллелограмма, а по- 
том прикладываем часть С к проти- 
воположной стороне ОЕ. У преобра- 
зованного таким образом параллело- 
грамма сторона АВ и высота, опущен- 
ная на АВ, имеют уже нужную нам 
длину, однако углы могут еще не сов- 
падать с углами требуемого паралле- 
лограмма. Поэтому мы проводим вто- 
рой разрез ОЁ (равный другой стороне 
искомого параллелограмма) и при- 
кладываем часть Ча к противоцолозк- 
ной, верхней стороне. Конечно, при 
этом у полученного параллелограм- 
ма ни одна из сторон и ни один из уг- 
лов не совпадают со сторонами и уг- 
лами исходного параллелограмма. 

А на рисунке 4 показан ‹ступен- 
чатый» способ разрезания, позволяю- 
щий некоторые прямоугольники «пе- 
рекраиватьь в квадраты с помощью. 
разрезания всего на две части. Цопро- 
буйте сами выяснить, для каких пря- 
моугольников это возможно. 

Все эти приемы сродни приемам 
экономного раскроя ткани, которым 
обучают на уже упоминавшихся кур- 
сах кройки и шитья. Правда, там за- 
дача обратная — квадратный или 
прямоугольный кусок ткани следует 
разрезать так, чтобы в результате 
сиивания полученных кусков образо- 
валось заданное изделие: рубашка, 


брюки или кепка. Там допускаются 








но, 


естественно, 
чтобы их было меньше. Неудивитель- 


отходы, хочется, 
но, что многие математики, в част- 
ности, замечательный русский мате- 
матик Панфнутий Львович Чебыхев, 
занимались задачами оптимального 
раскроя ткани. 

Говоря © превращениях квадрат- 
ного куска ткани в брюки, рубашку 
или чехол для автомобиля, нельзя 
не упомянуть о древней игре *+’Тан- 
грам», возникшей 4000 лет назад 
в Китае. Здесь квадрат уже разрезан 
на 7 частей (рис. 5), и из них нужно 
сложить заданные фигурки, такие, 
как, например, на рисунке 6. Сде- 
лать это не всегда просто. Посмотри- 
те на рисунок 7. Вы видите два силуэ- 
та, сложенных из всех семи тангра- 
мов. У одного силуэта есть нога, 
у другого — нет». Откуда взялась 
нога у правой фигуры? 

А теперь предлагаем вам попробо- 
вать свои силы в задачах на разре- 
зание. Все они формулируются одно- 
типно: «Разрезать данную фигуру 





*) Эту звдачу мы взяли из сборника Я. И. Пе- 
рельмана «Веселые задачи» (Начатки знаний, 
Петроград, 1919}. 


* 
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на сколько-то частей так, чтобы из 
них можио было сложить равнове- 
ликий ей квадрать. 

Указание на количество частей су- 
щественно: при отсутствии ограниче- 
ния на число частей разрезание мож- 
но провести стандартными методами, 
вроде тех, о которым мы говорили, 
но на большее число кусков. 

Если вам удастся уменьшить в ка- 
кой-либо из задач число частей по 
сравнению с указанным — присы- 
лайте свои решения к нам в редак- 
цию. 


Задачи *) 


1. Елочка. Разрежьте «елочку» на 
4 части так, чтобы из них можно бы- 
ло сложить квадрат. 

2. Из двух — один. Разрежьте квад- 
рат с дыркой двумя прямыми на 4 ча- 
сти так, чтобы из них и второго квад- 
рата можно было сложить новый 
квадрат. 

3. Из трех — один. Разрежьте боль- 
пой квадрат на три части так, чтобы 
из полученных пяти фигур можно 
было сложить один квадрат. 

4. Две фигуры. Из двух фигур, раз- 
резав их, сделайте пять так, чтобы 
из них можно было сложить квадрат. 

5. Квадрирование фигуры. Изоб- 
раженную фигуру разрежьте на 4 ча- 
сти, из которых потом можно было бы 
сложить квадрат. 

6. Продырявленный квадрат. Раз- 
режьте продырявленный квадрат на 
8 частей, из которых можно сложить 
целый квадрат. 

7. Зубчатый квадрат. Превратите 
зубчатый квадрат в обыкновенный, 
разрезав его на 9 частей. 

8. Дырявыи зубчатый квадрат. Раз- 
режьте дырявый зубчатый квадрат 
на 5 частей так, чтобы из них можно 
было сложить квадрат. 

9. Лесенка. Превратите «лесенку» 
в квадрат, разрезав ее на три части. 

10. Ступеньки. Сделайте ступенча- 
тый разрез «ступеньки» на две части, 
из которых можно сложить квадрат. 

31. Мальтийский крест. Разрежьте 
*«мальтийскй крест» на 5 частей так, 
чтобы из них можно было сложить 
квадрат. 





*) Задачу «Елочка» предложил Н. И. Авилов. 
задачу «Из двух — одни» — Н. К. Антонович, 
остальные задачи предложил Л. Н. Мочалов. 





Елочка Из двух — один Из трех — один 





Квадрирование фигуры 





Две фигуры 





Дырявый зубчатый квадрат 
Зубчатый квадрат 


— 


Лесенка Ступеньки 





Мальтийский крест 
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А круочетк< ГИ 


Разбиение единицы 


О. Т ИЖБОЛДИН, Л. Д. КУРЛЯНДУИК 


Существует много задач, связанных 
с суммами чисел, обратных натураль- 
ным. Неоднократно обращался к этой 
теме и наш журнал: в прошлом году 
в «Задачнике «Кванта» были помеще- 
ны две такие задачи — М989 и М1010 
{в «Кванте» № би № 10). Решение 
первой из них было опубликовано 
(см. «Квант» № 10 за 1986 г.); реше- 
нию второй и еще нескольким близ- 
ким задачам посвящена эта заметка. 
Напомним формулировку задачи. 
Последовательность г\, го, 
определяется условиями 


г, =2, Гоа КИ". ЗЕ 1, 
так что Г. =3, г.=7, г. = 43, ... 
а) Докажите, что при любом п 


1 1 1 
Ра И = 1. 


6)* Пусть п натуральных чисел та- 
ковы, что сумма их обратных величин 
меньше 1. Докажите, что эта сумма 
не больше 
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Г. --- 


1 1 т. 

нь 
По существу здесь требуется найти 
наилучщее приближение единицы 
снизу суммами дробей вида 1/п (кста- 
ти, такие числа носят название алик- 
вотных, или египетских, дробей). Эта 
задача прииадлежит американскому 
математику Келлогу. В 1915 году про- 
фессор Кармайкл, которому Келлог 
сообгцил о ней, привел ее в своей книге 
*«Диофантов анализ». В 1922 году она 
была решена американским матема- 
тиком Кертисом. Мы приведем другое, 
гораздо более короткое решение. (Го- 
воря об истории задачи, упомянем ио 
том, что она была опубликована под 
номером ТО в сборнике «400 избран- 
ных задач», выпущенном издатель- 
ством «Мир» в 1971 г., но фактически 
без решения.) 
Последовательность 
2, 3, 1, 42, 1807, 3263443, ... 


Равенство, определяющее последова- 
тельность г, в условии задачи, мож- 
но переписать в виде 


Гана =“ ТР) г. -Е 1 


"1 В задаче был и третий пуикт — лемма к ре 
ению задачи 6} Мы приведем сего позже 





или 


Гал — 1 р У ор НЫ 
Следовательно, 


и 
РЕВ РЕ 


г. —1 г—1 г— 1 г—1 


КИ ЕЕ 


г.—1 Гаца— 1 








)+.- 


=1— 1 <1 


Га — 1 
(поскольку гг—1=1). Тем самым до- 
казано утверждение а) нашей задачи. 
Попутно мы доказали, что 1/г.+: — 
наибольшее из чисел, обратных нату- 
ральным, которое можно добавить к 
сумме 1/г, |... 1/г, так, чтобы она 
осталась меньше 1 (добавив 
1/(г». +, — 1), мы получили бы уже ров- 
но 1). Таким образом, при построении 
последовательности 1/г, нужно каж- 
дый раз *откусывать наибольший 
возможный кусок». 


Отметим, кстати, что числа г. появляются 
и в другой задаче, внешне очень далекой от 
нашей: зописать все наборы из п натураль- 
ных чисел, таких, что произведение любых 
п—1 из них в сумме с единицей делится ина 
оставшееся». Проверьте самостоятельно, что 
числа Г,,....г. удовлетворяют этому условию. 
Полное решение этой задачи неизвестно; под- 
робности обсуждались в статье А. Гейна 
«На пути к решению» (Квант, 1978, № 7, с. 9). 


Но вернемся к задаче М1010 и объ- 
ясним, 





Почему последовательность 

1/г, нанлучшая 

Пусть сумма 1/а--...|1/а., где 
а, -...@ — натуральные числа, 
а <а25<...<а,,— наилучшее прибли- 
жение к единице снизу; существова- 
ние такого приближения для каждого 
натурального лп>>1 было доказано в 
решении задачи М989, в} (см. «Квант» 
№ 10, 1986 г., с. 36). Положим 
о, =1/а, при #=1,2, ...тп—1, = 
=1 — © — @2—...—Я“„_-1. Мы пока- 
жем, что набор чисел а\, ..., @„ Удов- 
летворяет следующим условиям: 


209272... 2 ап 20, (1) 


2+ ... + а ==1, (2) 
1-е би а- -.. - би 
при # =1, 2, ...п-— 1. (3) 
Это условия леммы, составляющей 


пункт в) задачи М1010. Согласно этой 
лемме, которая доказана ниже, число 
а., т. е. погрешность нашего прибли- 
жения единицы, не меньше 1/(г„—1), 
причем а„=1/(г,—Т) только для на- 
бора а, = 1/г,, Е =1, ..., п— 1. Следова- 
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тельно, @а.=Г., что 
утверждению пункта 6). 

Итак, проверим условия (1)—(3) 
для а... а,. Условие (2) очевидно; 
ясно также, что а: >а.>... 2ан а. 
Покажем, что а, 2а,. Поскольку 
рассматриваемое приближение едини- 
цы снизу наилучшее, 


эквивалентно 











1 1 1 
— +... —>ы 
а Е 25 @:—> + @л ‚—1 21 
Следовательно, 
1 1 
а=1—- —. Е <= 
1 1 1 
— о = < 
ата оеоы ао = 
1 
< -— =аа-1. 


а. 
Остается проверить неравенства (3). 
Они вытекают из следующих соотно- 
шений: 


ии... а, =1- 0 —... — @в == 
м ЕЕ: ВЕ >. 
а: ав @,--.@А 
М. би 


где № — некоторое натуральное число, 
и поэтому последнее выражение не 
меньше @1...а». 


Доказательство леммы 


Мы должны доказать, что тот из набо- 
ров (01, ..., б„), удовлетворяющих усло- 
виям (1)—(3), для которого а, ‘мини- 
мально, совпадает с набором 
(1/гы, -.., Игла, 1И(г.—1))- 

Удобнее будет искать набор с мини- 
мальным произведением эле- 
ментов; мы увидим, что у него будет 
минимален и последний элемент. 

Итак, пусть В=(Вь, ..., В.) — ТОТ из 
наборов, удовлетворяющих условиям 
(1)—(3), для которого произведение 
В, -.. ВВ минимально (вопрос о том, по- 
чему такой набор вообще существует, 
мы обсудим позже). Заметим сразу, 
что В, > 0, и следовательно, в силу (2) 
В, < 1. (Еели В, —=0, то из неравенства 
(3) последовательно получим: при 
Е—п—1 — что В, =0, при Е=л— 2 — 
что В. -›2=0 и т. д.; но все числа В, 
не могут равняться 0, так как они в 
сумме дают 1.) 

Докажем теперь, что для набора В 
все неравенства (3) обращаются в ра- 
венства. 

Прил =2 из (1) —(3) мы сразу полу- 
чаем, что В, > В2 > 0, ВВ =1 и 
В, Вы, т. е. В, =В2= 1/2. Пусть п> 2. 
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в) 





0 1 


Юримеры финкций, которые не принимают 
своего наименьшего значения на заданном 
промежутке: а) у=1—х) (1х) — дробная 
часть числа х). Ос хх2 — эта функция не 


Предположим, что среди неравенств 
(3) есть строгие. Тогда можно найти 
такиеги |, 12:1] л, что они стро- 
гие при < ра при Е=:—Т1и при 
#—) обращаются в равенство (есте- 
ственно, о случаях Е=:—Т и =} 
надо говорить только при {фи} п 
соответственно). Покажем, что можно 
«пошевелить» чнсла р, и В, так, чтобы 
условия (1)—(3) сохранились, произ- 
ведение В.... В, уменьшилось. По- 
скольку это противоречит выбору В, 
предположение будет опровергнуто. 

Заменим В. на №! = В. + 2, а В, — на В; =р,—, 
где ‹>0. Произведение элементов нового на- 
бора В’ будет меньше, чем у В, так как 

ВВ; = ВВ (в.в) — = ВВ. 

Ясно, что набор В” удовлетворяет условию (2). 
Очевидно также сохранение иеразенств (3) 
при Аи Ё>)] для любого #>>0. При #5} 
левая часть каждого из этих неравенств уве- 
личнвается в (В,-+2г)/В, раз, а правая умень- 
шается на = и. поскольку для набора В они 
были строгими, при достаточном малом В они 
не нарушаются. 

Из неравенства (2) при нашей замене могут 
нарушаться только неравенства В, >В. и 


ВВ» а (мли В,>0 при 7=п}, но в действи- 
тельности при достаточном малом , этого 
не случится, так как все эти неравенства стро- 
гне. (Например, 

В, - гри +, - В == В, .-. Е Вы = Вь 
причем при п>2 хотя бы одно из двух нера- 
венств здесь строгое, потому чта, В, — 1, а В,„>0. 
Аналогично, В,>в,; 1 при {< п.) 

Подведем итоги. Выяснилось, что 
последовательность чисел Ви, ... В, 


удовлетворяет системе уравнений 


1 — В, —- ...-Н Ва. 

В. =В2-... Е В», 

В:В> = Ва + -.. Е В», 
Ра---Ва — В»- 


Вычитая из первого уравнения второе, 
из второго — третье и т. д., получим 
систему из п—1 уравнений 


1—В, =В,, 
Ви1— В2) = В», 
В, В 1 — Вз) = В», 


В. В>-.-В, 2% — В. -,)=Вн-1 
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в] 





1 х 
непрерывна; 6} уч=1/х. х>{ — область опре- 
деления не ограничена; в) у=х. 0%х=1 — об- 
ласть определения не замкнута. 


Ее первое уравнение дает В, =1/2. 





Далее, мы можем переписать Ё-е 
уравненне (2 Е<п— 1) в виде 
1 ые 1—В№ 
В.В. -Ву-ь В 

или 

1 1 1 

— = —..... 1. 

Ва В: | г 


Поскольку 1/В, =2 =г,, отсюда сле- 
дует, что 1/Р»==гь ири всех Ё= 
= „. п а бе, 
ег * 1/8. 1 ==г,—1. 

Остается показать, что для любого 
набора &—=(а,....а„}) удовлетворяю- 
щего условиям (1)—(3) и не совпа- 
дающего с В, а, > В,. Имеем: 

с 2 1-я — 10 2 Ва---Ва- == 82 
(первое неравенство следует из усло- 
вия (3) для а при А=п-—1, второе — 
из выбора последовательности В). Та- 
ким образом, а,„—>В,. Если а, ==» 
то @1...0: ==В1...В». Но тогда набор © 
удовлетворяет условиям (1)—(3) и 
имеет минимальное произведение эле- 
ментов; мы видели, что в этом случае 
он совпадает с В. 

Надо признаться, что до сих пор 
наши рассуждения были в некотором 
роде построены на песке, а точнее — 
на недоказанном предположении о 
существовании набора с наи- 
менышим произведением элементов. 
На более формальном языке оно зву- 
чит так: функция Ио, ..., Чл) = 1-я 
на множестве А наборов & = (<, ..., аз), 
удовлетворяющих условиям (1)—(3), 
принимает наименьшее значение. На 
рисунке показаны типичные ситуа- 
ции, когда это утверждение не имеет 
места (для функций одной перемен- 
ной). В курсах математического ана- 
лиза доказывается, что непрерывная 
функция (одной или нескольких пе- 
ременных), определенная на ограни- 
ченном и замкнутом множестве. при- 
нимает на нем наименьшее значение. 


Поясним эту теорему на примере на- 
шей функции {[Ё и множества А. 
Во-первых, ясно, что функция [{ 
непрерывна, Т. е. ее значения 
для двух наборов, соответственные 
элементы которых достаточно мало 
отличаются друг от друга, будут 
сколь угодно близки. Во-вторых, мно- 
жество А ограничено, т. е. эле- 
менты а, любого входящего в него 
набора по абсолютной величине не 
превосходят некоторого фиксирован- 
ного числа; у нас |<. <1. Наконец, 
множество А замкнуто; это озна- 
чает, что если произвольная после- 
довательность наборов из множест- 
ва А сходится к &@=(,..., чл) 
(т. е. первые элементы этих наборов 
образуют последовательность, сходя- 
щуюся к а, вторые — ка ит. д.), 
то и набор а принадлежит множе- 
ству А. Замкнутость множества А 
обеспечивается тем, что все неравен- 
ства в условиях (1)—(3) нестрогие. 

Таким образом, теорема о дости- 
жении наименьшего значения под- 
водит прочный фундамент под воз- 
веденную нами конструкцию и тем 
самым завершает решение задачи 
М1010. Довольно необычно, что в та- 
кой целочисленной задаче пришлось 
применить методы анализа. Впрочем, 
первоначальное решение, упомянутое 
в начале статьи, было чисто ариф- 
метическим. 


В знаменателе — 
арифметическая прогрессия 


Обсудим еще две задачи о представ- 
лениях целых чисел суммами чисел, 
обратных натуральным. 

Задача 1. Может ли целое число 
быть представлено в виде суммы 
1/а +1/а.-...--1/а„, где натураль- 
ные числа а, 02, „а, образуют ариф- 
метическую прогрессию с ненулевой 
разностью? 

Начнем с наиболее простого слу- 
чая, когда разность прогрессии рав- 
на 1. Итак, может ли число 


а ат = 

быть и: 
Нет, не может! Выберем из знаме- 
нателей те, которые делятся на мак- 
симальную степень двойки. Все дело 
в том, что если сумма целая, их по 
крайней мере два. (Иначе после при- 
ведения суммы к наименьшему обще- 
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му знаменателю получится дробь с не- 
четным числителем и четным знаме- 
нателем.) Пусть р-2’и 4-2’ — два 
таких знаменателя, гер< а, ир, а — 
иечетны. Тогда в сумму ‚входит дробь 
со знаменателем (р 1)2", который де- 
лится на большую, чем 3’, степень 
двойки. Противоречие. 

Одновременно решена и известная 
задача о том, что сумма 


1 1 1 
Ре 


не может быть целой. 

Совершенно так же доказывается, 
что рассматриваемая в задаче сумма 
не может быть целой, если разность а 
прогрессии а, ..., а, нечетна — между 
двумя знаменателями р-2 и а-2^ 
с максимальным #Ё вставляется 
(р+а}-2”. 

Пусть теперь разность прогрессии 
равна 2. Случай, когда первый член 
а, четен, сразу сводится к случаю про- 
грессии а,/2, 42/2, ....а,/? с разно- 
стью 1. Если же а, — нечетное число, 
то в духе проведенных выше рас- 
суждений можно доказать, что среди 
знаменателей есть ровно два, р-3”’и 
(р-2)- .3*, делящихся на максималь- 

ную степень тройки 3^. Значит, все 
знаменатели заключены между чис- 
лами (р—2)-3* и (р+ 4)-3'. Это позво- 
ляет оценить нашу сумму и показать, 
что она меньше 1. Так что и при 4=2 
она не может быть целой. Возникает 
желание перейти от разности 2 к про- 
извольной четной разности так же, 
как мы перешли от разности 1 к про- 
извольной нечетной. К сожалению, 
это принципиально невозможно, ведь 
в прогрессии может вовсе не быть 
чисел, кратных 3. Не помогает и за- 
мена степеней 3 на степени 5 или лю- 
бого другого фиксированного числа. 
Тем не менее ответ на задачу 1 от- 
рицательный. Быть может, наши чи- 
татели найдут достаточно простое до- 
казательство этого; известное нам 
слишком сложно, чтобы привести его 
здесь. 

Задача 2. Из любой ли арифме- 


тической прогрессии натуральных 
чисел можно выбрать несколько раз- 
личных чисел а, а., ... а, таких, что 


1/е. |... 1/а,=1? 

Ответ здесь утвердительный, но, 
как и в задаче 1, мы ограничимся 
только разбором нескольких при- 


меров. 
5] 


Проще всего придумать нужное 
разложение единицы для прогрессии 
четных чисел 2, 4, 6...; например: 


Ви о С. 
о ое: 


Несколько сложнее обстоит дело с не- 
четными числами: одно из возмож- 
ных разложений — 


1 1 1 1 1 
а М. отн 
1 1 1 1 
Ра Ра + эт 


И еще одна конструкция более обще- 
го характера — для произвольной 
прогрессии с разностью 1: а, а4+1, 
а-2,... Пусть Е — такое натураль- 
ное число, что 2 > а. Если записать 
числители дробей в правой части ра- 
венства 


1—1 а Е ай 2" —\ 
И а В а 


в виде сумм различных стеленей 
двоек: 2*!'!—1=1-42-+...+2, мы 
получим представление единицы сум- 
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мой дробей вида 2°/(2т - 1)2", где 
8<#. После сокращения на 2’ они 
примут вид 1/п. 


Задачи 

3. Всякое ли положительное рациональное 
чнсло представимо в виде суммы .различных 
чисел, обратных натуральным? 

4. а) На какое число различных слагаемых, 
обратных натуральным, можно разбить еди- 
ницу? 

6) Докажите, что это число не меньше 9%, 
если знаменатели в разбиении нечетны. 

5. Приведите пример разбиения из зада- 
чи 4, в котором все знаменатели кратны 3. 

Решения следующих задач авторам неиз- 
вестны. 

8. Назовем множество натуральных чисел 
массивным, если единица представляется в ви- 
де суммы нескольких различных чисел, об- 
ратных числам этого множества. Докажите, 
что при любом разбиении множества всех 
натурвльных чисел а} на 2, 6) на п, где п>а, 
множеств хотя бы одно из них массивно. 

7. Пусть 1/а, +1/а,-4...+1/а.=1 (п>3), 
где а-<а.<..<а.. — ивтуральные числа. 
Докажите, что а. > 2п. 


Массу других интересных задач на эту те- 
му можно найти в книге Р. Егдос, В. Г. СгаБат. 
О\Я апЯ пем ргоШетз ап тгезоИз т сот ла- 
{о1а! питЪЬег 1Теогу, Птрглиепе Кипа, 
Селбуе, 1980. 


Туннельный 
микроскоп 


{Начало см. на с. 19) 


Пример твкой карты поверх- 
ности кристалла кремния, по- 
лученной американскими уче- 
ными, приводится на рисунке 
справа. Отчетливо видны по- 
ложеиия отдельных атомов 
кремния в периодической кри- 
сталлической структуре. 
Сканирующий туннельный 
микроскоп построен и в нв- 
шей стране. Он отличается 
огромной, в атомном масшта- 
бе, областью сканирования — 
10.10 мкм и возможностью 
работы в жндкой непроводя- 
ей среде. Второе важно зот 
почему. Обычно при экспери- 
ментах на туннельном микро- 
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скопе исследуемый образец, 
ради чистоты поверхности, 
помещается в высокий в8- 
куум. Однако для достижения 
той же цели может оказаться 
выгодной и плотная среда. 
Так, жидкий углеводород, ко- 
торый используется в совет- 
ском туннельном микроскопе, 
предохраняет поверхность 06- 





«Топографическая 
участка поверхности крем- 
ния размером 175%Ж115 А. 
Светлые места соответствуют 
положениям отдельных ато- 
мов кристаллической решет- 
ки. 


карта» 


разца от окисления и других 
воздействий атмосферы, а на 
работу микроскопа никак ие 
влияет. Дело в том, что в 
зазоре зострие — поверх- 
ность» большая молекула 
жидкостн поместиться не мо- 
жет, и условия работы тун- 
нельного микроскопа те же, 
что и в хорошем вакууме. 

Сканирующий туннельный 
микроскоп в настоящее время 
представляется не только 
средством исследования по- 
верхности, ио и инструментом 
для воздействия на нее. Пред- 
полагается, что острием тун- 
нельного микроскопа можно 
«рисовать» на поверхностном 
слое структуры микросхем 
с размерами в сотни и даже 
десятки втомных. Не исключе- 
но, что скоро мы станем сви- 
детелями нового этапа микро- 
миннатюризации  электрони- 
ки. И поможет в зтом скв- 
нирующий туннельный ми- 
кроскоп. 


А. П. Володин 








Ян Гевелий 


1987 год по инициативе 
ЮНЕСКО (Организация Объе- 
диненных Наций по вопросам 
образования, науки и культу- 
ры) провозглашен годом Геве- 


лия. Кто же он и чем за- 
служил такую высокую 
честь? 


Ян Гевелий — выдающий 
ся польский астроном ХУП вс- 
ка. Он родился в Гданьске 
28 января 1611 года и умер 
в том же городе 28 января 
168 сода, прожив ровно 
16 лет. На средства, унасле- 
дованные от отца — пиво 
вара, он построил и оборудо- 
вал обсерваторию, которая, 
долгое время была лучшей в 
Европе. Гевелий обладал не 
обычайно острым зрением и 
превосходной зрительной па- 
мятью. И хотя в его о06б- 
серваторим находились сде- 
ланпые им телесконы, боль- 
шинство наиболее точных на- 
блюдений положения звезд 
он вынолнил, не ирибегая к 
их помощи. 

Первым научным трудом 
Гевелия, изданным в 1647 со- 
ду, была знаменитая «Селе- 
нография», в которой содер- 
жалоеь детальцое описание 
видимой части поверхности 
Луны. Гевелий отиечатал эту 
книгу в своей типографии, 
изготовив для нее 133 ис- 
кусных гравюры, из которых 
©0 изображали разные участ- 
ки лунной поверхности и вид 
Луны в различных ес фазах. 


Одна из этих карт воспро- 
изведена на первой страниде 
обложки нашего журнала. 

Описывая Луну, Гевельй 
правильно объясняет детали 
рельефа ее поверхности, отме 
чает долины и горные цепи, 
которые отбрасывают изменя- 


‚ющиеся со временем теци. 


Ему удастся даже правильно 
оценнть высоты лунных гор. 
До сих пор сохранились на- 
звания многих лунных хреб 
тов — Альпы, Алтай, Кавказ, 
Карпаты, Апеннины, предло- 
женные Гевелием. «Селено- 
графия» оставалась непрев- 
зойденной в течение целого 
столетия. 

Любопытно отметить, что 
рукописный перевод «Селено- 
графиие на русский язык был 
выполнен по заказу царя 
Алексея Михайловича и на- 
ходился в его личной биб- 
лнотеке. Именно по нему и 
знакомился с астрономией его 
сыи. царевич Петр, будущий 
российский император. Эк- 
земпляр этот сохранился и на- 
ходится в библиотеке Литов- 
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ской академии наук в Виль- 
нюсе. 

Гевелию принадлежит так 
много астропомических ис- 
следований, что трудно пове- 
рить в то, что все они сделаиы 
одним человеком. Он правиль- 
но оценил расстояние от 
Земли до Луны, размеры Лу 
ны и ее. период вращения, 
а также период собственно- 
го вращения Солнца. Он был 
одним из первых наблюдате- 
лей двойных и переменных 
звезд, довольно точно опре- 
делнл периоды обращения 
спутников Юпитера, откры- 
тых Галнлеем. В изданной им 
в 1668 году «Кометографии» 
приведено систематическое 
описание и история нчаблю- 
дения всех известных в то вре- 
мя комет, четыре из которых 
он открыл сам; впервые по- 
казано, что некоторые кометы 
движутся по параболическим 
орбитам. Составленный им 
каталог постоянных звезд со- 
держал данные о 1564 звез- 
дах, которые видны над го- 
ризонтом Гданьска. 

Жизнь преподнесла ему 
суровое испытание в 
1679 году сгорела его обсерва- 
тория вместе с находившими- 
ся там рукописями, книгами, 


(Окончание см. на с. 57 





Прибор Гевелия Оля картографирования Луны. 





Церевертыши 


Капдидат физико-математических наух 
В. Н. ДУБРОВСКИН 


Раскрывать секрет решения голово- 
ломки — занятие столь же нечестное, 
как сообщать заядлому болельцику 
счет ночного футбольного матча перед 
его телевизионной трансляцией на 
другой день. Поэтому в нашем рас- 


сказе о двух головоломках-‹перевер- - 


тышах», знакомых читателю по об- 
ложкам 1-го и 2-го номеров «Кванта» 
за этот год, вопросов будет больше, 
чем ответов. Но прежде чем задавать 
волросы и отвечать на них, напомним, 
как эти головоломки устроены. 

В одной головоломке 8 одинаково 
раскрашенных в шесть цветов куби- 
ков размером 1Ж1Х 1 стоят вплотную 
друг к другу в квадратной коробке 
размером ЗЖЗ (рис.. 1). В другой 
головоломке вместо кубиков берутся 
23 одинаковых пирамидки (правиль- 
ных тетраэдра) с раскрашенными в 
четыре цвета вершинами (рис. 2,а), 
которые размещаются в коробке, 
имеющей форму правильного шести- 
угольника со стороной, в два раза 
большей ребра пирамидки (рис. 2,6). 
В обеих головоломках одно место 
пустует — «дырка», что позволяет 
переставлять элементы (кубики и ди- 
рамидки), перекатывая их через 
ребро. Задачи, которые мы будем об- 
суждать, звучат для двух голово- 
ломок по-разному. Пирамидки надо 
научиться переводить в «правиль- 
ное», или «начальное», положение, 
показанное на рисунке 2,6, после 





Рис. 1. 
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того, как оно было разрушено про- 
извольными перекатываниями. У ку- 
биков много правильных положений 
(что это такое — ясно из рисунка 
проверьте, что имеется 24 правиль- 
ных положения); требуется одно из 
них превратить в другое. Но обе эти 
задачи — частные случаи общей для 
всех ‹перестановочных» головоломок 
задачи: для любых двух размещений 
элементов выяснить, переводится ли 
одно в другое, а если да, то каким 
образом. | 


Кубики 

Попробуем придумать операции, ко- 
торые бы поворачивали кубик, остав- 
ляя его на месте, — тогда можно 
будет повернуть все кубики пооче- 
редно. Поставим в коробку только 
один кубик и прокатим его по квадра- 
ту 2Ж2 вокруг одной из вершин 
основания А (рис. 3). Когда он вер- 
нется на место, мы увидим, что он 
повернулся относительной исходного 
положения на 120” около диагонали, 
выходящей из вершины А. Точно 
так же можно катать по квадрату 
3 кубика — цепочкой: после четырех 
ходов дырка вернется иа месло, а ку- 
бики циклически переставятся 
(рис. 4) — эту операцию, когда 
перестановка происходит против 
часовой стрелки вокруг точки А, 
обозначим С,. Ясно, что операция 
©» «зроекратио ловторениая С,) воз- 
вращает все 3 кубика на исходные 
места, причем каждый из них. пово- 
рачивается на 120” вокруг своей 
диагонали, выходящей из А (см. 
рис. 4). Чтобы повернуть эти же куби- 
ки в обратном направлении, нужно 
выполнить обратную операцию С; = 





Рис. 8. 


—=(Сл')?, где Сл‘ — обход дырки во- 
круг точки А по часовой стрелке. 

Итак, мы можем поворачивать ку- 
бики на своих местах, но пока только 
группами по 3. Теперь уже нетрудно 
придумать и операции, которые бы по- 


ворачивали только один кубик. Для. 


них хватает поля размером ЗХ 2 клет- 
ки. Пусть свободная клетка распо- 
ложена вверху (рис. 5), она при- 
надлежит двум квадратам 2Ж2 с 
центрами А и В. Операция С, не 
затрагивает два правых кубика, а опе- 
рация С; — два левых, поэтому опе- 
рации А, = С*С3САЗСь°, В.=Сл СХ 
ХСС; 3*) и им подобные (см. зада- 
зу 1) заведомо оставляют эти 4 край- 
них кубика неподвижными; пятый же 
кубик (назовем его «боковым»), как 
можно проверить, поворачивается в 
обоих случаях на 180°: при В, — 
вокруг оси, параллельной АВ, при 
В, — вокруг «горизонтальной» оси, 
перпендикулярной АВ. Операция ви- 
да [Х,У]=ХУХ 'У ' называется ком- 
мутатором операций Х и УТ. Комму- 
таторы оказываются очень полезными 
во всех головоломках с перестав- 
ляющимися элементами; имеются, на- 
пример, алгоритмы сборки кубика 
Рубика, целиком основанные на ком- 
мутаторах (см. статью В. и С. Залгал- 
леров «Венгерский ‹шарнирный ку- 
бик» в «Кванте» № 12 за 1980 год). 


Задачи 

1. Рассмотрите всевозможные коммутаторы 
операций С“, Св’. Покажите, что все они 
действуют как А, или В. или как ЯД. 
{поворот кубика на 180°’ вокруг вертикальной 
оси). 

2. Покажите, что существует 24 способа 
поставить кубик на заданную клетку; из них 
только 12 можно получить из исходного по- 
ложения перекатываниями по замкнутым 
маршрутам, а из этих 12 только 4 получаются 
*) Порядок выполнения операций — слева 
направо; например, для В ее “Ся 3 сначала 
выполняется операция Е, затем с Сл 3 н, нако- 
нец, С 
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Рис. 4. Синие стрелки показывают пере- 
мещение кубиков при операции С. красные — 
вращение кубиков при операции Су. 





Рис. 5. 

при действии коммутаторов [Х, У |. где Хи У — 
произвольиые операции, возвращающие кубик 
на исходное место. Придумайте кратчайшую 
цепочку ходов, при выполнении которой кубик 
появляется на заданном поле во всех 12 воз- 
можных положениях. 

Итак, мы научились поворачивать 
4 «боковых» кубика. Чтобы повернуть 
угловой кубик, достаточно пбставить 
его на место бокового, применить опе- 
рацию АД, или В., а потом вернуть 
назад: например (см. рис. 5), опера- 
ция А=С„ВСл ! = ССС СС! по- 
ворачивает левый нижний кубик па 
180° вокруг «горизонтальной» оси, 
перпендикулярной АВ (аналогичную 
операцию для правого нижнего ку- 
бика составьте самостоятельно). 

Теперь мы умеем поворачивать все 
кубики, но, наверное, не самым корот- 
ким способом (число ходов у нас 
равно 8- 48—=384): ведь каждый 
кубик поворачивается отдельно и к 
тому же остается на месте, что не 
обязательно*). 


=) Для случая, когда пустое место не в центре, 
а слева внизу, А. Б. Ходулев-придумал решение 
в 100 ходов, причем кубики поворачиваются здесь 
не на 180°, а на 90° ЛРИВЛЕПВЛИРНЛВ:П? 
нливпнлунпвлвинЯВПУН вянНП-ВЛеН 
ПВЛВП-ЕКЛЕИНЛИПВТИТВлЛНАВТНлВП: 
буквы И, Л. Вн ПИ в этой записи означают ходы, 
при которых кубик передвигастоя вправо, влево, 


вверх и вниз. 
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Рис. 6. 


Другой изъян нашего решения в 
том, что оно неполно: мы указали 
только два варианта поворота куби- 
ков (на 180° вокруг осей, параллель- 
ных бортам коробки), но, как следует 
из задачи 2, таких вариантов, даже 
если оставлять кубики на своих 
местах, может быть 11. 


Задачи 

3. Придумайте операции, поворачивающие 
на месте тольно одии кубик ма 120” вокруг 
его диагоналей. 

4. Найдите как можно более короткие 
решения головоломки *кубики-перевертыши» 
для всех 23 «правильных»  расстамовок, 
отличных от исходной. 

5. Как узнать по двум данным раоста- 
новкам кубиков, переводнтся лн одна в дру- 
хую? Каково максимальное число попарно 
неиереводимых друг в друга расстановок? 


Пирамидки 
Правила действий с пирамидками- 
перевертьзшами как будто такие же, 
как с кубиками. Но сходство между 
ними оказывается чисто внешним. 
Дело в том — и это очень сущест- 
венно, — что в отличие от куба ориеи- 
тация правильного тетраэдра после 
нескольких перекатываний однознач- 
но определяется его исходным поло- 
жением и полем, на которое он попал, 
и не зависит от его маршрута. 

Это легко доказать с помошью 
рисунка 6. Нашу пирамидку можно 





поставить любой гранью на один из 
треугольников сетки, изображенной 
на этом рисунке, так, чтобы цвета 
ее вершин совпали с цветами со- 
ответствующих узлов сетки. Более то- 
го, если цвета вершин и узлов 
совпали, то независимо от того, на 
каком треугольнике сетки оказался 
тетраэдр, они будут совпадать и после 
перекатывания через любое ребро. 
Следовательно, каким бы путем ни 
прикатить пирамидку на заданную 
ячейку, итоговое расположение цве- 
тов ее нижних вершин, а значит и 
цвет верхней вершины, будет одним 
и тем же. 

Доказанное свойство пирамидок вы- 
нуждает нас отказаться от прежней 
стратегии — поворачивать элементы 
по отдельности, каждый на своем 
месте, — ведь если прокатить пира- 
мидку по замкнутому пути, она вер- 
нется точно в начальное положение. 
Наоборот, для каждой пирамидки 
придется искать место, куда ее 
надо прикатить, а-тогда уж нужная 
ориентация установится автомати- 
чески. 

Возьмем одну пирамидку в ‹пра- 
вильном» положении (рис. Т) и 
обойдем ею все поля нашей шести- 
угольной коробки. Мы увидим, что 
только на двух полях ее ориента- 
ция будет «правильной»: на исход- 
ном поле и на поле, симметричном 
ему относительно центра шестиуголь- 
ника. (Это легко проверить, «накла- 
дывая» рисунок 6 на рисунок Т: при 
любом наложении только на двух 
парах полей совпадут цвета вершин.) 
Занумеруем числами от 1 до 12 поля 
головоломки (рис. 8) так, чтобы сим- 
метричиые поля получили одинако- 
вые номера, а каждой пирамидке 
дадим номер поля, на котором она 
стоит в «правильном» положении. 
Наша цель — перевести каждую 
пирамидку на поле с ее собствен- 
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Рис. 8. 





Рис. 9. а) Если последовательно передвинуть 
фишки 1. 2. 3, 4. 5. 1. получится циклическая 
перестановка, показанная красными стрелка- 
ми. 6) Пусть Ли П — циклические пере- 
становки рисунка а) для левого и правого 
шестиугольников рисунка 6): тогда операция 


ГРЛ`П-Л-? циклически 
фишки а. в и с. 


переставляет три 


ным номером. Полного решения этой 
задачи мы не даем. Заметим лишь, 
что она упростится, если заменить 
24 треугольника нумерованными 
кружками, а пирамидки — 23 фиш- 
ками (см. рис. 8), которые разре- 
шается передвигать на пустой кру- 
жок по голубым линиям. (Они соеди- 
няют кружки, отвечающие соседним 
треугольникам.) Головоломки этого 


Ян Гевелий 


та. На Луне побывали и пер- 


Куаптссте.ги 


типа подробно обсуждались в статье 
Д. Вакарелова «Путешествия по 
графам» («Квант», 1986, № Т, с. 50). 

Здесь мы подскажем только одну, 
но очень полезную операцию — ци- 
клическую перестановку 3 фишек — 
см. рисунок 9 (заметьте, это снова 
коммутатор!). 

Итак, эта игра, в 
кубиков-перевертышей, оказалась 
очень близка к знаменитой «игре 
15», хотя с виду должно быть как 
раз наоборот. Но в «игре 15» все 
фишки действительно пронумерова- 
ны, поэтому сразу ясно, где место 
каждой; пирамидки сами по себе абсо- 
лютно одинаковые, различаются они 
только своим расположением отно- 
сительно коробки, и нужны извест- 
ные усилия и тренировка, чтобы на- 
учиться безошибочно определять, ку- 
да какую пирамидку ставить. 

Задача 6. При каком условии некото- 
рую расстановку пирамидок можио перевести 
в правильную? Каково максимальное число 


попарно непереводимых друг в друга расста- 
нонок? 


отличие от 


Мандельштама. Курчатова, 


(Начало см. на с. 53} 


астрономическими инстру- 
ментами. Пожар уничтожил 
‘° также все его имущество. Но 
он мужественно перенес это 
несчастье и при первой же 
возможности возобновил свои 
исследования. 

Сегодня мы знаем о Луне 
намного больше, чем во време- 
на Гевелия. Сфотографнрован 
и детально изучен рельеф 
ее обратной стороиы. Кос- 
мические аппараты нсследо- 
вали ее поверхность и принес- 
лн нам образцы лунного грун- 


вые астронавты. 

На второй странице облож- 
ки воспроизведен фрагмент 
карты Луны, на котором 
изображен участок обратной 
стороны, прилегающий к Мо- 
рю Москвы (диаметр этого мо- 
ря составляет 460 км). Оно впер- 
вые было обнаружено на фото- 
графиях. полученных совет- 
ской автоматической можпла- 
нетной станцией «Луна-3» в 
1959 году. В 1961 году Меж- 
дународный астрономический 
союз утвердил восемнадцать 
наименований объектов обрат- 
ной стороны Луны, и среди 
них — Море Москвы. Позд- 
нее к ним было добавлено еще 
более пятисот наименований 
деталей лунного рельефа об- 
ратной стороны Луны. Меж- 
дународный астрономический 
союз увековечил имена выдаю- 
щихея деятелей науки и тех- 
ники — Ломоносова, Циолков- 
ского, Королева, Лебедева, 


Арцимовича, Пастера, Кюри, 
Ферми и многих других. В 
лунную номенклатуру вошли 
также имена погибших космо- 
навтов — Комарова, Волкова, 
Добровольского, Пацаева, 
Гриссома, Уайта, Чаффи. Вок- 
рестностях Моря Москвы рас- 
положены кратеры, иазван- 
ные именами советских кос- 
монавтов Титова, Николаева, 
Терешковой, Беляева, Леоно- 
ва, Шаталова, Феоктистова. 
Они хорошо видны на фраг“ 
меите лунной карты. изобра- 
женном на второй полосе об- 
ложки. В районе бассейна 
Аполлон и Моря Спокойствия 
1песть кратеров носят имена 
американских астронавтов — 
участников лунных экспеди- 
ций. Это кратеры Армстроиг, 
Олдрин, Коллинз, Андерс, 
Бормаи и Ловелл. 


К. Ф. Родионова, 
В. А. Лешковцев 


57 


„Я Ааит” предвете 


Идетелрнивиа 


В городе Долгопрудном, где 
расположен Московский фи- 
зико-технический — институт, 
имеется всего два автобусных 
маршрута: № 3868 (связываю- 
щий город с Москвой) и 
№ «К» (кольцевой). Однако 
одному из студентов МФТИ 
удалось доказать следующее 


утверждение. 
По городу Долгопрудному 
ходяг автобусы со всеми 


маршрутными номерами п, 
большими или равными 368. 

Доказательство проводит- 
ся по индукции. Для этого 
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8 рее 6 


1. Утверждение справед- 
ливо при л=368. 

2. Из справедливости ут- 
верждения при п=йр— 1 сле- 
дует его справедливость при 
п=Ё. 

Первое высказывание 
справедливо, т. к. маршрут 
3№ 368 в г. Долгопрудном 
есть. 

Второе тоже справедливо, —} 
т. к. маршрут № *К» тоже 
есть. м 

Таким образом, утвержде- 
ние доказано. 







Го 


А. П. 


нужно проверить справедли- 
вость следующих двух выска- 


зываний. 
„Вес 











Газы можно сжать сильнее Сверхпроводимость — 


потому, что воздух — это когда проводимость осущест- } 
небесное пространство, а жид- вляется с большой. скоростью ', 
кость — это мода, которую и силой. ы 
ты сожмешь, то она вы- орон > 6 
когда сопротивление исчезает 
Почему газы можно сжать вдруг вообще, То оно есть, 


больше, чем жидкость? По- 
тому, что газ невидим, а жид- 
кость видна. 


а то его нет. 


Металлами иазываются твер- 
дые сплавы. 


Прислала С. Байбулатова Металлы при маленькой тем- 


пературе ржавеют, а прн вы- 
сокой илавятся, 


Металя — это силав железа. 


Твердые тела — плотная и 
сильно порядочная среда. 


Температура металла зави- 
сит от его сопротивлеиия. 


Яерне. фсФет, а. 


Прнслал Б. И. Геллер 


— Вы мне нравитесь, — ска- 
зала окружность  треуголь- 
нику. 


— Но мы с Вами не пара, 
милочка. Ведь я такой разно- 
сторонний, к тому же у меня 
целых три вершины, а Вы 
однообразно круглая, — по- 
следовал ответ. 

По своей простоте он не зиал, 
что окружность вписывается 
в любой треугольник. 


Я. Ф. Шкляр 





Пров 


Компьютеры на 


Летом нынешнего года в на- 
шей стране будут проведены 
четыре региональные летние 
школы юных программистов: 
в Новосибирске, Вильнюсе, 
Переславле-Залесском и Сим- 
ферополе. В «Квантеь № 6 мы 
писали о переславской летней 
школе 1986 года, в этом номе- 
ре рассказываем о Всесоюзной 
летней школе, состоявшейся в 
Новосибирске. 


Волиы Обского моря плещутся 
у высокого берега, к которо- 
му вплотную подступили 
стройные сосны. Здесь в мо- 
лодежном туристском цеитре 
«Сибиряк» во второй половине 
августа иеобычная смена — 
«Сибиряк» отдаи Всесоюзной 
летией школе юных програм- 
мистов. Такие Школы стали 
традицией: с 14 по 28 ав- 
густа 1986 года недалеко от 
новосибирского Академгород- 
ка проходила уже одиннадца- 
тая Школа. Со всех концов 
страны — от Владивостока 
до Кишинева — приехаля 
ее 225 участников. В числе 
участников Школы и зару- 
бежные гости — школьиики 
из Чехословакии и ГДР.. 
Немецкую делегацию 
сформировали учащиеся ма- 
тематических спецшкол из 
разиых городов ГДР, а школь- 
ники Словакии прибыли из 
Братиславы, которая является 
признаииым цеитром школьЬ- 
ной информатики в ЧССР. 
В традициях Школы и мо- 
лодежный лекторский со- 
став — разработчики учебно- 
производствениого языка про- 
граммировання Рапира, и со- 
времеиная  вычислительиая 
техника, н костры иа берегу 
моря, и веселые песии о про- 
граммистах. Бессмеиный на- 
учный руководитель новося- 
бярских летиях Школ — ака- 
демик А. П. Ершов. Ои торже- 
ственно открыл Школу, вме- 
сте с руководством Школы 
и туристского центра провел 
а «Снбиряке» пресс-конферен- 
цию для корреспондентов цен- 
тральных и сибирских газет, 
принял участие в методичс- 


берегу Оби 


ском семянаре преподавате- 
лей, вручил награды победн- 
телям и активистам на торже- 
стве окончания Школы. Го- 
стями Школы были секретарь 
новосибирского Обкома 
ВЛКСМ Т. Н. Абрамова и 
проректор Новосибирского 
университета им. Ленииского 
Комсомола профессор, доктор 
физико-математических наук 
В. Н. Врагов. Ряд обзорных 
лекций прочитали известные 
ученые специалисты А. Н. Те- 
рехов  (Леиннград, ЛГУ), 
В. И. Нифоятов (Новосибирск, 
Институт ядерной физики СО 
АН СССР), А. Ю. Кривцов 
(Москва, НИИ Вычислитель- 
иных комплексов), А. Г. Мар- 
чук (Новосибирск, ВЦ СО АН 
СССР). 

В учебиую программу 
Школы были включены раз- 
личные языкя программиро- 
вания — Рапира, Паскаль, 
Си, Бейсык, операционные си- 
стемы н отдельные их модуля, 
различные аспекты систем- 
ного и прикладного програм- 
мирования, технологические 
проблемы программирования. 

Интерес к информатике у 
школьников растет с каждым 
годом. Неудивительно поэто- 
му, что в Новосибирск прие- 
хали снльнейшие из юных 
программистов. Вместе с тем 
уровень зианий и практиче- 
ский опыт у школьников силь- 
но различались. Поэтому уча- 
щиеся были распределены на 
несколько учебных потоков, 
каждый из которых характе- 
ризовался как силой учащих- 
ся, так и тяготением к 
одной из двух основных моде- 
лей вычислительных машин, 
представленных иа Школе — 
советским ‹Агатам» или 
японским «Ямахам». Внутри 
каждого потока было сделано 
еще одно разбиение школь- 
ников — побригадное. Брига- 
да — это иеболылой коллек- 
тив учащихся из двух-четы- 
рех человек. Во время Школы 
бригада работала над отдель- 
ным заданием — программой 
нли пакетом программ. Те- 
матика пакетов заданий опре- 
делялась в первую очередь по- 
желаниями школьников. Не- 
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которые из ннх привезли с со- 
бой постановки задач, но боль- 
шщинство заданий было прел- 
ложено учебным сектором 
Школы. При всем разиообра- 
зяя тем пакетов выделяются 
два главных тематических иа- 
правления: игровые програм- 
мы на младшных потоках и 
учебно-орнентярованные п&- 
кеты прикладиых программ, 
предназначенных для исполь- 
зования ЭВМ в ходе школь- 
ных уроков — на старших. 
Интересные ягровые програм- 
мы создали немецкие школь- 
никя Штефан Эйрлих и Алек- 
сандр Шаков, Александр Ма- 
трос из Петропавловска, Вла- 
димир Гофлин из Алма-Аты, 
красноярец Алексей Федотов. 
рижанин Миидаугас Плукас и 
другие. И хотя на Школе 
было предложено немало гото- 
вых игр-программ (в течение 
полутора часов ежедневно иа 
цветных экранах дисплеев 
можио было выбрать любую 
из полусотни увлекательных 
игр), миогие с гораздо боль- 
игим интересом работали над 
собствениыми, оригинальны- 
ми игровымн проектами. 

И все же главная забота 
школьников — учеба. Поэто- 
му много хороших работ было 
сделано в помощь школе. Для 
уроков математики могут 
быть рекомендованы програм- 
мы построения графиков фун- 
кций, иад которыми труди- 
лись И. Комаров, М. Базаиов, 
Р. Хмелевский из Новосибир- 
ска, программы вычисления 
арифметических выражений с 
обыкновенными дробями, ко- 
торые сделали одесснты 
О. Ниц и М. Альт, работа 
А. Хасанова из Свердловска 
«Операционная среда для обу- 
чения построению сечений ге- 


ометрических тел», пакеты 
обучения по — геометрии-8 
(К. Обжерин, Новосибирск), 


алгебре-8 (А. Тюрин. Новоси- 
бирск), программа обучения 
алгоритму Евклида, предло- 
женная коллективом юных то- 
мичей, иесколько разных по 
своим возможностям про- 
грамм для.уроков стереомет- 
рии, нанисанных краснояр- 
цами, иовосибирцами, иемец- 
кими гостями. 

Ребята, которые делили 
свои интересы между инфор- 
матикой и физикой, предста- 
вили иа конференцию школь- 
ных иаучных работ доклад 
по моделированию броуиов- 
ского движения молекул 
(Ю. Левин, Харьков и 
А. Воробьев, Новосибирск). по 
расчету электрических цепей 
(Н. Бурученко, Ё. Шостак, 
Е. Бараиова, Красноярск), по 
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способам регистрация частиц 
высоких энергий (А. Ляшенко, 
Москва). 

Хорошо сделан химиче- 
ский пакет «Титрование», по- 
зволяющий провести (или, 
точнее, промоделировать) на 
экране школьного дисплея 
убедительные и красиво офор- 
млеиные опыты по химии. Са- 
мя за себя говорят названия 
докладов юных программи- 
стов, второе увлечение кото- 
рых — биология: зЭкологи- 
ческая система» (коллектив 
школьников Ангарска), «Био- 
моделирование» (М. Ямполь- 
ский, Харьков). Но если 
школьники аплодировали сво- 
ям сверстиикам, рассказывав- 
шим © проектах применения 
ЭВМ иа уроках физики и ма- 
тематики, то легко понять 
тех, кто решил помочь учите- 
лю родного предмета — ин- 
форматики. Ленинградки 
С. Иванова, А. Обловатская 
и А. Матвеева показали про- 
грамму,  демонстрирующую 
поведение структур — дан- 
ных—деков, стеков и оче- 
редей. Такая программа по- 
может учителю на уроке ин- 
форматики интересяо и на- 
глядно рассказать о аесьма 
сложных понятиях ннформа- 
тики. А. Хасанов (Свердловск) 
разработал строковый редак- 
тор для языка программиро- 
вания Лого, москвичи В. Гу- 
рарий, О. Покровский я 
Д. Петроа — средства графи- 
ки в языке программирования 
Си. 

Далеко ие все работы 
школьников можно вписать В 
рамки этих двух направле- 
ний. Так, сформироватвинйся 
на Школе дуэт Д. Соколова 
(Горький) я Г. Нишанова 
(Фруизе) был увлечен практи- 
ческой задачей полуавтомати- 
ческого составления расписа- 
ния школьных занятий; не ме- 
нее важна в практяческом от- 
ношенни программа проверки 
знания прааил дорожного дви- 
жения (Д. Бугучану, Киши- 
нев, К. Курочкии, Новоси- 
бирск); харьковчанни М. Ям- 
польский уалекся более абст- 
рактной, но не менее слож- 
иой проблемой построения 
множеств Мандельброта. 

Целая серия интересных 
программ была посвящена об- 
работке музыкальной инфор- 
мация. Важнейшим фактором 
успеха в этой области была 
квалифицированная поста- 
новка задач сотрудником но- 
восибирской — консерватории 
им. М. И. Глинки С. А. Чель- 
диеаым. Под его руководством 
выполнили свои работы уча- 
щиеся А. Гершун, Д. Измал- 
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ков (Москва) «Тренажер «Му- 
зыкальный диктант», Н. Ни- 
когднна (Петролавловск) «На- 
чальное обучение музыке», 
А. Гераськии, А. Черииков и 
О. Никандров (Ульяновск) 
«Обучающий музыкальный 
пакет для  начниающихь. 
Эти программы найдут свое 
применение на уроках соль- 
феджио в музыкальных шко- 
лах. 


По-настоящему — интерна- 
цноиальным проектом оказа- 
лась достаточно сложная за- 
дача но машинному синтезу 
речи. Бригада школьников, со- 
ставленная из представителей 
всех трек стран, участвовав- 
ших в Школе, успешно завер- 
шяла программу, которая по 
набранному иа клавиатуре 
тексту (слову или целой фра- 
зе) воспроизводила голосом 
*«Ямахи» достаточно четко я 
внятно подавляющее боль- 
шинство заданий — тестов. 


Главные участники Шко- 
лы — девятиклассникя, од- 
нако в целом возрастной 
спектр школьников очень ши- 
рок. Среди миогочисленных 
школьников, награжденных 
призами, грамотами и суве- 
нирами, трое получили почет- 


ные грамоты  +Пионерской 
правды»: М. Белолипецкий 
(Красиоярск), Б. Кардаков 


(Новосибирск) и Д. Рафиков 
(Ленинград). 

С интересом и пользой про- 
вели время на Школе самые 
младшие ее участники: впер- 
вые в Школе приняла актив- 
ное участне эксперименталь- 
ная группа из шести млад- 
ших школьников (1 второ- 
классник, 3 третьеклассника, 
2? четвероклассника). Этой 
группе был специально выде- 
лен кабинет, представляющий 
собой локальную сеть из 7 
французских ПЭВМ «Том- 
СОН». Все «малыши» были на- 
граждены почетиыми грамо- 
тами за активную работу на 
Всесоюзной летней школе 
юных программистов и услеаш- 
ное овладеияе языком про- 
граммироваиия Лого. И неда- 
ром: им пришлось управлять 
роботом-черепашкой на экра- 
ие дисплея, рисовать красивые 
многоцветные Узоры, состав- 
лять программы, по которым 
компьютер зпел» знакомые и 
незнакомые песенки. Дети с 
удовольствием зиакомились с 
мечтой А. Н. Скрябина о 
цветомузыке и сами с увлече- 
нием реализовали на своих 
экранах эту мечту. С иеисчер- 
паемым весельем иаблюдали 
они за результатами собствен- 
ных программ, которые, рабо- 
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тая со списками заданных 
подлежащих и дополнений 
{имена школьников), сказуе- 
мых и обстоятельств (забав- 
но сочетаемые глаголы и на- 
речия) и датчиком случайных 
чисел, писали «сочниенияь. 
Программы рассказывали т8- 
кие енстория», что на хохот 
малышей сбегались старзпие 
ребята из соседних домиков. 
Понятно, что картинки и пе- 
сенки не были самоцелью этих 
уроков — школьники научи- 
лись сзободио оперировать 
фундаментальными понятия- 
ми информатики — циклами 
и процедурами с параметра- 
мя, рекурсиями и списками, 
файловой системой и редакто- 
ром процедур. Для младших 
школьников был подготовлеи 
(специально для новосибир- 
ской летней Школы) рукопис- 
ный учебник «Уроки инфор- 
матики на Логоь. 

Учеба — утром, практиче- 
ские занятия — днем, встре- 
чн с учеными Академгородка 
и гостями Школы — вечером. 
Кандидат физико-математи- 
ческих наук Ю. М. Брук из 
Москвы провел на Школе 
«Физические вечераь. Это бы- 
ли рассказы о пульсарах, ией- 
тронных звездах, о том, как 
радиоастрономы иаблюдают 
Вселенную, как физнки дела- 
ют оценки. А. А. Берс 
(ВЦ СО АН СССР, Новоси- 
бирск) рассказывал собирав- 
шимся иа берегу Оби уче- 
никам свои вечерние сказкя 
© программировании — ие- 
принуждениые беседы о тех- 
нологии программных про- 
ектов. 

Четыряадцать дней Шко- 
лы — это две недели лета. 
И хотя умы и сердца школь- 
ников были заполиеиы компь- 
ютерами, ребята находили 
время для спортивных встреч 
между отрядами, для экскур- 
сий в Вычислительный центр 
СО АН СССР, в Институт 
ядерной физикя, в музеи Ин- 
ститута геологин и Ииститута 
истории СО АН, иа выстав- 
ку художественной галереи 
Новосибирска, на автородео. 
Гостем Школы был симфоня- 
ческий оркестр школьников 
Академгородка. И, как всегда 
на летних Школах, у костра 
на берегу Обского моря звуча- 
ли гитары я сочинеиные 
здесь же песни о любимых 
компьютерах и дорогих учи- 
телях. 

Л. В. Городняя, 
Ю. А. Первин 


Юные программисты 


в Ленинграде 


В середине марта весна в Ле- 
нииграде еще только вступала 
в свои права. Яркое солныш- 
ко уже иапоминало о прибли- 
жающихся школьных канику- 
лах. Программиствм же, соб- 
равшимся в эти дни во Двор- 
це культуры работников про- 
свещения Леняиграда, было 
явно не до каникул. Настрое- 
ние у всех было очень рабо- 
чее. Здесь проходила научно- 
техническая конференция по 
школьной информатике. Ще- 
стой год подряд собираются 
на такие коифереиции джоль- 
инки и студенты, учащиеся 
профессионально-техиических 
училищ, учителя и преподава- 
телн аузов. О своей работе 
рассказывали ребята из Тал- 
лина и Ленинграда, Москвы и 
Иошкар-Олы, Новосибирска 
и Ульяновска, Свердловска 
и Владивостока, Тбилиси и 
Вильнюса... 

То, что столь представя- 
тельные конференции юных 
программистов проходят в Ле- 
нинграде, конечно, не случай- 
но. Еще в 1979 году ленин- 
градцы принимали активное 
участие в работе Всесоюзной 
заочной школы юиых про- 
граммистов, организованной 
журналом з«Квраить вместе с 
ВЦ Сибирского отделения АН 
СССР. Тогда же в Ленингра- 
де появилась и очная школа 
юных программистов. В 1986 
году уже 45 % ленинградских 
школьников получили выход 
на ЭВМ. Болыпую помощь в 
этом оказали школам вузы и 
предприятия Ленииграда, 


предоставившие школьникам 
возможиость работать на сво- 
ей вычяслительной технике. 
Многие программы  ленин- 
градских школьников внедре- 
иы в млкольный учебный 
процесс. А ленинградские 
предприятия заказывают и 
оплачивают разработки юных 
программистов. 

Опыт, накопленный в школь- 
ной информатике в разных го- 
родах страны, показывает, что 
ребятам многое по силам. Они 
делают содержательные и ин- 
хересные пакеты обучающих 
программ по курсам физики, 
математики, русского и ино- 
странных языков, химии, му- 
зыки, вполие успешно зкоику- 
рируя» с профессиональными 
разработчиками таких про- 
грамм. 

Оргкомитет конфереиции воз- 
главляли академик А. П. Ер- 
шов и лауреат Государствен- 
ной премии профессор М. Б. 
Игнатьев. Всего на конферен- 
цию было заявлено около 
трехсот докладов. Жюри кон- 
ференции, оценивавшее док- 
лады, отметило. специальны- 
ми дипломами 68 работ. В 
состав жюри входиля ленин- 
градские ученые и организа- 
торы коифереиции — пред- 
ставители Межотраслевого ко- 
митета Ленинградского ©6- 
ластного совета научно-тех- 
нических общеста по работе с 
молодежью, областного прав- 
ления — каучно-технического 


общества радиотехиики, элек- 
троники и связи им. А. С. По- 
пова, Ленянградского инсти- 
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тута авиационного приборо- 
строения, Главного управле- 
ния народиого образования 
Ленинграда и других органи- 
заций. 
Не только об успехах, но и 
о проблемах и перспективах 
широкого внедрения вычисли- 
тельной текиики в школы рас- 
сказывали на пленарных засе- 
даниях академик А. П. Ер- 
шов, ученые н методисты из 
различных изучных центров 
и вузов. Была у участняков 
конференции возможность 
продемоистрировать свои 
разработки н программы не- 
посредственио на ЭВМ, уста- 
новленных в залах Дворца 
культуры и в расположенном 
неподалеку от него Центре 
школьной ииформатики Ок- 
тябрьского района Леинигрв- 
да. 
Основиая же работа проходи- 
ла по секциям: «Обучающие 
программыь, «Системное про- 
граммное обеспечение», «Нри- 
кладное программное обеспе- 
чение», «Информационные си- 
стемы», «Игровые програм- 
мы», «Целевые игры». На ка- 
ждой из них было чему по- 
учиться. что позаимствовать. 
И, увы, был очень жесткий 
лимит времени — конферен- 
ция продолжалась всего два 
дня. А проводить и расши- 
рять такую работу безусловно 
нужно, она очень полезна я 
школьникам, и преподавате- 
дям основ информатики и вы- 
числительной техники. Пожа- 
луй, не будет преувеличением 
сказать, что обмен опытом и 
личные контакты юных и 
взрослых программистов — 
существенный фактор успеш- 
ного развития школьной ин- 
форматики. 
Гости Ленинграда побывали в 
музеях и школах города, вмес- 
те с ленинградскими школь- 
никами посетили историче- 
ские места и театры Ленин- 
града. Расставалисъ, коиечио, 
с грустью. До встречи в бу- 
дущем году. Творческих вам 
всем удач, ребята! 

Г. 5. Бровина 


Учащиеся в кабинете вычис- 
лительной техники Центра 


школьной информатики. 


Заочная школа при НГУ 


При Новосибирском ордена 
"Трудового Красного Знамени 
государственном университе- 
те им. Ленинского комсомола 
работает Заочная школа (3Ш) 
для учащихся 8—10 классов 
общеобразовательных школ 
Сибири, Дальнего Востока, 
Средней Азия и Урала. 

Основная задача ЗШ — 
оказывать помощь в формиро- 
вании и развитии у учащих- 
ся интереса к естественным 
наукам. 

В ЗШ 5 отделений: мате- 
матическое, физическое, хи- 
мическое, биологическое и 
экономическое. На математи- 
ческое, физическое и химиче- 
ское отделения принимаются 
учащиеся 8—10 классов, на 
биологическое — только уча- 
щиеся 9 классов, на эконо- 
мическое — только учащиеся 
10 классов. 

Кроме отдельных уча- 
щихся, в ЗШ могут быть при- 
няты также математические, 
физические, химические, био- 
логические и экономические 
кружки и факультативы, ко- 
торые работают в школе под 
руководством учнтеля. Руко- 
водители кружков иабнрают 
и зачисляют в них учащихся, 
успешно выполнивших пер- 
вое задание по соответствую- 
щему предмету. Кружок при- 
ннмается в ЗШ, если руково- 
дитель сообщает в ЗШ свою 
фамилию. имя, отчество и вы- 
сылает поименный список 
членов кружка (с указанием 
итоговых оценок за первое за- 
дание), подписанный директо- 
ром школы н заверенный пе- 
чатью. После этого члены 


Первое (вступительное) задание 


по математике 


кружка считаются учащими- 
ся ЗШ. 

Учащиеся, принятые в ЗШ, 
и руководители кружков бу- 
дут получать задания ЗП, 
а также дополнительные ма 
териалы. Работы учащихся- 
заочников проверяют в ЗШ, 
а работы чаенов кружков — 
его руководители (по желв- 
нню руководителя часть ра- 
бот членов кружка может 
быть проверена и в 3). 

Чтобы стать учеником За- 
очной школы при НГУ, иеоб- 
ходимо выслать на имя ди- 
ректора ЗШ заявление, напи- 
санное на почтовой карточке, 
< просьбой прислать первое 
задание. Срок отправки заяв- 
ления — не позднее 20 сен- 
тября (по почтовому штемпе- 
лю места отправления). В за- 
явлении необходимо также 
указать следующие сведения 
о себе: 


Ваша фамилия, имя, отчество 
(поляостью, печатными бук- 
вами) 


Класс, в котором вы учитесь 
в своей школе 

Отделенне ЗШ, на котором Вы 
желаете учиться (можно ука- 
зать два) 

Подробный домашний адрес 
< обязательиым указаиием 
индекса почтового отделения 


Куапетсесте.ги 


дится по результатам первого 
задания. В тех случаях, когда 
число желающих учиться в 
ЗШ превышает воэможиости 
нашей школы, предпочтение 
может быть отдано школьни- 
кам из села или из малых 
городов и поселкоа. 
Заявление о приеме на ма- 
тематическое или на физиче- 
ское отделение ЗШ можно вы- 
слать вместе с решениями 
соответствующего первого за- 
дания, публикуемого ниже, 
не позднее 10 октября. 
Решения задач иужно за- 
писать в простую учениче- 
скую тетрадь в клетку, остав- 
ляя поля для замечаний пре- 
подавателя. На обложке тет- 
ради укажите те же сведения 
о себе, что и в заявлении. 
Работы отсылайте вместе с 
заявлением только простой 
бандеролью (тетрадь не пере- 
гибайте и не сворачивайте 
в трубочку). В тетрадь с ре 
шениямя вложите листок раз- 
мером 6х 10 см с написанным 
на нем вашим адресом (его 


НИКОЛАЕВ ИГОРЬ 
ИВАНОВИЧ 


8 за. 


математическое (и физиче- 


ское) 


632149 Новосибирская обл., 
с. Мезениха, ул. Андрианова, 
д. 28 за», кв. 5, Николаеву 

Игорю Ивановичу 





Руководитель кружка дол- 
жеи прислать иа имя директо- 
ра ЗШ письмо с просьбой вы- 
слать первое задание и допол- 
нительные материалы к нему. 

Зачисление в ЗШ произво- 


9 класс 


наклеят на конверт, 
будут отсылать ответ). 


когда 


Наш адрес: 630090 Ново- 
сибирск. ил. Пирогова, 11. 
Заочная школа при НГУ. 


1. Кузнечик может прыгать ровно на 0,5 м 


$ класс 


1. В иекоторой книге для нумерации стра- 
ниц пояадобилось напечатать всего 1422 цяф- 
ры. Сколько в книге странии? 

2. Дас противоположные стороны прямо- 
угольника удлинили на 20%, а две другие 
укоротили иа 20%. Как в результате изме- 
нилась площадь прямоугольняка? 

3. Докажите, что любое нечетное число и 
половина следующего за ним четного числа 
являются взаимно простыми числами. 

А. Изобразите на координатной плоскостя 
множество точек, координаты которых (х; у) 
удовлетзоряют условию 


[2х — у|>х+ 1. 


5. Как с помощью циркуля и линейки по- 
строить тралецию по основаниям и углам? 


62 


в любом направлении. Может ли ои за ие- 
сколько прыжков переместиться ровно на 7,3 м? 

2. Сушествуют ли твкие целые числа, ко- 
торые уменьшаются в 51 раз при зачеркива- 
нин их первой (слева) цифры? 

3. Длины катетов прямоугольного треуголь- 
ника равны а и 6. На его гипотеиузе во 
внешнюю сторону построен квадрат. Найдите 
расстояние от центра квадрата до вершины 
прямого угла треугольника. 

4. Докажите, что. число п?, гепир — 
натуральные числа, р >> 1, является суммой л 
последовательных иечетных чисел. 

5. Решите уравнение 


4 
2. феи = 0: 


6. Окружность с центром в точке О вписана 
в угол и касается его сторон в точках А и В. 


Через произвольную точку Х на отрезке АВ 
проводится прямая, перпенднкулярная ОХ. 
Эта прямая пересекает стороны угла в точ- 
ках М и МН. Докажите, что МХ = ХМ. 


10 класс 


1. На координатной плоскости изобразите 
множество точек, координаты которых (х; и) 
удовлетворяют условию 

Ду— зу + 

2. Имеется 1981 гирь весом 1х, 2 г, 3 г, ... 
1987 г. Можио ли разложить их на три равные 
но весу кучи? 

3. Докажите, что для любого треугольника 
справедлива формула 

1 1 3 1 
О О "ВЫХ 
Ты 
где №. №» №: — длинны его высот, а г — 
радиус вписанного круга. 

4. Найдите ианбольшее я наименьшее зна- 
чения функции у=2 ЯЧлх — х на интерва- 
ле [0; 4]. 

5. В пространстве заданы четыре точки, не 
лежащие в одной плоскости. Сколько имеется 
плоскостей, равноудалеиных от этих точек? 
(Плоскость называется равноудаленной от за- 
данных точек, если расстояния от этих точек 
до нее равны.) 

6. Найдите сумму квадратов трех дейстен- 
тельиых корией уравиения х’— 6х’ + 8х + 
-+ 0,1 == © (ие находя корней уравнения). 


Первое (вступительное) задание по физике 


Экспериментальная задача 1 предназначена 
для учащихся всех классов. Кроме того, за- 
дачи 2—5 предиазначены для поступающих 
в 8 класс, задачи 2, 6—9 — для поступающих 
в 9 класс, задачн 6, 10—14 — для посту- 
пающих в 10 класс. 

Для поступления на физическое отделенне 
ЗШ может оказаться достаточным полностью 
решить одиу-две задачи. Однако после разбора 
задач своего класса полезно (и мы вам реко- 
меидуем) ознакомиться с задачами и для дру- 
гих классов, а понравившиеся вам задачи — 
попробовать решить (чем больше, тем лучше). 
При поступлении в ЗШ вам будут высланы 
решения всех задач. Познакомьтесь с ними, 
даже если вы их все решилн. 

1. Экспериментальное задание: измерьте 
скорость струи из водопроводного крана. 

2. Шар массой т свободно плавает, погру- 
зившись на четверть своего объема. С какой 
силой ивадо иадавить на иего сверху, чтобы 
оя погрузился иаполовину? 

3. Две плитки мощностью 600 Вл и 1000 Вх 
включены последовательио. Считая, что сопро- 
тивление плиток не зависит от температуры, 
определите реальную мощность, выделяющую- 
ся на каждой из них. 

4. В солнечный день возьмите токкий прут 
и, удаляя его от земли, наблюдайте за его 
тенью — по мере удаления тень стаиовится 
все менее резкой. Объясните это явление. Вос- 
пользоваашись этнм объяснением, ответьте так- 
же на вонрос, почему обычно иа земле ие 
видна тень от небольших облаков. 

5. Четыре одинаковых проводника заклю- 
чены в трубу, соединяющую третий и четвер- 
тый этажи здания. Провода выстулают на од- 
ном и на другом концах на несколько санти- 
метров. Концы проводов на третьем этаже про- 
нумерованы. Как узнать номера концов на чет- 
вертом этаже, имея в своем распоряжении ба- 


Куапетсесте.ти 


тарейку, лампочку и короткий кусок провода 
и совершив наименьшее число операций? (Бу- 
магой и карандашом тоже можно воспользо- 
ваться.) 

6. Летающая тарелка ивчинает удаляться 
от`вас с ускорением 10 м/с’, иачальные ско- 
рость и расстояиие до иее нулевые. В течение 
какого времени имеет смысл подавать тарелке 
звуковые сигналы? Скорость звука 330 м/с. 

“. Из проводящего пустотелого цилиидра 
радиусом А и толщиной стенки а (а-=_ В) из- 
готовили проволоку квадратного сечения 
(а Ха). Определите отношение сопротивлений 
проволоки и цилиндра. 

8. В двухлитровую банку сечением 1 дм’ 
налили хорошо перемешанную смесь керосииа 
с водой (1:1 по объему). Какое количество 
теплоты выделятся при разделении жидкостей? 
Поверхностиое ивтяжение не учитывать. Плот- 
ность керосииа 0,8 г/см“. 

9. Два мальчика с тяжелыми шариками 
в руках уравновешены на весах с медлениым 
установлением равновесия. Однн из мальчнков 
начинает жонглировать шарнками. Останутся 
ли весы в равновесии? Ответ подтвердите рас- 
четамя. 

10. Определите плотность гремучего газа 
при нормальных условиях. 

11. На воду массой 30 г, налитую в блюдце, 
осторожно поставили вверх дном тонкостениый 
нагретый сухой стакан высотой 10 см с пло- 
щадью дна 20 см’. После остывания стакане 
в него оказалась втяиутой вся вода из баюд- 
ца. Давление окружающего воздуха 10° Па, 
его температура 300 К, плотность воды 1 г/см'. 
Найдите начальную температуру воздуха в ста- 
кане. 

12. На гладком столе находилась снстема 
из двух брусков и свободной пружины между 
ними. Массы брусков т я 2т, длина пру- 
жины [, жесткость В. К брускам приложили 
постоянные силы ЕЁ и 2Р, как показано иа 
рисунке 1. Какой станет длина пружины после 
затухания колебаний системы? 





Рис. 1. 


13. Между пластниами конденсатора ем- 
костью С вставляют изосгиутую металлическую 
иезаряженную пластииу (рис. 2). Как изме- 
нится при этом емкость конденсатора? 


а 
‚Ча 
а—а 
[2 
Рис. 2. 


14. Электрои вылетает с катода лампы, 
выполнеиной в виде плоского конденсатора. 
со скоростью ис. Потенциал анода через рав- 
ные интервалы времени Т меняет знак на про- 
тивоположиый, оставаясь в течение интервала 
постоянным и равным И. За какое время т 
электрон долетит до анода? Известно, что элект- 
рон вылетел в тот момент, когда напряжение 
переключилось и стало положительным. Мож- 
но считать, что расстояние Ё между электро- 
дами достаточно велико, и ограничиться лишь 


приближенным решением. 







Квант» для младших икольников 
см. «Квант» № 6) 

1. 2Ж1=8—6=2:1=8:4=8—1. 
2. Из надниси на красной коробочке сле- 
дует, что ключик лежит в синей или зеленой 
коробочке. Из надниси на синсй коробочке 
следует, что в зеленой коробочке лежит гадюка 
или ключик, а из надписи на зеленой коро- 
бочке уже вытекает, что.там лежит золотой 
ключик. 


3. У Коли 22 ореха, у Вити 14, у Юры — 12 оре- 
хов. 


4. Хлопок виитывает влагу, поэтому при 
транспортировке по морю в8с хлопка увели- 
чивается. Капитаны загружали хлопок с уче- 
том будущего увеличения его всса. 


5. См. рисунок. 





Шахматная страничка 
{см. «Квант» № 4) 


Задание 7. Пренращенный белопольный слон 


при зобезьяньсй» игре стаяит мат на ход 
быстрее чернонольного: 1. {#4 #5 2. ва в5 3.1 
Г; 4. #6 #3 5. еН еВ 6. выС! Вес 7. СНУ СВ2 
8. Србх. 

Задание 8 (Л. Прокеш, 1951 г.). Белые выигры- 
вают в двух снмметричных вариантах: 1... 2-Е 
2. Кр:В2 {2 3. Лаб Кр:ё5 4. Лаб-- Кряб 
5. ЛЕ5! Кр:{5 6. ва КрЁА 7. Крё? КреЗ 
8. КРЁТ и т. д.; 1... #24 2. Кр:{(2 в2 3. Лаб 
Кр:и5 4. Лаб Кри4 5. Л05! Кр:№5 6, &4-| 
Кр:е4 7. Кри? КрЕб 8. аб ит. д. 
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Пржьмамнв,9 сирени кА 


Консультирует — экс-чемпи- 
он мира по шахматам, меж- 
дународный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет стра- 
ннчку мастер спорта СССР 
по шахматам, кандидат тех- 
нических наук В. Я. Гвк. 


ФИГУРЫ 
ВОЗВРАЩАЮТСЯ ДОМОЙ 


Однажды мы уже рассказы- 
вали о головоломках, в ко- 
торых все белые фигуры. 
нрисутствующие на доске, в 
начальной позиции занимают 
исходные места (*+Квант», 
1985. № 4). Пожалуй, стоит 
еще раз вернуться к этой 
увлекательной теме. 

Г. Ибулаев, 1986 г. 

а) Белые: Кре1., С!1, Кр1; 
черные: Кр|2. 

6) Белые: Кре{, СЁ1, Кр1; 
черные: Кр|1. 

Мат в 3 хода. 

а) 1. Кр? КрЬ1 2. Се?+ 
Кри? 3. КЕЗХ. 

6) 1. КрР2 Крь2 2. КЗ 
Крыт 3. С#2х. 

Более тонкие позиции с 
двумя легкими фигурами при- 
надлежат известному совет- 
скому проблемисту. 

Р. Таварианны, 1986 г. 

а) Белые: Кре!. КЬ1, С!1; 
черные: КрЕ1. 

6) Белые: Крей, Сс1, С!1; 
черные: Крё1. 

Мат в 4 хода. 

а) 1. Ка? Крь1 2. Крё2 
КрЬ2 3. КРЕЗ+ Крё1 4. Ся2х. 
1...Крь2 2. КрЁ? КрНь1 3. 
СЕ Крьз 4. К{ЗхХ. 

6) 1. Кре? Крь1 2. Кр!2 
Кр!Н? 3. С{4-4- Крр1 4. Се х, 
1...Крь? 2. КрЁ2 КрЬ! 3. 
Сё2-- КрН? 4. СЁ4х. К со- 
жалению, вступительный ход 
во второй задаче — не единст- 
вениый. 

Напомним зиаменитую го- 
ловоломку С. Лойда. Все фи- 
гуры белых — на своих мес- 
тах, у черных один король 
на 14. Белые ставят мат в 
3 хода. 1. 94 Крь5 2. Ф93 и 
3. Фьзх, 1...Кря4 2. е4-- 
КрН4А 3. &3хХ. Любопытно, 
что поле |4 — единственное, 
на котором одинокий чериый 
король получает мат так бы- 
стро. «Надежнееь всего нахо- 
диться на е8, тогда раньше 
шестого хода короля не пле- 
нить. Если же король сам 
помогает, то мат ставытся 


вдвое быстрее — та же ско- 
рость, что и в рекорде Лойда. 

А. Коротаев, 1986 г. У бе- 
лых все фигуры и пешки 
как в иачале нгры, у черных 
один король на поле е8. 
Кооперативный мат в 3 хода. 

1. КрЕЁ?’' (в «кооперативах» 
начинают черные) 93 (84) 
2. КрЕёб'’ Ф42! 3. КрЬь5 
ФЕ5х. 

А теперь еще более не- 
обычные задаиия. Вновь перед 
вами две задачи-близнецы на 
двух полудосках. 
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Р. Таварвани, 1986 г. 

а) За какое (наименьшее) 
число ходов белый король 
может попасть с №5 на 48? 

6) Белый король перестав- 
лен с 65 на 16 и доска 
повернута на 180°. За какое 
наименышее число ходов бе- 
лый король может попасть с 
а4 ва е!? 

а) Достаточно восьми хо- 
дов: 1. Крс5 №5 2. Краб с5' 
3. Кре5 Фаб 4. Крё5 #6! 
5. Криб Крд8 6. КрГ7 Крс7 
7. Кре8 КрЬб 8. Кра8! 

6) Это путешествие на че- 
тыре хода длиннее: 1. КрЬЗ 
КЗ 2. КрсЯ в1К! 3. Крь4 
Ка3! 4. КреЗ С#2 5. Крд3З 
Ъ1Ф 6. Крез СЬ2 7. Кре4 Крс1 
8. КрЁ4 41С! 9. Крё4 ФЗ 
10. Крёз ГАС! 11. Кр!2 Ка2 
12. Кре!! 

Чтобы скорее пропустить 
белого короля к цели, черные 
трижды осуществили слабое 


превращение! 
Л. Соколов, 1986 г. Белые: 
Кре{, С11, п. №2; черные: 


КрЬь8, ЛЬ1, Ке1. Кооператиав- 
вый мат в 6 ходов. 

Здесь ладья и конь черных 
тоже заиимают привычные 
для них места, правда, в ла- 
гере соперника. {. Крс7! №4 
2. Краб №5 3. Креб №6 
4. КрЁ4 Ь7 5. КрЕз Ь8СИ 
Пропуская короля к намечен- 
ному пункту маршрута. 6. 
Крь? Се5х. 
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«Ай пешка! Зиать. она 
сильна, коль превращается в 
слона! — так прокоммеити- 
ровал эту задачу ее автор. 

До сих пор белые войска 
занимали исходные рубежи 
еще до выполнения боевого 
задания, а вот уникальный 
пример противоположиого ро- 
да — все белые фигуры (пеш- 
ки не в счет) в процессе 
решения возвращаются до- 
мой. 





Т. Сабо, 1963 г. Обратный 
мат в 7 ходов. 

В отличие от кооператив- 
ных задач, где черные помо- 
гают белым, в задаче ив об- 
ратный мат белые заставляют 
черных объявить мат вопреки 
ях желанию. Ё. КЬ1 аБ 2. 
Ла1 Ъ5 3. {5 #1 4. Крот 14 
5. СЕТ 13 6. Ф41-- Лс2 7. ЛЬ! 
Вся первая горизонталь при- 
обрела привычиый вид, и чер- 
ные вынуждены поставить 
мат — 7...12Х. 


Конкурсные задания 





13. Белые начинают и дают 
мат в 2 хода. 





14. Белые начинают и 
выигрывают. 

Срок отправки решений — 
20 сентября 1987 г. с пометкой 


на конверте: «Шахматный 
конкурсе *«Кванта». задания 
13, 14». 





Цена 40 коп. 
Индекс 70465 





На рисунке 1 вы видите ецветную 2о- 
ловоломку» — так незатейливо назвали ее на 
заводе-изготовителе (г. Львов). Кажется, чго 
это просто чуть-чуть измененная игра «15» 
Сэжа Лойда, но в действительности коробка 
с Фишками закрыта прозрачной крышкой 
и передвигать их по одиночке, как в игре «15%, 
нельзя. Для перемещения фишек предусмот- 
рено два способа. Можно тряхнуть коро- 
бочку, и тогда один из горизонтальных рядов 
{гот, у которого левое или правое крайнее 
место свободно) целиком сдвинется на одну 
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фишку (соответственно, влево или вправо — 
движению по вергикали препятствуют барьеры 
между горизонтальными рядами). Кроме того, 
с помощью рычажков по бокам головоломки 
можно сдвигать крайние вертикальные ряды. 
опять же целиком, на одну Фишку вверх или 
вниз; эти ряды могут находиться в трех 
положениях каждый. Расстановка на рисунке 
1 считается «правильной» и надо научиться 
возвращаться `к ней после произвольного 
перемещения фишек. 


Читатели, которые следят за нашими 





Рис. 1. 


публикациями о перестановочных головолом- 
ках знают, что ключ к их решению часто 
дают циклические перестановки и их коммуга- 
торы (см. обложку «Кванта» № 5 или статью 
«Перевертыши» в этом номере), а исследовать 
такие головоломки удобно с помощью графа. 
Граф «цветной головоломкиь приведен на 
рисунке 2. Линци на нем указывают допусти- 
мые передвижения фишек. Например, если 
в правильной позиции сдвинуть левый ряд 
вниз, а правый вверх, «тряхнуть коробочку 
влево» и вернуть крайние ряды на место, го 
переместятся 6 фишек — по зеленым стрелкам 
на графе. Легко сообразить и как устроить 
циклические перестановки фишек, например, 
по красному или синему замкнутому контуру 
{звездочкой на графе помечено свободное 


Рис. 2. 


место, через которое фишка как бы пере- 
скакивает — это показано пунктиром). Комму- 
татор ЛВА-1В-', где А и В — циклические 
перестановки фишек по красному и синему 
конгурам по часовой стрелке, одновременно 
меняет местами две пары фишек, как указы- 
вают черные стрелки на рисунке 2, а остальные 
фишки не перемещает. В изображенной на 
рисунке ситуации он почти завершает сборку 
трех нижних рядов — остается только заслать 
белую Фишку ва пустое место. Полезны и 
аругие коммутаторы — АВА (В, АВ'А 1х 
УВ ?цт. д. Но разобраться, как они действуют 
и составить полный алгоритм решения мы. 
как всегда, предлагаем любителям поломать 
фолову в качестве домашнего задания. 
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Задачи 
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На первой странице обложни — деталь 
расписного донца работы городецного мастера 
В. К. Лебедева (начало ХХ века). Эта картинка. 
как и фотография на второй странице 
обложки, — иллюстрация к статье «Пока 
чайник не закипедх...е (ем. с. 9}. 


> Издательство Наука». Главная редакции физико метематической литературы, «Кввит», 1987 
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ГЕКСАГРАММЫ ПАСКАЛЯ 
И КУБИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ 


Кандидат физико-математических наук 
Н. Б. ВАСИЛЬЕВ \` 


В 1640 году Блез Паскаль (ему шел 
тогда семнадцатый год) обнаружил 
замечательное свойство шестизвен- 
ной замкнутой ломаной, вписанной 
в окружность. В возникающей конфи- 
гурации (рис. 1), которую Паскаль 
назвал «мистической гексаграммой», 
некоторые три точки пересечения не- 
избежно оказываются лежащими на 
одной прямой. Свое открытие Паскаль 
опубликовал в виде афиши, изданной 
в пятидесяти экземплярах для разда- 
чи и пересылки отдельным ученым. 
Работа Паскаля и вышедшее четырь- 
мя годами раньше небольшое сочине- 
ние Жерара Дезарга «Образец одного 
из общих способов для употребления 
перспективы» послужили фундамен- 
том новой математической дисципли- 
ны — проективной геометрии. Именмио 
тогда было осознано, что чдревние 
знали не все» (выражение Пьера Фер- 


ма) — до тех пор достижения гео- 
метров Древней Греции считались не- 
превзоиденными. 


С именем одного из последних ан- 
тичных геометров — Паппа Алек- 
сандрийского, жившего в Ш веке 
н. э.— связана теорема о шестизвен- 
ной ломаной, похожая на теорему 


Паскаля; с нее мы и начнем рассказ. 
Очень советуем провести экспери- 
ментальную проверку этих теорем: 





сделать несколько крупных и акку- 
ратных чертежей — это не только 
убедит вас в справедливости теорем, 
но и позволит понять восторг, охва- 
тивший в свое время Паскаля и его 
современников (а быть может, и Пап- 
па). 

На геометрических доказательствах 
и многочисленных следствиях теорем 
Паппа и Паскаля мы не будем задер- 
живаться, затронув лишь одну поучи- 
тельную тему — использование гео- 
метрических преобразований, в том 
числе центрального проектирования. _ 
Наша главная цель — показать, что 
свойства «гексаграмм» — лишь част- 
ные проявления более общего факта, 
относящегося к алгебраической гео- 
метрии, одному из самых глубоких 
разделов математики ХТХ— ХХ веков. 
Мы увидим, что тот же факт объяс- 
няет и основное свойство операции 
«сложения точек» на кубической кри- 
вой (о его применениях в теории чи- 
сел рассказывалось в прошлом номере 
*Кванта»). 


В заключительной серии рисунков 
точки трех цветов и соединяющие 
их прямые образуют конфигурации, 
где удивительные совпадения точек 
пересечения (которые в конфигура- 
циях Напиа и Маскаля возникают 





«) 


Рис. 1. Теорема Паскаля. Какие бы шесть точек ни взять на окружности и как ни занумеровать 
их числами 1.2. 3, 4. 5. 6. точки пересечения прямых 12 и 45, 2Зи 56. 34 и 61 будит лежать на одной 
прямой (ге называют прямой Паскаля вписанного шестиугольника 123456). Другая формули- 
ровка: точки пересечения противоположных сторон вписанного шестицгольника или их продод- 


жений лежат на одной прямой. 


2 


однажды) происходят бесконечное 


число раз. 


Теоремы Паппа 


Начнем со сравнительно простой тео- 
ремы о 6 точках, лежащих на двух 
прямых а и 6 (рис. 2а). , 
Теорема \1а. Пусть вершины 
шестизвенной замкнутой ломаной ле- 
жат попеременно на двух прямых. Ес- 
ли две пары противоположных зве- 
ньев этой ломаной (1-е и 4-е, 2-е и 5-е) 
параллельны, то и оставшаяся пара 
звеньев (3-е и 6-е) параллельна. 
Идею доказательства поясним с по- 
мощью геометрических преббразова- 
ний, Пусть прямые а и 6 пересекают- 
ся в точке О (рис. 26). Рассмотрим 
две гомотетии с центром О: одну — 
переводящую прямую АВ; в А}В,, 
и другую — переводящую АзВ; в 
А„В:. Их композиция — результат 
последовательного выполнения этих 
гомотетий — переводит прямую 
А В. в А.В., поэтому А.В А-В.. За- 
метим, что следить за преобразова- 
ниями точки А, удобно, применяя 
гомотетии в одном порядке: А, —>А.— 
—>А., а точки В в другом: 
В.->В,»В.. Результат, конечно, не 
зависит от порядка применения двух 
гомотетий: их композиция 
тоже гомотетия с центром О, коэф- 


фициент которой равен произведе-. 


нию коэффициентов этих двух гомо- 
тетий. В случае, когда прямые а и 6 
параллельны (рис. 28), в том же рас- 
суждении гомотетии нужно заменить 
параллельными переносами. 

Таким образом, теорема 1а — это 
просто геометрическое выражение 





а) 


=== Я 
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Рис. 3. Конфигурация Паппа из 9 точек и 9 пря- 
мых. Какие бы тройки точек А, А.» Аз ци 
Вы, В-, Ву на прямых а ци Ь ни взять, точки 
С, Сз, Сз пересечения прямых АВ} и Л.В. 

А.В. и А,В,, А-Вуц А,В, будуг лежать на одной 
прямой (теорема 1). 
коммутативности умножения (и сло- 
жения) чисел; это объясняет важную 
роль теоремы Наппа в основаниях 
геометрии (см., например, книгу [5]). 

Теорема Паппа о 6 точках — лишь 
очень специальный случай значи- 
тельно более глубокой теоремы (так- 
же носящей его имя) о конфигура- 
ции, состоящей из 9 точек и 9 прямых 
(рис. 3). 

Теорема 1. Пусть три голубые 
прямые пересекают гри красные в де- 
вяти черных точках. Если две тройки 
черных точек лежат на двух прямых 
(отличных от красных и голубых), то 
и оставшаяся тройка черных точек ле- 
жит на.прямой. 

Конфигурация Паппа замечатель- 
на тем, что все три тройки прямых — 
голубых, красных и черных — участ- 
вуют в ней совершенно равноправ- 
но: в каждой из 9 точек пересекают- 
ся три прямые разных цветов. 

Начав строить такую конфигура- 
цию, мы обнаружим, что при неудач- 
ном выборе первых шести точек А, 





6) 6) 


Рис. 2. Гексаграммы Паппа. Шесть вершин ломаной АВ. А-В»А.В; лежат попеременно на двух 
прямых а и 6: первые четыре выбираются произвольно, затем А; и В. строятся так, что 


В-АА. В, А.ВИВ 
множив равенства ОА, 


в) сложив равенства А; 


А-; тогда обязательно В.А, |А-В. (теорема Га). Доказательство: а), 6} пере: 
‚ОАз— ОВ! /ОВ: и _ОАОА: =ОВз/ОВи, „получим Од. ОА. =ОВуОВ,; 


-—В,В, и АзА. = ВВ., получим А.А: = ВВ. 
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Рис. 4. Сведение общей теоремы Паппа к специ- 
альному случаю (теореме Га). Нарисуем кон- 
Фигурацию Паппа на стекле или прозрачной 
бумаге, расположим ее в наклонной плоскости 
так, чтобы прямая С!С, была горизонтальной, 
и спроектируем на горизонтальнию плоскость 
с помощью источника света $ — центра проек- 
ций. — расположенного над плоскостью на 
той же высоте, что и прямая С,Сь. В проекции 
позучится 2ексаграмма Наппа: пары разно- 
цветных прямых, пересекающихся в точках 
С, Сь-вС-. проектируются в пары параллельных 
прямых, поэтому С. лежит на прямой С'С.. 


В,, А»В,, А», В; новые точки С., С., 
Сз- могут оказаться далеко за преде- 
лами чертежа. Например, при 
А.В. | А.В, точка С. просто ‹уйдет 
в бесконечность». (При этом прямая 
С-Сз будет также параллельна А.В, 
и В›Аз.) Если же две из трех точек С`, 
Со и Сз «уходят в бесконечность», то 
согласно теореме 1а и третья также 
должна оказаться «в бесконечности»; 
в этом случае удобно говорить, что все 
три точки Си, Со, Сз лежат на одной 
«бесконечно удаленной прямой» с. 
К этому частному случаю можно 
свести и самый общий с помощью гео- 
метрического преобразования, хорошо 
знакомого художникам, архитекто- 
рам и фотографам — центральной 
проекции (рис. 4); художники со вре- 
мен Леонардо да Винчи и Альбрехта 
Дюрера называют его «линейной 
перспективой». Проекция с центром 5 
каждой точке М ставит в соответствие 
точку М’ пересечения прямой $М с не- 
которой плоскостью р (плоскостью 
проекции). Важно, что при этом обра- 
зы точек одной прямой вновь лежат 
на одной прямой, хотя некоторые пе- 
ресекающиеся прямые переходят в па- 
раллельные (их точка пересечения 
«уходит в бесконечность») и наобо- 


рот. 
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Замечательна идея Дезарга, лежащая в ос- 
нове проективной геометрии: мысленно до- 
полнить плоскость «бесконечно удаленными 
очками», в каждой из которых пересскают- 
ся параллельные друг другу прямые, и счи- 
тать все эти точки лежащимн на одной «бес- 
конечно удаленной прямой» — тогда при цент- 
ральной проекции одной плоскости на другую 
не возникает никаких исключений, это преоб- 
разование становится взаимнооднозначным. 
Эта зпроективная» точка зрения будет по- 
стоянной побочной темой нашего рассказа, 
но мы не будем развивать ее здесь подробно 


(см. [1}, [2]. 


Конфигурации Паскаля 


Теореме Паскаля можно придать 
тот же красочный вид, что и теореме 
Папиа о 9 точках. 

Теорема 2. Пусть три красные 
прямые пересекают три голубые в де- 
вяти черных точках. Если шесть из 
этих точек лежат на одной окруж- 
ности, то три остальные лежат на од- 
ной прямой (рис. 1). 

Верна и в определенном смысле 
«обратная» теорема. 

Теорема 2’. Если из девяти чер- 
ных точек пересечения тройки крас- 
ных с тройкой голубых прямых три 
лежат на прямой, а еше пять — на 
окружности, то и девятая точка ле- 
жит на той же окружности. 

Как понял сразу же сам Паскаль, 
его теорему можно значительно обоб- 
щить: вместо окружности в ней может 
фигурировать эллипс, гипербола или 
парабола, ибо любую из этих кривых 
можно получить центральной. проек- 
цией окружности. Поэтому из конфи- 
гурации Наскаля для окружности 
можно получить конфигурацию для 
любой из этих кривых. 

Все эти кривые называются кри- 
выми второго порядка, поскольку 
каждую из них можно задать уравне- 
нием вида Р(х, и} —=0, где Р — много- 
член второй степени: 


Р(х, у) == ах? + Бху + су’ фах еу-+ Г. 


Любопытно, что теорема Паскаля 
остается верной и для вырожденного 
случая, когда многочлен Р расклады- 
вается на два линейных множителя: 
в этом случае кривая второго поряд- 
ка Р(х, у) =0 превращается в пару 
прямых, а теорема Паскаля — в тео- 
рему Паппа. 

Существует много различных доказательств 
теоремы Наскаля для окружности (см., напри- 
Н «Кванте 1982, № Т, с. 2, книги [1], [2}, 
[35- 


Интересно, что доказать ее можно тем же 
способом, каким мы свели общую теорему Пап- 
на к частному случаю — спроектировать кон- 
фигурацию Паскаля так, чтобы зиаскалева 


прямая» с превратилась в бесконечно удален- 


ную, а окружность — в зависимости от того, 
пересекалась ли она с прямой с, касалась ее 
или не имела с ней общих точек — в гиперболу 
е перпендикулярными асимптотами, параболу 
или вновь в окружность (см. «Квант» № 3, 
1987. с. 22—23). Теперь остастся доказать 
аналог теоремы 1а для шестизвенной ломаной, 
вершины которой лежат на одной из получен- 
ных кривых. Для этого нужно придумать 
преобразования, ири которых кривая скользи- 
ла бы по самой себе, а параллельные ирямые 
переходили бы в параллельные (такие преоб- 
разования называют линейными). Для окруж- 
ности это — обычные повороты, для израболы 
у—=ах? знеравномерные растяжения х’=х, 
у’ ==Р*ц, для гиперболы ху=а — «гиперболи- 
ческие повороты» х’—=йх, у’ = и /К. 


Кубические кривые 


Алгебраической кривой третьего по- 
рядка, или кубической кривой, на- 
зывается множество точек (х, у), удов- 
летворяющих уравнению Р(х, и) =0, 
где Р — многочлен третьей степени: 
Р(х, у)=аб-ьх у... 1 (всего 
10 членов). Заметим, что это опреде- 
ление не зависит от выбора системы 
координат: при переходе от одной си- 
стемы координат к другой, даже косо- 
угольной, старые координаты выра- 


жаются через новые по линейным 

формулам 

х=а1х’ + 5 у’ сь, у=ах’ + Ву" | с», 
(1) 


поэтому в новых координатах кривая 
будет задаваться также многочленом 
третьей степени. 

Кубическая кривая называется при- 
водимой, если многочлен Р(х, у) рас- 
кладывается в произведение много- 
членов меньшей (первой и второй) сте- 
пени, и неприводимой — в против- 
ном случае. Такую кривую мы будем 
обозначать иногда буквой @ — неко- 
торые из очень разнообразных по фор- 
ме кубических кривых имеют похо- 
жий вид. Например, кривая (х- 
+1) (чу —1)+г=0 при малом # 
(скажем, =—0,001) очень близка 
к приводимой кривой (х-- 1х? -- у’ — 
—1)=0, состоящей из прямой х= 
—Ти окружности х?-| у? =1. Если 
многочлен раскладывается в произве- 
дение трех линейных многочленов: 
Р=ЬыаЁ», то кривая Ри(х, у} =0 будет 
объединением трех прямых /о=0. 
[и ==0, Г.2=0. 
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Оказывается, любой многочлен тре- 
тьей степени можно представить в ви- 
де суммы двух таких «сильно приво- 
димых» многочленов; это будет видно 
из доказательства следующей теоре- 
мы о 9 точках на кубической кривой. 

Теорема 3. Пусть три красные 
прямые пересекают три голубые в де- 
вяти черных точках. Если восемь из 
этих точек лежат на некоторой куби- 
ческой кривой. то и девятая лежит 
на той же кубической кривой. 

В специальном случае, когда кри- 
вая приводима, отсюда получаются 
теоремы Паппа и Паскаля: если кри- 
вая распадается на три (черных) пря- 
мых, то теорема 3 превращается в тео- 
рему 1, а если на прямую и кривую 
второго порядка, то в теоремы 2 и 2’. 
Таким образом, доказав теорему 3, 
мы получим одновременно все преды- 
дущие результаты, причем сразу в об- 
щем случас! 

Пусть прямые В; =0 и Б,==0 пере- 
секаются в точке А; (рис. 5; ги 1 при- 
нимают значения 0,1 и 2). Докажем, 
что если все точки А‚, кроме А»ь, ле- 


Ра 


- жат на кубической кривой Р(х, у) =0, 


тои А. тоже. Положим К= 
=, Г=ВА В и докажем, что 
для некоторых чисел А и ц выполнено 
тождество Р=^АК | иГ. Отсюда будет 
следовать, что Р —=0 в точке А›.: ведь 
К =0 на красных прямых, Г=О на 
голубых, так что в черных точках вы- 
полнены оба эти равенства. 


Удобно считать, что прямые Ё.-0 и А, —= 
=@0 — это оси координат, так что Дих, У} == х, 
Вах, у)= у (этого можно добиться, заменив пе- 
ременные по формулам (1)); при этом Ах, у 





В:=0 








В-0 


Рис. 5. Теорема Зо 9 точках на ‘кубической 
кривой. Уравнение кубической кривой ®. прохо- 
дящей через 8 из 9 черных точек. можно полу- 
чить как линейную комбинацию уравнений 
ВВ .В»==0 и Га лЁ»=0. задающих тройки крас- 
ных и голубых прямых: 2В.В.В.- ыы. 
поэтому кривая « обязательно проходит и через 
девятую черную точку. 


имеет вид 
Жх— 0 — фу ха — 72и} 
где и и ©. — координаты точек Ао; и Аз на 
оси Ох. Поскольку кривая Рух, у)=© прохо- 
дит через точки Ао, Аи и Ас, многочлен 
Р/х,0\ — т. е. Р, рассматриваемый на оси 
- у=0,— обращается в 0 при х, равном 0, ги 
аз, поэтому Р/х, 0) == хх — 05 хЬ— 92) при не- 
котором #2, откуда Р.х, 0) =2К(х, 0\. Аналогич- 
но докажем, что Р.О, у) =вГО, у) при некото- 
ром и (здесь используются точки Ас» Аю 
и Ар). 
Рассмотрим теперь многочлен @ =Р—2К— 
— и. Он тождественно равен 0 при х=0 
(ведь К содержит множитель х), а также и 
при у==0, поэтому он должен иметь вид С = 
==хуС., где С, — многочлен степени не выше 
первой (ведь степень С не выше трех). С дру- 
гой стороны, в точках А;, Аш и 4, где 
С =0и ху-- 0, многочлен С; должен обращать- 
ся в 0, а эти точки не лежат иа одной прямой. 
Это возможно, лишь если С., а с ним и С тож- 
дественно равны 0. 
Теорема 3 доказана. 


Сложение точек 
на кубической кривой 


Многие интересные геометрические 
свойства кубических кривых, а также 
их разнообразные применения в ана- 
лизе, теории чисел и даже комбина- 
торике (теории кодирования) связаны 
с операцией сложения точек. Сущест- 
вование такой естественной опера- 


ции — характерное свойство именно. 


(неприводимых) кривых третьей сте- 
пени, а ее геометрическое определе- 
ние основано на том, что прямая, пе- 
ресекающая кривую 9 в двух точках, 
обязательно имеет с ней еще и третью 
точку пересечения. Мы увидим, что 
теорема 3 выражает замечательное 
свойство этой операции — ассоциа- 
тивность: А-(В-+С)=(А +В) С. 
Сумма А-В двух точек А, В кри- 
вой О определяется так. На О выби- 
рается некоторая «начальная» точ- 
ка Е. По двум точкам А, В строится 
третья точка О пересечения прямой 
АВсоО, а затем — третья точка пере- 





Рис. 6. Сложекие точек на графике у=х*. Три 
точки этого графика лежат на одной прямой, 
если и только если сумма их абецисе равна 0. 
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7. Ассоциативность сложения точек на 
кубической кривой. Равенство А -- ВС} = 
=({А + В)-ЕС следует из теоремы о 9 точках. 


Рис. 


сечения с О прямой РЕ; это и есть, 
по определению, точка А - В. 


Особенно просто складываются точки на 
кривой у==х' (рис. 6): если за начальную точ- 
ку Е взять начало координат (0; 0), то суммой 
точек с абсциссами х, и х. будет точка с абс- 
циссой хх») В самом деле, три точки 
4х; х), Вх хз), Ох: х) лежат на одной 
прямой, если выполнено условие 

4-8 _ ам 

х— 2х2 хх: ' 
которое после упрощений принимает вид 

хи + ха хз==0; 

а поскольку Е — центр симметрии графика 
у=<х`, точка А-В (третья точка пересечения 
прямой ДЕ с этим графиком) имеет координз- 
ты (—ху —х) т. е. абециссу —жЖ=2 Ех». 

Чтобы операция сложения точек была 
определена для любых двух точек, нужно сде- 
лать некоторые уточнения: учесть точки ка- 
сания прямых с О как двукратные (а для то- 


чек перегиба — трехкратные) точки. пересе- 
чения, добавить к кризой «бесконечно уда- 
ленные точки, выбросить «особые точки, 


появляющиеся на некоторых кривых. Об этом 
подробнее говорилось в статье Ю. П. Соловьева 
в предыдущем номере «Кванта», 


Для такого сложения точек на кри- 
вой © свойство коммутативности 
А+ В=В--А очевидно (прямая АВ 
совпадает с прямой ВА). А вот ассо- 
циативность доказать не так просто. 
Это удается сделать с помощью тео- 
ремы 8, проведя Т прямых (рис. Т). 
По этой теореме точка Х пересечения 
прямых, соединяющих А с В+Си 
А+ ВсС, лежит на ©, поэтому 


А-+(В+С)=(А + В)+С=%. 


Построение полиграмм 


Назовем полиграммой тройку беско- 
нечиых последовательностей точек на 
плоскости — красных (А.), черных 
{В} и голубых (С..), для которых вы- 
полнено такое условие: если Е 1-- 


-—17=0, то точки Ак, В; и С» лежат 
на одной прямой (Ё,[, т=0, +1, 
2.) 

Этой бесконечной конфигурации 
была посвящена задача М585 из «За- 
дачника Кванта». (Интересно, что ав- 
тор задачи В. В. Батырев прислал нам 
задачу, когда был еще 10-классни- 
ком, а теперь он окончил мехмат МГУ 
и стал его научным сотрудником — 
специалистом по алгебраической гео- 
метрии.) Самую простую полиграмму 
легко построить на клетчатой бума- 
ге (рис. 8), но оказалось, что сущест- 
вует множество разнообразных поли- 
грамм, причем их описание тесно 
связано со всем содержанием нашей 
‚статьи, включая даже зсложение то- 
чек» на кубической кривой. 

Попробуйте экспериментально про- 
верить и затем обосновать следующие 
утверждения (в этом помогут рисун- 
ки 9—11, где изображены некоторые 
примеры полиграмм; номера расстав- 
лены лишь у некоторых первых то- 
чек — по ним легко восстанавлива- 
ются остальные). 

1. Для любых трех прямых а, 6, с по про- 
извольно заданным точкам Ао (на а), Ву и В! 
(на 65) строится единственная полиграмма, 
у которой все точки А; лежат на а, В! на 6 
и С. на с. 

2. Пусть заданы окружность в (это может 
быть также эллипс, гипербола -или парабола) 
и три точки: А. на о, Вс и В, — не лежащие 
на 0. Тогда существует единственная поли- 
грамма, у которой все точки А’ и С. лежат 
на с, а В. — на прямой В,В.. 

3. Если задана неприводимая кубическая 
кривая © и иа ней три точки Ао, Вьи В», то по 
ним однозначно восстанавливается полиграм- 
ма, лежащая на ©, причем ее можно записать 
в виде тройки арифметических прогрессий 
Ак=Ас- АО, В, =В. НО, С.=С,--тр (р — 
точка на О, определяемая условием В, --О= 
—В!); правда, если р — такая точка на (не- 
особой) кривой ©, что пр==Ш)--...--Р-=Е, по- 

. еее 


п 
лиграмма получится не бескомечиой, а перио- 
дической (такие конфигурации рассмотрены 
в статье [4] в связи с задачей о Том, как много 
троек из заданного числа точек плоскости мо- 
гут лежать на прямых). 

4. Пусть заданы шесть точек А, А_., А, 
Ва, В, и В; на плоскости (в общем положении). 
По ним можно однозначно восстановить поли- 
грамму, все точки которой автоматически ока- 
жутся лежащими на некоторой кубической 
кривой. 

„Для доказательства общих утверждений о 
полиграммах полезны следующие соображе- 
ния. Центральная проекция любой полиграм- 
мы — снова полиграмма. Каждые 9 точек 
полиграммы Ак, Ал... Ав.., В. Ви, В.» Сл, 
Сыу,, Сяу» где ВЕ тг 8=0, образуют 
конфигурацию, удовлетворяющую условиям 
теоремы 3; в частности, для полиграмм на 
трех прямых (рис. 9) они образуют 9 точек 
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Рис. 8. Пример полиграммы. Гри бесконечных 
послебовательности красных, черных и голу- 
бых точек, занумерованных целыми числами. 
образуют полиграммиу: три разноцветные точки 
А,.ВиС»„ лежат на одной прямой. если сумма 
их номеров ЕЁ{--т равна 0. (В этом примере 
В_„_м — середина отрезка А.С. для любых 
вим.} 





а) 


Рис. 9 . Полиграммы на трех прямых. На каж- 
дой из них можно бесконечным числом спо- 
собов выбрать три тройки разноцветных точек, 
служащих вершинами конфигурации Паппа 
цз 9 точек. 


а) Множества красных‘и голубых точен гомо- 
тегичны относительно каждой черной точки Ве, 
причем коэффициент гомотетии равен Ё» 
= Ао". 


1 


6) 





6) Эту полиграмму. иеликом расположенную 
в треугольнике, можно получить центральной 
проекцией рисунка 8. Расстояния от точек 
каждого цвета до центра трецгольника про- 
порциональны числам 1, 1/2. 1/3. .... 


Можно строить и полиграммы на трех прямых, 
попарно пересекающихся в трех различных 
точках. Такие полиграммы можно получать 
центральной проекцией рисунка а). 


а) 





Рис. 160, Полиграммы на прямой и окружности. 
На них можно бесконечным числом способов 
выделить конфигурацию Паскаля. 

а) Отношения расстояний от точек каждого 
цвета до концов диаметра РО: А:Р/А„О, 
С-Р/Сь@ и ВЮ/В:Р образуют геометрические 
прогрессни с одним и тем же знаменателем 4. 





6) 


6) Если эту триграмму спроектировать так, 
чтобы прямая В с черными точками отобра- 
зилась в бесконечно удаленную, а окруж- 
ность — снова в окружность. то образы красных 
(а также голубых) точек с соседними номерами 
будьт отстоять друг от друга на одну и ту же 
дугу 9-360° окружносги: при иррациональном 
© красные и голубые точки будут всюду плотно 
заполнять окружность, а при рациональном 9 
полиграмма получится периодической. 





Рис. 11. Полиграмма на графике у=х'—ах. 
Проекции точек каждого цвета на касательнцю 
ОЕ по направлению оси Оу составляют ряд 


равноотстоящих точек — 
прогрессию. 
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конфигурации Наппа, & для. полиграмм на 
прямой и окружности (рис. 10) — конфигу- 
рании Паскаля. 

Шкала из точек с нелочисленными номе- 
рамн, возникающая при построении лоли- 
грамм, наводит на мысль, что существует 
непрерывный аналог нолиграмм; в самом де- 
ле, оказывается, точкам любой — приводимой 
или мепригодимой — кубической кривой № 
можно сопоставить числовые значения # — 
ввести на кривой @ «хорошую параметриза- 
цию» — так, чтобы для любой прямой. иересе- 
кающей О.в трех точках с параметрами #.. Ё», 
г. выполнялось условие #, +1›-+13==0. (Еели 
кривая © содержит овал, — окружность на ри- 
сунке 106, то значение параметра Ё опреде- 
ляется © точностью до прибавления целого 
кратиого «периода» Т, на который меняется 
значение # при обходе овалз.) Как мы видели 
(рис. 6), на кривой У=х’ «хороший лара- 
метр» — это абсцисса точки (х, И). Приведем 
еще один пример. Пусть @ состоит из трех пря- 
мых АВ, ВС, СА. Условие, что точки М, №, Р,ле- 
жащие соответственно на этих прямых, раепо- 
ложены на одной прямой, имеет вид 


(теорема Менелая). Здесь за «хороший лара- 
метр» ! ня каждой прямой можно принять 
логарифм соответстнующего отношения; если 
произведение трех чисел равно 1, то сумма их 
логарифмов равна 0. Точно так же можно 
в явном виде указать «хорошую параметриза- 
нию» для других приводимых и особых куби- 
ческик кривых, таких, как у’=х' и «лист Асе- 
карта® /'—=х’— х? (см. перные страницы кни- 
ги [6]). 

Для неприводимых неособых кубических 
кривых существование «хорошей параметри- 
зациие тесно связано с операцией сложения 
точек, а ес явное выражение требуст знаком- 
ства с теорией эллиптических функций — 
красивсйшей областью математического ана- 
лиза, которой зацимались многие крупцей. 
шие математики ХХ века. ` 

Сравнительно недавно (1976 г.) американ- 
ский математик Ф. Гриффитс заметил, что на- 
личие «хорошей параметризациие — харак- 
теристическое свойство именно кривых тре- 
тьего порядка: если на плоскости расположе- 
ны три кусочка кривых с параметрами #1, > 
и Ё», так что через каждую точку одного из 
них можно провести прямую, перссокающую 
два других, и при этом для параметров трех 
точек пересечения всегда выполнено условие’ 
и --:2-:=0, то все эти три кусочка содер- 
жатся в одной кубичеекой кривой. (Это — 
непрерывный аналог утверждения о том, что 
любая нолиграмма лежит на кубической кри- 
вой.) 
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ПОКА ЧАИНИЕ 
НЕ ЗАКИПЕЛ... 


Кандидат физико-математических наук 
А. А. ВАРЛАМОВ, 
А. И. ШАПИРО 


Ритуалу чаепития посвяшены восточ- 
ные трактаты и главы в специаль- 
ных книгах. И все же, посмотрев 
на этот процесс под несколько иным 
углом зрения, в нем можно найти мно- 
жество интересных физических яв- 
лений, объяснения которым нет даже 
в самом толстом кулинарном руко- 
водстве. Давайте именно с этой точ- 
ки зрения подойдем к процессу чае- 
пития, д точнее — к процессу под- 
готовки к нему. 

Начнем с эксперимента. Поставим 
два совершенно одинаковых чайника 
с равными количествами холодной во- 
ды на конфорки одинаковой мощно- 
сти. Один из них закроем крышкой, а 
второй оставим открытым. Какой 
чайник закипит раньше? 

Ответ на этот вопрос знает любая 
опытная хозяйка. Желая вскипятить 
воду побыстрее, она, не задумы- 
ваясь, накрывает кастрюлю крыш- 
кой, и на поставленный вопрос сразу 
ответит, что скорее закипит чайник, 
накрытый крышкой. Ну что же, убе- 
димся в ее правоте — вначале опыт- 
ным путем, дождавшись кипения 
наших чайников, а потом объясним 
результат поставленного опыта с точ- 
ки зрения молекулярной физики. 

Пока чайники нагреваются, поста- 
вим на третью конфорку плиты еще 
один точно такой же чайник с тем 
же количеством холодной воды, что и 
первые два, и попробуем его вски- 
пятить быстрее (при той же мощности 
конфорки). Для этого нужно каким- 
либо способом быстро повысить темпе- 
ратуру воды в нем, «обогнав» ее наг- 
рев в двух первых чайниках. На- 
пример, опустить в чайник еще и ки- 
пятильник. Ну, а если кипятильни- 
ка нет? 

Вспомним, что для того чтобы по- 
высить температуру воды в какой- 
либо емкости, в нее достаточно доба- 
вить более горячей воды. Может 
быть, такой прием ускорит закипа- 
ние воды в третьем чайнике? От- 


нюдь. Не только не ускорит, но еще и 
замедлит. Чтобы убедиться в этом, 
представим себе, что вода массой 
т,, находившаяся первоначально в 
чайнике при температуре #1, не смеши- 
вается и не обменивается теплом с 
долитой горячей водой массой то и 
температурой #5 (>). Тепло, кото- 
рое необходимо было первоначально 
передать воде массой па для дове- 
дения ее до кипения (до темпера- 
туры &) — @=стКь—й). Теперь 
же придется дополнительно разогреть 
от [2 до В еще и долитую горячую 
воду массой то. Поэтому полное 
количество теплоты составит 


О=еткь— вст @,— Е). 
(Понятно, что наше ‹абсурдное» пред- 
положение о том, что порций воды 
остались неперемешанными, никак не 
повлияло на закон сохранения энер- 
гии в системе, я лишь позволило нам 
рассмотреть явление проще и быст- 
рее.) 

Пока мы безуспешно возились с 
третьим чайником, первый, с закры- 
той крышкой, уже начинает «петь». 
Попробуем выяснить причину этого 
знакомого всем звука и оценить его 
характерную частоту. 

Первой причиной можно предпо- 
ложить колебания жидкости, возни- 
кающие при отрыве пузырьков пара 
от дна и стенок сосуда. Эти пузырь- 
ки чаще всего зарождаются на неод- 
нородностях и микротрещинках по- 
верхности. Характерные размеры пу- 
зырьков до закипания воды поряд- 
ка 1} мм (при кипении они зна- 
чительно возрастают и могут дохо- 
дить до сантиметра). Для оценки 
частоты возникающего звука нам 
нужно найти время отрыва пузырь- 
ков от дна т. Именно это время 
характеризует длительность толчка, 
который получает жидкость в про- 
цессе отрыва пузырька, и, следова- 
тельно, период возникающих в жид- 
кости колебаний. Соответственно, час- 
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тота генерируемого звука определится 
величиной, обратной этому времени: 
Ут. 

Пока пузырек пребывает на дне в 
покое, на него действуют выталки- 
вающая его вверх сила Архимеда 
й=р,а", (У. — объем пузырька) и 
удерживающая его на дне сила по- 
верхностного натяжения. Заведомо 
малой силой тяжести мы пренебре- 
гаем. По мере увеличения объема 
пузырька сила Архимеда возрастает 
и в некоторый момент становится 
больше силы поверхностного натяже- 
ния. Пузырек начинает свое движе- 
ние вверх. Понятно, что полная 
сила, действующая на пузырек в про- 
цессе его отрыва от дна, по по- 
рядку величины равна Р„. Масса же 
пузырька, движущегося в жидкости, 
определяется не его собственной 
ничтожно малой массой (массой зак- 
люченного в нем воздуха и пара), 
а так называемой ‹присоединенной» 
массой, которая для сферического 


2 
пузырька составляет т*=- лир (в 


этой формуле р„ — плотность жид- 
кости, а го — радиус пузырька). Ве- 
личина т* фактически определяет 
ту массу жидкости вокруг пузырька, 
которая оказывается вовлеченной в 
движение при перемещении пузырька. 

Таким образом, для ускорения пу- 
зырька на начальном этапе движе- 
ния находим: 


4 
вый * у 7 2 
о =. 


2 
з ль 


Время отрыва пузырька от дна мож- 
но теперь оценить, считая его дви- 
жение равноускоренным. На расстоя- 
ние порядка своего размера он под- 
нимается за время 


2" 
а 


— 10-2 с. 


= 





(*) 


Соответствующая характерная час- 
тота генерируемого при отрыве пу- 
зырьков звука составляет \, тг 
—100 Гц. 

Существует и вторая причина шу- 
ма, возникающего при нагревании 
воды в чайнике. Для того чтобы до- 
браться до нее, проследим судьбу 
пузырька пара после его отрыва от 
дна. Всплывая, пузырек попадает в 
еще не достаточно прогретые верхние 
слои воды. Заполняющий пузырек 
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насыщенный пар при этом охлажда- 
ется, его давление падает и уже не 
может компенсировать внешнего дав- 
ления на пузырек со стороны воды. 
В результате пузырек быстро схло- 
пывается — в жидкости распрост- 
раняется звуковой импульс. 

Оценим характерную частоту возни- 
кающего звука. Запишем уравнение 
Ньютона для массы воды т, устрем- 
ляющейся внутрь пузырька при его 
схлопывании: 

та=й,=8 * Ар. 

Здесь б=4лг? — площадь поверх- 
ности пузырька, на которую дейст- 
вует сила давления Р,, а Ар — раз- 
ность давлений на границе пузырька, 
а — ускорение движения границы к 
центру пузырька. Понятно, что в про- 
цесс такого схлопывания вовлечена 
масса воды, по порядку величины 
равная произведению плотности воды 
на объем пузырька: т^-р,г?. Таким 
образом, уравнение Ньютона может 
быть переписано в виде 


р,гза-г?-Ар. 
Пренебрегая дополнительным давле- 
нием, обусловленным натяжением ис- 
кривленной поверхности пузырька, а 
также небольшим количеством воз- 
духа, которое может в нем содер- 
жаться, будем считать Ар постоян- 
ным (зависящим только от перепада 
температур между придонными и 
верхними слоями воды). Величину ус- 
корения оценим из кинематического 
соотношения го=ат2/2 как а—то/та, 
где 12 — искомое время схлопыва- 
ния пузырька. Тогда р,го/т2-—Ар, 


откуда 
р 
т го \/ др" {=*) 


Вблизи 1.—=100°С давление насы- 
щенного пара падает примерно на 
3 - 103 Па при понижении темпера- 
туры на 1°С (см. таблицу). Поэтому 


для оценки можно принять Ар^ 
—10° Па, и в результате для вре- 
мени схлопывания пузырька полу- 
чаем т.—10-3 с. Характерная чяс- 
тота возникающего при этом звука 
у (>10 Гц. 

Доводом в пользу такого проис- 
хождения шума служит тот факт, что 
по мере повышения температуры воды 
частота характерного высокочастот- 
ного шума постепенно понижается, 
и это согласуется с полученной нами 
формулой (**). Непосредственно перед 
кипением пузырьки пара перестают 
схлопываться даже в верхних слоях 
воды. Тогда единственным механиз- 
мом возбуждения звука оказывается 
рассмотренный выше отрыв пузырь- 
ков от дна частота зпения» 
чайника заметно понижается. После 
закипания воды «голос» чайника мо- 
жет снова измениться (особенно если 
открыть крышку) — это булькают 
пузыри, лопаясь непосредственно 
на поверхности воды. Здесь уже ока- 
зывается важной и степень заполне- 
ния чайника, и его форма. 

Таким образом, мы приходим к вы- 
воду, что шум чайника перед его 
закипанием связан с рождением на 
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горячем дне пузырьков пара, отрывом 
их от дна и гибелью в верхних, еще 
не достаточно прогретых слоях воды. 
Эти процессы очень интересно наблю- 
дать непосредственно при нагревании 
воды в стеклянном чайнике с про- 
зрачными стенками. Надо сказать, 
что мы не первые, кто заинтере- 
совался этим вопросом и разобрался 
в нем. Еще в ХУПТ веке шотланд- 
ский ученый Джозеф Блэк изучал 
«пение» нагретых сосудов и уста- 
новил, что в этом зпении участвует 
дуэт: поднимающиеся пузырьки на- 
гретого воздуха и вибрация стенок 
сосуда». 

Вернемся теперь к нашим чайникам 
на плите. Как и ожидалось, пер- 
вым закипел чайник под закрытой 
крышкой. Об этом нас извещает вы- 
рывающаяся изего носика струя пара. 
(Не лишним будет напомнить, что 
видим мы не сам пар он не- 
видимый; попадая в сравнительно 
холодный воздух, пар немедленно 
конденсируется в мельчайшие ка- 
пельки воды — образуется туман. 
Струю тумана мы и видим.) А ка- 
кова скорость этой струи? 

Задачу нетрудно решить, если заме- 
тить, что в установившемся про- 
цессе кипения практически вся под- 
водимая к чайнику энергия нагрева- 
теля расходуется на испарение воды. 
Филателисты знают, что, когда нужно 
отпарить марку от конверта, воду 
наливают лишь на дно чайника, 
чтобы весь образующийся пар выхо- 
дил через носик. Будем считать, что 
и в нашем случае носик свободен и 
пар выходит наружу только через не- 
го. Пусть в результате подвода энер- 
гии за время А испаряется масса 
воды АМ. Ее можно определить из 
уравнения 


г. АМ =Р-АЁЬ 
где г — удельная теплота парооб- 
разования, а Р — мощность на- 


гревателя. За это же время А! такая 
же масса пара‘ покидает чайник 
через носик. Если площадь выход- 
ного отверстия носика $, плотность 
пара под крышкой чайника р., а 
искомая скорость и, то 


АМ=рьзь - АЕ 
Плотность насыщенного пара при 
Т,—=3173 К можно взять из таблицы 


или, если таблицы нет под рукой, 
оценить из уравнения Менделеева — 


И 


Клалейрона: 


р = РикИйн.о 


ке 3 
Е: вт 220,6 кг/м°. 


к 

Таким образом, для скорости вы- 
текания пара из носика получаем 
окончательно: 
РАТ 


т ГРикВн.03 : 


Подставляя для оценки Р-=500 Вт, 
3=2 см”, г=2,26 - 10° Дж/кт, р„= 
—10° Па, находим, что о-—1 м/с. 

И вот, наконец-то, закипел чайник 
с открытой крышкой. Он заметно 
отстал от первого. Кстати, снимать с 
плиты его следует с осторожностью — 
можно здорово обжечься паром. А что 
обжигает сильнее — пар или кипя- 
ок? Прежде чем ответить на этот 
вопрос, следует его уточнить: что 
сильнее обжигает — определенная 
масса кипятка или такая же масса 
пара? Обратимся снова к оценкам. 

Пусть объем, занятый насыщенным 
стоградусным паром под крышкой 
чайника, составляет У —=1 л и, ска- 
жем, одна десятая его часть при от- 
крывании крышки сконденсируется 
на руке. Как мы уже выяснили, 
плотность пара при 1,-—=100°С со- 
ставляет 0,6 кг/м’. Поэтому на руке 
окажется. около 0,06 г пара. При 
конденсации и последующем охлаж- 
дении от 100 °С до температуры тела 
№0 (6А37 °С) выделится тепло А@= 
—=кт„{ст 1„—#)=150 Дж. Легко 
убедиться, что для того же - тепло- 
вого воздействия понадобится почти в 
десять раз большая масса кипятка. 
Кроме того, при ожоге паром значи- 
тельно большей оказывается площадь 
поражения. Таким образом, пар об- 
жигает сильнее кипятка в первую 
очередь из-за выделяющегося при кон- 
денсации значительного тепла. 

Но мы отвлеклись от обсуждения 
результата нашего опыта с двумя 
чайниками. Почему же все-таки от- 
стал чайник с открытой крышкой? 
Разберемся в этом подробнее. От- 
вет почти очевиден: в процессе на- 
гревания воды в открытом чайнике 
наиболее быстрые ее молекулы имеют 
возможность беспрепятственно поки- 
дать чайник, унося с собой энергию 
и как бы охлаждая этим остав- 
шгуюся в чайнике воду (этот процесс 
есть не что иное, как испарение). 
Поэтому нагревателю в этом случае 
приходится не только довести воду в 
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чайнике до кипения, но и часть ее 


испарить в процессе нагревания. 
Понятно, что на это уходит боль- 
шее количество энергии (а следова- 
тельно, и времени), чем при кипя- 
чении воды в закрытом чайнике, где 
вырвавшиеся из воды +*быстрые» мо- 
лекулы очень скоро образуют в зам- 
кнутом пространстве под крышкой 
насыщенный пар и, возвращаясь в 
воду, отдают свою избыточную энер- 
гию обратно. 

Однако имеют место и два эф- 
фекта, противодействующих рассмот- 
ренному. Во-первых, в процессе испа- 
рения несколько уменьшается масса 
воды, которую следует доводить до 
кипения. Во-вторых, кипение в откры- 
том чайнике при нормальном атмос- 
ферном давлении наступает при тем- 
пературе 100 °С, а в закрытом — при 
более высокой температуре. Дейст- 
вительно, если чайник налит так, что 
пары не могут выходить через носик, 
из-за интенсивного испарения перед 
кипением давление у поверхности по- 
вышается, поскольку оно теперь оп- 
ределяется суммой парциальных дав- 
лений находящегося под крышкой 
небольшого количества воздуха и са- 


мих водяных паров, и с ростом 
внешнего давления должна стать и 
более высокой температура кипения 
воды, так как она определяется ус- 
ловием равенства давления насыщен- 
ного пара в зарождающемся в жид- 
кости пузырьке внешнему давлению. 

Как же быть? Какому из эффек- 
тов отдать предпочтение? 

В случае, когда возникают подоб- 
ного рода сомнения, на помощь сле- 
дует призвать точный расчет или, по 
крайней мере, оценку по порядку ве- 
личин обсуждаемых эффектов. Внача- 
ле оценим массу воды, которая испа- 
ряется из открытого чайника в процес- 
се нагревания его до кипения, 

Молекулы в жидкости достаточно 
сильно взаимодействуют друг с дру- 
гом. Однако если в кристалле по- 
тенциальная энергия взаимодействия 
значительно превышает кинетиче- 
скую энергию движения атомов или 
молекул, а в газе, наоборот, кине- 
тическая энергия Хаотического дви- 
жения значительно превосходит по- 
тенциальную энергию взаимодействия 
молекул, то в жидкости эти вели- 
чины оказываются одного порядка. 
Поэтому молекулы жидкости совер- 
шают тепловые колебания около неко- 
торых положений‘равновесия, изредка 
перепрыгивая в другие. «Изредка» по 
сравнению с периодом колебаний око- 
ло положения равновесия. В при- 
вычном же нам масштабе времени 
очень даже часто — за одну секунду 
молекула в жидкости может менять 
свое положение равновесия миллиар- 
ды раз! Однако далеко не каждая 
молекула в процессе своих переско- 
ков, даже находясь у поверхности, 
может вырваться на свободу. Для 
преодоления сил взаимодействия ей 
необходимо иметь возможность совер- 
шить некоторую работу. Можно ска- 
зать, что потенциальная энергия мо- 
лекулы в жидкости меньше ее потен- 
циальной энергии в паре на вели- 
чину, равную теплоте испарения, 
отнесенной к одной молекуле. Если 
г — удельная теплота испарения, то 
молярная теплота испарения — рг, 
а теплота испарения, приходящаяся 


на одну молекулу, — (о= а 


м, Эту 


«работу выхода» молекула может со- 
вершить только за счет своей кине- 
тической энергии теплового движе- 
ния. Однако соответствующая вели- 
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чина средней кинетической энергии 
Е„-ЕТ оказывается значительно 
меньше И. И все же, согласно 
законам молекулярной физики, в 
жидкости всегда существует некото- 
рое количество столь высокоэнерге- 
тичных молекул, что они в состоянии 
преодолеть силы притяжения и вы- 
рваться за пределы жидкости. Их 
число в единице объема определяется 
выражением 


и 


п—пое Г (#**) 
где по — концентрация молекул, 
е—=2,1182.... — основание натураль- 


ных логарифмов. 

Ну, а тедерь забудем о перепры- 
гивании молекул жидкости с места на 
место и будем представлять себе 
высокоэнергетичные молекулы как 
некоторый газ. Тогда за малое время 
Ат через участок поверхности 5 смо- 
гут вырваться высокоэнергетичные 
молекулы из объема АИ-50. АЁ 
Для оценки мы считаем, что 1/6 часть 
всех этих молекул приближается к 
поверхности со скоростью 0, кото- 
рая определяется соотношением 
то(5}/2 — Оо. Воспользовавшись выра- 
жением (+**), для скорости испаре- 


ния — числа молекул, покидающих 
жидкость в единицу времени, — на- 
ходим: 


И 
АМ п($5- АЙ 5 | бо. === 
> м п —@ АТ. 
№ 6 -^№ ь то 
Масса, уносимая из жидкости в еди- 
ницу времени, составляет 
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АМ АМ 2 беж 


а ан 1 

Посмотрим, какая масса воды 
уйдет из чайника при его нагре- 
вании на 1К. Для этого восполь- 
зуемся законом сохранения энергии. 
За время АЁ чайник получает от 
конфорки тепло А@=Р.АЕ (напом- 
ним, что Р — полезная мощность 
конфорки). При этом температура 
воды повышается на АГ такое, что 


Р - №—=сМ - АТ, 
где ^{ — масса воды в чайнике (теп- 
лоемкостью самого чайника мы пре- 








небрегаем). Стая в скорость 
Е 
испарения АЁ= = ‚ находим, что 
#н.о7 
АМ ом у Я т 
— РМ ное МАЁТ , АТ — 


= 


[3 


#ы,о’ 
= М те вГ * АТ. 





При нагревании чайника температура 


меняется от комнатной до Т,—=3173 К. 
Принимая во внимание, что основ-| 


ная потеря массы происходит при 
достаточно высоких температурах, 
подставим в экспоненту некую сред- 
нюю температуру Г=350 К. Для ос- 


тальных величин примем: АТА80 К, . 


$=10-3 м’, р=10 кг/м, ци 
==0,018 кг/моль, с-=4,19 - 10° Дж/кг. 
С учетом этих значений найдем, ка- 
кая часть воды испаряется в про- 
цессе нагревания открытого чайника 
до кипения: 

ино 


АМ _ 025 `ВТ..АТ--3.10-2. 


та Р г е 

Таким образом, в процессе нагре- 
вания чайника без крышки его поки- 
дает несколько процентов всей массы 
воды. Испарение всей этой массы 
воды идет за счет нагревателя и, есте- 
ственно, удлиняет процесс закипания 
открытого чайника. Чтобы понять, на 
сколько, достаточно заметить, что та- 
кое испарение для нагревателя эк- 
вивалентно доведению до кипения 
1/4 массы воды в чайнике (убеди- 
тесь в этом сами). 

Теперь перейдем к рассмотрению 
эффектов, замедляющих закипание 
закрытого крышкой чайника. О пер- 
вом из них — неизменности массы 
в процессе нагревания и гово- 
рить нечего. Только что было ска- 
зано, что испарение 3% массы эк- 
вивалентно нагреву 25 % массы, так 
что необходимостью нагрева этих 
3 % в закрытом чайнике можно пре- 
небречь. 

Второй эффект — повышение дав- 
ления под закрытой крышкой 
также не может составить .конку- 
ренции испарению воды из открытого 
чайника. Действительно, избыточное 
(по сравнению с атмосферным) дав- 
ление под крышкой не может пре- 
высить веса крышки, отнесенного к 
его площади (в противном случае 
крышка начнет подпрыгивать, выпус- 
кая пар): 


Па. АН тоИа: 


Арх 5 10-8 м? 





Взглянув еще раз в приведенную 
выше таблицу (см. с. 11), видим, что 
такое повышение давления сдвинет 
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температуру кипения не более чем 
на 61,—0,5 °С. Соответственно, на до- 
ведение чайника до кипения при- 
дется затратить дополнительно тепло 


69 —=сМ-61. Сравнивая величины 
сМ-6Е, и г-АМ, видим, что нера- 
венство г-Ат > ст.бЬ, выполняется 
с запасом в 30:1. Таким образом, 
и повышение температуры кипения в 
чайнике, закрытом крышкой, не мо- 
жет всерьез противостоять испарению 
воды с открытой поверхности в чай- 
нике без крышки. 

Кстати, на описанном эффекте 
повышения давления при нагревании 
воды в замкнутом объеме работает 
кастрюля-скороварка. В ней сделано 
маленькое отверстие предохранитель- 
ного клапана, которое открывается 
только начиная с некоторого дав- 
ления; до этого момента она гер- 
метична. В результате испарения жид- 
кости в замкнутый объем давление 
в кастрюле повышается примерно до 
1,4 - 10° Па, когда срабатывает кла- 
пан, и температура кипения сдви- 


гается до #* — 108 °С (см. ту же табли- 
цу на с. 11). Это позволяет сварить 
пищу гораздо быстрее, чем в обык- 
новенной кастрюле. 

Но мы заговорились, а чайники 
на плите исходят паром. Сняв чай- 
ник с закрытой крышкой с плиты, 
вы видите, что кипеть он перестает 
не сразу — некоторое время из его 
носика еще вырывается струя пара. 
Какая же часть воды выкипает 
после снятия чайника с плиты? 

Для того чтобы ответить на эти 
вопросы, обратимся к рисунку, на 
котором показано распределение тем- 
пературы воды по высоте при кипе- 
нии ее в сосуде, к которому через 
дно подводится тепло. Из рисунка 
видно, что тонкий придонный слой 
воды толщиной Ай=5 мм сильно пере- 
грет — на его протяжении темпе- 
ратура падает от #{—=110°С до Е»= 
100,5 °С. Температура остальной 
массы воды в чайнике (мы пред- 
полагаем уровень воды й=1О0 см) 
около 100,5 °С, а у свободной поверх- 
ности жидкости происходит скачок 
температуры на А!=0,4 °С. Таким об- 
разом, после прекращения подачи 
тепла в массе воды запасено избы- 
точное относительно равновесного ко- 
личества тепла 





А9,=ер5,-АВ “> ы + ер$, (В — АВ)-АЬ 


где $, — площадь дна чайника (ко- 
торый мы предполагаем цилиндри- 
ческой формы). Это тепло пойдет на 
испарение массы бт жидкости: 


ре (Ав = (в— АВ). АЕ) = 
—=г.бт = 5; -6В-г, 
где д — понижение уровня жид- 


кости в чайнике в результате этого 


ай 
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испарения. Из последнего соотноше- 
ния находим: 


$ и? 

Аа (в АВ). 
22: 10-* 

Таким образом, после снятия с пли- 

ты из чайника выкипит еще около 

0,2 % его содержимого. 

Характерное время выкипания пол- 
ного чайника с массой воды М (ска- 
жем, 2 кг) на плите с полезной мощ- 
ностью Р=1кВт составляет 


ре З 
=—- "5-25. 10° с. 


Соответственно, 0,2 % его массы вы- 
кипит за время порядка 10 с (если 
предполагать, что скорость испарения 
по порядку величины не меняется 
по сравнению со стационарным ре- 
жимом). 

Пока мы рассуждали и считали, 
пришло время разливать чай. Кста- 
ти, восточные народы пьют его обыч- 
но из пиал. Пиалы, по-видимому, вве- 
ли в употребление кочевники — их 
форма очень удобна при упаковке, 
они занимают мало места и проч- 
ны. Кроме того, они имеют еще одно 
существенное преимущество перед 
обычным стаканом. Форма пиалы та- 
кова, что верхний слой налитой в нее 
жидкости благодаря большой поверх- 
ности остывает быстрее, чем в ста- 
кане, и можно пить, не обжига- 
ясь. В Азербайджане существует спе- 
циальный сосуд для питья чая — 
армуди. В нем также большая сво- 
бодная поверхность сочетается с мини- 
мальной поверхностью хранилища 
горячего чая (нижняя часть сосуда). 
Старинные фарфоровые чашки также 
всегда делались расширяющимися 
кверху. А стаканы как сосуды для 
питья чая вошли в обиход в ХХ ве- 
ке в связи с дороговизной фарфо- 
ровых чашек. Эти произведения деко- 
ративного искусства уступались жен- 
щинам, а мужчины пили чай из стек- 
лянных стаканов, которые постепенно 
обзавелись серебрянными подстахан- 
никами с вензелем хозяина. 

В заключение подумайте, хороши 
ли с физической точки зрения се- 
ребро и алюминий в качестве мате- 
риалов для изготовления подстакан- 
ников? Каким требованиям должен в 
первую очередь удовлетворять мате- 
риал, из которого делается подстакан- 
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В ОЛНЫ Каких только прекрасных слов не бы- 
ло сказано о море, о мыслях и чув- 

ствах, возникающих при взгляде на 

Н А ВО Е его вечно живую, вечно волнующую- 
РЕ ся поверхность! Море — символ гроз- 
ной стихии, непостоянства, опасности, 


Доктор физико-математических наук непостижимого разнообразия. Наблю- 
Л. .А. ОСТРОВСКИИ дения морских волн издавна по- 
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буждали человека к размышлениям, 
давали начало новым научным тео- 
риям. Сама наука о волнах «заро- 
дилась в океане», и, пожалуй, боль- 
шую часть из того, что известно 
сегодня о волнах самой различной 
природы, люди впервые узнали, 
изучая волны на воде. 


2 Квант № 8 
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Бегушая синусоида 
В школьном курсе физики подробно 
изучают движение твердых тел. Вол- 


на — движение совсем другого 
рода. Пусть, например, в каком-либо 
месте водной поверхности появилось 
возмущение — упал камень, дви- 
жется судно, подул ветер... Движение 


[7 


частиц воды, возникшее в этом месте, 
будет передаваться соседним части- 
цам, и постепенно еще захватит об- 
ширную часть поверхности (от камня, 
например, будут разбегаться круги). 
При этом каждая частица воды 
смещается слабо, но движение зпе- 
реносится» на значительные расстоя- 
ния. Энергия колебаний передается 
от одних частиц к другим, как бы по 
эстафете. Такое изменение состояния 
среды, распространяющееся в ней и 
несущее с собой энергию, мы назы- 
ваем волной. 

Чтобы понять свойства волновых 
движений, их удобно разложить на 
какие-то более простые элементы. 
В качестве такого элемента чаще 


всего принимают синусоидальную 
волну. 
Представим себе з‹синусоидально 


гофрированную» поверхность воды, и 
этот ч‹гофр» не стоит на месте, а 
движется вдоль оси х с постоян- 
ной скоростью (рисунок 1). Если раз- 
резать нашу волнистую поверхность 





Рис. 1. 


вертикальной плоскостью, параллель- 
ной оси х, то получится синусоида. 
Расстояние между двумя соседними 
вершинами, двумя соседними впади- 
нами, вообще между двумя ближай- 
шими точками, находящимися в оди- 
наковых фазах, одно и то же — это 
длина волны Л; Так как волна 
бежит вдоль оси х с постоянной 
скоростью, любая точка пространства, 
через которую проходит волна, через 
определенный промежуток времени Т 
оказывается в одной и той же 
фазе — колебания точек происходят 
с периодом Т. Яено, что за это время 
волна должна сместиться по оси х на 
расстояние А. Скорость такого сме- 
щения с—=^А/Т называют фазовой ско- 
ростью волны. 

Но бесконечных синусоид в при- 
роде на бывает — волновое дви- 
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жение где-то начинается и где-то за- 
канчивается. Правда, нередко волна 
достаточно долго остается почти си- 
нусоидальной, но это «почти» оказы- 
вается очень существенным. Чтобы по- 
нять, в чем дело, рассмотрим две си- 
нусоидальные волны с различными, 
но близкими периодами Т, и Т. и 
близкими длинами %, и 4... Если в ка- 
кой-то области пространства вершины 
и впадины обеих волн почти совпа- 
дают, то суммарный размах — амп- 
литуда — ‘колебаний точек прост- 
ранства заметно увеличится. Но ‘по 
мере удаления от этой области раз- 
личие в длинах волн приведет к тому, 
что фазы волн, соответствующие од- 
ной и той же точке пространства, 


‚будут заметно различны, и в конце 


концов вершины одной волны начнут 
попадать на впадину другой — волны 
будут гасить друг друга. Потом это 
гашение снова сменится усилением, и 
вся картина будет периодически по- 
вторяться. Вы можете в этом убе- 
диться, нарисовав две синусоиды с 
одинаковыми амплитудами со слегка 
различными периодами и сложив 
их — наложив одну на другую, как на 
рисунке.2, а. Результат такого сло- 
жения — на рисунке 2, 0: это как 
бы синусоидальная волна с периодом 
Т, близким к Т, и Т, но ампли- 
туда ее периодически меняется. Такой 
процеес называют биениями, а волну 
называют модулированной. 


в фазе в фазе в фазе 
ь |. В пропивофа и. пропиворай 


$ } 
\ И 
| АХ | 


Ик ые 








Изменение амплитуды при биениях 
описывается волной, зогибающей» ос- 
новные — или, как говорят, несу- 
1цие — колебания. Найдем длину 
^. этой огибающей волны и ее период 
Т.. Сделать это довольно просто. 
Числа волн исходных синусоид, укла- 
дывающихся, скажем, между двумя 
соседними максимумами огибающей, 
должны отличаться на единицу, что- 
бы вершины и впадины этих волн 
снова совместились. Для первой волны 
число таких волн есть А,/А., для вто- 





рой — А,/А.2. Значит, а — ль =1, от- 
т „> 
куда 
№ Гы 
о 1 
^, ам ^ АА" 0) 
Здесь мы через АА обозначили 





разность А›—А, а произведение А.^> 
заменили квадратом среднего геомет- 
рического №: и А» (^2=(СУ/^А-)?) — ве- 
личиной, близкой к тому и другому 
значению, а также к длине несущей 
волны (точный расчет для длины несу- 
щей волны дает ^,—=2^,/^2/04--^-)).- 
Нетрудно получить аналогичное (1) 
выражение для периода биений: Т,^ 
—Т?/АТ. Теперь можем найти ско- 
рость огибающей — скорость, с ко- 
торой движутся биения: 


ЕЕ АТ 5 АТ 
т тм А). › 


(2) 


где с — фазовая скорость несущей 
волны.. Если скорости обеих сину- 
соид, из которых складывается несу- 
щая волна, в точности одинаковы, 


так что ^=5Г, а 2А.=сТ. то и 
АА. 
5: —с, и получается, что о==с. В этом 


случае вся волновая картина бежит со 
скоростью с как целое. Если же 
С: С2, ТО и о отличается от с: полу- 
чается, что несущая волна движется 
с одной скоростью — фазовой ско- 
ростью с, а огибающая — с другой 
скоростью и, которую называют груп- 
повой. Именно с групповой скоростью 
переносится волной энергия. 
Волна-огибающая, как и синусоида, 
бесконечна и во времени, и в прост- 
ранстве. Только сложив не две, а 
много (строго говоря — бесконечно 
много) синусоид с близкими длинами 
и периодами, можно получить звол- 
новой пакеть — картину колебаний, 
занимающих ограниченную область 


эз 
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Рис. 3. 


пространства (рисунок 3). И опять 
весь пакет будет двигаться с груп- 
повой скоростью, а несущая з+сину- 
соидаь — с фазовой. Правда, это 
движение не может продолжаться 
бесконечно долго. Если фазовые ско- 
рости различных синусоид различны, 
то групповые скорости для разных пар 
синусоид, вычисленные по формуле 
{2), будут различны. Из-за этого на 
больших расстояниях волновой пакет 
постепенно изменит свою форму и в 
конце концов расплывется, «разма- 
жется» по пространству. Это явление 
называют дисперсией, от латинского 
слова 915регз10 — рассеяние. 

Итак, для описания движений в 
среде с дисперсией нам приходится 
ввести не одну, а по меньшей мере 
две скорости! 


Волны на воде 


Вернемся к волнам на поверхности 
воды. Для строгого описания этих 
волн нужно было бы записать 
уравнения движения частиц воды и 
попытаться найти их решения. Од- 
нако многое можно понять и без 
уравнений, если воспользоваться так 
называемым методом размерностей, 
который часто позволяет исследовать 
явление, не прибегая к сложным ма- 
тематическим выкладкам. 
Посмотрим, от каких физических 
величин может зависеть скорость 
распространения синусоидальных 
волн на поверхности воды. Если пре- 
небречь влиянием атмосферы (ветра), 
а водоем считать бесконечно глубо- 
ким, то в нашем распоряжении — 
плотность воды р, ускорение силы тя- 
жести & и, наконец, период самой вол- 
ны Т (или ее длина ^)*). Запишем 
размерности этих величин: 


[р] = ке/м*, [я] = м/с”, [7] =с. 


*) Еще одним размерным параметром, который 
может влиять на скорость волны, является поверх- 
ностное натяжение п. Однако, как показы врет рас- 
чет, оно оказывается существенным лишь для очень 
коротких воля (—1 см). которыми мы здесь интерс- 


соваться ие будем. 


Только от них может зависеть ско- 
рость волны с. Как составить из них 
комбинацию с размерностью скорос- 
ти? Поскольку [с|=м/с, а масса вхо- 
дит только в [р], плотность р нужно 
исключить. Из оставшихся величин р 
и Т годится единственная комбина- 
ция: [с]-=[&Т] (безразлично, о какой 
скорости — фазовой или группо- 
вой — идет речь). 

Это позволяет нам утверждать, что 
с и о пропорциональны &Т. Коэф- 
фициент пропорциональности мето- 
дом размерностей не определить; 
из более детальной теории следует, 
что для фазовой скорости он равен 
1/2л: 


т. (3) 


2л 
По определению с=А/Т, и из формулы 
(3) получается связь между длиной 
и периодом волны — 


С == 


Т? 
=“. 
2л 
Это соотношение называют диспер- 
сионным уравнением. Можно запи- 
сать и еше одно выражение для 
с: 





А 
2л ° 
А какова групповая скорость? Вы- 
ще мы получили соотношение = 
АТ 
с? (см. (2)). Теперь, 


зовавшись дисперсионным уравнени- 


© — 


ВОСПОЛЬ- 


. АТ 
ем, наидем отношение — : 


Е: 

ат. 
Подставив это в формулу для ов, с 
учетом (3) получим: 


й & АТ 
АА = =Т-&Т= =— 


2 АТ _ ЕТ _ 1 
= а ЕРШ (4) 
Итак, для волн на глубокой воде 

групповая скорость равна половине 

фазовой, причем обе они зависят от 
периода волны, т. е. волна обла- 
дает дисперсией. 

Запишем расчетные выражения, 
связывающие длину и скорость рас- 
пространения волны с ее периодом: 


А=1,567?, о= 5 с=08Т 
{Т берется в секундах, ^ — в метрах, а 


скорости — в метрах /секунду). 
Чтобы представить себе, что бывает 
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на самом деле, приведем небольшую 
таблицу: 





Как 


видно из таблицы, сравни- 
тельно короткие волны движутся со 
скоростью пешехода, а длинные могут 
обогнать автомобиль. 

Взяв еще больший период, скажем 

—1 ч, и соответственно длину 
волны /^—20000 км, мы получили 
бы фантастическую скорость 02 
2510000 км/ч. Однако для столь длин- 
ных волн гораздо раньше окажется, 
что волна будет «доставать» дно да- 
же в самом глубоком месте океана, 
и наши простые формулы перестанут 
быть применимыми. Неприменимы 
они и для очень коротких волн, дли- 
ной меньше нескольких сантимет- 
ров — здесь сказывается влияние 
сил поверхностного натяжения. И все- 
таки эти формулы годятся для описа- 
ния волн в очень широком диапазоне 
длин — от десятка сантиметров до 
десятка и более километров. 

Хотя волна образуется движением 
частиц воды, сами эти частицы вов- 
се не движутся вместе с волной. 
В этом легко убедиться, взглянув на 
поплавок: он остается на месте, 
совершая лишь небольшие колеба- 
тельные движения. Чтобы предста- 
вить, как в процессе распространения 
синусоидальной волны движутся час- 
тицы воды, удобно встать на точку 
зрения наблюдателя, движущегося со 
скоростью, равной фазовой скорости 
волны. Для такого наблюдателя 
*«гофрированная» поверхность воды 
остановится, застынет, но зато вся 
масса воды будет з«течьь в обрат- 
ную сторону со скоростью с. Частицы 
воды на поверхности скользят по вол- 
нистому рельефу точно так же, как 
это делал бы любой шарик, пущен- 
ный по нему с некоторой началь- 
ной скоростью. Взобравшись на вер- 
шину рельефа, такой шарик (и час- 
тица воды) будет иметь скорость, 
несколько меньшую средней скорости 
с, а скатившись к подошве — не- 
сколько ббльшую с. В неподвижной 


системе отсчета, в которой волновой 
профиль бежит с фазовой скоростью, 
движение отдельной частицы будет 
складываться из этих торможений и 
ускорений как в горизонтальном, так 
и в вертикальном направлении. Ре- 
зультат такого сложения — движение 
по окружности, радиус которой равен 
амплитуде волны (рисунок 4). 


Волна на 
поверхности 
воды 


Направление 
овижения 
волны 





Рис. 4. 


Частицы, лежащие под поверх- 
ностью, тоже описывают окружности, 
но с меньшими радиусами. Амплиту- 
ды колебаний частиц уменыпаются 
с глубиной по экспоненте, пропор- 


ционально е^?*2?, где & — глубина. 
Это означает, что на глубине, равной 
длине волны, амплитуда волновых 
движений в Е?*--635 раз меньше, чем 
на поверхности. Поэтому даже силь- 
ные штормы практически не возму- 
щают толщу океана на глубинах 
больше, скажем, сотни метров, и если 
\) меньше 2д4Н, где Н — глубина 
водоема, то его действительно можно 
считать бесконечно глубоким волны 
«не задевают» дна. 

Конечно, в реальном морском вол- 
нении волны обычно не синусои- 
дальны, они состоят из многих си- 
нусоид, и движение частиц воды 
сложнее — оно тоже как бы состоит 
из многих окружностей различных 
радиусов, вращение по которым про- 
исходит с разной скоростью; но в 
достаточно слабых волнах это движе- 
ние остается ограниченным и при- 
мерно симметричным (вверх — вниз). 
Но более сильная волна, даже строго 
периодическая, не будет синусои- 
дой — ее вершины острее, чем под- 
ножия (рисунок 5). А если волна 
станет еще круче, на ее вершине 
ПОЯВИТСЯ *изломь с углом примерно 
120 °, а затем произойдет «обруши- 


Рис. 5. 
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вание» — 
пленный 


на вершине возникнет 
«барашек». Вы, наверное, 
видели такие барашки на море, 
озере, реке; при сильном ветре они 
покрывают значительную часть вод- 
ной поверхности. 


Ветровые волны 


В конце прошлого века замечатель- 
ный английский физик Релей заме- 
тил: «Основным законом морского 
волнения является отсутствие какого- 
либо закона». Правда, уже давно 
была разработана описательная клас- 
сификация состояния морской по- 
верхности, необходимая для моряков. 
Как известно, сила ветра характери- 
зуется 12-балльной шкалой Бофорта, 
а высота волн — 9-балльной шка- 
лой волнения. Выдержки из этих 
ллкал приведены на с. 16—17. Как 
видите, они во многом основаны на 
словесном описании обстановки. Эта 
классификация немного напоминает 
пушкинскую «Сказку о рыбаке и рыб- 
ке». Помните, сначала старик +*видит, 
море слегка разыгралось»; потом +по- 
мутилося синее море», затем «почер- 
нело синее море» и, наконец, «видит, 
на море черная буря: так и вздулись 
сердитые волны, так и ходят, так 
воем и воют»... Пожалуй, тут даже 
можно указать, сколько баллов вол- 
нения прибавляла каждый раз золо- 
тая рыбка! 

В последнее время средства изме- 
рения морских волн значительно усо- 
вершенствовались. ИЖроме специаль- 
ных волнографов — приборов, за- 
писывающих колебания поверхности 
моря в данной точке, все большее 
значение приобретают дистанционные 
методы. Уже простое фотографиро- 
вание поверхности с судна, самолета 
дает массу информации. Эффективна 
и радиолокация моря. Появилась и 
быстро развивается «спутниковая оке- 
анография». В результате многолет- 
них наблюдений собраны обширные 
данные о морском волнении. Но полу- 
чить ответ на вопросы о том, как 
именно ветер возбуждает волны на 
воде, как они развиваются дальше, 
совсем не легко, и полная ясность 
не достигнута по сей день, хотя основ- 
ные механизмы известны. 

Представьте себе гладкую водную 
поверхность. Вот подул ветер — поя- 
вились волны. Почему? Прежде всего 
потому, что ветер — это не ровный, 
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регулярный поток воздуха, скользя- 
щий вдоль водной глади. В нем 
всегда есть случайные пульсации дав- 
ления, которые действуют на воду, 
возмущая, искривляя ее поверхность. 
Если эти пульсации действуют +кто 
в лес, кто по дрова», беспорядоч- 
ным образом, то в итоге никакой 
заметной волны, скорее всего, не воз- 
никнет. Иначе обстоит дело, если ско- 
рость ветра близка к фазовой ско- 
рости возбуждаемой им волны. Тогда 
возникает резонанс: поверхность ко- 
леблется в такт с воздушными 
пульсациями, и волна, распространя- 
ясь, непрерывно усиливается. По мере 
роста амплитуды волна сама начи- 
нает влиять на пульсации воздушного 
потока, усиливая их и усиливаясь под 
их действием еще больше, и этот 
взаимосвязанный рост идет еще быст- 
рее, чем на начальном этапе. Такой 
«разгон» может происходить доста- 
точно долго, и тогда волна дости- 
гает значительной высоты. Но в конце 
концов, даже если ветер не прекра- 
тится, этот процесс замедлится. Во- 
первых, вершины волн будут заост- 
ряться (как на рисунке 5) и затем об- 
рушиваться, образуя барашки. Во- 
вторых, различные волны не суще- 
ствуют каждая сама по себе, а взаи- 
модействуют, т. е. передают друг 
другу энергию, которая перераспреде- 
ляется между ними сложным обра- 
зом. 

В результате всего этого и форми- 
руется картина реального ветрового 
волнения, состоящего из волн раз- 
личных длин, амплитуд и направ- 
лений. И все же в этой картине 
преобладают волны, фазовая скорость 
которых близка к скорости ветра и, и 
значит, длина золны равна примерно 
2ли?/в: чем сильнее ветер, тем боль- 
ше характерная длина и, конечно, 
высота волн. Вообще, высота глад- 
ких волн не превышает 1/Т их 
длины; более крутые гребни обру- 
шиваются, образуя барашки. При сла- 
бом ветре существуют только корот- 
кие волны, но и то не всегда. Как 
уже упоминалось, для очень коротких 
волн необходимо учитывать влияние 
поверхностного натяжения. Это влия- 
ние сказывается в том, что фазовая 
скорость не убывает до нуля с умень- 
шением А, а достигает минимума 
для волн с длиной 1,78 см и снова 
растет с дальнейшим укорочением 
волны. Минимум фазовой скорости 
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составляет 28 см/с (для чистой, ли- 
шенной поверхностных пленок воды). 
Это и есть минимальная, пороговая 
скорость ветра, при которой могут 
появляться волны, причем волны ко- 
роткие, чсантиметровые»; их легко 
заметить, наблюдая появление ряби в 
любой луже при кратковременных 
порывах ветра. 

Нужно заметить, что нередко на 
спокойной морской поверхности все- 
таки появляются довольно правиль- 
ные синусоидальные волны — зыбь. 
Это отголосок далекого шторма: в об- 
ласти шторма возникает сложное 
волнение, но вдаль убегают прежде 
всего длинные волны, которые имеют 
наибольшую групповую скорость и к 
тому же слабо затухают. Это и есть 
зыбь, распространяющаяся иногда на 
тысячи километров и вызывающая 
неприятную качку судна. 


Море воли 


Поистине в проблеме морских волн 
больше вопросов, чем ответов, и мы 
лишь довольно поверхностно косну- 
лись ее. «Поверхностно» еще и потому, 
что, как мы видели выше, ветровые 
волны возмущают лишь тонкий, в де- 
сятки метров, верхний слой океана — 
ведь для глубоких его областей эти 
волны всегда короткие. Но есть и 
другие волны — приливы, цунами, — 
длина которых больше глубины са- 
мых глубоких мест океана. В таких 
волнах движение воды захватывает 
всю толщу океана, а сами они рас- 
пространяются с наибольшей для 
данной глубины Н скоростью с=и= 


=-/яН. Но и это не всё. В толще 
океана существуют з‹волны-тихохо- 
дыь — так называемые внутренние 
волны, бегущие со скоростями, не 
превышающими одного — двух 
метров в секунду, но зато дости- 
гающие огромной высоты в десятки, 
подчас сотни метров. Впрочем, что 
там метр в секунду! Имеются и такие 
волны — волны Россби, периоды 
которых достигают нескольких ме- 
сяцев, а скорости составляют всего 
1—2 сантиметра в секунду; для та- 
ких волн определяющую роль играет 
вращение Земли. Эти и другие 
волны интересны для физиков, океа- 
нологов, метеорологов, и они заслу- 
живают отдельного рассказа. 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выходя- 
щих за рамки школьной про- 
граммы. Наиболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все эти задачи 
публикуются впервые. 
Решения задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
нее 1 ноября 1987 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1; «Квант». 
Решения задач из разных ио- 
меров журнала или по раз- 
ным предметам (математике 
и физике) присылайте в раз- 
ных конвертах. На конверте 
в графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кванта» № 8—87+ 
м номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, например 
*М1056» илы «Ф1068». В гра- 
фе ‹...адрес отправителя» фа- 
милию и имя просим писать 
разборчиво. В письмо вложи- 
те конверт с напясанным на 
нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получите резуль- 
таты проверкн решений). 
Условие каждой оригиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публикации, присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе с вашим ре- 
шеннем этой задачи (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача ‘по 
физике» или ‹...новая задача 
по математике» . 

В начале каждого письма про- 
сим` указывать номер школы 
ин класс, в котором вы учи- 
хтесь. 


Рис. 1. 
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Задачи 


М1056—М1060, Ф1068—$1072 


М1056. В каждой клетке квадратной таблицы 1987Ж 
Хх 1987 написано число, не превосходящее по модулю 1. 
В любом квадрате 2Ж2 данной таблицы сумма чисел 
равна 0. Докажите, что сумма всех чисел в таблице не 
превосходит 1987. 

А. С. Меркурьев 
 №М1057. Два игрока поочередно выписывают на доске 
натуральные числа, не превосходящие р. Правилами 
игры запрещается писать на доске делители уже вы- 
писанных чисел. Проигрывает игрок, который не может 
сделать очередной ход. 

а} Выясните, кто из игроков имеет выигрышную 
стратегию для р=10, и укажите ее. 
6) Выясните, кто из игроков имеет выигрышную страте- 
гию для р=1000. 

Д. В. Фомин 


№М1058. На целочисленной решетке отмечено непустое 
множество узлов. Кроме того, задан конечный набор 
векторов с целыми координатами. Известно, что если 
от любого отмеченного узла отложить все заданные 
векторы, то среди их концов будет больше отмеченных 
узлов, чем неотмеченных. Докажите, что отмеченных 
узлов бесконечно много. 

Д- Г. Флаас 


№1059. График функции и={(х), определенной на всей 
числовой прямой, переходит в себя при повороте на 
угол л/2 вокруг начала координат. 

а} Докажите, что уравнение /(х)—=х имеет ровно 
одно решение. 

6) Приведите пример такой функции. 

А. В. Клюшин 
№1060. На плоскости даны две замкнутые ломаные, 
каждая с нечетным числом звеньев. Все прямые, со- 
держащие звенья этих ломаных, различны, и никакие 
три из них не пересекаются в одной точке. Докажите, 
что из каждой ломаной можно выбрать по одному 
звену так, чтобы они были противоположными сторо- 
нами некоторого выпуклого четырехугольника. 

А. Сердюков, Д. Г. Фласс 


Ф!068. Снаряд, летящий по вертикали, разрывается 
в верхней точке траектории на три равных осколка. 
Один из осколков, двигаясь по вертикали, упал через 
время Т. после выстрела, два других упали одновремен- 
но через время Т. (ТГ —Т.). Найти высоту Н, на которой 
разорвался снаряд. 

Ю. Г. Павленко 
$1069. На угол величиной о, согнутый из тонкого глад- 
кого стержня, надета легкая петля длиной [ с прикреп- 
ленным к ней небольшим грузом; угол установлен вер- 
тикально (рис. 1). Найдите расстояние от груза до вер- 
шины угла в положении равновесия и период малых 
колебаний груза в плоскости угла. 

И. Н. Мазин 
Ф1070. Мальчик выдувает из длинной трубки мыль- 
ный пузырь. Надув пузырь, он выпускает трубку 
изо рта, при этом пузырь сдувается обратно в трубку 
и окончательно исчезает через время т. За какое время 
сдуется таким же образом пузырь вдвое большего 
радиуса? Считать, что воздух движется по трубке до- 
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статочно медленно, свойства мыльной пленки у обоих 
пузырей одинаковы. 

Д. А. Купцов 
$1071. В схеме, указанной на рисунке 2, лампочка го- 
рит одинаково ярко как при замкнутом, так и при 
разомкнутом ключе К; В, =В.—=90 Ом, В.—=180 Ом, 
(7—=54 В. Найдите напряжение на лампочке. 

В. И. Чивилев 
Ф1072. Почему наличие ультрафиолетового компоиеита 
в спектре ухудшает резкость изображения, получаемого 
на фотопленке? 


Л. А. Ашкинази 


РгоЫет$ 


№1056 — М1060, Р1068 — Р1072 


№мМ1056. № еасл И&е эдцахе о а 1987хХ 1987 эдаате 1аЫе 
ФИеге 13 а питЪег по вгеаег Мал 1 т аЪзоцие хаше. 
т апу 2х2 здоате ог {Ме фаЫе {Ме зит о потЪЬегз 8 
О. Ртоуе {Ва 4 Пе вита ог а потЪегз зп Те 6аЫе 13 по зтеафет {Вай 
1987. 

АД. 5. Мегйитео 


М1057. Тмо рауегз ат ‘игл "тие пафота} поттЪегз оп а Боат@. 
Тре пез Гог утШтЕе питфета вгеабег 1Тап р ап@ 41\1зога 
оЁ ргечючзу мгИфеп пипфегв. Тле рауег “Ъо Ваз по тоуе 
1овез. 
а) Реехи! ле уЫсИ оГ {Ре рауега Ваз а шп этаеву Гог 
р==-10 ап@ девсте $18 зымеву. 
Ь) Резегтште мВ о Фе рауегз Ваз а чате эгаюеву 
Гог р-=1000. 

О. У. Еотт 


№М1058. А поп-егарЪу зеё о{ ро{л43з 43 сНозеп оп ал И\ерет 1а се. 
А тие ГатПу оЁ уесфогз чИВ 1\%ерег соотфтыез т шуеп. 
п 3в Кломп (раб М 4те 111421 роз о{ аВ {е уесфог8 аге 
расе а апу ой 4Ме сКозеп роз, тоте оё Ме уесютз’ епа 
ро!тпёз \Ш Бе сповсп рот Вал по срозеп опез. Ргоуе Ераё {Всте 
аге т_пНеу мапу сБозей роз. 

О. С. Часз 


№М1059. ТЬе хгарВ оЁ Ве бипсНой у=/(х),Че те оп Ше епиге 
питех{са! ахаз, 13 парре@ {дл зе! Бу 1Ве гобабоп афоц {Пе 
опит Ъу Ше ап йе л/2. 
а) Ргоуе фра {Ве едуаНоп /(х)=х Ваз ехасЙу опе зоиНоп. 
Ь) Сйуе ап ехатре о зисВ а ГгипсИоп. 

А. КГуиавт 


№1060. Туо сюзеё роуропа! Шпез, Ъо{} “ИВ ап ода питЪЬех 
оЁ э1ев, ахе Дгамп т Че р1апе. АП те вхажН Шпез 
сопфеп ла Це 814ез оЁ (Тезе Ипез, ЧНЁег, по гее оЁё Мет 
пееф а опе рот. Ргоуе \№8% Ё 18 розвЫе 4ю сКоове опе 
814е {1 еась оЁ Ве пез зо 1Таё Ве &мо срозеп вез аге 
оррозИе з4сз оЁ а сопуех дцагИацеха:!. 

А. 5егауикоо, Р. С. Е1даз 


Р1068. А сапопЬа] зроё уегисаНу ир ехрюдез а фе В Вез 
рот 0? Ца мадефюгу ицю Шгее едиа! рагв. Опе о? 1Ёе раг6, 
том пя уегЫсаЙу, Газ т Ите Т;, айег Ме зэВо® Фе %4мо 
оНегз Ра сито МапеооЧу т Ише Т, (Т.<Т.). РшЯ Ше 
«еуайоп Н оЁ Ве ехр1оз10п рот. 

Уц С. Рашевко 
21069. Тне ап е а оОМатеЯ Бу Беп@тя а Ишт эзтоо год раз 
а Нар 1юор оп #; {Те юор 13 оЁ еп Г ап@ Ваз а зта! дея 
пед \о Ц; {Ве апёе 13 расе уегиса Пу (129те Рис. 1, р. 23). Ет@ 
Ее Ч1алсе Бефмееп {те мер ап {Не ап]е’з уецех 11 Ве 
еаи Пит розой ап е реглод ой зтаЦ оз ЦаЙопв8 ой пе 
чо м Фе ап’; рапе. 


Т. Г. Мат 


Р1070. А Боу Ыочз а зоар БаБЫе {гого а 1опб гам. Науме 
Ысчт пр Ме БиБЫе ю а себаш эме, Ве ФаКез {те эха 0ий 
0 1$ шош М алп@а Ще ЪыЪЫе зигтКв Баск имо Фе эгам, 
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ПпаПу 91зарреахття т Ите т. Ном оп \Ш а БабЫе © 
доцЫе тайиз 1аКе ю @зарреаг? Аззите Маф Ще ах т Ве 
зам тоуез з1о\Йу ап@ 41е ргорегЫев ой Ме зоар т оЁ {Те 
фимо БиБЫез вге Те зате. ода 
Р1071. ш те схеци зВомп оп Ябите Рис. 2 Те Бу№ Бигпв 
\%ИН едца! ЫлЬпезз мВеп 4Те зуИен К 23 багпей оп ог 
’ о; В. =Вз=90 Ойтз, В2=180 Олтз, И=54 У. Ет9 Ве 

уоНазе сл {ре Бо. 
У. 1. СМоМеь 


Р1072. \МВу 4осз {Ве ргезепсе оГ \№е иЙгау{юе сотропелф 
п ПЕНЬ зресит Чесгоазе Ме зНагрпезз 0 рАоюягарМс 
ипайез? 

Т,. А. АзВК та 


Г Решения задач 


мМ1036—М1040, Ф1048—Ф1052 


№М1036. Существует ли та- Ответ: существует; примеры приведены на рисунке. 
кой (невыпуклый) пяти- Можно показать, что любой пятиугольник, удовлетво- 
угольник, который можно ряющий условию, устроен как один из этих двух приме- 
разрезать на два равных ров — при соответствующих параметрах. (Лома- 


`пятиугольника? ная, разбивающая пятиугольник, состоит из двух звень- 





Рис. 2. 








`ев и соединяет его вершину с точкой на противопо- 
ложной стороне; отсюда выводится, что углы пяти- 
угольника равны о, 360°—а и либо 90°, В, 90°—В, либо 
В, < —В, 180°— а.) 


С. М. Хосид 
№1037. Найдите все ре- Ответ: (х, у)=(2,5). 
шения в натуральных чис- Докажем, что других решений, кроме указанного, 
лах х, у ураенения х— уравнение не имеет. Выясним сначала, когда левая часть 
— и =х-у. уравнения положительна, т. е. 
х’> у и) 


или |п х/х > т у/и. Производная функции п х/х равна 
(1 —1п х)/х?, поэтому эта функция возрастает на отрезке 
1; е] и убывает при х2е (сы. рисунок). Учитывая, что 
2<е<Зи т 4/4= т 2/2 < ш 3/3 (так как 23°< 3?), по- 
лучаем, что (1) выполняется для следующих пар: (х, Г) 
при х>1, (3, 2), (2, у) при у5 и (х, у) при 3<х< у. 
Непосредственно проверяется, что пары (х,1) и (3,2) 
не удовлетворяют уравнению, а (2, 5) — удовлетворяет. 
Пользуясь тем, что 2”> у’ при у>5, находим для пар 
вида (2, у), где у>6, что 
х—у'—х—фу=2—у-у—2> 

>2у—1)фуУ—фу—2=у—5у>0. 
Теперь остается доказать, что при 35 х<у (а. е. 
у>х--1) уравнение не имеет решений. Фиксируем х, 
полагая х—=@а7>3, и рассмотрим функцию Ду=а’— у“. 
Достаточно установить неравенства 


[(у)>1 при уза-1 (2) 
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«Арати „ны 


Лемма 


Если [(х)> их) при х> 
2 хо, то Их) > Их) в (х)— 
—#(х} при х> хо (дейст- 
вительно, функция {х)— 
—4(х} имеет положитель- 
ную производную и, сле- 
довательно, строго  воз- 
растает при х>х,). 


№1038. а) Докажите, что 
если произведение тп де- 
лится на 6 (где т ип — 
целые числа, большие 1), 
то прямоугольник изтЖп 
клеток можно разрезать 
на уголки из трех клеток. 
При каких т ит это 
можно сделать так, чтобы 
при этом линии раздела 
не вырезали: 

6) ни одного прямоуголь- 
ника 2Ж8 клетки; 

6) ни одного прямоуголь- 
ника (меньшего тхп 
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Ка+1)>24а+1; (3) 
тогда согласно лемме, приведенной на полях для функ- 
ций ИИ) и в(у)== уфа (8 (у) =1), из (2) и (3) будет следо- 
вать, что при уга-+1 


а—у=Ну>ра-о+Еи—ва-0> 
> 2а+1+у—(@атИ=еафы. 

Оценим производную /(иу}: 
Ру =ша- а’ —ву = 

—=(та- Па’ (*— у) Цу-а> у цур—а) 
(пе>2шз>Ь а’—и>0 по доказанному выше). Из 
этой оценки сразу следует (2), поскольку у“ Чу—а)> 
>@-+10 ‘` при у>а-+1..Для доказательства (3) за- 
метим, что у’ (у—а) — это производная функции 
&у)=и"*'(а+1)— у“, и по лемме на полях (для х= 
=а+1, х=а)} 
да+1)> Ка) -+8а+1)—8а)= —в@)= 


—=а“— т === = = ыы |. 


Функция в квадратных скобках, очевидно, возрастаю- 
щая и при а>3 не меньше 3(1—1/4) =9/4. Поэтому 


Ке+1)> 244 & 22+ т: 


но числа (а-- Ти 2а — целые, значит, Ла |2 2а--1, 
причем равенство здесь возможно только при а=3, 
но и в этом случае 4)—=3*—4}=81 —64>2.341=1. 

А.Н. Зайчик, В. Н. Дубровский 


а} Достаточно рассмотреть два случая: т=3ЗЁ, п-=21 
и т=6Ё, п=2141, где Ё>1, [>1. В первом случае 
прямоугольник тЖхл можно разбить на ЁЖ{! прямо- 
угольников 3.2, каждый из которых разрезается на 
два уголка (рис. 1, а). Во втором — отрезаем от прямо- 
угольника тЖл полоску тж3, которую можно раз- 
резать на ЗЁ прямоугольников 2Ж3 (рис. 1, 6), а затем 
(при [1>1) разрезаем оставшийся прямоугольник 
тх{21—2) так же, как в первом случае. 

Вообще, прямоугольник тЖп можно разрезать на 
уголки тогда и только тогда. когда одно из чисел т ип 
делится на 3, за исключением случая ЗЖ (22+ 1} (или 
{21{+-1Ж3). Действительно. очевидно, что тп — число 
клеток в прямоугольнике т Жи — делится на 3, причем 
если одно из чисел т и п равно 3, то уголки неизбежно 
должны складываться в прямоугольники 3х 2 (рис. 1, 6), 
поэтому другое число должно быть четно. Обратно, 
пусть т делится на 3. Можно считать, что т/З ип — 
нечетные числа, т>9, п25 (остальные случаи рас- 
смотрены выше), т. е. т=9-- 6, п-5--21, &, [2>0. 
Прямоугольник тЖл разрезается на 3 прямоугольни- 
ка: 95, 9Х2[ и 6КЖп; разрезание первого из них 
на уголки показано на рисунке 2, два других разре- 
заются на прямоугольники 3Ж2, как было показано 
выше, 

6), в) В обеих задачах 6) и в) ответ одинаков: 
«разрезания без прямоугольников» (будем называть 
их правильными) существуют лишь для прямоуголь- 
ников 6 Ж2п, где & >1, п23, 6х4 из ха. 

Как мы уже видели в решении задачи а), одно из 
чисел т и п должно делиться на 3. Заметим далее, 
что при правильном разрезании уголок может примы- 
кать к стороне прямоугольника тжЖп, отличного от 





№1039. Точки А, В, С.Р — 
вершины- тетраздра. До- 
кажите, что 
— > —> 
а) если РА. ВС=рВвх 
— — — 

ХСА =0)С-АВ, то все три 
эти скалярные произведе- 
ния равны 0: 

6) если три угла между 
противоположными ребра- 
ми тетраэдра равны, то 
они прямые. 
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Рис. 6. 




































3Ж2, только но двум клеткам — иначе образуется пря- 
моугольник ЗХ2 (рис. 3). Следовательно, числа в и п 
должны быть четными. 

Прямоугольник 6АХ 2 правильно разрезать нельзя — 
очевидно, он обязательно распадется на прямоуголь- 
ники 3.2. Легко видеть также, что при попытке пра- 
вильного разрезания прямоугольника 6/ Хх 4 обязатель- 
но образуется прямоугольник 6Х4 (начните с корот- 
кой стороны — рис. 4), поэтому при Ё > 1 правильное 
разрезание здесь также невозможно. Наконец, пра- 
вильное разрезание прямоугольника 6ЁХ 21 при №1, 
}>3 показано на рисунке 5, где нужно взять Ё —1 
«блоков» А по вертикали, а по горизонтали — по {—3 
голубых «блока» в ряду. 

Существуют и другие замощения прямоугольников 
уголками. Например, переставляя уголки внутри 
«крестов», можно получать симметричные пра- 
вильные разрезания из разрезаний на прямоуголь- 
ники (см. рис. 6 для случая 6бЕх 61). Можно пока- 
зать, что любой прямоугольник, допускающий пра- 
вильное разрезание, депускает и симметричное пра- 
вильное разрезапие. 


а) Для любых четырех точек А, В, С, О справедливо 
ТОДЕСТЕО ана 1 

рА.-ВС+ОВ.СА + РС. АВ—0. (1) 
Это становится очевидным, если представить его левую 
часть в виде 4: (с—6)- 6: (а—с-е- (6—а), где а= 
=рА, 5 =РВ, с=ЪС. Из (1) сразу следует утвержде- 
ние задачи. 
6) Пусть угол между противоположными ребрами 
тетраэдра равен _а, тогда_углы между векторами 
ЛА и ВС, ОВ и СА, ОС и АВ равны а или 180°— о. 
Поэтому (1) можно переписать так: 

со; {= РА.ВС--рВ-СА -ЮС.АВ)=0. 

Покажем, что выражение в скобках не может равнять- 
ся нулю, т. е. соз а =0 и х=90°. Для этого достаточно 
доказать, что произведение длин любых двух противо- 
положных ребер тетраэдра строго меныне суммы про- 
изведений длин двух других пар противоположных 


ребер, например 


М. Хованов 


977 
а— 


«Явуитигие ы дни 


М1040*. Числа 1,2, .... Зв 
произвольным образом 
разбиты на три группы 
по п чисел в каждой. Дока- 
жите, что можно выбрать 
по одному числу из каж- 
дой группы так, чтобы од- 
но из них равнялось сумме 
двух других. 


Ф1048. Киномеханик по 
ошибке вставил киноленту 
так, что все события на 
экране «потекли в обрат- 
ном направлении», при 
этом автомобили поехали 
назад. Как изменились 
скорость и ускорение авто- 
мобиля в результате та- 
кой ошибки? 
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РА.ВС<ОВ-СА + БС. АВ. (2) 


Проведем через точки А, Ви С произвольную сферу. 
Пусть она пересекает ребра РА, ОВ и ОС в точках 
А, Вь С. Легко видеть, что треугольники АВО и 
В.А.) подобны, и следовательно, А.В: =АВ-(РВ,/РА). 
Аналогично, В.С, =ВС-(РВ:/ОС). Деля почленно пер- 
вое из этих равенств на второе, получим, что 


А.В: _ АВ-0С 

В.С. БА.ВС` 
Таким образом, стороны треугольника А,В,С: пропор- 
циональны произведениям противоположных ребер 
тетраэдра, и (2) следует нз неравенства треугольника 
для А. В,С,. 

Тетраэдры, о которых идет речь в этой задаче, назы- 
ваются ортоцентрическими, так как их высоты пересе- 
каются в одной точке (что, вообще говоря. не имеет 
места). 


Обозначим эти три группы буквами А, В, С и предполо- 
жим, что числа от 1 до й —1 попали в группу А, а чис- 
ло Ё — в группу В. Тройку чисел назовем хорошей, 
если они все из разных групп и сумма двух из них 
равна третьему. Допустим, что хороших троек нет, 
и покажем, что тогда для всякого а из группы С число 
а—1 принадлежит А. Отсюда будет следовать, что 
в А чисел больше, чем в С, что противоречит условию. 

Пусть а — число из С. Тогда а—} не принадлежит 
В, иначе тройка (1, а —1, а) была бы хорошей. Допустим, 
что а— 1 принадлежит С. Рассмотрим число а—Ё. Если 
оно входит в А, то (а-[, Е, а} — хорошая тройка, если 
в В, то (Е —Ъ а—К, а—1) — хорошая тройка. Следо- 
вательно, а—#Ё входит в С. Аналогично, если число 
а—#—1 входит в А, то хорошей тройкой будет 
(@—К—1, №, а—Та если в В — № (11 а-Е—1, а— Е). 
Повторяя это рассуждение, приходим к выводу, что 
все натуральные числа вида а, а-—1 (= 
—0, 1, 2,...) принадлежат С. Но при некотором { число 
а—( совпадает с одним из чисел 1,2,..., Ё и, значит, 
входит в А или в В. Это противоречие доказывает, 
что а—1 принадлежит А. Следовательно, если С со- 
стоит из чисел с,...с,, ТО А содержит числа с, —1, ... 
.... < — 1, причем все они больше 1, так как 2 принадле- 
жит А или В. Но А содержити 1, поэтому в А по крайней 
мере п-{1 число. 


Пусть, когда лента вставлена правильно, автомобиль 
имеет скорость о. Тогда его перемещение за малый про- 
межуток времени А: =1.—{; есть 


В. 9. Моатизен 


В. 6. Алексеев 


— — -- 
Ах =) - Жы)=5: М. 
Если же лента вставлена так, что события на экране 


«потекли в обратном направлении», перемезцение авто- 
мобиля за это же время АР будет 


—= —>^ —> — 
Ах -же)= — Ах. 
===> ==> 
Но Ах’ =о'’-АЬ так что 


— — => 
и’. АЁ == —Ах== —©-АБ 


Ф1049. Деревянный плот 
оттолкнули от берега реки 
так, что в начальный мо- 
мент его скорость была 
равной ь и направлена 
перпендикулярно берегу. 
Траектория плота показа- 
на на рисунке. Красный 
крестик на траектории — 
место. в котором плот на- 
ходился через время Т 
после начала движения. 
Считая скорость реки по- 
стоянной и равной и най- 
ти графически точки тра- 
ектории, в которых плот 
находился в моменты вре- 
мени 2Т, ЗТ, 4Т. 


$1050. Небольшая части- 
ца массой т, несущая по- 
ложительный заряд а, с 
очень большого расстоя- 
ния приближается к кон- 
денсатору по направле- 
нию, перпендикулярному 
его пластинам, и проле- 
тает сквозь конденсатор 
через небольшие отверстия 
в серединах пластин. Счи- 
тая, что на большом рас- 
стоянии от конденсатора 
скорость частицы равна г. 


Куапитсесте.ги 


м кажущаяся скорость автомобиля на экране — 
= —5" 
Аналогично, 
А ИИ 
Ао’= и {#)-—6в (#2) = 
—> — —> —+ — 
= —и#!) (ще) =хь)—щи)=ль, 
— — —- 
и так как Ар =а-АБа А’ =а’. ЛЬ 
— = 
а’ =а. 
Следовательно, когда лента вставлена «задом напе- 


ред», скорость автомобиля на экране меняет направле- 
ние, а ускорение остается неизменным. 


Рассмотрим движение плота в системе отсчета, связан- 
ной с водой, т. е. движущейся со скоростью и. В этой 
— = 
системе плот имеет начальную скорость о’ = —и и дви- 
жется.по прямой. При этом скорость плота и’ умень- 
шается из-за действия на него силы сопротивления 
воды. (Если бы сопротивление отсутствовало, то через 
время Т плот оказался бы в точке с с координатами 


А С. Бутов 





Хх. -=иТ, ус—0Т.) Перемещение плота относительно бе- 
рега за время Т складывается из его перемещения 
майя — — 
8„=0”Т относительно воды и перемещения воды 3,==иТ 
(см. рисунок). За время 2Т перемещение воды будет 
вдвое большим. Отложим от точки О вдоль оси х отре- 
зок длиной 23, и проведем через точку с координатой 
25, прямую, параллельную 5. Эта прямая пересекает 
траекторию плота в точке, отмеченной синим крести- 
ком,— в этой точке будет находиться плот через время 
2Т после начала движения. 

Аналогичным построением находятся точки, в кото- 
рых плот будет через время 37, АТ ит. д. 


Е ИН. Ю. Потеряйко 


ели конденсатор отключен от источника тока, то си- 
стема «частица конденсатор» является замкнутой и ее 
полная энергия сохраняется. Внешнее электрическое 
поле конденсатора совершает работу над частицей, 
и эта работа идет на увеличение ее кинетической 
энергии: АК —= А. Следовательно 


2 5 
то ти- 
АКА=КА— -5 =А,, АКьв=Кв— —5` =-Аь 
где Ади А; — работа электрического поля по переме- 
щению частицы из бесконечности в точки А и В соот- 


ветственно, Кли Кв — кинетическая энергия частицы 
в этих точках. По определению потенциала мы можем 


записать: 


жиме. ы Фин 


29 
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вуизисие г алия 


найти ее скорость: 1} в точ- 
'ке А внутри конденсатора 
(см. рисунок); 2) в точке В 
сразу после вылета из кон- 
денсатора. Конденсатор 
заряжен до разности по- 
тенциалов И. расстояние 
между его пластинами 
много меньше размеров 
пластин; заряд конденса- 
тора много больше д. 








О 
ие 
!, 
= О + 


Ф!1051. В магнитном по- 
ле, индукция которого го 
ризонтальна и равна В, 
катится без проскальзыва- 
ния со скоростью ь тонкое 
металлическое кольцо, в 
котором имеется очень ма- 
ленький разрыв длиной [; 


вектор В перпендикуля- 
рен плоскости кольца 


(рис. 1). Найти ЭДС индук- 
ции в момент, когда угол 
АОС (см. рисунок) равен а. 
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Алд=9(ф»—Ф д), Ав=9(.— в) 
Потенциал ф.„ на большом удалении от конденсатора, 
как это обычно делается, положим равным нулю. Най- 
дем потенциалы фл И фр. 

Так как заряд частицы 4 много меньше заряда кон- 
денсатора, можно считать, что частица практически 
не меняет поле внутри конденсатора. Поле внутри кон- 
денсатора однородно и сго напряженность Е = 0/4, 
где 4 — расстояние между пластинами. Так как от- 
рицательно н положительно заряженные пластины 
равноудалены от средней линии ОО’ внутри конденса- 
тора, потенциал Фоо- На этой линии будет равен нулю. 
Поскольку поле однородно, для точек А, Ви С можем 
записать: 





а „а 
ФА— Фе= —Ез ‚ Фа Фс-=Е 5. 
Но фе—=0, и следовательно, 
| Еа и 0 
ЧА = 5.9 = 
Отсюда находим Азии А;: 
. ви ви 
А = 9—5, Ав= —@4в= — 5: 
Таким образом, 
2 й 
_ тол ти 99 
А 2 2’ 
ОЕ Ш = 2190 
о 2 2’ 


Отсюда находим: 
—б—/ 2: 99 — 2 
РА 8 Е 


[9 
Видно, что если и?" т ‚ то частица вообще не проле- 
тит через конденсатор. 


Прямой путь нахождения ЭДС предполагает разбиение 
кольца на малые (почти прямолинейные) участки и 
суммирование всех элементарных ЭДС. Мы поступим 
иначе. Если мысленно дополнить кольцо до целого, 
то ЭДС в нем будет равна нулю (контур замкнут). 
С другой стороны, 


Г. В. Григорьев 


0=%-+*’,, 
где Х. — искомая разность потенциалов, “’ — ЭДС 
индукции дополненного элемента. Следовательно, 
= —*'= — иВ ат ф, 
где и — скорость элемента, { — его длина, ‹ф — угол, 


—> ый 
который составляет вектор ис В. Как видно из рисун- 
ка 2, 


и=2озт о, р: А 
2 2 2 
Таким образом, 
#‹= — 2 зт 5 с08 > == — Вр» эт а 


— ЭДС меняется по синусоидальному закону. 
7. Г. Маркович 


Ф1052. Известно, что осве- 
щенность, создаваемая на 
земле лунным диском в 
полнолуние, примерно в 
10 раз больше, чем осве- 
щенность от зущербной» 
луны в половину лунного 
диска. Как это объяснить? 


В мартовском выпуске «За- 
дачника Кванта» была опуб- 
ликована задача Ф1046. На- 
помним ее условие: «Малень- 
кий шарик мвссой т, имею- 
щий заряд д, подвешен на не- 
весомой нерастяжимой нити. 
Этот математический маят- 
ник помещен в сильное одно- 
родное магнитное поле, ин- 
дукция которого равна В, и 
направлена вертикально. За 
какое время плоскость кача- 
ний маятника повернется иа 
угол 21? Явления, связанные 
< вращением Земли, ие учиты- 
вать». Эта, казалось бы, ис- 
кусственная задача, имеет до- 
вольно наглядное и, с нашей 
точки зрения, красивое реше- 
ние, основанное на идее сло- 
жения колебаний. 


Куапетестети 


Многократное уменьшение освещенности в половинной 


фазе Луны (а не двойное, как представляется есте- а 
ственным) — экспериментальный факт. Попробуем по- ® 


нять, хотя бы в общих чертах, какие явления могут 
за ним стоять. 

Обычно эти явления объясняют так. В половин- 
ной фазе свет Солнца падает по касательной на ту часть 
Луны, которая в основном «светит» на Землю. При 
этом тени от лунных гор экранируют большую часть 
поверхности Луны от прямого солнечного света, в целом 
Луна оказывается освещенной хуже, и на Землю она 
посылает меньше света. Однако в этом случае полу- 
круглый край Луны должен казаться ярче остальной 
части «полудиска». Казалось бы, более полное решение 
должно учитывать то, что горы экранируют не только 
Луну от Солнца, но и Землю от отраженного Луной 
света. В этом случае на всех краях «полудиска» осве- 
щенность должна уменьшаться. Кроме того, из подоб- 
ного объяснения следует, что в полнолуние край диска 
должен быть еще темнее, ибо на краю будет двойное 
экранирование — поверхности Луны от Солнца и Зем- 
ли от Луны. 

На самом деле в полнолуние край диска имеет при- 
мерно такую же яркость, как центр. Это означает, что 
поверхность Луны должна отражать значительную 
долю света навстречу падающему свету, а не равномер- 
но во все стороны, как, скажем, белая бумага. Таким 
образом, оптические свойства поверхности Луны до- 
вольно сложны, и конкретная величина ослабления 
освещенности зависит от рельефа. Например, при 
острых и часто расположенных горах поверхность бу- 
дет выглядеть черной. 

Заметим, что при частичном лунном затмении поло- 
вина диска Луны также создает на Земле освещен- 
ность меньшую, чем половина максимальной. Но при- 
чина этого явления иная — наличие полутени. 

Л. А. Ашкинази 


Маятник в магнитном поле 
и принцип суперпозиции 


Начнем с качественной 
оценки влияния магнитного 
поля на колебания маятника. 


точку А и отпустим. В отсут- 
ствие магнитного поля (В, 0) 
шарик пришел бы в точку А’ 


Движение шарика нзображе- 
но иа рисунке 1 (вид сверху). 
Будем считать, что заряд 
4—0, а поле В, направлено 
вверх. Отведем шарик из по- 
ложения равновесия (т. О) в 





и продолжал бы дальше ко- 
лебаться между точками А 
и А’. Но если В.5=0, то на 
шарик зействует сила Лорен- 
ца Рл, направление которой 
показано на рисунке. Она нс- 
кривляет траекторию шарика, 
и в результате он приходит 
в точку В, потом в точку С 
и т. д. Траектория приобре- 
таст довольио замысловатый 
вид. Если сила Лоренца мала 
по еравнению с возвращаю- 
щей силой, то в течение полу- 
периода магнитное поле будет 
лишь слегка искривлять тра- 
екторию шарика. Тогда дви- 


(Окончание см. на с. 34} 
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(Начало см. на с. 31) 


жение шарика можно пред- 
ставить как колебания в вер- 
тикальной плоскости, которая 
сама медленно поворачивает- 
ся — за один период колеба- 
ний маятника Т=2а ЛУ я 
она поворачивается на угол 
АЛу= АОС. Малость силы Ло- 
ренца соответствует тому, что 
Ау 1. 

Выполняется ли это усло- 
вие на практике? Чтобы вы- 
яснить это, достаточио срав- 
нить максимальную величину 
силы Лоренца — Рлиак= 
= 90 тахВи — © максимальной 
величиной возвращающей си- 
лы Р„. При малых колебаниях 
маятника (рис. 2) Р.ш.х= 
= тя зт слетаа (© < 1). Мак- 
симальную скорость можно 
найти из. закона сохранения 
энергии: 

2 


ы ту? ак = 81 (1 — 08 @«)= 


= 78} -2 зап? 5 =. 


= итак УТ. 
Следовательно, 


Рл тах ай Вой тах = ви [1 
Е тва т ИЕ’ 


в тах 

Возьмем | =Ё м, т=1 г, Во= 
=3 Тл (ббльшие поля полу- 
чить довольно. трудно). 
Шарик радиусом В=1 см 
можно зарядить до-потеициа- 
ла ф=3.10* В (после чего на- 
ступает электрический пробой 
воздуха). При этом = 
=—4леЮфл3-10-° Кл. Тогда 
Рлдтах/Й вах 8- 107$, Уело- 
вие малости силы Лоренца вы- 
полняется, как видим, с огром- 
ным запасом. 

Для решения задачи нуж- 
но найти скорость поворота 
плоскости качаний маятника. 
Здесь не обойтись без анализа 


ведем их в приближении ма- 
лых колебаний. 


> 


уравнений движения. Мы вы-. 





Рис. 3.. 


Введем систему координат, 
начало которой находится в 
точке подвесе, ось @ направ- 
лена вертикально вверх, а оси 
Х и 1 лежат в горизонтальной 
плоскости. Уравнение движе- 
ния шарика имеет вид 

та= тй-+Т+Е. й 
При этом а-=Р”(В, где Г 
=\х,у,2) — радиус-вектор 
шарика, |7] ={. Сила натяже- 
— 


= г : 
ния нити Г= — т Т, где для 


мелых колебаний —Т = тв. 
В этом случае шарик движет- 
ся практически в горизонталь- 
ной плоскости, и можно легко 
найти силу Лоренца (рис. 3): 


Рлх= |Рл|з В = 
= (в 81 В) Во = а0,Вь, 
Рлу= — [Е [с0з В ==. 
= —9(6 соз В) Вв = —а2.Вь, 
л2— У. 


-. 


Таким образом, в проекциях 
на осн Х, ХУ уравнение движе- 
ния имеет вид: 


та; = — ТТ 9ь,Во <= 


еВо , 


И ВАСИ 
1 т 


та,= — ТТ —ч6.Вь <> 
<> ИЕ — Ву: ЧВе 
1 НЫ 
Можно обозначить частоту, ко- 
лебакий маятиика в озоут- 
ствие магнитного поля’ шо== 


= г и циклотронную час- 


тоту (частоту вращения сво- 
бодной заряженной частицы 
по круговой орбите в магнит- 





' — [] 
ном поле В.) ®в= ‚и на- 


ши уравнения приобретут внд 
х’— фах фору, 1) 
ой Е озу—юрвх". 
(Заметим, что условие мало- 
сти силы Лоренца эквивалент- 
но условию ор < Фо, поскольку 


Рлаек-_ 48-1 Г 98, 
в тах т 8 06 
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Замечательным свойством 
уравнений движения нашего 
маятника является их линей- 
ность. Это значит, что если 
мы знаем два решения урав- 
нений — хх! (1), у=и Пи 
х=х: (1), угу: (1), — то любая 
их линенная комбинация, т. е. 
выражения вида х=Ах, (+ 
+8х.(#, ул, (1)Е Ву» (1), 
где А и В — некоторые произ- 
вольные постоянные, —то- 
же является решением 
уравнений. (Для — провер- 
ки достаточно подставить эти 
выражения в уравнения и 
учесть, что (Ах, (#}-- Вх. {®у = 
—=Ах! (1) Вх; (1) ит. д.) За- 
метим, что, если бы колебания 
были не малы, в уравнениях 
появились бы члены вида 
(х’? и другие — линейности 
уже не было бы. 

Линейность хороша тем, 
что позволяет складывать ре- 
шения уравнений. В резуль- 
тате часто удается’ описать 
сложное движение (такое, как 
на рисунке 1) как сумму не- 
скольких простых. 

Рассмотрим сначала елу- 
чай В. =0. Тогда уравнения 
движения упрошаются: 

р, р 
УР > (2) 
у =—®5. 


Эти два уравиения ‹не связа- 
ны». Это значит, что х-компо- 
иента силы, действующей на 
парик, зависит только от Ко- 
ординаты х, а у-компонента 
силы — только от у. Поэтому 
движения по х и по у не зави- 


-сят друг от друга, и уравне- 


ния (2) можно рассматривать 
по отдельности. Их решения, 
как известно, в общем случае 
имеют вид 

х=А, с0з (ом), . 

у=в Ао с03 (шо -- >). 
Эти формулы описывают лю- 
бое возможное движение ма- 
ятника. Выбирая надлежа- 
щим образом постоянные Ав 
А.» фи $2, легко, например, 
выпнеать решения уравнений 
(2), описывающие колебания 
маятника в плоскости: 


хь (1) = Хо ©08 «4, 


$1 (1) =0; .. 
Хз (=хХ ЗП шо 
уз =0; 

(3) 
хз (В) =0, 
уз (#)= Хо 08 шой; 
ха (2) ==0, 


У‹ (= У. зи оф. 
Первые два решения описыва- 
ют колебания в плоскости 
(ХИ), а вторые два — в плоско- 
сти (У2).. ` 
Линейность уравнений (2) 
позволяет по-разному комби- 
нировать нх решения. Напри- 


мер, если Х.=\У,=А, то, 
складывая законы движения 
плоских маятников, мы полу- 
чим решение, описывающее 
конический маятник, вращаю- 
щийся против часовой стрел- 
ки, если смотреть сверху: 


х=х. Е х4=А 03 её, 

уу, + у = А 81п вой. 
Можно описать и конический 
маятник, вращающийся по 
часовой стрелке: 


ХХ, — Х=А 603 що, 
уу: — уз = — А эт шЁ. 
И наоборот, складывая эти 
два решения для маятников, 
вращающихся в разные сто- 
роны, мы снова получаем ко- 
лебаиия, лежащие в одной 
плоскости. 

Теперь понятно, что кони- 
ческий маятник не случайно 
имеет тот же период, что и 
маятник, колеблющийся в 
плоскости. Это — следствие 
линейности уравнений движе- 
ния! 

Все сказанное выше — по 
существу, проявление в меха- 
нике общего физического 
принципа: если физическая 
система описывается линей- 
нымн уравнениями, то в ней 
действует принцип суперпо- 
зиции — сумма решений тоже 
является решением. 

Рассмотрим теперь случай 
В, 20. Решения (3), описы- 
вающие колебания маятника 
в одной плоскости, больше не 
удовлетворяют уравнениям 
(1). Однако им удовлетворяют 
круговые колебания! Действи- 
тельно, закон движения х = 
== А 08 &{, У= А 911 ‹ё удов- 
летворяет уравнениям при 
условии, ч10 0’=%-— юры 
(проверьте!). Решая это квад- 
ратное уравнение, находим: 


2 
[пу [ ., 98 _ 
2 ==. щ,-+ д = 


у: 
я—- + 
р] о 


фу 2== 


(ПОСКОЛЬКУ шв< Фо). Таким об- 
раэом, получается два реше- 
ния: маятник, вращающийся 
против часовой стрелки с час- 
ТОТОЙ м =6,—0д/2, и вра- 
щающийся по часовой стрел- 
ке с частотой |. | ==во-Н%в/ 2. 


Поправка 

В июиьском номере «Кванта» 
в разделе «Задачник «Кван- 
та» има рисунке к задаче 
$1062 пропала точка С. Не 


Наличие магиитного поля 
приводит к тому, что кониче- 
ский маятник вращается в од- 
ну сторону с одной частотой, 
а в другую — с другой! Если 
В.-=0, то шв 0, и это отличие 
исчезает. 

При В, =0 сложение двух 
решений для маятников, вра- 
щающихся в разные стороны, 
дает колебания в одной плос- 
кости. При Во--0 получается 
сумма круговых колебаний со 
слегка различными частота- 
ми, своего рода «круговые бие- 
НИЯ» : 


х= А с03 в А с08 4224 = 


ов 
—= А с08 вй-с08 — &, 
2(4) 
у=А зтши — А зп | в] = 
ры: 
ха — ФА СОЗ шой - вт > 1. 
Это — не что иное, как коле- 
бания маятника с частотой во 
в плоскости, которая сама 
медленно поворачивается с 
частотой о рд/2, т. е. как раз то, 
что нам нужно. Отсюда сразу 
получаем ответ: плоскость ка- 
чаний маятника поворачива- 
ется с угловой скоростью 
шв/2 =9В./2т и повернется 
на угол 2л за время 


4л 4лт 


[ов] 198] 


Т= 





Поворот плоскости кача- 
ний маятника очень напоми- 
‚нает поведение маятника Фу- 
ко. Как мы только что выяс- 
нили, такое движение есть 
сумма вращений по и против 
часовой стрелки со слегка 
различными частотами. Мож- 
но ли применить эту идею к 
маятнику Фуко? 


Представим себе для про- 
стоты, что маятник располо- 
жен иа северном полюсе. Тог- 
да иаблюдатель, который не 
вращается вместе с Землей, а 
сохраняет постоянную ориен- 
тацию относительио звездного 
неба, обнаружит следующее. 
Если он отклоняет маятник и 
отпускает его без иачальной 
скорости, то маятник колеб- 
лется в фиксированной плос- 
кости с периодом Т-=2л\1/8. 
Если он запускает маятник по 
кругу, тот вращается с часто- 


имея возможности привести 
правильный рисунок, виосим 
уточнение в условие задачи: 
прибор иаходится в точке С 
такой, что |[АС|:|А8В|:|ВС |= 
—Я-2-4 5 
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той `шо-=ЯЙ независимо 01 


направления вращения. Наб-9 
людатель, стоящий на Земле 


и вращающийся вместе с ней, 
видит, что плоскость качаний 
маятника Фуко поворачива- 
ется по часовой стрелке (если 
смотреть сверху) со скоростью 
1 оборот в сутки (синхронно 
со звездным небом, относи- 
тельно которого эта плоскость 
неподвижна). С точки зрения 
этого наблюдателя кониче- 
екие маятники по-прежнему 
совершают круговое движе- 
ние, но их угловые скорости 
изменились: при вращении 
против часовой стрелки ®, = 
= 0—0 а По часовой стрел- 
ке — шоиен-оз, Где ®3= 
—=2л/сутки=1,27.10`°с '— 
угловая скорость вращения 
Земли. Складывая эти движе- 
ния по формулам (4), полу- 
чаем колебания в плоскости, 
поворачивающейся по часо- 
вой стрелке с угловой ско- 
ростью в. каки должно быть. 

Мы видим, таким образом, 
что движения заряженного 
маятника в магнитном поле 
и маятника Фуко чрезвычай- 
но похожи. В обоих случаях 
плоскость качаний поворачи- 
вается, а вращение по и про- 
тив часовой стрелки происхо- 
дит © разной угловой скоро- 
стью. Физические причины 
такого поведения совершенно 
различны: для маятника в 
магнитном поле это сила Ло- 
ренца, а для маятника Фу- 
ко — то обстоятельство, что 
мы описываем его движение 
с точки зрения наблюдателя, 
находящегося на Земле и вра- 
щцающегося с ией. Для него 
маятник Фуко движется так, 
как если бы на шарик, кроме 
снлы тяжести и силы натяже- 
ния нити, действовала допол- 
нительиая сила, аналогичная 
силе Лоренца, которая была 
бы пропорциональна скорости 
и перпендикулярна ей. Эта 
сила называется силой Корио- 
лиса и представляет собой 
частный случай сил инер- 
ции — дополнительных сил, 
которые надо учитывать при 
использовании неинерциаль- 
ных (в том числе вращающих- 
ся) систем отсчета. 

Д.А Купцов. М. М Цылин 


Участникам конкурса *За- 
дачник «Кванта» сообщаем, 
что срок присылки решения 
этой задачи продлевается до 
1 октября. 
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У. .^ | 
Однажды Жодка Иас- 

реддин и его друг АЛИ, отлав 
Последние деньги в Уллату за 
Землю, на котоРой они КЫРЯ- 
шивали дыни, поехали на 
Бухарскии Базар Продавать | 
УРОЖЗИ. У Али Было 104 
дыни, у Насреддина - 17. 

ое АИ о ыы о ^ ыы -щфч 2. 


роет их 
| остановили стРАажники 
НИ ПОТРЕБОВАЛИ НЭлЛогГ 
| За 8803 дынь в Бухару. 


@ и цену за дыню 
4 2<\аи. на БУХаРСском Б4- 
% 5 заре, Али отдал 
№, & “77 ВА сТРажникам 
, ро Ь уплату налога“ 
‚, 19 дынь, пере- 
мо 1% „ платив ПРИ 
В оны 
в \ <“ —- 
9 не стану платить 
теБе одну таньга, но 
> освоБеждаю тевя от 
долга В одну таньга АлИ., АК. 
\ Дестопочтен- \ 
`неишие! Сколько 
Же стоит дыня? 
„_7Я Бессилен най- 
р ТИ ОТВЕТ, КУВШИ 
моих мыслеи 
9%.) | 
> р И М . ;. 


оказывает 
на-г 
име, р — = 


Уд Но. 
ч.1 - 
СЯ 


| 
| 
| 


Е 


т” 


ааа. _ манто тче р > 
1 


5 а 


< В 


еее й 





Дорогие читатели! 
В будущем году, как и прежде, журнал «Квант» будет распространяться только по 
подписке. Если вы захотите стать нашими подписчиками, вы сможете оформить 
подписку в агентствах «Союзпечати», на почтамтах или в отделениях связи, начиная 
с любого номера (но не позднее первого числа предподписного месяца). 
Индекс журнала «Кванть в каталоге «Союзпечатиь 70465, цена одного номера 
40 копеек. 
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1. Пусть А иВ — две разные циф- 
ры, цифра А не равна нулю. Будем 
рассматривать числа, составленные 
из этих цифр. Покажите, что соотно- 
шение АВ- ААА =АВА-АА не вы- 
полняется ни при каких А и В, соот- 
ношение АВ- ААА =АВА-АА-1 вы- 
полняется лишь Ни одной пары чи- 
сел А и В - соотношение 
АВ-АААА=  ВАВ, АА выполняется 
всегда. 


2. Попробуйте разложить все 28 ко- 
сточек домино в четыре кучки так, 
чтобы суммы очков в кучках были 
четырьмя последовательными просты- 
ми числами. 

3. Решите числовой ребус (см. ри- 
сунок). Одинаковым буквам должны 
соответствовать одинаковые цифры, 
разным — разные. 





4. Стрелку компаса укрепили на 
плоской пробке и опустили пробку 
в воду. Как будет вести себя пробка? 


5. Подставьте вместо многоточий 
на рисунке цифры так, чтобы предло- 
жение оказалось верным. 


Эти задачи нам предложили А. А. Азамов, 
А. М. Домашенко, А. Г. Гейн и Ф. Л. Толстов, 
С. С. Кротов, А. П. Савин. 


СЛОВ, +САОВ, 0 
=ПЕСНЯ 


ь 
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Издавна люди ‘вчитали, что морские 
приливы связаны с Луной. Луна при- 
тягивает воду Мирового океана, и в 
том месте океа над которым на- 
ходится Луна, я водяной 
«горб». Горб «стдит» под Луной, а 

- Земля вращается ‘вокруг своей оси; 
поднявшаяся вода «наползает» на бе- 
рег — наступает прилив, вода отступа- 
ет — отлив. Казалось бы, такое объяс- 
нение выглядит вполне естественно. 
Однако признатьего удовлетворитель- 
ным нельзя: из него следует, что при- 
ливы должны наблюдаться один раз в 
сутки, а в действительности они быва- 
ют каждые 12 часов, т. е. два раза в 
сутки. 

Первую теорию приливов, объясня- 
ющую это явление, создал Ньютон 
вскоре после открытия закона всемир- 
ного тяготения. В океане действитель- 
но образуются два горба: один — У 
ближайшей к Луне поверхности воды, 
а другой — с противоположной сторо- 
ны Земли (рисунок 1). Обсудим под- 
робнее причину возникновения второ- 
го горба. 

Мы привыкли говорить, что Луна 
вращается вокруг Земли. На самом же 
деле и Луна и Земля вращаются вок- 
руг общего центра. Если бы этого враще- 
ния не было, то под действием силы 
притяжения Луна упала бы на Землю 


—`38= 


и Фи 


фе. 


о. и >В — ег я 2 
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(точнее, Земля и Луна упали бы друг 
на друга — ведь Луна тоже притяги- 
вает Землю). Как же происходит это 
вращение? Представим себе, что мас- 
сы Земли и Луны одинаковы. Тогда 
они будут двигаться вокруг точки, ко- 
торая лежит на середине отрезка, сое- 
диняющего их центры. Теперь давай- 
те мысленно «наращивать» массу Зем- 
ли. Тогда центр вращения будет сме- 
щаться в сторону Земли. Поскольку 





| 

\ 
1 
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| 
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масса Земли гораздо больше массы / 


Луны (в 81 раз), то центр вращения и. 
оказывается лежащим внутри земного _ 
шара (но он обязательно смещен отно- 
сительно центра Земли). 


Это вращение существенно влияет 


на картину приливов. Вода отступает 
от центра вращения. (Нечто подобное 
происходит в стакане воды, когда, раз- 
мешивая воду ложкой, вы приводите 








ыы ›чно, приведенное нами`объяс- 
3: 


ние приливов является весьма упро- 
щенным. Мы не принимали во внима- 
ние неравномерность распределения 
воды по поверхности Земли, не учиты- 
вали влияния сил притяжения к Солн- 
цу и других факторов, способных су- 
щественно изменить описанную кар- 
тину. Однако ответ на главный вопрос 
мы получили: притяжение к Луне и 
вращение Земли вокруг общего с Ду- 
ной центра С приводят к образованию 
двух приливных горбов в океане. 

А теперь самое время объяснить 
принцип действия лунного тормоза. 
Оказывается, что водяные горбы нахо- 
дятся не на линии, соединяющей цент- 
ры Земли и Луны (как для простоты 


показано на рисунке 1), а несколько. 


смещены в сторону (рисунок 2). Про- 
‘исходит это по следующей причине. 
Земля, вращаясь вокруг своей оси, ув- 
‘лекает за собой и воду в океане (это 
‘проискодит потому, что существует 


трение). В результате этого по мере. 


‘поворота Земли в приливные горбы - 


‚должны вовлекаться все новые и но- 


‘вые массы воды. Деформация, однако, 


‘всегда запаздывает по отношению к 
вызывающей ее силе (ведь сила созда- 
ет ускорение, и должно пройти какое- 
то время, чтобы частицы приобрели 
скорость и сместились на заметные 
расстояния). Поэтому точка макси- 
мального поднятия воды (вершина 
горба) и точка на линии центров, где 
на воду действует максимальная си- 
ла притяжения к Луне, не совпадают. 
Образование горба происходит с неко- 
торым запаздыванием, и он смещает- 
ся в сторону вращения Земли. А в тз- 
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дит через центр основи зралце- 
ния Земли и как бы стремится «повер- 
нуть» ее в противоположную сторону, 
иными словами — тормозит ее враще- 
ние. Длительность суток каждодневно 
увеличивается! 

«Лунный тормоз» безотказно рабо- 
тает уже многие миллионы лет. У ока- 
меневших кораллов, живших в океане 
около 400 миллионов лет назад, уче- 
ные обнаружили структуры, связан- 
ные с суточным и годичным ростом ко- 
раллов. Структуры эти назвали суточ- 
ными и тодичными кольцами. Когда 
кольца подсчитали, то оказалось, что 
на каждый год приходится 395 суточ- 
ных колец. Продолжительность го- 
да — времени, за которое Земля совер- 
шает полный оборот вокруг Солнца, — 
с тех пор, по-видимому, не измени- 
лась. Значит, тогда — 400 миллионов 
лет назад — в сутках было только 22 
часа! 

Лунный тормоз продолжает рабо- 
тать и сейчас, увеличивая длитель- 
ность суток. К чему это может при- 
вести в отдаленном будущем? В конце 
концов время обращения Земли вок- 
руг своей оси может сравняться со вре- 
менем обращения Луны вокруг Земли, 
и тогда торможение прекратится. Зем- 
ля будет обращена к Луне всегда од- 
ной стороной, точно так же, как обра- 
щена к нам одной стороной Луна (по- 
пробуйте сами объяснить, почему это 
произошло). Длительность суток на 
Земле увеличится, и в результате мо- 
жет измениться климат. Земля будет 
долго оставаться обращенной к Солн- 
цу одной стороной, а на другой сторо- 
не в это время будет господствовать 
долгая ночь. Горячий воздух с нагре- 
той стороны с огромной скоростью 
устремится к холодной, на Земле заду- 
ют сильные ветры, поднимутся песча- 
ные бури... Но такой прогноз может и не 
сбыться — ведь эти возможные време- 
на столь далеки, что предсказать все 


‚ изменения, которые произойдут в сис- 


теме Земля— Луна— Солнце, просто 
невозможно. А если такая картина и 
окажется реальной, то люди обяза- 
тельно придумают, как предотвратить 
бедствие. 
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Статья «Преобразования плоскости в задачах 
на построение» предназначена в первую оче- 
редь для восьмиклаесников, а статья «Нера- 
венство Коши — Буняковского»ь — для девяти- 
клаесников. 


Преобразования 
плоскости 
в задачах на построение 


В этой заметке мы расскажем об од- 
ном способе применения преобразова- 
ний в задачах на построение — самом 
простом, но, пожалуй, и самом распро- 
страненном. Начнем с обсуждения 
двух задач из «Кванта» № 1 (с. 36). 

Задача 1. Даны прямая и две 
окружности по разные стороны от 
нее. Постройте квадрат, диагональ ко- 
торого лежит на данной прямой, а 
концы другой диагонали — на дан- 
ных окружностях. 

Пусть вершины А и С искомого 
квадрата АВСО лежат на данной пря- 
мой [, а вершины В ид на данных ок- 
ружностях ш; и ®›> (рис. 1; мы пред- 
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полагаем, что окружности ®; и ®2 не 


симметричны относительно прямой (). 
Поскольку точки В и О должны быть 
симметричны относительно прямой [ 
и ОЕ&, точка В должна лежать на 
окружности о, симметричной окруж- 
ности и; относительно [. Построив 
окружность ®; и вайдя ее точки пере- 
сечения с ®› (их может быть две, одна 
или ни одной — и столько же решений 
имеет задача), получим возможные 
положения вершины В. После этого 
найти остальные вершины уже совсем 
легко. 

Задача 2. Даны точка А, окруж- 
ность и прямая. Постройте квадрат 
АВСРО такой, что на данной окружно- 
сти лежит его вершина В, а на данной 
прямой — вершина С. 





Здесь, как и в задаче 1, вужно до- 
гадаться, что вершина С получается 
из вершины В при вполне определен- 
ном преобразовании Р плоскости; это 
преобразование состоит в последова- 
тельном выполнении поворота на 45° 
вокруг центра А (/ВАС=45°) и го- 
мотетии с коэффициентом АС/АВ= 
— /3 и центром А (порядок, в кото- 
ром выполняются поворот и гомоте- 
тия, в данном случае роли не играет; 
говорят, что Ё — это композиция ука- 
занных поворота и гомотетии*’). Та- 
ким образом, для решения задачи 
достаточно построить окружность 
®’=—Ё (<), т. е. образ данной окружно- 
сти ® при преобразовании РЁ, и взять 
в качестве вершины С любую из то- 
чек пересечения окружности в’ с дан- 
ной прямой. Центр О’ окружности ‹' 
можно построить как вершину прямо- 
угольного равнобедренного треуголь- 
ника АОО’ (2 АОО’—90°), а радиус 
окружности *’ в -/2 раз больше ра- 
диуса окружности . Отметим, что 
поворот на 45° можно делать как 
по, так и против часовой стрел- 
ки; при этом получаются два пре- 
образования Ё; и Г., которым отве- 
чают две окружности о’ и ®”, так что 
задача может иметь от 0 до 4 решений 
(рис. 2). 

Обе эти задачи укладываются в сле- 
дующую схему (рис. 3): 

Заданы две фигуры М, и 'М. и не 
которое преобразование плоскости Ё; 
требуется найти на.этих фигурах та 
кие точки. Х (на М\) и У (ма М), что 
при преобразовании Ё точка .Х пере 
ходит в точку У 

Для решения надо построить фигу- 
ру Е(М,), в которую переходит фигура 
М, при преобразовании Р, и найти ее 
пересечение с фигурой М.; тогда У — 
это любая из точек пересечения фигур 
М. и ЕМ)), а Х=Е` (У), где ВР ' — 
преобразование, обратное к РЁ. 

Конечно, преобразование РЁ, а часто 
и фигуры М, и М, не задаются в явном 
виде. Их надо уметь «выудить» из 
условия — и здесь все уже зависит 
от искусства решающего. Чтобы на- 
шим читателям было легче ориенти- 
роваться, приведем полный список, 
названия и обозначения всех преоб- 
разований подобия и, в частности, 


*) О композиции преобразонаний можно прочи- 
тать, например. в учебном пособии: Геомегрия 6—8 
нод ред. А. Н. Колмогорова.— М.: Просвещение, 
1980. — С. 191. 
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Рис. 3. 


движений плоскости. (Некоторые из 
них не изучаются в школе, но яв- 
ляются композициями преобразова- 
ний, известных из курса 7-го класса.) 


Движения: 
параллельный 
тор а; 
поворот В на угол а вокруг цент- 
ра О; 
осевая симметрия 5; с осью [; 
скользящая симметрия 5;.:=Т 25 
где Па,— композиция осевой сим- 
метрии и параллельного переноса 
вдоль оси (° — знак композиции). 
Преобразования подобия, 
не вошедшие в список движений: 
гомотетия Н& с центром О и коэф- 
фициентом Ё; 
поворотная гомотетия (по другой 
терминологии спиральное подобие) 
с центром О, углом а и коэффи- 
циентом Ё это композиция 
НуоВ$ гомотетии и поворота с об- 
щим центром; 
зеркальная гомотетия с центром О, 
осью [(60) и коэффициентом 
Е — это композиция Ноз°5, гомоте- 
тии и симметрии относительно оси, 
проходящей через центр гомотетии. 
Для удобства некоторые преобра- 
зования мы включили в этот список 
фактически дважды (поворот, осе- 
вая симметрия и гомотетия являются 
частными случаями других преобра- 
зований — каких?), однако можно 
доказать, что здесь перечислены все 
возможные преобразования подобия 
плоскости. 
По нашей схеме фигуры М, М, 
и преобразование РЁ в задаче 1 — это 
данные окружности и симметрия от- 
носительно данной прямой, а в зада- 
че 2 — окружность, прямая и пово- 
ротная гомотетия Н:? о В>“”. 
Рассмотрим теперь две задачи, в ко- 
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перенос Т; на век- 


Р(М,) 


ях 


м. 


Рис. 3. 


торых наша схема просматривается 
не столь явно. 

Задача 3. Впишите параллело- 
грамм, подобный данному, в другой 
данный параллелограмм так. чтобы 
на каждой стороне описанного парал- 
лелограмма лежала одна вершина 
вписанного. 

Пусть АВСО — данный описанный 
параллелограмм, а КЕЫММ — иско- 
мый вписвяный (рис. 4). Их центры 
должны совпадать, поскольку при 
центральной симметрии относитель- 
но центра параллелограмма КЕММ 
параллелограмм АВСЬВ должен пе- 
рейти в себя. Следовательно, центр О 
искомого параллелограмма нам из- 
вестен; известны также ХКОЁ=а 
и отношение ГО:КО=ЕЁ, поскольку 
задана форма параллелограмма 
КТГММ. А это значит, что можно при- 
менить нашу схему, взяв за М, и М. 
прямые АВ и ВС, за РЕ — поворотную 
гомотетию Н*°В>, а за Хи У — иско- 
мые точки К и Ё (Е =Е(К)). Дальней- 
шее в разъяснениях не нуждается. 
Отметим только, что в этой задаче 
интересно провести полное исследо- 
вание. 

Задача 4. Постройте треуголь- 
ник АВС, если известны длина его 
биссектрисы АР и длины сторон АВ 
и АС. 

Построим отрезок АД и проведем 
окружности В и } радиусов АВ и АС 
с центром А (рис. 5). Это и будут мно- 
жества М, и М. а точки ВиС — это 
точки Х и У в нашей схеме. Что же 
будет преобразованием Ё? Согласно 
теореме о биссектрисе (см., например, 
«Кванть № 2 за 1985 г., с. 29) отно- 
шение Е =СО:ОВ, в котором делит- 
ся сторона СВ основанием: биссект- 
рисы, равно отношению АС:АВ сто- 
рон треугольвика, и следовательно, 
нам известно. А так как С=Нь \В), 
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Рис. 5. 


в качестве Ё можно взять гомотетию 
Н)*» т.е. С — это точка пересечения 
окружностей у и Нь \6В). 

Задачи для самостоятельного 
решения 

3. Постройте треугольник по биссектрисе 
и отрезкам, на которые основание — биссект- 
рисы делит сторону треугольника. 

2. Постройте окружность с даиным цент- 
ром так, чтобы один из отрезков, соединяю- 
щих точки ее пересечения со сторонами дан- 
пого угла, был параллелен данной прямой. 

3. В два известных момента времени с ко- 
рабля былн замерсны углы между направ- 
длениями на два маяка, отмеченные на карте. 
Направление и скорость движения корабля 
также известны. Как найти на карте положе- 
ния корабля в эти моменты? 

4. Постройте треугольник АВС ио медиа- 
нам АА, и ВВ, и углу С. 

5 (для читателей, знакомых с инверсией). 
Впишите в данный параллелограмм ромб 
данной площади так, чтобы на каждой сторо- 
неё параллелограмма лежала одна вершина 
ромба. 


Неравенство 
Кощи — Буняковского 


В. Н. Дубровский 


Неравенство Копии — Буняковского 
смело можно отнести к числу попу- 
лярнейших в математике. Не раз появ- 
лялось оно и на страницах нашего 
журнала (см. например, «Квант», 
1986, № 12, с. 31). Выглядит неравен- 
ство Коши — Буняковского так: 
[4.6 аб... а.б.: | = 
< -а1 +... +а- ум +... 
09) 
Тем не менее мало где приводится 
его доказательство. Здесь мы дадим 
одно весьма простое доказательство 
неравенства Коши — Буняковского, 
обсудим ето геометрический смысл 
и с его помощью еще раз решим одну 
задачу, предлагавшуюся в 1984 году 


в *«Кванте» (см. № 5, с. 37, Избранные 
школьные задачи, задача 15). Попут- 
но мы обсудим вопрос о зточности» 
неравенства. 

адика- 


Итак, если хотя бы о из. 

а сена. 
лов, например \/ а1 ра2-... тар, равен 
нулю, тогда а, =а2==...=а,==0, левая 
часть в (1) также равна нулю и нера- 
венство справедливо. Пусть оба корня 


положительны и пусть 
А=уа а} +... фа, 
в=\/ ++. +5. 
Перепишем неравенство (1) в виде 


[а5, +а26. +... абы 
о ав <1. 


Воспользовавшись тем, что |х-- у| < 
1 
1-1 и |ху| < (= -+у’, напи- 
шем цепочку неравенств: 








и баба =. веб! Е | + 
АВ 
[42621 ги о. 
а Ав © 
[2:1 ь, 1а-1 [2 
ВТА ве: 


пи < (ву ))+ 
+++ 
Пе -аз+..+а + 
+ (+ 3 +...+52))=1 


— неравенство (1) доказано. Заметим, 
что мы доказали более сильное нера- 
венство: |@1в|-+...- |а,6. |< АВ. Ра- 
венство в нем достигается при 


-- 
5515 
— 

23 

— 
| 

59] = 


12 16 121 162 Та-1 __ |6»| 
АВЕ А: = ВА В 
т. е. при |= = [= ие |2 





(если а, В, отличны от ЕР если же 
некоторое $, =0, то и соответствующее 
а, =0). В (1) равенство достигается, 
когда к тому же произведения @\;, 
... аб, одного знака, т. е. когда 
а а? __ _ @ 

г | 5. ° 

При п=3 неравенство Коши — Бу- 
няковского принимает вид 


[а1В, + аэ62 + азвз| < 


< Уча. УЙтыТы, в) 
и нетрудно понять его геометрический 
смысл. Рассмотрим два вектора 
а (а, а, аз) и Б(Ь, В», 63). Тогда в левой 
части (1’) записана абсолютная вели- 
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чина скалярного произведения векто- 
роваи Б, а в правой части — произве- 


дение их длин ра [=/а? + а На, 
16| ==У-ы+Ы. 


Но скалярное 
произведение векторов равно произве- 
дению длин этих векторов на косинус 


угла между ними; — поскольку 
]соз (а, 5)|<1, мы получаем неравен- 
ство’ (17). 


В случае произвольного л неравенство Ко- 
ши — Буняковского имеет тот же геометричес- 
кий смысл в пространстве размерности п, где 
вектор, длина вектора и скалярное произведе- 
ние векторов определяется аналогично тому, 
как это делается в трехмерном пространстве: 

@ => (а, От» с. а,), 


аб=@Ь, --а262 +... .+а.ё., 


[а|-— у +3 +. — 
а соз1а, ее Е 


Теперь возьмем «Кванть, 1984, № 5 
и посмотрим на задачу 15 из «Избран- 
ных школьных задач»: 

а) Пусть а +0—=1. 
что а +? с? > 1/3. 

6) Пусть а 6 се =1 и, кроме того, 
известно, что а, В, с —.длины сторон 
некоторого треугольника. Докажите, 
что а?4+ 54 с?< 1/2. 

Решение. а) По неравенству Ко- 
ши — Буняковского 


1=а-1 + Ь-1--с.-1 < ао -+ех 
12-12. 12—83. /а + 62 с. 


1 
Отсюда а" + Ь? + с?> 2. 

Если а=Ь=с=1/3, то а В+ с=1 
и а? Ь? +с?=1/3. Это означает, что 
наше неравенство точное. 

Вопрос о точности неравеиства имеет 
большое значение. Поэтому мы дадим строгое 
определение. 

Пусть неравенство 

Их, х>, .- Ха) с 
выполнено для всех допустимых значений 
Ж, Х. -.. Ха. Говорят, что константа с в правой 
части точиая, если ее нельзя увеличить, т. е. 
не существует такого Ё>>с, чтобы при всех 
допустимых значениях х, Х., ... х. выполия- 
лось неравенство 


ха Ха) В. 


Аиалогично про константу с в правой части 
неравенства 


Докажите, 


хх», -... Х,) 56, 
справедливого при всех допустимых Хе, х., ..., х., 


говорят, что ома точная, еслн ее нельзя умень- 
ШИТЬ. 


Вернемся к нашей задаче. Докажем 
6) в чуть более общей постановке: 
пусть а, В, с (&-20, 60, с=0} — 
длины а а, 6, с таких, что 
а +ь =0, и аЬ-с=1. Тогда 


а’ ь 2 <1/8. 
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Возведем обе части векторного ра- 
венства а+-ЬРс—=0 в скалярный 
квадрат. Получим 

с’ 2аБ- 26с-- 2ас=0 
где а6=аф соз а, 6С=6с созВ, ас= 
—ас соз у, а, В, у — углы между 
соответствующими векторами. 

Отсюда 
а?-+ь? + с? = — 2(а5 + бер ас)< 

< 2(|ав| - |6! + |ас|)< 
=? + Бе ас) =(а-+ - Ес 
На -Ны- е)=1— (@- с’) 
(подумайте, почему в нашем рассуж- 
дении появилось строгое нера- 
венство). 

‚Таким ‚образом, За? ь? + с) 1 
а’ 6+ с?< 1/2, что м требовалось. 

Это неравенство также точное, т. е. 
нельзя взять констаиту К < 1/2, чтобы 
при этом неравенство а’ + СЕ 
выполнялось для всех векторов, удов- 
летворяющих условию задачи. В са- 
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мом деле, пусть А =1/2 —е. Возьмем 
три коллинеарных вектора длиной 
=, 1/2 —в, 1/2 соответственно, причем 
векторы длиной с и 1/2— = одного 
направления, а вектор длиной 1/2 — 
противоположного. Они удовлетво- 
ряют условию задачи, но вто же время 


=?4-(1 = 09 = 
—= +2 > уе. 


Задача, 
допускает 
обобщение: 

Докажите, что сумма квадратов 
сторон л-угольника периметра 1: 

а) не меньше 1/п; 

6) меньше 1/2; 

в) можно ли усилить утверждение 
пункта 6)? 


которую мы обсуждали, 
следующее естественное 


А. А. Конющшков 


Избранные школьные задачи 


Восьмой класс 


1. Найдите все целые значения х,при кото- 





х-1 : 
рых выраженне принимает целые 
3х4 
значения. 
2. Докажите, что число 2+ 5'? — состав- 
ное. 


3. Докажите, что в любом выпуклом пяти- 
угольнике можно выбрать три диагонали так, 
что из них можно составить треугольник. 


4. Дан правильный пятиугольник Р‚, впи- 
санный в окружность, и правильный пятиуголь- 
ник Р›, описанный вокруг этой окружности и 
касающийся ее в вершинах пятиугольника Р.. 
Проведем через вершины пятиугольника Р, пер- 
плендикуляры к его сторонам. Они составят 
правильный пятиугольник Р;. Докажите, что 
если @, а» @3 — стороны пятиугольников 
Р,, Р., Р», то а =а: — а}. 

5. Основания трапеции имеют длины Зи 15. 
Может ли радиус окружности, вписанной в тра- 
пецию, иметь длину 4? 


Девятый класс 


6. Докажите, что уравнение ху уг 2х =1 
имеет бесконечно много решений в целых 
числах. 

7. Решите в положительных числах систему 
уравнений 


ж-Нх›-+... 4 х,=3, 
1 1 1 
— + —-...4 — =3 
ея + х. + в 
8. В остроугольиом треугольнике АВС про- 
ведены высоты АА., ВВ,. ССь, пересекающиеся 


в точке Н. Докажите формулу для радиуса Н 
описанной окружности: 
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А.Н 


А ль, 
Н= ь в Вв.Н-С.Н”` 


9. Точки Сир лежат на прямой, а точки 
Аи Вне лежат на ней. С помощью циркуля и 
линейки найдите на этой прямой точку М та- 
кую, что / ВМО =? Г АМС. 

30. Известно, что а: вв и--...- 48 о, =1. 
Найдите наибольшее возможное значение про- 
изведения эт а! - 31 а>-...- 9 ол. 


Десятый класс 


11. Решите систему уравнений 


Е хх... 


хх н: 
х:" 5 = х,, хата = Ха, хи =хо. 


12. Из квадрата АВСР со стороной а выре- 
зали четверть круга радиусом Г с цеитром в 
точке С. Требуется из оставшейся части выре- 
зать прямоугольник наибольшей плошади, при- 
чем так, чтобы прямоугольник и квадрат имели 
общий угол А. Каковы размеры прямоугольни- 
ка наибольшей площади? 

13. Можно ли любой трехгранный угол пе- 
ресечь плоскостью так, чтобы в сечении полу- 
чился правильный треугольник? 

14. Из точкн О в пространстве выходят че- 
тыре луча так, что угол между любыми двумя 
лучами один и тот же. Найдите этот угол. 


15. При каком натуральном пл число 


{1. 1)" 
будет наибольшим? 
Задачи 2, 3, 6, 9—11, 13, 15 нам предложил 
Л. Д. Курляндчик, задачи 1, 5 — П. П. Горну- 
ша, задачу 4 — Т. Н. Демина, задачу 8 — 
Ю. Н. Хохленмо, задачи 1, 14 — В. А. Ясинский, 
задачу 12 — Э. Г. Готман. 


Вихри... 
на патефоне 


Кандидат физико-математических наук 
Б. М. БУБНОВ 


В настоящее время у физиков замет- 
но повысился интерес к изучению вих- 
ревых движений жидкости и газа. И 
это не случайно. Уже давно извест- 
но, например, что именно вихревое 
движение циклонов и антициклонов 
в атмосфере определяет погоду на 
Земле.* (Теперь с аналогичной карти- 
ной столкнулись и океанологи.**) Ока- 
залось, что океан, как и атмосфера, 
весь пронизан вихрями (самых раз- 
ных размеров — от сантиметров до 
сотен километров), иесли их не учесть, 
это приведет к неправильному пони- 
манию многих важных явлений. 
Чем же характеризуется вихревое 
движение? Главное — наличие вра- 


®*) Об этом можно прочитать в статье Д. Алек- 
сесвой «Вихри, которые «делают погоду+ (+Квант», 
1977, № 8). 

*®) Об этом рассказывается в статье Л. М. Бре- 


хонских и В. М. Куртепова «Акустика в Окевие» 
(-Кванте, 1987, № 3). 
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щательного движения относительно 
некоторого центра, который, в свою 
очередь, также может двигаться. До- 
полнительно к вращательному могут 
быть и другие виды движений, и в 
зависимости от этого вихри могут 
быть или плоскими (например, цик- 
лон часто можно рассматривать как 
плоский вихрь, так как его горизон- 
тальные размеры много больше вер- 
тикальных), или такими, в которых 
вертикальные движения соизмеримы 
с горизонтальными (смерчи, тайфу- 
ны, «пыльные дьяволы и т. п.). 
Естественно, что существуют общие 
закономерности для вихревых движе- 
ний, независимо от их размеров. Изу- 
чение этих закономерностей позво- 
ляет ответить на многие важные воп- 
росы: в какую сторону будет двигать- 
ся тайфун? как изменится погода за 
счет взаимодействия двух циклонов? 
Попробуем рассмотреть некоторые 
особенности вихревых движений в 
простых «домашних» экспериментах. 
Для проведения этих экспериментов 
требуется банка, в которую можно 
налить воду, и проигрыватель. Банка 
должна иметь вертикальные, жела- 
тельно прозрачные, стенки, а про- 
игрыватель — скорость вращения 33 
об/мин. Наливаем в банку теплой во- 
ды и устанавливаем ее на проигры- 
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ватель. Включаем его и наблюдаем 
за движением жидкости в банке. 

Сначала пройсходит постепенное 
раскручивание жидкости, а через не- 
сколько минут жидкость в банке раз- 
бивается на отдельные вихри — в 
системе устанавливается картина дви- 
жений, изображенная на рисунке 1. 
Естественно, что в прозрачной воде 
увидеть эту картину нельзя, поэтому 
надо как-то сделать эти движения 
видимыми. Самое простое — аккурат- 
но капнуть в воду чернил или зелен- 
ки, для более эффектной картины на 
поверхность жидкости можно насы- 
пать мелкий краситель. Прежде 
чем изучать свойства этой вихревой 
системы, попробуем ответить на воп- 
рос: почему в теплой воде, вращаю- 
щейся с постоянной скоростью, обра- 
зуются вихри? 

Теплая жидкость, налитая в откры- 
тую банку, непрерывно‘ испаряется. 
За счет испарения на поверхности 
жидкости непрерывно образуется тон- 
кая холодная пленка, которая облада- 
ет большей плотностью, чем остальная 
жидкость. Эта холодная вода стре- 
мится опуститься вниз, причем в не- 
вращающейся жидкости такое опуска- 
ние носит нерегулярный характер и 
пленка «стекает» отдельными струй- 
ками — «термиками». Таким образом 
в жидкости происходит непрерыв- 
ное конвективное перемешивание *), 





*} О конвекцин (о ее возникновении и условиях 
существования) ин © том, как благодаря конвекции 
неупорядоченные снстемы приходят я упорядочеи 
пов состояние, можно прочитать в статье Е. Е. Горо- 
децкого и В. С. Есипова «Конвекция и самоорга- 
низукициеся системы» («Кваит», 1985, № 9). 
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т. е. перемешивание, вызванное раз- 
личием в плотности отдельных частей 
жидкости. 

Если жидкость начать вращать, то 
нерегулярное конвективное движе- 
ние упорядочивается и в системе об- 
разуется вихревая решетка. В общем 
случае вращение стремится запретить 
или ослабить движения, которые 
происходят в плоскости, перпендику- 
лярной оси вращения, и если жид- 
кость вращается с очень большой ско- 
ростью, то движения в ней вообще 
не будет. Если скорость уменьшить, 
то образуется указанная выше струк- 
тура, а при еще меньшей скорости 
эта структура разрушается и возни- 
кает нерегулярный вихревой режим. 

Все эти эффекты можно наблюдать, 
и не меняя скорость вращения, но из- 
меняя температуру воды и ее глубину. 
При скорости вращения 33 об/мин и 
глубине 3—4 см для воды с темпера- 
турой 25—35 градусов наблюдается 
вихревая решетка, для воды с темпе- 
ратурой 50 градусов она начинает раз- 
рушаться, причем переход от регуляр- 
ной структуры к нерегулярной про- 
исходит через взаимодействие отдель- 
ных пар вихрей. В этом случае вих- 
ри сплетаются, образуя двойную спи- 
раль (похожую на спираль ДНК), ко- 
торая со временем сжимается в один 
вихрь (рис. 2). 

Если вы научились получать вихре- 
вую решетку, то можно перейти к бо- 
лее тонким экспериментам и расемот- 
реть этапы образования решетки. Вих- 
ри в системе образуются не сразу, 
а через некоторое время после начала 
вращения. Для наблюдения образова- 





ния вихрей краситель надо посыпать 
на поверхность примерно через 1 ми- 
нуту после старта. При хорошей цен- 
тровке сосуда (т. е. ось сосуда долж- 
на совпадать с осью вращения) в жид- 
кости образуется промежуточная кар- 
тина — конвективные кольца (рис. 3). 
Эти кольца образуются за счет дей- 
ствия двух механизмов — конвекции 
и неравномерности вращения жид- 
кости, обусловленной тем, что не вся 
жидкость закрутилась сразу с одной 
скоростью. Холодная жидкость опу- 
скается вниз по кольцам, а теплая 
поднимается вверх между кольцами. 
За счет этого на кольцах возникает 
так называемая сдвиговая неустойчи- 
вость, т. е. неустойчивость, вызван- 
ная тем, что се одной стороны кольца 
жидкость движется в одну сторону, 
а с другой — в другую. Такой тип 
неустойчивости в природе наблюдает- 
ся повсеместно: в океане, в атмосфере 
на границе встречных течений. Грани- 
ца в этом случае постепенно разруша- 
ется. Так, в наших экспериментах 
на кольцах начинают образовываться 
вихри, которые потом выстраиваются 
в определенную структуру. 

Отметим, что одним из определяю- 
щих параметров в системе является 
глубина жидкости. Если взять сосуд, 
в котором глубина в одном месте 
отличается от глубины в другом (по- 
ставить промежуточное дно в одной 
половине), то в разных частях банки 
возникают вихри с различными струк- 
турами и на границе раздела реше- 
ток также происходят интенсивные 
вихревые взаимодействия. 

Теоретические исследования даже 
самых простых вихревых движе- 
ний очень сложны. Эксперимент поз- 
воляет изучить основные простейшие 
«кирпичики», из которых складыва- 
ется сложное движение. Так, взаимо- 
действие «пыльных дьяволов» в пу- 
стынях происходит аналогично на- 
блюдаемому в простейших экспери- 
ментах, т. е. по двойной спирали: Эти 
же экслерименты позволяют ответить 
на вопрос: когда вихри будут жить 
в мире друг с другом, а когда один 
поглотит другой ‚, что постоянно на- 
блюдается в атмосфере и легко вид- 
но на так называемых картах погоды. 
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Же 


Об одной 
рекуррентной 
последовательности 


В. В. ГУРАРИИ, К. А. СТЫРКАС 
(ученики 10 кл.) 


В журнале «В мире наукиь № 3 за 
1984 год была опубликована статья 
Брайана Хэйеса «Взлеты и падения 
чисел-градинь». В этой статье расска- 
зывалось об одной интересной зада- 
че о числовых последовательностях. 
Мы хотели бы рассказать о ней ио 
некоторых любопытных результатах, 
связанных с попытками ее решения. 
Формулировка этой задачи предель- 
но проста. Возьмем некоторое нату- 
ральное число. Если оно четное, раз- 
делим его на 2, в противном случае 
умножим на 3 и прибавим 1. С полу- 
ченным числом снова повторим те же 
операции. Вопрос задачи состоит 
в следующем: как будет выглядеть 
полученная последовательность в за- 
висимости от начального числа? 
Вообще можно ожидать две воз- 
можности: либо данная последова- 
тельность является расходящейся, то 
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есть получаемые числа будут неогра- 
ниченно увеличиваться, либо после 
какого-то количества операций мы по- 
лучим число, уже ранее встречавшее- 
ся в нашей последовательности. В этом 
случае числа в ней начнут периоди- 
чески повторяться, и данная последо- 
вательность «зациклится». 

Рассмотрим самое первое натураль- 
ное число — единицу. Наша после- 
довательность будет такой: 1->4-»2-» 
—1. Далее все повзоряехся сначала. 
Числа 2 и 4 рассматривать не имеет 
смысла, так как они уже встречались, 
и новой последовательности чисел мы 
не получим. 

Перейдем к числу 3. Как нетрудно 
убедиться, за ним следуют числа 10, 
5,16,8,4,2,1,... Мы снова пришли к 
замкнутому циклу 1,4,2,1,,... 


аа а 3 м 
ААА 


- 64. . 96. - 12%. *. 188 192. 24 ‚258. 


Числа 5 и 6 не представляют ии- 
тереса:; 5 уже встречалось ранее, а 
число 6 сразу же переходит к уже 
исследованному числу 8. 

Следующее число — 7. За ним еле- 
дуют числа 22,11,34,17,52,26,13,40,20, 
10,5,16,8,4,2,1.... 

Пропустим теперь несколько чисел 
и остановимся на числе 27. Здесь уже 
не происходит быстрого спуска к еди- 
нице, как в предыдущих примерах. 
Если продолжить вычисления, то мы 
получим по пути такие числа, как 
214,484.100,1186,2158. На 77 шаге мы 
получим очень большое число: 9232. 
Но все-таки и этот процесс заканчи- 
вается: после 111 шагов последова- 
тельность опускается к единице. 

В Токийском университете была 
произведена «проверка» всех чисел до 
21, то есть примерно до 10'?. Резуль- 
тат проверки был одним и тем же 
для всех чисел — все они в конце 
концов ‘приходили к числу 1. 

Однако строго доказать, что любая 
последовательность приходит кедини- 
це, пока не удалось никому. 

Когда эта задача была поставле- 
на.в Шельском университете, на це- 
лый месяц прекратились математиче- 
ские исследования, так как все мате- 
матики безуспешно пытались ралить 
эту проблему. Такая же история про- 
изошла и в Чикагском университете. 
Ходила шутка, что эта задача исполь- 
зовалась с целью дезорганизовать 
американскую математическую на- 
уку- 

Продолжим наше эксперименталь- 
ное исследование. Попытаемся найти 
число операции, за которое «среднее» 
‚число приходит к единице. Будем счи- 
тать, что с вероятностью 1/2 оно явля- 
ется четным, а с вероятностью 1/2 
является нечетным. В первом случае 
оно уменьшается вдвое. Во втором 
случае оно сначала увеличивается 
примерно в 3 раза (прибавлением 
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единицы можно пренебречь), но затем 

обязательно делится на 2. Следова- 

тельно, во втором случае число уве- 

личивается примерно в полтора раза’ 
за две операции. Итак, за 3 шага 

«среднее» число уменьшается в сред- 

нем в 4/3 раза. 

Отсюда напрашивается вывод, что 
число операций, необходимое, чтобы 
привести среднее число п, равно 
3.105. зп. Насколько верна эта гипер- 
бола, можно проверить на ЭВМ. 

На рисунке 1 представлен результат 
этой работы. Машина исследовала 
группы, состоящие из 256 последо- 
вательных натуральных чисел: от 1 
до 256, от 251 до 512 ит. д. Для каж- 
дой группы считалось среднее коли- 
чество операций и среднее значение 
величины 3-10Е./зП. Всего было иссле- 
довано 256 таких групп. Для наглядно- 
го сравнения приводится график 
(рис. 1), в котором по оси х отклады- 
вался порядковый номер группы, а по 
оси у — две величины (средний ло- 
гарифм и среднее количество шагов). 
Красная кривая — ожидаемая лога- 
рифмическая зависимость, синяя — 
экспериментально полученная зави- 
симость количества операций. Видно, 
что синяя кривая хоть и колеблется 
вокруг красной, но в среднем значе- 
ния искомых величин совпадают. Сле- 
довательно, можно считать, что фор- 
мула количества операций «среднего» 
числа довольно точно описывает по- 
ведение больших групп реальных чи- 
сел, по крайней мере в пределах пер- 
вой сотни тысяч. 

Любопытная картина получается и 
при выводе на график траекторий 
чисел. сли мы по оси х будем откла- 
дывать номер операции, а по оси у — 
число, получающееся после проведе- 
ния этой операции, то возникает этот 
график (рис. 2). Он похож на траек- 
торию градины в грозовой туче, кото- 
рая то поднимается в воздушных по- 
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токах, то опускается вниз, но в конце 
концов все-таки падает под действием 
силы тяжести. Отсюда одно из назва- 
ний проблемы — проблема «чисел- 
градин». 

Особый интерес представляют собой 
так называемые числа-рекордсмены. 
Рекордсменами мы будем называть 
числа, у которых количество операций, 
за которое они приходят к единице, 
больше, чем соответствующее коли- 
чество операций любого меньшего их 
числа. Так, первыми рекордсменами 
являются числа 2, 3, 6, Т, 9, 18 
ит. д. (см. таблицу) 

Заметим, что быстрее всего прихо- 
дят к единице степени двойки. Если 
п=2', то длина траектории равна 
]1о82П, т. е. такое число приходит к еди- 
нице в 


3108437 —3.100.:2 =1,23 
Юй2п 
раз быстрее, чем «среднее» число. 

Довольно интересно было бы найти 
правило, позволяющее определить, 
рекордсмен данное число или нет. Для 
этого можно попытаться найти зако- 
номерность в распределении чисел- 
рекордсменов, для чего желательно 
найти как можно больше таких чисел. 
Эту задачу снова приходится решать 
на ЭВМ. 

Если использовать персональные 
компьютеры с относительно малым 
‚ быстродействием, можно получить 
первые 30 рекордеменов. Но для даль- 
нейптего поиска такие ЭВМ становят- 
ся непригодными, так как расстоя- 
ние между числами-рекордсменами 
очень быстро увеличивается с увели- 
чением их порядкового номера. На- 
пример, расстояние между десятым 
и девятым рекордеменами равно 
43—54 —=19, а между 30-м и 29-м ре- 
кордсменами равно уже 26628— 
— 23529 =3094. Поэтому для поиска 
следующих рекордеменов необходимо 
использовать либо более мощные 
ЭВМ, либо более эффективные, чем 
простой перебор, алгоритмы. С ис- 
пользованием этих ресурсов мы смог- 
ли найти 55 рекордсменов. По-види- 
мому, здесь наступает предел нашим 
реальным возможностям. Дальней- 
ший счет становится знерентабель- 
ным», так как даже на мощных ЭВМ 
за сутки непрерывной работы можно 
получить не более 4—5 новых рекорд- 
сменов, а в дальнейшем на поиск од- 
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ного рекордсмена потребуются неде- 
ли работы. 

Можно заметить, что количество 
рекордсменов, приходящихся на каж- 
дый разряд, примерно одинаково. От- 
сюда может показаться, что между 
числами-рекордеменами и количе- 
ством их операций существует лога- 
рифмическая зависимость. Это пред- 
положение было высказано в статье 
Брайана Хэйеса. 

Но простая экспериментальная про- 
верка этого предположения для всех 
известных нам 55  рекордсеменов 
(Брайану Хэйесу их было известно 
около 30) показывает, что эта зависи- 
мость возрастает быстрее логарифма, 
по крайней мере в пределах 15 мил- 
лионов чисел. Пока не ясно, какая за- 
висимость имеет место в действитель- 
ности. 

Наряду с числами-рекордеменами, 
которые имеют количество операций 
большее, чем у каждого из предыду- 


Число Шаги Высота 
1. 2. 1. 2. 
2. 3. т. 16. 
З. 6. 8. 16. 
4. Ир 16. 52. 
5. 9. 19. 52. 
6. 18. 20. 52. 
7. 25. 23. 88. 
8. 27Т. 111. 9232. 
9. 54. 112. 9232. 
10. 73. 115. 9232. 
1}. 97. 118. 9232. 
12. 129. 121. 9232. 
13. 371. 124. 9232. 
14. 231. 121. 9232. 
15. 313. 130. 9232. 
16. 327. 143. 9232. 
17. 649. 144. 9232. 
18. $703. 170. 250504. 
19. 871. 178. 190996. 
20. 1161. 181. 190996. 
21. 2223. 182. 250504. 
51. 5649499. 612. 1017886660. 
52. 6649279. 664. 15208728208. 
53. 8400511. 685. 1594246184880. 
54. 11200681. 688. 159424614880. 
55. 14934241. 691. 159424614880. 
56. 15733191. 704. 159424614880. 


Таблица чисел-рекордеменов 

щих, можно рассматривать числа — 
«рекордсмены в высоту». Это такие 
числа, которые в процессе взлетов 
и падений достигают максимума, 
большего, чем соответствующие мак- 
симумы любого из меньших чисел. 
Для новых рекордсменов можно про- 
водить анализы, подобные уже про- 
веденным для обычных. 








Луиджи 
Гальвани 


(к 250-летию 
со дия рождення) 


Известный итальянский фи- 
зик и фнзиолог Л. Гальвани 
роднлся в 1737 году в Болонье 
В 1759 году он окончил ста- 
рейший в Европе Болонский 
университет, получив ученое 
звание доктора медицины и 
философии. Потянулись годы 
напряженной работы — вра- 
чебная практика, преподава- 
ние медицинских дисциплин 
в университете, собственные 
медико-бнологические изы- 
скация. 

Сначала научные иитересы 
Гальвани сосредоточивались 
на сравнительной ана- 
томии — главным образом 
птиц, но к 70-м годам уче- 
ный постепеино переключает- 
ся на исследования по физи- 
ологин нервов и мышц. Экспе- 
рименты подобного рода удоб- 
нее всего проводить на пре- 
паратах лягушки. Ужев 1773 
году появляется работа по со- 
кращению мышц лягушкн, а 
через год — исследование 
влияния, оказываемого на ее 
нервы опиумом. 

Неудивительно, что заин- 
тересовался Гальваии и дей- 
ствием на лягушечьн нервы 
и мышцы электрических раз- 
рядов. Еще в середине века 
широкое распространение по- 


лучилн . электростатические 
машины н лейденскне банки 
(накопнтели электричества), а 
опыты по действию электри- 
ческих разрядов на живые ор- 
ганизмы захватнли и лабора- 
тории естествоиспытателей, и 
великосветские салоны. Чаще 
всего объектом такого экспе- 
риментирования — порой не- 
безопасного! — становился 
человеческий организм. Мно- 
гих медиков занимала во3з- 
можность применения элек- 
трнчествяа в лечебных целях. 

Гальвани поставил перед 
собой более скромную зада- 
чу — определение количест- 
венных характеристик дейст- 
вия электрического разряда 
на нервы и мышцы. В опы- 
тах, начатых, по-видимому, 
в 1780 году, он прнкасался 
к лягушечьей лапке провод- 
ником, соединенным с кон- 
дуктором электростатической 
машины, и пытался устано- 
внть связь между интенснв- 
ностью конвульсивных со- 
кращений мышцы и силой 
электрического разряда. Уче- 
ный провел множество экспе- 
риментов и уже склонялся к 
мысли, что основные характе- 
рнстики явления выяснены. 
Но, как писал он впослед- 
ствии, злегко ошибиться в ис- 
следовании и считать внден- 
ным и найденным то, что мы 
желаем увидеть и найтиь. 
Неожиданно обнаружилось, 
что при разряде электроста- 
тической машины лягушечья 





Первые опыты Гальвани. 
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лапка дергается и в том слу- 
чае, когда к ней прнкасают- 
ся проводником, не соединен- 
ным с кондуктором,— нужно 
лишь, чтобы этот проводник 
был заземлен. Гальвани был 
необычайно уднвлен новым 
эффектом: «Я зажегся страст- 
ным желанием исследовать 
это явление и выяснить его 
скрытые причнныь». (Сейчас 
нам ясно, что этот эффект 
связан с электризацией лягу- 
шечьего препарата зчерез 
влияние» н стеканием на- 
веденного заряда на землю). 

Эксперименты с заменой 
электростатической машины 
на лейденскую банку и лягу- 
шечьнх лапок на препараты 
других животных приводили 
к тем же результатам, но ни- 
как не углубляли понимание 
явления. И Гальвани решнл 
перейтн от экспериментов с 
«нскусственнымь электриче- 
ством (т. е. электричеством 
натертых изоляционных пало- 
чек, электростатнческих ма- 
шин и лейденских банок) 
к опытам с зестественнымь 
электричеством молний. Есте- 
ственно, былн получены со- 
вершенно аналогичные ре- 
зультаты: «Как только появ- 
лялнсь молнии. тотчас же 
мышцы (лягушечьих препара- 
тов) приходили в снльные 
сокращения, которые совпада- 
ли по времени с молнией н 
предшествовали грому». Не 
явнлось неожиданным и тооб- 
стоятельство, что лягушечьи 
лапки подергивались — хотя 
и не так активно — и без мол- 
ний, когда небо заволакнвалн 
темные тучи илн низко про- 
плывали облака. Казалось бы, 
все ясно: подергивания про- 


исходят под действием атмо- 
сферного электричества. 

Однако столь определен- 
мого вывода Гальзани все же 
не сделал. Дело в том, что да- 
же в тихую безоблачную по- 
году ему нередко доводилось 
наблюдать коивульсивиые со- 
кращения лягушечьих препа- 
ратов, подвешенных к желез- 
ной решетке балкона на про- 
волочных крючках, протыкав- 
ших спинной мозг животного 
(вероятно, это происходило, 
когда дуновенне ветра при- 
водилое лапку в контакт с 
ярутьями решетки). Но, как 
это часто бывает, когда воз 
никла мысль специально по- 
наблюдать за этим эффектом, 
ок вазти перестал появлять- 
СЯ: «5 стал наблюдать пре- 
параты в разные часы в тече- 
ние многнх дей, но едва за- 
метил несколько мышечных 
сокращеннй. Утомленный 
ожиданнем, я изогнул н плот- 
но прижал к решетке крю 
чок, пропущенный через спин- 
ной. мозг... Теперь сокраше- 
ния появлялись нередко, одия- 
ко вне всякой связи с из- 
менением атмосферы или эле- 
ктричестиаь. 

Поскольку выходило так, 
как будто атмосферное элек- 
тричество роли, во всяком слу- 
чае главной, ие играет. Галь- 
ванн решнл по возможности 
вообще освободиться от его 
влияния н неренес опыты в 
помешение. Дальнейшие си- 
стематические наблюдения 
привели его к следующим вы 
водам: а} при соединении про- 
водником бедренного нерва 
{ои проходит в области спин- 
ного мозга) с мышцей лягу- 
шечьей лапки наблюдаются, 
но не всегда, слабые сокра 
шения препарата; 6} если соо- 





Различные опыты Гальваки. 


52 


дннительный проводник со- 
ставлен издвух разных метал- 
лов, например из медн и цин- 
ка, всегда наблюдаются силь- 
ные сокращения. 

Результаты десятилетних 
исследований Гальвани опуб- 
ликовал в191 соду в «Трак- 
тате об электрических силах 
при мышечных движенияхь. 
Эта работа быстро получила 
широкую известность среди 
итальянских н зарубежных 
медиков и естествоиспытате- 
лей, которые сразу же прн- 
нялнсь повторять описанные 
эксперименты. Для объясне- 
ния всего комплекса наблю- 
давшихся явлений Гальванн 
выдвинул теорию +животно- 
го» электричесува, 7. ©. элек 
тричества, во всем подобного 
«искусственному» нли «есте- 
ственному»ь, но вырабатываю- 
щегося самим организмом 
животного. Ученый полагал, 
что изученные нм сокращения 
лягушечьих препаратов явля- 
ются следствнем электриче- 
ского разряда, происходяще- 
го, когда металлический гро- 
водник соединяет нервы и 
мышцы, которые функциони- 
руют как накапливающие 
*электрическую — жидкость» 
обкладки лейденской банки. 

Теория Гальвани была 
встречена с  эитузиазмом 
большинством ученых, в том 
числе его соотечественннком 
А. Вольтой (1745—1827), счи- 
тавшимся одним из ведущих 
специалистов по электричест- 
ву. Однако в рассуждениях 
своего болонского коллеги 
Вольта ‘сразу же обнаружил 
весьма существенное упуще- 
ние. В самом деле, как это ни 
странно, но Гальвани пе толь- 
ко не попытался истолковать, 
но и вообще ие придал зив 
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чения тому твердо установ- 
ленному им удивительному 
факту, что мощные сокраще- 
ния препаратов наблюдаются 
лишь в том случае. если соедн- 
нительный проводник состоит 
из двух разнородных метал- 
яз! Замязшиесь репеинем 
этой загадкн, Вольта уже в 
1793 году прншел к выводу 
© том, что из опытов Галь- 
вани зниксим образом нельзя 
заключить о действительном 
существовании животного 
электричества». «Я произвел 
опыты,— иисал он далее, — 
которые обнаруживают такой 
же переход электрической 
жидкости в случае, когда ме- 
таллы разиых родов прнло- 
жены не к животным тка- 
ням, а к какнм-либо влаж- 
ным предметам, напрнмер к 
бумаге, коже, сукну и т. д.» 
Прошло еше семь лет, и начев- 
шиеся с +загадки Гальвани» 
исследования Вольты привели 
его к великому открытню — 
к нзобретению звольтова стол- 
ба», первого гальванического 
элемента, сткрывшего челове- 
честву эру электрического 
тока. 

Тальвани в это время уже 
не было в живых — он умер 
в Болонье в 1798 году. До 
последних дней’ Гальвани 
оставался верным своей тео- 
рии животного электричест- 
ва — теории, представляЕ- 
знейся большинству ученых 
полностью опровергнутой ра- 
ботами Вольты и других физи- 
ков. А между тем еще в 1794 
году Гальвани описал опыты, 
в которых электрические эф- 
фекты в лягушечьих пре- 
паратах наблюдались без при- 
менения каких-либо металли- 
ческих приспособлений (даже 
само препарирование он про- 
изводнл стеклянным скаль- 
инелем!). 

Только через полстолетия 
ученые начали осознавать, что 
представления Гальванио жи- 
вотном электричестве далеко 
не беспочвенны. Возникла 
обширная медико-биологиче- 
ская дисциплина — электро- 
физиология, н подобно тому, 
как физики причисляют Галь- 
вани к зачинателям учения 
05 электричестве, электрофи- 
зиологи считают его осново- 
положником своей науки. Прн 
этом стонт еще добавить, что 
злектрические явления в биз- 
логнческнх тканях оказалиеь 
гораздо более сложными, чем 
в неживой природе, и реаль- 
ных усиехов в выясненин их 
«механизмов» удалось До- 
стичь лиыь в наше время. 

Б. Е. Явелов 
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ег г зори — Ф) 


Из чего угодно — 
что угодно 


Л. А. ШТЕЙНГАРЦ 


Однажды мне нужно было произвести 
кое-какие вычисления. Я достал свой 
старенький калькулятор, заглянул в 
тетрадь — первым стояло число 23 — 
и нажал на клавишу с цифрой 2. 
Клавища не работала. Попробовал 
нажать на клавишу с цифрой 3 — 
опять не получилось. Нажал на кла- 
вишу +1» — все в порядке, на табло 
засветилась зеленая единица. Прове- 
рил клавиши со знаками операций — 
работают. Как же быть? Пришло в го- 
лову, что 28—11. --Ь-ЬЪ, и я, 
быстро нажав в нужной последова- 
тельности нять раз на клавишу +1», 
два раза — на +1», и один раз — 
на Хх, увидел на табло 23. 
Увлекшись, я вскоре забыл про 
первоначальные нужные мне вычис- 
ления. Меня уже волновал «принци- 
пиальный» вопрос — можно ли любое 
натуральное число изобразить при 
помощи какого-нибудь одного произ- 


вольного числа? Здесь я должен 
объяснить читателю, какой смысл 
я вкладываю в слова изобразить при 
помощи одного числа..... Я рассуж- 
даю, как человек, у которого в руках 
калькулятор: я считаю, что в записи 
\2 используется только одна двой- 
ка, в записи |# \/2 — тоже одна двой- 
ка, хотя на самом-то деле -/2 — это 
4/2, а 1# \/2 — это 1ю2,,4/2. Но у меня 
есть клавиши, на которых, в частно- 
сти, есть значки \/ и 15: нажал 
на них — получил результат! 

Если читатель согласен на такие 
«правила», то я могу предложить ему 
поиграть в игру «из чего угодно — 
что угодно». Я приведу цепочку своих 
рассуждений, а читателю предостав- 
ляется убедиться в их ‹справедли- 
вОСТИ». 

1. Любое натуральное число можно 
изобразить при помощи трех двоек: 


п = — 108 (108 \/...9 2 ). 


в’ раз 

2. Любое натуральное число можно 
изобразить при помощи двух чи- 
сел, ди 10: 


п= — 105: (1# —/ \... 10). 


в рэз 
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3. Число 10 можно изобразить при 
помощи одной двойки: 


10=К/ [— Л агесоз( — КИЗ ИИ] 


(здесь [х|] — это целая часть числа х). 

4. Любое натуральное число можно 
изобразить при помощи двух двоек. 

5. При любом натуральном п между 
п-+1 
12 
одно натуральное число В: 


п п}. 
а < таз! 
при этом [шв 2*|=п. 
6. Любое натуральное число можно 
изобразить при помощи одной де- 


сятки: 


п=[-1щ = -\/-/../16), 


А раз 


п 
числами 2 и существует хотя бы 


п} 
82° 
7. Любое натуральное число можно 
изобразить при помощи одной двойки. 
8. Любое натуральное число можно 
изобразить при помощи одной еди- 
ницы. 


где Ё таково, что в << 


боба й7 


Вечерняя физическая школа 


при МГУ 
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9. Единицу можно изобразить при 
помощи одного произвольного числа: 
1=[1511 х|] 

(напомним, что 01—=1!=1). 

10. Любое натуральное число можно 
изобразить при помощи одного произ- 
вольного числа. 

К этой не совсем серьезной игре 
можно сделать одно серьезное заме- 
чание: к сожалению, в наших утверж- 
дениях нельзя пропустить слово 
«натуральное». Дело в том, что мно- 
жество всех чисел, которые могут быть 
изображены при помощи одного числа 
(или конечного количества чисел), 
является счетным. А множество дейст- 
вительных чисел, увы, несчетно... 


Упражнення 

1. Изобразите при помощи цифр 1, 9, 8, 7 
(взятых ровно по одному разу) все натураль- 
ные чнсла от 1 до 1987. 

2. Изобразите прн помощн одного единствен- 
ного числа 1987 число 1988. 

3. Верно ли, что любое натуральное число 
можно изобразнть при помощи одного пронз- 
вольного числа, если клавиша с символом 1 
не работает (автору статьи это нензвестно}? 


шие обучение получают сви- 
детельство обокончании ВФШ. 

Прием в ВФШ пронзводит- 
ся по результатам собеседо- 
вания, которое будет прово- 
диться начнная с 23 сёентяб- 
ря. Для поступлення в школу 
необходимо лично заполиить 
заявлецие в комитете ВЛКСМ 
физфака МГУ {с приложенн- 
ем двух фотокарточек раз- 


Вечерняя физическая школа 
(ВФШ) при физическом фа- 
культете МГУ объявляет на- 
бор учащихся в 8, Э и 10 клас- 
сы на очередной учебный год. 

Основная цель ВФШ — по- 
мочь учащимся глубже из- 
учить физику в объеме школь- 
ной программы. Занятия про- 
водятся в форме лекций, 
читаемых раз в две недели, 


Поправка 


В ответах к вариантам всту- 
пительных экзаменов по ма- 
тематике были допущены 
ошибки (см. «Квант», № 5, 
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и еженедельных семинаров. 
Кроме того, учащиеся смогут 
посетить научные лаборато- 
рин факультета и на лекци- 
ях ведущих ученых познако- 
миться с основными направ- 
леннями современной физикн. 
Для желающих организуются 
факультативные занятия по 
математике и основам инфор- 
матики. Успешно закончив- 


1987). Нас. 61 в ответах к за- 
даче 2 варианта 1 должно 


быть х6('/22; 19; со), к за- 
даче 2 варианта 3 первая се- 


рия х= 2, к задачам 2 и 5 
варианта 4 соответственно 
хе[4; с) н 


мером 3Х4А см). Заявления 
можно подавать с 7 по 19 
сентября ежедневно, кроме 
воскресенья, с 16 до 18 часов. 
Работающая молодежь зачис- 
ляется вне конкурса. 


Адрес ВФШ: 119899, 
Москва, ГСП, Ленинские горы, 
МГУ, физический факультет, 
ВФШ. Телефон: 939-26-56. 


3 9е* 
8 эт 2. па 


На с. 62 в ответе к задаче 2 
варианта 1 Московского стан- 
койнструментального инсти- 


©—= 


тута #1= —‘/в. Редакция при- 
носит читателям свои иэ- 
винения. 
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Превращение 
механической энергин в тепловую 


Работа, 
энергия, тепло 


Кандидат физико-математических наук 
А. И. БУЗДИН. 

кандидат физико-математических наук 
С. С. КРОТОВ 


Значительное число задач на вступи- 
тельных экзаменах по физике касает- 
ся процессов превращения механиче- 
ской энергии в тепловую и наоборот. 
Впервые цикл таких задач появляет- 
ся в разделе «Механика» школьного 
курса физики при изучении механи- 
ческих движений, в которых необхо- 
димо учитывать силы трения, при 
рассмотрении неупругих соударений 
тел и т. п. Второй раз школьники 
встречаются с аналогичными задача- 
ми в разделе «Тепловые явления. Мо- 
лекулярная физика» при знакомстве 
с различными тепловыми процессами, 
с работой тепловых двигателей и т. д. 


В основе решения задач на эту тему 
лежит закон сохранения энергии, 
сформулированный в виде: при взаи- 
модействии тел в замкнутой системе 
выделившееся количество теплоты 
равно разности механической энергии 
системы до и после взаимодействия. 

Задача 1. Пуля массой т, летя- 
щая горизонтально со скоростью и, 
застревает в мешке с песком, движу- 
щемся ей навстречу со скоростью и. 
Определите выделившееся при этом 
количество теплоты. 

При решении этой задачи будем 
считать, что процесс застревания пу- 
ли в мешке с песком происходит на- 
столько быстро, что изменением по- 
тенциальной энергии пули можно 
пренебречь (это будет иметь место, ес- 
ли сила, действующая на пулю со сто- 
роны мешка с песком, значительно 
больше силы тяжести пули). Тогда, 
в соответствии с законом сохранения 
энергии, выделившееся при +тормо- 
жении» пули количество теплоты бу- 
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дет определяться изменением только 
кинетической энергии пули и мещка. 

Если систему отсчета связать с мецш- 
ком и предположить, что масса мешка 
с песком много больше массы пули, 
и поэтому его скорость не изменяется 
за время застревания пули в песке, 
то выделившееся количество теплоты 
найдем по формуле 


&,= 55 (6 + и. 


Здесь мы учли, что пуля и мешок до 
соударения двигались навстречу друг 
другу, а после взаимодействия ско- 
рость пули относительно мешка стала 
равной нулю. 

Если же в качестве системы отсче- 
та выбрать землю и снова считать, 
что при соударении с пулей скорость 
мешка не изменяется, то количество 
теплоты будет равно разности кине- 
тических энергий пули до и после 
взаимодействия с мешком: 


то то т 2 2 
@. = >= 8 — > и =—= (и —им”). 

Итак, @,-=@.. Но этого быть не мо- 
жет, поскольку количество теплоты 
не должно зависеть от выбора систе- 
мы отсчета. Чтобы «снять» парадокс, 
рассмотрим процесс взаимодействия 
пули с мешком в системе отсчета, 
связанной с землей, более детально. 
Будем считать, что масса мешка М 
хотя и много больше массы пули т 
{М > т), но все же величина конечная. 
Запишем для системы пуля — мешок 
закон сохранения импульса (в проек- 
циях на ось координат, совпадающую 
по направлению с начальной скоро- 
стью пули 0): 


ти. +Ми, =М + т)и,, 
или 
то —Ми— —М+туи’, 
где и’— скорость системы после за- 


стревания пули, и закон сохранения 
энергии: 


т по — Мут) т) 


И и" +9. 


Отсюда находим выделившееся 
соударении количество теплоты: 


5- (и и}. 


Таким образом, получаем, что ни- 
какого недоразумения действительно 
нет, в обеих системах отсчета полу- 
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_ Мм 2 _ 
в эми 0 о и} = 
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чается один и тот же результат. Од- 
нако при расчете выделившегося ко- 
личества теплоты в данном примере 
проше и разумнее было воспользо- 
ваться системой отсчета, связанной 
с мешком, а не с землей. 

Легко показать (сделайте это само- 
стоятельно), что и в более общем слу- 
чае абсолютно неупругого соударе- 
ния двух тел произвольных масс т! 
и т, движущихся по одной прямой 
с произвольными скоростями 0, и и., 
выделившееся количество теплоты 
определяется аналогично и оказы- 
вается равным 


тит. 2 
@ —= Эти ть (21 0-.) › 
где о; и 02; — проекции скоростей 


на соответствующую ось координат. 
Задача 2. Небольшому грузу 
массой т, лежащему на длинной го- 
ризонтальной доске массой М, сооб- 
щили скорость 0, направленную вдоль 
доски (рис. 1). Найдите количество 
теплоты, которое выделится к моменту 
окончания скольжения груза по дос- 
Доска по плоскости может дви- 
гаться без трения. 





Рис. 1. 


В данном случае выделивщшееся 
количество теплоты будет опреде- 
ляться работой сил трения скольже- 
ния. Однако для ответа на вопрос 
задачи достаточно воспользоваться 
готовой формулой, приведенной в кон- 
це решения предыдущей задачи: 


©— 


т.т? 


тм 2 
2! ту мт 


2 
и — Дтрм о 


Здесь мы предположили, что доска 
достаточно длинная, так что груз ус- 
певает ззатормозиться» на ней. 

В заключение первого раздела ста- 
тьи — два вопроса для самостоятель- 
ного обсуждения. 

Вопрос 1 (который был одно время по- 
пулярен на вступительных экзаменах по фи- 
зике на химический факультет МГУ). Метал- 
лическую пружину растворяют в кислоте. 
Один раз в сжатом состоянии, другой — в сво- 
бодном. Чем будут отличаться последствия 
таких растворении? 

Вопрос 2 (с которым приходилось стал- 


киваться поступающим на геологический фа- 
культет МГУ). На что идет кинетическая 





Рис. 2. 


энергия метеорита. сгорающего в атмосфере 
Земли? 


Как «работает» 
первый закон термодинамики 


Напомним, что этот закон является 
частным случаем закона сохранения 
энергии в применении к тепловым 
процессам. Вот его формулировка: 
изменение внутренней энергии (ЛИ) 
термодинамической системы при пе- 
реходе ее из одного состояния в дру- 
гое равно сумме количества теплоты 
(©), переданного системе, и работы 
{А) внешних сил, т. е. 


Аи=е-+А. 
Первый закон термодинамики можно 
записать несколько иначе: 

9=Аи-{ А’ 
где А’ — работа системы над внеи- 
ними телами. 

Про каждое состояние системы 
можно сказать, что ему отвечает тот 
или иной запас внутренней энергии. 
Однако нельзя сказать, что в системе 
содержится определенное количество 
теплоты или работы. Как количество 
теплоты, так и работа характеризу- 
ют процесс изменения энергии систе- 
мы, и поэтому для одного и того же 
АО, но для разных процессов и @ и А 
разные. 

Задача 3. В теплоизолированном 
цилиндре с поршнем находится азот 
массой т=0,2 кг при температуре 
1-—=20°С. Азот, расширяясь, совер- 
шает работу 4’=4,47 кДж. Найдите 
изменение внутренней энергии азота 
и его температуру после расширения. 
Удельная теплоемкость азота при по- 
стоянном объеме с, =745 Дж/(кг- К). 

Подвода тепла к газу не произво- 
дится — ведь цилиндр теплоизоли- 
рован. Поэтому первый закон термо- 
динамики позволяет записать: 
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0—=АО- А’, 
т. е. 
АИ—= —А’—= —4,47 кДж. 
В этом случае изменение внутренней 
энергии газа отрицательно — азот 
охлаждается. 

Зная теплоемкость при постоян- 
ном объеме и изменение внутренней 
энергии, мы легко можем найти из- 
менение температуры газа. Действи- 
тельно, при постоянном объеме газ 
работы не совершает (р^У —=0), и под- 
водимое количество теплоты @—= 
=е,тАТ совпадает с изменением 
внутренней энергии АЙ: 


АЙ =е,тАТ. 
Отсюда найдем изменение темпера- 
туры газа АТ =1.—, (здесь все рав- 
но, какой температурной шкалой 
пользоваться — Цельсия или Кель- 
вина) и температуру азота после рас- 
1пирения: 


в=н-+ 








Аи _ А’ 
сут ыы 00 вут 5 
= —10 °С (или Т.=263К). 
Задача 4. На р—"-диаграмме 
{рис. 2) изображен процесс расшире- 
ния газа, при котором он переходит 
из состояния 1 с давлением ри об»- 
емом У в состояние 8 с давлением р/2 
и объемом 2У. Найдите количество 
теплоты, которое сообщили этому га- 
зу. Линия 1—2 — отрезок прямой. 
Основным моментом при рещении 
этой задачи является вывод о Том, что 
начальная и конечная температуры 
газа одинаковы. Действительно, про- 
изведения р! и (р/2Х2У) равны, а зна- 
чит, равны и температуры (вспомним 
закон Менделеева— Клапейрона). Но 
коль скоро не изменилась температу- 
ра газа, не изменилась также и его 
внутренняя энергия (см. решение пре- 
дыдущей задачи): ^И—0. Тогда из 
первого закона термодинамики сле- 
дует, что сообщенное газу количество 
теплоты равно работе, совершенной 
газом: @—=А’. На р—У-диаграмме 
работа изображается заштрихован- 
ной на рисунке площадью трапеции, 
поэтому 


А= 3(р+ 22 —У)= 3 ру. 


Задача 5. Над газом совершают 
Ова тепловых процесса, переводя его 
из Одного и того же начального со- 
стояния и нагревая до одинаковой 
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у у 


Рис. 3. 


конечной температуры (рис. 3). При 
каком процессе газу сообщается боль- 
шее количество теплоты? 

Прежде всего представим процессы 
на р У-диаграмме. Заметим, что ко- 
нечные точки Г(р,У) и 2Ф.„УИ 
лежат на одной изотерме (пунктир- 
ная линия на рисунке). В соответ- 
ствии с первым законом термодина- 
мики подводимое к газу количество 
теплоты равно сумме совершенной 
газом работы и изменения его внут- 
ренней энергии. Поскольку и началь- 
ные, и конечные температуры для 
обоих процессов одинаковы, измене- 
ния внутренней энергии тоже одина- 
ковы. Следовательно, подводимое ко- 
личество теплоты будет больше в том 
процессе, в котором газ совершает 
большую работу. 

Вычисляя площади соответствую- 
щих трапеций (см. решение преды- 
дущей задачи), находим, что работа 
в первом процессе равна 


А, = 3 (ро Р(У,— о), 


а во втором — 


Аг= 5 (0+2) (У, — У). 


Учитывая, что конечные точки [и 2 
лежат на одной изотерме, т. е. р,У' = 
—=р.Г., можем записать 


2(А,— А.) =рои,—У2)+И«р2—р)= 


=(",—У2) (рр я ). 


Таким образом, разность работ поло- 
жительна, если И, > Из, и полный от- 
вет на поставленный вопрос следую- 
щий: большее количество теплоты 
подводится в том процессе, где конеч- 
ный объем газа больше. 

Задача 5. Тепловая машина 
имеет коэффициент полезного дейст- 
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вия (КПД) 1-20 %. Каким станет ее 
КПД, если количество теплоты, по- 
требляемое за цикл, увеличится на 
40 %, а количество теплоты, отдавае- 
мое холодильнику, уменьшится на 
20%? 

Напомним, что коэффициент по- 
лезного действия (п) равен отноше- 
нию работы (4), совершаемой тепло- 
вой машиной за цикл, к величине по- 
лучаемого ею количества теплоты 
(9): ит=А/@.. Из закона сохранения 
энергии следует, что работа (А) равна 
разности получаемого от нагревателя 
(2) и отдаваемого холодильнику 
(©) количеств теплоты: А =@,— @х. 
Тогда КПД машины 


д 9-9 1 @, 


в. а. 
Вначале \ —=20 %, и отношение @../@„ 
равно 0,8. Затем количество теплоты, 
потребляемое за цикл, увеличилось 
на 40% и стало равным @”— 1,46, 
а количество отдаваемой холодиль- 
нику теплоты уменьшилось на 20%, 
т.е. стало равным @..—=0,8@...Таким 
образом, новое отношение @.„/@—= 
—=0,8@../1,4@ „= 0,46, и КПД машины 
стал 





1’=1-—-0,46 =0,54, 
т. е. увеличился. и теперь составляет 
примерно 54 %. 


Упражнения 

1. Моль идеального одноатомного газа с на- 
чальной температурой Г—600 К адиабати- 
чески увеличивает свой объем в 3 раза. Какую 
работу совершает при этом газ, если в тепло- 
вом процессе, прн котором давленне линейно 
изменяется с объемом, газу при расширении 
из того же начального в-то же конечное состоя- 
ние было подведено количество теплоты @= 
== 1,9 кДж? 

2. В цилиндрнческом сосуде под поршнем 
при температуре Т иаходится насыщенный 
водяной пар. При изотермическом вдвигании в 
сосуд поршня выделнлось колнчество тепло- 
ты @. Найдите совершенную при этом работу. 
Молярная масса пара М, удельная теплота па- 
рообразования воды г. 

3. За время т-1 ч в холодильнике превра- 
цается в лед при температуре &—0 °С масса 
воды т-3,6 кг, имевшая начальную темпе- 
ратуру #==20 °С. Какая мощность потребляет- 
ся холодильником от электросети, если он от- 
дает в окружающее пространство в единицу 
времени энергию @.—=840 Дж/с? Удельная 
теплоемкость воды с—=4,2 кДж/(кг К), удель- 
ная теплота плавления льда ^==0,33 МДж/кг. 





Х Турнир 
юных физиков 


Науки юношей питают, 
Отраду старым подают, 
В счастливой жизни 
украшают, 
В несчастной — случай 
берегут... 
М. В. Ломоносов 


Турнир проводится физиче- 
ским факультетом МГУ им. 
М. В. Ломоносова с сентяб- 
ря 1987 по февраль 1988 года. 

Решения задач заочного 
коллективного конкурса необ- 
ходимо отправить яе позднее 
16 ноября 1987 года по адре- 
су: 119899 Москва ГСП, 
МГУ, физический факультет, 
кафедра физики колебаний, 
Оргкомитет ТЮФ-Х. В графе 
«Кому» иапишнте: заочный 
конкурс ТЮФ-Х н номера за- 
дач, решения которых вы по- 
сылаете. В конверт вложите 
анкету: 

1. Почтовый адрес школы. 

2. Фамилия, имя, отчество 
руководителя команды. 

3. Список авторов реше- 
ний. 

В начале решения каждой 
задачи обязательио укажите 
город, номер школы, класс, 
фамилии и имена авторов 
решения. К эксперименталь- 
ным задачам приложите под- 
робные описания уствиовок, 
их схемы, желательно фото- 
графии и эксперимеитальные 
данные. Наиболее удачиые 
решения задач и самостоя- 
тельно сформулированные 
проблемы будут отмечены 
грамотами турнира и предло- 
жеиы для публикации в жур- 
иале «Квант». 

Более подробную информа- 
цию о ТЮФ-Х можно полу- 
чить в Оргкомитете ТЮФ по 
вышеуказанному адресу. 


Задання заочного 
коллективного конкурса 
ТюЮФ-Х 


1. Придумай сам. Предло- 
жите оригинальные проекты 
техиического и научного ис- 
пользования высокотемпера- 
турной сверхпроводимости. 


побила 


2. «Вечприемник». Скон- 
струируйте и изготовьте пере- 
носиой радиоприемник, не 
использующий источииков пи- 
тания. Зачетный параметр: 
х=Р/Ёт, где Р — звуковое 
давление на ресстоянни 1 м 
от приемника, Ё — макси- 
мальный линейный размер 
приемника, т — масса прием- 
ника. 

3. Сатега обзсита. Выпол- 
иите групповой портрет ва- 
тей команды с помощью ка- 
меры-обскуры. Обоснуйте фн- 
зические принципы получе- 
ния качествеиного снимка 
с помощью такого приспособ- 
ления. 

4. Электрическая цель. Не- 
сколько узлов (п<10) соеди- 
нены между собой батарей- 
ками с известнымн ЭДС и г. 
Составьте программу вычис 
лений на ЭВМ для опреде- 
ления разности потенциалов 
между первым и вторым 
узлами. Критерием качества 
программы считайте время от 
начала ввода данных в ком- 
пьютер (таблицы значений 
ЭДС и г) до момеита выда- 
чи правильного результата. 

5. Метрология. Определите 
предельиую точность измерс- 
ния длниы стальной линей- 
кой. 

6. Продавец вакуума. 
Предпрнимчивый звездоцла- 
ватель решил поставлять в 
физические лаборатории мира 
вакуум из космнческого про- 
странства. Каковы шансы на 
успех его предприятия? 

т. Солице на ззкате. Види- 
мый диск Солнца иа закате 
сплющеи. Экслериментально 
измерьте и опишите эти искя- 
ження. Рассчитайте теорети- 
ческое отношение горизон- 
тальиого и вертикального раз- 
меров солнечного диска, ка- 
сающегося лниинн горизонта. 

8. Цветное телевндение. 
Вам надо сконструировать 
четырехцветный — телевизор. 
Какие цвета вы бы выбрали 
в качестве основиых? Должна 
лн измениться при этом съе- 
мочная аппаратура? 

9. Девятый вал. 

*Передо миою волиы моря. 

Их много. Им иемыслим 


счет.» 
Б. Пастернак 
Существует ли «девятый 


валь? Внесите ясность в этот 
вопрос. В качестве отправной 
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точки можете использовать 
идеи, изложенные в статье 
«Тройка, семерка, туз ...ь 
{Знание — сила, 1987, № Г 
с. 97— 104). 

30. Самовозгорание. 


*Но и от ветра, когда, 
раскачавшись, деревья 
ветвями, 

Сильно шатаясь, начнут 

налегать одно на другое, 

Мощное трение их источает 

огонь, и порою, 

Вспыхнувши, вдруг 

заблестит и взнесется 
горячее пламя, 

Если взаимно они 

и стволами, н сучьями 
трутся.. 
Лукреций Кар. 

Так римский философ объ- 
яснял происхождение лесиых 
пожаров. Оцените вероятность 
такого возгорания и его место 
в ряду факторов, вызываю- 
щих возникновение пожаров 
в природе, т. е. не являющих- 
ся следствием деятельиости 
человека. 

11. Лампа накализания. 
Утверждают, что две лампоч- 
ки по 60 Вт дают больше 
света, чем три лампочкн по 
40 Вт. Так ли это? Исследуй- 
те, как изменяются светоот- 
деча и срок службы лампы 
накаливания при небольшом 
измеисиии иапряжения пита- 
ния. 

12. Весна в городе. Весна 
в городе наступает раньше, 
чем в сельской местности 
Опишите осиовиые факторы. 
приводящие к этому, и про- 
изведите числеиные оценки. 
В частиости. что будет, если 
однажды вывезти весь сиег нз 
Москвы за город? 

13. Теплопередача. Иссле- 
дуйте теплопередачу через 
вертикальный столб воды в 
двух случаях: ТГ, То и Т, > 
>Ть 





1 — водяной столб, 

2 — теплоизоляцнонная 
труба. 

14. Мезоскопика. Один из 
мезоскопических эффектов со- 
стоит в том, что сопротивле- 
ние двумерного металличе- 
ского образца при низких тем- 
пературах может существенно 
измениться при измененин по- 
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ложения всего пишь одного 
атома решетки. Наглядное 
представление об этом эффек- 
те можно получить, рассмат- 
ривая следующую модель: в 
узлах двумерной решетки 
лхл (710) расположены 
маленькие плоские зеркала с 
коэффициентом отражения, 
равным единице. Каждое зер- 
кало может пребывать лишь 
в двух положениях: с накло- 
‘ном нод углом 457 либо впра- 
во, либо влево. 


] Вход 
—иИ— 
Г 
! ль 
Ах 
и № 
р 
\И/И/ 
Ц 
И 
р 
Г 
ан 
| Выгод 

Состояние зеркал хаоти- 
чески нзмсияется, поэтому ла- 
зерный луч. попадающий на 
узел решетки, с равной вероят- 
ностью отражается в одну илн 
другую сторону на 90°. Оце- 
нитс, как изменится световая 
мощность на выходе системы, 
если в один нз узлов вместо 
зеркала поместить элемент, 
полностью / поглощающий 
евет. 

15. Медный грош. Монета 
в 1 копейку «выпалае из кос- 
мической ракеты и стала ис- 
кусственной планетой Солнеч- 
ной системы. Оцените время 
ее существования как плане- 
ты, учитывая взаимодействие 
с солиечным светом. 

16. Электроны в ловушке. 
Несколько электронов (27 < 
<30) могут свободно переме- 
щаться внутри круга радиуса 
Н. Какое взаимное расположе- 
ние электронов устойчиво? 

17. Резнстор Калиостро. 
Для школьного тестера даже 
человек — это резистор. Ис- 
следуйте с помощью школь- 
ного тестера закоиы последо- 
вательного и параллельного 
соединения таких резисторов 
(традиционио задача № 11 
имеет шуточиый оттенок). 

Советы дебютантам турни- 
ра 

Как решать турнириую за- 
дачу. Условия турнирных за- 
дач часто ставят дебютаита 
в тупик. Иногда ему даже ие 
ясно, что, собственно, решать. 


и совсем не понятно, как ре- 
шать! В таком случае нужно 
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ноступать так, как это делают 
физики. Задачу нужно макси- 
мально упростить, сузить, ог- 
раничить в рамках простых и 
ясиых допущений, поставить 
четкий и ясный вопрос, на ко- 
торый можно отвечать. Затем 
постараться получить каче- 
ственный ответ — здесь вам 
помогут соображения подо- 
бия, метод размерностей и 
ваша интуиция. Но ограничи- 
ваться этим нельзя. В реше- 
нии должна быть строгость и 
полнота. Смело эксперименти- 
руйте. Помните, что почти все 
задання турнира допускают 
проведение эксперименталь- 
ного исследования. Предосте- 
регаем вас от чрезмерного 
увлечения апларатом высшей 
математики. Турнир не пре- 
следует таких целей. В первую 
очередь должны быть освеще- 
ны именно качественная сто- 
рона н физическая суть проб- 
лемы. 


Как можио работать кол- 
лективно. Для этого органи- 
зуйте рабочие заседания (встре- 
чи). Первая встреча — орга- 
низационная. На нее прнгла- 
сите всех, кто интересуется 
турннром. Здесь прочтите за- 
дания турннра, и пусть же- 
лающие выберут себе задачи 
для решения. Не беда, если 
некоторые задачн захотят ро- 
шать многие, а часть задач ос- 
тается не выбранной. Главное 
содержанне первой встречи — 
начало работы. Вряд ли стоит 
сразу же иаходить капитана 
и отговаривать состав коман- 
ды, но зкоординаторь вашнх 
встреч совершенно необходим. 
Он должен знать все о с5- 
стоянии дел: когда состоится 
следующая встреча, какие за- 
дачи будут обсуждаться, что 
уже решено и кем, что в ста- 
дни решения, что еще совсем 
не решается и т. д. 

Следующие встреч — ра- 
бочие. На них звслушиваются 
решения задач и после крити- 
ческих замечаний н уточие- 
ний принимаются илн отправ- 
ляются на доработку. Если ка- 
кое-то решение принимается, 
то желательно, не отклады- 
вая на завтра, окончатель- 
но оформить его н положить 
в папку готовых решений. 
На таких встречах складыва- 
ются творческие коллективы 
и постепенио определяется 
состав команды. Скоро выяс- 
нится, что одни участники 
встреч приносят миого решен- 
ных задач, другие сильиы в 
организационном плаие, 
третьи не решают задач, ио 
выдвигают свежие и здравые 


Куапатссте.ги 


идеи, а некоторые сильны сво- 
нми критическими замечани- 
ями или же просто умеют 
создавать атмосферу эмоцио- 
нального подъема и творче- 
ского накала. Все они на 
своем месте и необходимы 
коллективу. В середине октяб- 
ря нужно будет проверить, 
что же сделано — подвести 
итог. Если окажется, что не- 
которые задачн не решены 
или ие решались вовсе, то 
теперь их уже надо распре- 
делить по рабочим группам и 
назначить сроки исполнення 
с тем, чтобы выработать сов- 
местное решение этих задач 
(возможно, в упрощенном ви- 
де — правила турнира это 
допускают). 

На последней встрече не- 
обходимо сформировать ко- 
манду и выбрать капитана. 

Кто вашн помощники. В 
первую очередь — ваши учи- 
теля физики. Решать за вас 
задачн они не будут, но по- 
советовать или покритиковать 
ваши решения могут. В орга- 
низационном плане их по- 
мощь совершеино необходи- 
ма — собрать вас, вовремя 
отправить домой, кого-то под- 
бодрить или утешить, а кого- 
то предостеречь, что-то вам 
дать из оборудования и иа- 
учить с иим работать н т. д. 

Помочь могут родители. От 
них вы можете ждать нетра- 
дицнонных подходов, помощи 
в том, что сейчас не может 
дать вам школа. Это в боль- 
шой степени относится н к ва- 
шим родствейинкам н друзь- 
ям. 

Помочь могут студенты — 
выпускиики вашей школы. 
Разумное взаимодействие с 
ними принесет вам много 
пользы. Однако понски по- 
мощников и упование на них 
не должиы подмеиять вашу 
самостоятельную и активиую 
работу над решениями задач. 
Если вам удалось з«найтиь 
решение задачи, не решая 
ее, то цена такому «подвигу» 
не высока. 

Наконец, книга — ващ 
главный помощник. Многие 
проблемы, затронутые в за- 
дечах ТЮФ, в какой-то сте- 
пени, возможно, уже решены. 
Творчески используйте уже 
полученные результаты (при 
этом не забудьте дать ссыл- 
ку на источник). Книга может 
многое подсказать и многому 
научить. 

Желаем вам удачи и твор- 
ческих успехов. 


Т. П. Корнеева. Е. Н. Юносов, 
И. В. Яминский 
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Преобразования плоскости 
в задачах на построение 


1. Вершина В треугольника АВС переходнт в 
вершину С при преобразовании 5. о Н%, где 
{ — биссектриса угла А, Ё = АС/ВС. 

2. Рассматриваемый отрезок симметричен от- 
носительис перпендикуляра к данной прямой, 
проведенного через центр окружности. 

3. Фигуры М; и М. — дуги, из точек которых 
отрезок между маяками виден под данными 
углами, преобразоваиие Р — параллельный 
перенос на вектор, изображающий перемеще- 
ние корабля между моментами измерения. 

4. Постройте отрезок АА; и найдите геометри- 
ческне места точек Ви С; воспользуйтесь тем, 
что они симметричны друг другу относитель- 
но А.. 

5. Вершнна ромба переходит в соседнюю вер- 
шину при композиции поворота иа 90° вокруг 
его центра О н инверсии с центром О и коэффи- 
циентом 5/2, где $ — площадь ромба. 


Избранные 
школьные задачи 
1. —3, —17. Указание. Если хх—6 
Чх-{Т 
или х>7, та 3х4 +4 < 3. 
2. 2104512 — {254-568} —2.2°.58 = (2+ +58} — 
—(23.53 = {245 ИЕ. 5%) (2+5 2. 5 


3. Пусть АР — наибольшая диагоиаль (рис. 1). 
Тогда годятся днагоиали АД, АС и ВО, так как 





АСс+{+Вр> АО РО АД. 
4. Положим и==18°. Легко видеть, что 
а: а 
92 себ" бов Ш 


Заметив, что 05 4а=- соз 72° зат 18° = а, 
производим выкладку: 
2 . 2 : 
2, а(Т—зта} 2—2эте 
а} од а то : = =— = 
с05° а 1—зт’а 
20! 241 21 2 


= тета  145084а 2024 > 


5. Не может. Доказательство. Пусть 
АВСР — трапеция, удовлетворяющая усло- 
виям задачи (рис. 2), и пусть СЕЙГАВ. Тогда 
у треугольника СЕР основаиие ЕД имеет длину 
15—3-= 12, высота (опущенная на основание) — 
длину 8. Сумма СЕ-- СО будет наименьшей, если 
СЕ=СРЬ (потому что СЕЁСР—=СЕ+{ СБ’), а в 


В 


Рис. 1. 
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этом последием случае СЕ =-/8? 46—10. Та- 
ким образом, АВ--СВ—=СЕ-+СЬ >20 >> 18 == 
== АР + ВС, что противоречит возможиости впи- 
сать в трапецию АВС окружность. 

6. Указанне: положите х=й, у-=1—Ё и 
найдите 2. 

9. Если п>4 или п=1, то решений нет; если 








п==83, 410 Ж-==х.=д.=1; если п=2, то 
3-= 5/5 З= \5 
д! = > ‚ Хз= 5 . 


Решение. Сложим наши уравнения: 


(=.+ 2) (+ 2) еаь 1) 6. 


Но х+ Е 22 при х>0, причем ха 


только при х > 1. Значит, л < 3, и если п =3, то 
х1==х. =х.=1. Случаи п = и 1 труда не пред- 
ставляют. 

8. Указание. Докажите, что окружности, 
описанные около треугольников АВС, АНВ, 
АНС и ВНС, имеют одии и тот же радиус В. 
Выразите АН, АН, ВЕ, С.Н через В и синусы 
углов а, В, $ (рис. 3) и подставьте эти выраже- 
ния в правую часть доказываемого равенства. 
9. Построение. Пусть А’Ы— точка, симмет- 
ричная точке А относительно данной прямой. 
Проведем окружности с центрами А и А’, каса- 
ющиеся даиной прямой, и к каждой из этих 
окружностей проведем касательные из точки В. 
Точки пересечения этих касательных с даиной 
прямой обозиачим через М,, М., М, М.. Усло- 
виям задачи могут удовлетворять только точки 
Мь М», М,, М. (докажите!) и каждая из них 
удовлетворяет или не удовлетворяет им в зави- 
симости от расположения точек С и РБ. Если, 
например, точки А и В расположены, как пока- 
зано на рисунке 4, то ДВМХ=2/ АМ, 
(ВМ-У=2/ АМ.У, /ВМ.У = АМ.Х и 
/ВМ.Х=2/х АМ.Х. Так, скажем, если точка С 
лежит между М. и М. а точка В лежит между 
М. и Ме то решений три: М», М», Ми; если же 
точка С лежит правее М., а точка ) — между 
М: и М., то решений нет вовсе. 

Замечание. Точка В может попасть внутрь 
одного из построеяных кругов; тогда из иее 
нельзя провести касательной к соответствую- 
щей окружиости. Если точка В попадет на 
окружиость, то к этой окружиости проводится 
одиа касательная. Кроме того, проведенная 
касательная может быть параллельна прямой 
СР. Разберите эти елучаи самостоятельно. 


10. (1/\2у. 


Решение. Из условия 
5 @т-... т @л == ©08 бу -... * 203 ©. Поэтому 
2" (за, )?.... (т аз)? == вт 9+... зат Вол 51 
и эта: -...- вм с. < (1/\2)”. Равенство достига- 


ется при в. =... = 


2 = 4. 








11. Если п нечетно, то Хх, ==...== Х„оз=1. Если п 


Четно, ТО Хх: = Х=Х==..., Х2= Х4==% ==... И ЛИ- 
бо х=1, либо х.=1 Доказательство. 
Пусть п нечетно. Если х,=1, 10 х.=Ъ 
о Иа Хх. =, х2=1, + А 2 ‚=. Если 
х, > 1, то все х, больше 1, и Хх! = 2", > Хх. =х 
—2931>> Х...:=..2> хи случай х,<1 анало- 
гичен. Пусть п четно. Если х=1, то х3= 
===... =1 И Х=хХа= ==... Еюли х.=Ь, то 
ХХ... =] И ХХ, = ХХ. =... Предположим, 
что хи х:=1. Если, скажем, х< 1, то 
<, Жж<И,... И Хх... < 1, что противоре- 
чит вытекающему из уравнений равенству 
ан э=х.. 
12. Наибольшую площадь имеет прямоуголь- 
ник, вершина Е которого, противоположиая А. 
лежит на границе нашей четверти круга и 
среди точек этой границы наиболее удалена 
от диагонали ВР. Именно, если г? 2 (2 — Па, 
то в качестве Е можио взять точку пересече- 
ния границы с дивгональю АС; прямоугольник 
будет в этом случае квадратом со стороной 

а—г\/2/2. Если же г 2 (\/2— Па, то в каче- 
стве Е можио взять точку пересечения граиицы 
четверти круга со стороной ВС или со стороной 
СР; прямоугольник в этом случае будет иметь 
стороны длиной. а иа—г. (Таким образом, в 
случае г›2 (3/8 —ПШа задача имеет три 
решения.) 
Указвиие. Выведите формулу 

25 =(х-у-а а —г, 

где 5 — площадь прямоугольника, х, у — дли- 
ны его сторон. Проведите через точку Е (ле- 
жащую на границе нашей четверти круга) пря- 
мую, параллельную диагонали ВО квадрата, 
пересекающую прямую АВ в точке К. Тогда 
ВК = |х+у-—а|, так что площадь 5 нскомого 
прямоугольника имеет наибольшее зиачение 
тогда и только тогда, когда расстояние ВК яв- 
ляется наибольшим. Вычислите 5 для случаев, 
когда точка Б есть точка пересечения граиицы 
четверти круга со стороной квадрата и с диа- 
гональю ДС квадрата. Сравните результаты 
вычислений. 
13. Нет, не любой. Рассмотрим трехгранный 
угол с плоскими углами 100°, 100°, 50°. Пред- 
положим, что сечением его некоторой плос- 
костью служит правильный треугольиик АВС 
(рис. 5). Так как углы АОВ и ВОС тупые, 
АВн ВС — это наибольшие стороны в тре- 
угольниках ОЛВ н ОВС соответственно. В тве- 
ком случае сторона АС наибольшая в тре- 
угольнике АОС. Но это не так, ибо угол АОС 
меньше 60°. 


14. агесов( — $). Указаиие. Постройте на 


лучех равиые отрезки ОД, ОВ, ОС, ОШ. Тогда 
АВСР — превильный тетраэдр, а точка О — 
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его центр тяжести (делит высоту тетраэдра 
в отношении 3:1). 





15. 21. Решение. Из условия следует, что 
п? {п -- 1} п? (пл 1)2 
аду 2 алк ал 2 але" Зиачит, 
>12 (1+ 1)° 
(1 + НЫ 211 1+ Е 
и 
1 
—— +127 а, 
м1 _ Ал —1 
Так как 1,048 < \1, ны то 
21,9 > —_ 508 +1>1п>20. 


м Работа, энергия, тепло 
1. А’ ==(3/11.4АЕТ — 3@) == 3,9 кДж. 


т 


и ей —1#)+^)=426 Вт. 


р Сколько стоит дыия? 


Пусть х — иалог иа одну дыню, у — цена 
дыни. Тогда 
{ {104 —19)х=19/—1, 
{11-З)х=- зи 1. 
Отсюда х=2, у=9. 


Калейдоскоп оКваитаъх 
(см. «Квант» №7) 


Редакция уверена, что читатель успешно спра- 
вился с заданиями *«Калейдоскопа». Однако 
если сам читатель в этом ие увереи, мы 
советуем ему обратиться к книге Я. И. Перель- 
мана «Занимательная физика». 


Задачи на разрезание 
(см. «Квант» №7) 


Решения всех задач — на рисунке справа. 


*Кванть для младших школьников 
(см. «Квант» № 7) 


1. Дяде Алеше 34 года, мие 11 лет. 

2. Открытые двери в салоне электрички сами 
закрываются. скатываясь по направляющим 
под действием силы тяжести. 

3. Заметим, что 100000-=10°—*+198*7 <30°== 
—24300000. Кроме того, заметим, что всякое 
целое число в пятой степени оканчивается 
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Задачи на разрелание 










Две фигуры 






Танграм 
Кведрировение 
фигуры 


Продырявленный 
квадрат 












Зубчатый квабрат 





Откуда взялась нога 





‚„ Дырявый зудчатый квадрат 





Елочка 
Из двух - один 





Лесенка 





Ступеньки 





Из трех — один Мальтийский крест 
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иа ту же цифру, что и само число. Поэтому, 
казалось бы, нужно проверить лишь два чис- 
ла: 17 и 27. Однако уже 26°’ — восьми- 
значное число. Так что на доске было написа- 
но 17°=1419857. На самом деле можно было 


стереть шесть цифр, оставив +#зк+=7. А Антон. 


оставил 1987 — ведь карнавал был новогодиий! 
4. Пусть мы началн шнуровать с правой верх- 
ией дырочки. Затем мы можем пропустить 
шнурок в любую из дырочек, кроме второй 
верхней дырочки, т. е. 8 разными способами. 
Следующим шагом продеваем шнурок в дыроч- 
ку иапротив, и снова у нас выбор, теперь 
уже из 6 возможностей, потом, после еще двух 
пропусканий шнурка, у нас останется 4 возмож- 
ности, потом 2, и иакоиец, пропускаем шнурок 
в левую верхнюю дырочку. Всего 8- 6. &%. 2= 
== 384 способа. 

5. Сначала нетрудно убедиться, что написаио 
не более одного верного утверждения. Если бы 
их было больше, то любые два из них противо- 
речили бы друг другу н, следовательно, не мог- 


ли быть одновременно верными. Все утвержде-_ 


ния не могут быть неверными, так как в таком 
случае последнее утверждение было бы вериым, 
что противоречит нашему предположению. 
Итак, верно лишь одно утверждение, а именно 
99-е, которое утверждает, что неверно 99 ут- 
верждений, а верно одно — оно само. 


Шахматная страничка 

{см. «Квант» № 5) 
Задаине 9 (Гиля — 
1. Лии Ф:т 2. Кеб+ 


Орбах. 1925 г.). 
Ф:45 (2...КреётТ 3. 


Фе? -|- ШТ 4. ФМ Крьб 5. ФитХх) 
3. ВЕ с простым выигрышем. 
Задание 10 (В. Алайков. 1986 г.). Ход 1. 


ЯЕ3, перекрывающий слону Я4 доступ к полю 
е2, опровергается путем 1...Л:с4Ъ а на 1. С{3 
с той же угрозой 2. Ке?х следует 1...С:с3! 
Правильно 1. №7' Теперь грозит 2. 58 К] и 3. 
К:с6х. После 1..4 уже решает 2. ЛЁ31 
(2. 58К Лаб) и 2...Л:с4 невозможно, так как 
слон перегородил дорогу ладье. На 1...ЛЬ4 
решает 2. С131 и защита 2...С:с8 пропала из-за 
ладьи, перекрывшей дорогу слону. Изящная 
трактовка известной в композиции геометри- 
ческой темы Гримшоу. Редкий случай, когда 
перекрытия в задаче осуществляются и белы- 
ми. и черными фигурами. 
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ПАдеьманинио 9 стране кА 


Консультнрует — экс-чемпи- 
он мира по шахматам, между- 
народный гроссмейстер А. Е. 
Карпов. Ведет страничку мас- 
тер спорта СССР по шахма- 
там, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


РЕТРОСЛЕКТИВНЫЙИ 
АНАЛИЗ 


На «шахматной страничке» 
уже не раз сообщалось о до- 
стижениях комльютеров в 
анализе шахматных оконча- 
иий. Кек же компьютер это 
делает? В основе алгоритма 
лежит ретроспективный ана- 
лиз позиций. иа котором мы 
сейчас и остановимся. 

Будем рассматривать окон- 
чания, в которых белые стре- 
мятся к победе, в черные — 
к ничьей. Предполагается, что 
уже известны оценки всех 
«младших эндшпилей», воз- 
никающих из исследуемых 
при изменении материала 
(взятии фигуры или превря- 
щении пешкн). Введем важ- 
иос определение. Рангом вы- 
игрышной для белых позиции 
назовем иаименьшее число хо- 
дов, за которое белые могут 
поставить мат или перейти в 
выигрышный младший энид- 
шпиль, независимо от того, 
как играют черные. 

Схема ранжироваиия при- 
ведена иа следующем рисунке. 





Прежде всего позиции ис- 
следуемого плана разбивают- 
ся на два множества: Б — с 
ходом белых и Ч — с ходом 
черных. Позиции из Ч. в кото- 
рых король черных заматован 
или они вынуждены перейти 
в проиграниый младший энд- 
шпиль, отнесем к нулевому 
рангу. Множество этих, уже 
ранжированных позиций обо- 
значим через РЧ,. Удалим его 
из Ч. Оставшиеся позицни 
образуют множество НЧ — 
неранжированные чериые. 

Выделим в Б все нозицни, 
в которых у белых есть хоть 
один ход, ведущий в РЧ.. Это 
позиции ранга 1 (выигрыш бе- 
лых в 1 ход), множество их — 
РБ.. Удалим его из Б, остав- 


шиеся позиции — НБ, неран- 
жированные белые. 

Выделим в НЧ все позиции, 
в которых любой ход ведет в 
РБ.. Это также позиции ран- 
га 1 (ход черных, но как бы 
оии ни сыграли, белые выиг- 
рывают в 1 ход), их множе- 
ство — РЧ,. Удалнм его из 
НЧ. Первый шаг алгоритма 
закончен, и все готово для еле- 
дующего, на котором возни- 
кают классы позиций РЧь», 
РБ: и иовые (меньшие) НЧ, 
НБ. 

Процесс ранжирования зв- 
канчивается, когда очередиое 
лостроенное миожество РБ, 
или РЧ, оказывается пустым. 
Позиции, оставшиеся в НБ и 
НЧ, не имеют ранга, в них 
белые не в состоянии выиг- 
рать. они либо ничейны, либо 
даже верх берут черные. 

Описанный алгоритм ана- 
лиза в самом деле ретроспек- 
тивный — для оценки пози- 
ций мы идем не «вперед», как 
обычно, а «назад». Полиый 
перебор вариантов прн этом 
ие производится, а рассмат- 
риваются лишь важнейшие 
ветви дерева игры, т. е., если 
иекоторая позиция охвачена 
перебором, то алгоритм пред- 
лагает в ней только такие хо- 
ды белых, которые прибли- 
жают к пели. 


Любопытно, что впервые 
ретроспективный анализ был 
применен доктором физико- 
математических наук А. Бруд- 
но и кандидатом  фнзико- 
математнческих наук И. Лан- 
дау для решения шахматной 
головоломки, о которой у нас 
уже не раз шла речь. Она 
называется задачей о непри- 
косновенном короле. 


$” белых король на с3 и 
ферзь. у черных — один ко- 
роль. Могут ли белые поста- 
вить мат, не делая ходов ко- 
ролем? 


Обсудим возможность ре- 
шить задачу обычным перебо- 
ром, *впередь. У белых вся- 
кий раз выбор нримерно нз 
20 ходов, у черных — из пяти. 
Варивитов ход-ответ около 
100. Всего вариантов просмот- 
ра на глубииу 20 ходов по- 
рядка 100*°—=10“. Если ма- 
шина будет просматривать 

9 
даже миллиард (10°) позиций 
в секунду, то анализ займет 
миллиарды миллиардов лет. 
Мы специально привели эти 
вычисления, чтобы показать, 
насколько бесполезеи полный 
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перебор вариантов для анали- 
за даже такой простой позиции. 

Теперь покажем, как упро- 
щается дело, если за него 
взяться с умом. Заметим, что 
всего положений фигур не 
так миого. Белый король при- 
кован к полю с8, а в распоря- 
жении белого ферзя ин чериого 
короля меньше 64 полей. Тв- 
ким образом, общее число по- 
зиций не превосходит 64*, 
т. е. около 4000, с учетом оче- 
реди хода — 8000. Сведения 
о таком числе ситуаций легко 
поместить в память компью- 
тера. Ранг выигрышной пози- 
ции в данном случае — это 
наименьшее чиело ходов, за 
которое белый ферзь ставит 
мат, в частности, матовые по- 
зиции образуют множество 
РЧ». 

Задача репалась на ЭВМ 
для всевозможиых положений 
неприкосновенного короля, и 
выясиилось, что решение су- 
щцествует только при короле 
на с3 или на симметричиых 
ему полях с6, {3 и #6. При 
этом максимальный ранг ра- 
веи 23 — мат дается не позд- 
нее 23-го хода при любом на- 
чальном положении белого 
ферзя и чериого короля. 

Осталось сказать, что идея 
ретроспективного анализа нс- 
пользуется при решении раз- 
личных переборных задач, но 
ее шахматная иллюстрация, 
пожалуй, наиболее наглядна. 


Конкурсяые задания 





15. Белые начинают я вы- 
игрывают. 





16. Белые начинают н вы- 
игрывают. 

Срок отправки решений — 
25 октября 1987 г. с пометкой 


на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
15. 16». 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 
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Рис. 1. 


Рис. 3. 


В решении задачи М1038, опубликованном в 
этом номере журнала, говорится, что любой 
прямоугольник 6ЕХ 2п, где Е>-1, ап 8, можно 
разбить на вуголки» из трех клеток так, что 
«уголки» не составляют ни одного прямоуголь- 
кика меньшего размера. 

В решении утверждается, что при этом обяза- 
тельносуществуют и центрально-симмегричные 
разбиения — одно из них показано на рисун- 





ке 1. Это разбиение квадрата 12. 12 интересно 
еще ц тем, что при поворотах на 90° цикличе- 
ски меняются цвета зуголков»: зеленый цвет 
переходиг в красный, красный — 6 желтый, 
желтый — в синий, синий — в красный. 

На рисунке 2 показана эволюция зуголка», 
после которой рисунок 1 превращается 6 мозви- 
ку колец, изображенную на рисунке 8. 


М.Х. 
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15$ М 0130 - 2221 


Научно-популярный 
физико-математический 
жирнал 





Редакционная коллегия 
и редакция журнала «Кванть 
поздравляют читателей 
с началом нового учебного года 
и всенародным праздником 
Днем знаний. 
Желаем вам успехов 
в труде и учении, знакомства 
< увлекательными книгами, 


интересных занягий 
в школьных кружках, 
побед на олимпиадах. 
Пусть этот учебный год 
поможет вам достичь 
новых рубежей 
в овладении основами 


современных наук, 
в развитии самойеятельности 
и школьного самоуправления. 





Основан в 1970 году 


Научно-популяркый 
Физико-математический 

журнал Ахадемии наух СССР 
и Акодемии педагогических 
квук СССР 


[15 Издательство «Наука» 
=" Главная редакция Физико- 
1-7 математической литературы 


21 
24 
29 


то 
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1987 


В номере: 


Интервью с академиком А. С. Боровиком-Романовым 
А. С. Михайлов. Волны в сердце 
А. В. Дорофеева. Рене Декарт и его «Геометрия» 


Задачняк «Кванта» 

Задачи М1061—М1065, Ф1073—$1017 

Решения задач М1041—М1045, Ф1053—Ф!1057 

Список читателей, приславших правильные решения 


*«Кванте для младших школьников 
Задачи 
Угадай число 


Калейдоскоп «Кванта» 


Шкода в «Квантее 

Физика 8, 9, 10: 

Легко ли описывать движение? 

Вокруг одной задачи 

Давление газа в сосуде 

Гармонические колебания и равновесие 


Математический кружок 
С. Л. Табачников. Соображения непрерывиости 


Практикум абитуриента 
Г. В. Дорофеев. Н. Х. Розов. Функции периодические и 
непернодические 


Информация 

П Научно-техническая конференция школьников в 
МФТИ 

Новосибирск — Андовер 


Олимпиады 
Избранные задачи Московской городской олимпиады 


‘по физике 


Задачи Пятидесятой Московской городской математи- 
ческой олимпиады 


Ответы, указания, раисния` 

Смесь (20, 37} 

Шахматная страничка 

Статистика эндшпиля (3-я с. обложки) 


@еа ббдиеЕА_/ 


На обложке сентябрьского номера. 
как и на улице. появились первые 
желтые листья; среди них 
затерялся декартов лист — видимо, 
он выпал из статьи о «Геомегрии» 
Декарта в этом номере. 


Фотографии. воспроизведенные на второй странице обложки. 
сделаны на Московской городской олимпиаде по физике 
(февраль — март 1987 года). 


$ Издательство «Наука» Глазнея редакция физико матемвтической литервтуры «ИКзаить, 1987 
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Наш корреспондент 
обратился 

к видкому 

советскому ученому 
директору Ннститута 
физических проблем 
им. С. И. Вавилова 

АН СССР 

вкадемику 

Л. С. Боровику-Романову 
с просьбой ответить 

на несколько вопросов, 
которые, 

как нам кажется, 
интересны 

читагелям «Кванта». 
Сегодня мы предлагаем 
вам запись 

эгой встречи. 


ИНТЕРВЬЮ С АКАДЕМИКОМ 
А. С. БОРОВИКОМ- 


РОМАНОВЫМ 


— Андрей Станиславович, расскажите, по- 
жалуйста. об Ниституте физических проблем, 
который вы возглавляете. О его истории, тради- 
циях, основных направлениях проводимых на- 
учных исследованнй. 


— Наш институт весьма необычен 
по сравнению с большинством суще- 
ствующих в СССР институтов физи- 
ческого профиля. Главной его особен- 
ностью является то, что при неболь- 
шом числе сотрудников в ИФИ собра- 
ны очень сильные исследователи. Ос- 
нован он был в 1934 году Петром 
Леонидовичем - Капицей, создавался 
под его непосредственным руководст- 
вом. Создавался на протяжении доста- 
точно долгого времени, не сразу, не 
одним махом. И в течение всего этого 
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времени закладывались основы буду- 
щих направлений научных исследова- 
ний. 

С самого начала главным предме- 
том исследований в ИФП стала физи- 
ка низких температур, физика, свя- 
занная с проявлением квантовых за- 
кономерностей в твердых телах, а так- 
же в жидком гелии. Именно здесь в 
1938 году П. Л. Капицей было откры- 
то одно из самых удивительных про- 
явлений квантовых законов в макро- 
скопическом масштабе — явление 
сверхтекучести. Открытие сверхтеку- 
чести — это целый цикл необычайно. 
остроумных и тонких экспериментов, 
приведших к созданию новой области 


физики — квантовой физики конден- 
сированного состояния, ставшей сегод- 
ня фундаментом целого ряда ‘при- 
кладных направлений. 

Следующим важнейшим достиже- 
нием ученых ИФПИ явилось открытие 
промежуточного состояния сверхпро- 
водников. Так называют особое состоя- 
ние сверхпроводящего образца в маг- 
нитном поле, когда он «расслаива- 
ется» на нормальные и сверхпрово- 
дящие области. Далее последовал ряд 
замечательных открытий в области 
сверхпроводимости. В пятидесятые го- 
ды Львом Давидовичем Ландау, рабо- 
тавшим в ИФП, совместно с В. Л. Гинз- 
бургом создается феноменологическая 
теория сверхпроводимости; А. А. Аб- 
рикосов открывает сверхпроводники 
второго рода, ставшие основой всех 
сегодняшних практических примене- 
ний этого удивительного явления. 

Затем, после столь интенсивных ис- 
следований сверхтекучести и сверх- 
проводимости, в этой области наме- 
тился некоторый спад. Однако в на- 
стоящее время, в связи с рядом блестя- 
щих открытий последних лет, эти ис- 
следования опять активизировались. 

Еще одним важным направлением, 
с которым связаны большие достиже- 
ния ИФП, явилось изучение энергети- 
ческих спектров электронов в метал- 
лах. Были разработаны тончайшие 
методики изготовления чрезвычайно 
чистых монокристаллических образ- 
цов, в которых электрон *пробегаль 
без столкновений расстояния в мил- 
лиметры! В обычных, «грязных», 0б- 
разцах при комнатной температуре 
этот пробег не превышает нескольких 
межатомных расстояний. Учеными 
института было разработано много 
оригинальных методов изучения пове- 
дения электронов в металлах, кото- 
рые позволили открыть совершенно 
новую увлекательную область физики 
низких температур. 


Интересные результаты были полу- 
чены и при изучении магнитных 
свойств твердых тел при низких тем- 
пературах. Например, было обнару- 
жено новое физическое явление — 
льезомагнетизм — возникновение в 
некоторых веществах намагничен- 
ности под давлением. 

Следует отметить, что последние 
тридцать пять лет научной деятель- 
ности самого Петра Леонидовича Ка- 
пицы не были связаны с физикой 
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низких температур. Он занимался 
электроникой больших мощностей, по- 
строил рекордный по мощности СВЧ- 
генератор — ниготрон, изучал плаз- 
менный разряд и другие связанные 
с плазмой физические явления. И сей- 
час в Институте есть лаборатория, 
которая под руководством С. П. Капи- 
цы занимается электроникой и уско- 
рительной техникой. Говоря о 
П. Л. Капице, нельзя не упомянуть 
еще и о его инженерной деятельности. 
Все действующие в мире установки 
для получения кислорода путем крио- 
генного разделения воздуха, все ма- 
шины для сжижения гелия рабо- 
тают на принципах, предложенных 
Петром Леонидовичем.*) 

Будучи директором ИП, П. Л. Ка- 
пица уделял большое внимание под- 
держанию тесных контактов между 
физиками-теоретиками и эксперимен- 
таторами. В Институте был создан 
теоретический отдел, который на про- 
тяжении многих лет возглавлял вы- 
дающийся советский физик Л. Д. Лан- 
дау. Активное сотрудничество Капи- 
цы и’Ландау привело к ряду бле- 
стящих открытий в физике низких 
температур. Впоследствии в Институ- 
те сформировалась целая «школа 
Ландау», из которой вышли многие 
лучшие физики-теоретики нашей 
страны. В шестидесятых годах Акаде- 
мией наук СССР был организован 
Институт теоретической физики (но- 
сящий теперь имя Л. Д. Ландау), и 
часть учеников и сотрудников Ландау 
перешли работать туда. С этим инсти- 
тутом и сегодня мы сохраняем тесные 
связи. 

Другая часть теоретиков по-прежне- 
му работает в теоретическом отделе 
ИФП. В настоящее время его возглав- 
ляет Я. Б. Зельдович. Это очень разно- 
сторонний человек, много сделавший в 
самых различных областях физики и 
оборонной техники — не зря он яв- 
ляется трижды Героем Социалисти- 
ческого Труда. Из последних учени- 
ков Ландау в нашем институте рабо- 
тают такие крупные ученые как 
Л. П. Питаевский и А. Ф. Андреев. 
Л. П. Питаевский — теоретик очень 
широкого профиля, которому принад- 
лежат важные открытия в области 





*) Жизнь н научявя деятельность П. ЛП. Капи 
цы заслуживают отдельной беседы. Интересующиеся 
читатели могут прочесть сборник статей П. Л. Ка- 
пицы «Эксперимент н практика». (Примеч. ред.) 
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сверхтекучести и в физике плазмы. 
А. Ф. Андреев в прошлом году вме- 
сте с сотрудниками ИФП А. Я. Пар- 
шиным и К. О. Кешешевым был удо- 
стоен Ленинской премии. Несколько 
лет назад они сделали крупную рабо- 
ту, которой положили начало совер- 
шенно новой области физики — физи- 
ке квантовых кристаллов. 
Сотрудниками теоретического отде- 
ла являются также Л. А. Вайнштейн, 


М. И. Каганов, другие ученые. 
Л. А. Вайнштейн — специалист в 
области радиофизики — обладает 


удивительными способностями в мате- 
матической физике. С помощью ка- 
рандаша и бумаги он находит реше- 
ния таких задач, которые обычно 
решаются лишь при помощи мощных 
компьютеров. М. И. Каганов — из- 
вестный специалист в области элек- 
тронной теории металлов. 

Я перечислил только старшее поко- 
ление теоретиков, работающих в 
ИФП, имеются и следующие эшело- 
ны. Основные направления их науч- 
ной деятельности — физика низких 
температур, космология, физика плаз- 
мы. 


В последние годы мы понесли боль- 
шие утраты. Умерли выдающиеся 
физики-теоретики И. М. Лифшиц и 
Е. М. Лифшиц. Илья Михайлович, 
основатель большой научной школы в 
области физики твердого тела, мно- 
гие годы возглавлял теоретический 
отдел нашего института. Евгений 
Михайлович Лифшиц являлся круп- 
нейшим специалистом в космологии. 
Он пришел в ИФП вместе с Ландау 
и был не просто его учеником, но 
и на протяжении многих лет неиз- 
менным соавтором — ими написан 
классический курс теоретической фи- 
зики. Совсем недавно мы потеряли 
замечательного ученого и человека, 
одного из стареиших сотрудников 
ИФП А. И. Шальникова. Александр 
Иосифович работал в Институте со 
дня его основания, обладал огромным 
талантом экспериментатора и был 
учителем почти всех сегодняшних 
сотрудников. 

И сегодня в институте работает це- 
лый ряд прекрасных физиков-экспе- 
риментаторов. Так, например, 
Ю. В. Шарвин, который совсем не- 
давно сделал очень важное открытие, 
связанное с совершенно новой об- 
ластью физических исследований. Его 
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работы, по сути дела также начи- 
нают новую область физики — так на- 
зываемую мезоскопику. Суть ее объяс- 
нить достаточно трудно. Не вдаваясь 
в излишние подробности, скажу, что 
под этим названием подразумеваются 
сугубо квантовые эффекты, достаточ- 
но неожиданно проявляющиеся на фо- 
не известных классических законов, 
скажем, закона Ома. Как я уже гово- 
рил, до сравнительно недавнего вре- 
мени физики-экспериментаторы, изу- 
чающие электронные свойства твер- 
дых тел, объектом своих исследова- 
ний выбирали чистейшие металлы, 
идеальные монокристаллы. В послед- 
нее время интерес физиков заметно 
переместился к «грязным» материа- 
лам. Поначалу создавалось впечатле- 
ние, что теоретическая физика здесь 
бессильна. Однако оказалось, что и в 
этой области можно предсказывать 
очень тонкие эффекты, связанные со 
спецификой движения электронов в 
грязном металле, когда они испыты- 
вают многочисленные рассеяния на 
примесях чуть ли не в пределах меж- 
атомных расстояний. В силу кванто- 
вой природы самого электрона отдель- 
ные акты рассеяния оказываются 
хитрым образом связанными между 
собой, возникает специфическая ин- 
терференция. Электрон как бы облада- 
ет памятью — испытав рассеяние на 
одном центре, он несет до следующего 
соударения соответствующую инфор- 
мацию, и характер очередного рассея- 
ния зависит от того, каким было пре- 
дыдущее. 

Тут я хотел бы еще раз подчеркнуть, 
что очень многое в современной физи- 
ке зависит от взаимодействия экспе- 
риментаторов и теоретиков. Так, рабо- 
ты по мезоскопике проводились сов- 
местно с теоретиками Ленинградского 
института ядерной физики А. Г. Аро- 
новым и Б. Л. Альтшулером. У нас 
вообще очень часто возникают связи 
с теоретиками других институтов. 


Из старшего поколения эксперимен- 
таторов еще хотел бы назвать 
М. С. Хайкина и Н. В. Заварицкого. 
М. С. Хайкин — виртуоз эксперимен- 
тальной техники. Он конструирует 
тончайшие приборы, которые позво- 
ляют решать сложнейшие физические 
задачи. В настоящее время им созда- 
но несколько так называемых тун- 
нельных микроскопов, которые как 
бы зощупывают» поверхность образ- 


ца*) Наиболее чувствительный из них 
с помощью подключенной к нему ЭВМ 
рисует рельеф поверхности, обра- 
зованный отдельными атомами. 
Н. В. Заварицкий сделал много от- 
крытий в области сверхпроводимости 
и в области изучения взаимодейст- 
вия электронов с тепловыми колеба- 
ниями ионной решетки металла. Из 
экспериментаторов упомяну также 
Н. Е. Алексеевского, автора ряда клас- 
сических работ по физике металлов. 

Я мог бы и дальше перечислять 
имена и работы ученых ИФП, но всех 
все равно не перечислю, поэтому оста- 
новлюсь. Скажу только, что, в об- 
щем, наши сотрудники — это яркие 
личности в науке. 

— Что вы можете сказать о сегодняшнем мо- 
подом поколении ученых ИФИ? 

— Петр Леонидович Капица неод- 
нократно подчеркивал, что настоящий 
ученый не может работать без молоде- 
жи. Он был одним из основателей 
Московского физико-технического ин- 
ститута — вуза нового типа, призван- 
ного воспитывать будущих ученых. 
Связи с этим вузом у нас традиционно 
крепки. Ежедневно в лабораториях и 
на научных семинарах в ИФП можно 
увидеть студентов и аспирантов *«физ- 
теха». Со времени основания МФТИ 
наш институт является базовым для 
кафедры физики низких температур. 
Лучшие студенты этой кафедры, про- 
явившие себя в процессе обучения, ос- 
тавляются в нашем институте стаже- 
рами, а затем и аспирантами. Луч- 
ших из лучших мы после аспиран- 
туры зачисляем в штат. 


К сожалению, подобная практика 
работы с молодежью не повсеместна. 
В нашей стране в настоящее время 
сложилась такая ситуация, что Акаде- 
мия наук — высший научный орган 
страны — очень сильно отдалилась 
от высшего образования. В то же вре- 
мя во многих странах, в особенности 
в США, Канаде, Англии, Японии, 
наука делается в большой степени 
в научных учреждениях, которые яв- 
ляются лабораториями университе- 
тов. При этом на одного научного со- 
трудника приходится два-три аспи- 
ранта и несколько студентов. У нас 


*} О принциле работы туннельного микроско- 
па рассказывалось в *«Кванте» № 7 за этот год 
(с. 19) (Примеч ред} 
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в институте это соотношение значи- 
тельно хуже — на пятьдесят сотруд- 
ников приходится около тридцати 
стажеров, аспирантов и студентов. Но 
по сравнению с другими научными 
учреждениями страны это еще очень 
хорошо. 

Я считаю, что если зрелый научный 
сотрудник работает без молодежи, без 
учеников, то он очень скоро теряет 
свою форму. При тесной работе с мо- 
лодежью сказывается эффект обрат- 
ной связи, причем роль его может ока- 
заться куда более важной, чем просто 
обучение. Процесс обучения всегда 
связан с более глубоким пониманием 
предмета самим обучающим. А потом, 
именно молодежь находит новые пути 
в науке. Так и у нас, за последние 
10—15 лет ряд выпускников физте- 
ха, ставших сотрудниками ИФИ, соз- 
дали новые научные направления, о 
некоторых из них я упоминал выше. 

И вот еще что я хотел сказать. 
Очень много сейчас говорят о внедре- 
нии научных достижений в технику, 
практику, в жизнь. Это, несомненно, 
одна из главных задач сегодняшнего 
дня. Но что касается фундаменталь- 
ных наук, то, с моей точки зрения, 
здесь важнейшим внедрением явля- 
ется передача накопленных знаний, 
всего накопленного опыта. Фундамен- 
тальная наука — это как раз то, 
что хранится в первую очередь в моз- 
гах ученых и передается из одного 
поколения в другое. 

— К какой области физики относятся ваши 
научные интересы? 

— На этот вопрос ответить очень 
просто. Мои интересы лежат в об- 
ласти магнетизма и низких темпера- 
тур. Трудно сказать, что перевеши- 
вает, — в разные годы по-разному. 
Я всегда старался, еще когда был сту- 
дентом, брать пошире. Считаю, что 
нельзя долго заниматься одним узким 
вопросом, потому что, когда к чему-то 
привыкаешь, резко падает вероят- 
ность сделать что-то новое, неожидан- 
ное. Возникает ощущение завершенно- 
сти, полной ясности. А это — застой. 

— Вкакнх областях физики, по вашему мие- 


няню, можно ожидать зиачительных результа- 
тов в ближайшем будущем? 


— Известно, что такой крупнейший 
физик как Резерфорд считал, что энер- 
гия атома никакого применения в на- 
шем веке не найдет. Я думаю, что 
предсказывать что-то в наше время не- 


< 


возможно. Ярким примером, предосте- 
регающим от прогнозов, является се- 
годняшний +*бум» с высокотемпера- 
турной сверхпроводимостью.*) 

— Как вы можете прокомментировать по- 
следние достижения в этой области? 

— Сверхпроводимость, о которой 
сейчас идет речь, чрезвычайно инте- 
ресна как с точки зрения фундамен- 
тальной науки, так и, главным обра- 
зом, с точки зрения открывающихся 
перспектив технических применений. 
Перед физиками стоит непростая за- 
дача объяснить природу обнаружен- 
ной высокотемпературной сверхпрово- 
димости в новых материалах. Сегод- 
ня уже всем ясно, что она отлича- 
ется от привычной, есть несколько 
альтернативных гипотез о механизме 
обнаруженной высокотемпературной 
сверхпроводимости, но однозначного 
решения проблемы пока нет. Может 
быть, вскоре удастся повысить темпе- 
ратуру перехода в сверхпроводящее 
состояние еще на 100—200 К. Теперь 
уже нет причин отрицать эту возмож- 
ность. Но уже и достигнутые успехи 
открывают невиданные перспективы. 
В ближайшие несколько лет, может 
быть пять — семь, благодаря обнару- 
женному явлению совершится колос- 
сальный переворот во многих областях 
техники. Но для его реализации нуж- 
ны специальные кадры — не те, что 
занимаются физическими проблема- 
ми, а кадры химиков-технологов, ко- 
торые ищут новые материалы. Дея- 
тельность их порой даже чантинауч- 
на», Т. е. ход мысли этих ученых 
невероятен с точки зрения обычного 
научного подхода. В качестве приме- 
ра я могу привести шутку, которую 
мне недавно раесказал нидерландский 
физик-теоретик Хендрик Казимир. Он 
долгое время работал в исследова- 
тельских лабораториях радиотехни- 
ческой фирмы и хорошо разбирается 
в инженерном деле. Эта шутка, в ка- 
ком-то смысле, отражает способ мыш- 
ления технологов. Долгое время не 
удавалось напылить франций на гер- 
маний. И тогда Казимир сказал, что 
необходимо в качестве промежуточ- 
ного слоя поместить рений. Логика 
выбора рения состояла в том, что... 
между Францией и Германией в каче- 





*) 0б открытни высокотемпературной сверх- 
проводнмости можно прочесть в майском номере 
«Кванта» (<. 44). (Прёмеч. ред.) 
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стве «скрепляющего» природного эле- 
мента протекает Рейн. 

Суть дела в том, что у технологов, 
создающих новые материалы, свое ви- 
дение, иногда очень странное (< точ- 
ки зрения физика), какие-то свои ус- 
ловные фигуры, своя, не всем понят- 
ная, логика — тем не менее приводя- 
щая к цели. Как во всяком творчест- 
ве, особенно связанном с поиском, 
здесь оказывается очень важным, 
помимо прочего, иметь какое-то специ- 
фическое чутье. Надо сказать, что 
на Западе такие ученые идут, что на- 
зывается, номером один. Я думаю, что 
иунас где-то, скажем, в металлургии, 
известны подобные уникумы. А вот в 
области физики назвать таких я за- 
трудняюсь. И не потому, что их нет. 
Уверен, что есть. Но их не примечают, 
не выделяют. Это большой недостаток 
в организации нашей науки. 

— Когда вы обнаружили у себя иитерес 
к физике? Было ли что-иибудь запоминаю- 


щееся в школьные. студеяческие годы в плане 
вашего становления как физика? 


— Мне трудно ответить на первый 
вопрос, потому что у меня и отец, и 
мать — физики. Отец многим зани- 
мался дома. Сначала это была вакуум- 
ная техника. Он был очень хорошим 
стеклодувом и почти все приборы де- 
лал своими руками, дома. Когда мне 
было лет шесть, он делал первые де- 
текторные радиоприемники... Так что 
выделить какой-то особый момент я 
затрудняюсь, скорее всего это было 
*в крови». Мой старший брат пошел 
учиться в Ленинградский политехни- 
ческий институт, что также сказалось 
на моем выборе. Я могу похвастаться, 
что десяти лет отроду слушал лекции 
знаменитого Паули на съезде русских 
физиков. Я, конечно, ничего не понял, 
просто родителям некуда было меня 
деть, а теперь могу гордиться этим со- 
бытием в моей жизни. 

До седьмого класса я учился в 
Ленинграде, потом мы переехали в 
Москву. Большинство наших учите- 
лей преподавали еще в старой гимна- 
зии. В целом это были очень хорошие 
учителя. Вообще, профессия учителя 
очень трудная. Она требует таланта. 
Ведь чтобы удержать внимание класса 
в течение целого урока, несомненно 
нужен особый талант. 

У меня был очень хороший друг, 
с которым почти каждый вечер мы 
ходили в библиотеку Политехническо- 
го музея. А кроме того, мы с ним вече- 


рами, а иногда и ночами, экспери- 
ментировали в школе. Больше по хи- 
мии. Бывало, пожарные приезжали... 

Мои студенческие годы — я учился 
в МГУ — разбились войной. Они мне 
очень памятны. 

В университете у нас была очень хо- 
рошо поставлена математика. Курс 
анализа нам читал профессор 
И. В. Арнольд. Он был просто артист, 
настоящий художник, мы восхища- 
лись его лекциями. У нас был замеча- 
тельный профессор и по дифферен- 
циальной геометрии — А. П. Норден. 
Это был такой педант! Он начинал 
записи на лекции в верхнем левом 
углу доски, а последнюю формулу 
записывал к концу второго часа в 
правом нижнем углу. Читал очень хо- 
рошо. Лекции по физике вел профес- 
сор А. Б. Млодзеевский, и мне они не 
очень нравились. А вот физический 
практикум был очень интересный. 
Его вели В. И. Иверонова и М. П. Ша- 
скольская. 


Моим непосредственным научным 
руководителем был Петр Георгиевич 
Стрелков. У него было два удивитель- 
ных достоинства. Во-первых, он был 
очень искусным экспериментатором, а 
во-вторых, он предоставлял нам боль- 
шую свободу в работе, поодрял нашу 
самостоятельность. Он очень вдохнов- 
лял нас, пропагандировал наити пер- 
вые успехи, всячески способствовал 
нашему самоутверждению в науке. 
Этот человек мне очень много дал, и я 
ему очень благодарен. Из нашей учеб- 
ной группы шесть человек были при- 
креплены к Институту физических 
проблем. Я считаю, что мне очень по- 
везло, что еще в студенческие годы я 
попал в институт П. Л. Капицы. Петр 
Леонидович создал в Институте физи- 
ческих проблем особый климат, уди- 
вительно благоприятный для научно- 
го творчества и особенно — для воснпи- 
тания молодежи. ато был климат, в 
котором на первом месте в жизни стоя- 
ла любовь к науке — стремление к 
научному поиску. Все мы посещали 


необыкновенный семинар, которым 
руководил Александ Иосифович 
Щальников. Доклады на семинаре 


носили методический характер и рас- 
тягивались иногда на месяц, а` то и 
больше. По ходу возникали разные 
вопросы, и мы все очень вниматель- 
но их разбирали, обсуждали... А Алек- 
сандр Иосифович непрерывно задавал 
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каверзные вопросы, заставлял нас на 
ходу объяснять все тонкости уста- 
новки, о которой рассказывал до- 
кладчик, и придумывать конструкции 
новых приборов. Благодаря его темпе- 
раменту все дискуссии проходили 
очень бурно. 

Потом я работал в Московском госу- 
дарственном институте мер и измери- 
тельных приборов (МГИМИГТТе), ив 
этом была, я думаю, своя польза. 
Я был совершенно самостоятелен в 
выборе направления исследований, в 
создании лаборатории, я все начинал 
сам сначала. А в ИФ я *вернулся» 
в 1956 году. 

— Каковы ваши жизненные увлечения по- 
мимо физики? 

— Очень люблю путешествовать. 
Раньше это были путешествия с рюк- 
заком — 40 кг за спиной и две недели 
палаточной жизни... Урал, Памир, 
Алтай, Кавказ — мы много исходили. 
Много путешествовали с женой на 
байдарке. 

Увлекался радио — спаял четыре 
телевизора; занимаюсь фотографией. 

— Какой путь молодого человека, решив- 


шего посвятить себя’ физике, представляется 
вам наиболее эффективным? 


— Главное — по своему опыту 
сужу — чтобы было больше хорошей 
научно-популярной литературы. Я со 
школьных лет помню книгу Роберта 
Милликена об измерении заряда элек- 
трона. Ее стоило бы переиздать. Во- 
обще было бы замечательно, если 
бы популярную литературу писали ве- 
дущие ученые, чтобы наука попадала 
к любознательным, что называется, 
из первых рук. Но всем сейчас неког- 
да. Вот если бы появился современ- 
ный Я. И. Перельман. 

Очень важным делом я считаю вся- 
кое «рукоделие» — радио, планеры, 
столярничанье, фото... 

Было бы, несомненно, полезно, что- 
бы в ведущих вузах страны школь- 
никам, хотя бы раз в месяц, читали 
лекции ведущие ученые. 

Но все-таки главную роль в привле- 
чении молодежи в науку должна 
играть научно-популярная литерату- 
ра. В этом смысле «Квант» — очень 
полезное дело. Раньше, когда сын был 
школьником, я читал его часто. И сей- 
час читаю и считаю, что журнал хоро- 
ший, очень нужный. Лучшего, пожа- 
луй»В этом ряду и нет. 


Интервью вел С. С. Кротов 
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ВОЛНЫ В СЕРДЦЕ 


Доктор физико-математических наук 
А. С. МИХАЙЛОВ 


Раз в секунду по сердцу пробегает 
автоволна — волна временного умень- 
шения разности потенциалов между 
наружной и внутренней сторонами 
мембраны сердечных клеток. Эта вол- 
на возбуждается периодически дейст- 
вующим источником, расположенным 
в сердечной мышце, — синусовым уз- 
лом, который представляет собой 
группу клеток, работающих в авто- 
колебательном режиме. Распростра- 
няясь по сердцу, волна возбуждения 
вызывает сокращение сердечной мыш- 
цы — биологического насоса, пере- 
качивающего кровь по сосудам. Про- 
хождение по сердцу такой волны из- 
меняет электрический потенциал раз- 
личных участков Тела. Регистрируя 
эти небольшие изменения на электро- 
кардиограмме, можно судить о пра- 
вильности сокращений сердечной 
мыщцы. 

На рисунке 1 показано, как распро- 
страняется волна электрического воз- 
буждения по правому предсердию. 
Так выглядит нормальный режим ра- 
боты сердца. Картина распростране- 
ния волн в больном сердце может 
резко меняться. На смену редким вол- 
нам, регулярно отходящим от обла- 
сти синусового узла, приходят волны, 
быстро вращающиеся вокруг опреде- 
ленных центров. В таком состоянии, 
которое медики называют приступом 
пароксизмальной тахикардии, нор- 
мальные сокращения сердца наруша- 
ются — оно бьется очень часто и 
«неправильно». Сокращения сердца 
как целого могут вообще прекра- 
титься, так что будет происходить 
лишь хаотическое подергивание его 
отдельных участков — фибрилляция. 
Возникновение фибрилляции означа- 
ет остановку работы сердца. Парок- 
сизмальная тахикардия и фибрилля- 
ция являются основными причинами 
смертельных исходов при инфаркте 
миокарда. 

Почему возникают тахикардия и 
фибрилляция? Каков механизм нару- 
шения регулярной волновой картины 
в сердце? На эти вопросы дает от- 
вет математическая теория волн в воз- 


будимых средах. Мы же попытаемся 
качественно объяснить механизм воз- 
никновения опасных сердечных арит- 
мий. 


Волны возбуждения 


Вы видели, как горит бикфордов 
шнур? Волна горения бежит вдой@ь 
шнура, не затухая. «Форму» такой 
волны можно представить в виде за- 
висимости температуры от времени в 
различных точках вдоль пути распро- 
странения. При прохождении фронта 
горения происходит резкое, ступенча- 
тое повышение температуры, а после 
израсходования запаса горючего в 
данном месте температура возвраща- 
ется к начальному значению. Понят- 
но, что при встрече две волны горе- 
ния гасят друг друга. 

Волны в живых организмах напо- 
минают волну горения. Хорошим при- 
мером такой биологической волны 
служит импульс возбуждения, рас- 
пространяющийся по нервному во- 
локну. Этот электрический им- 
пульс бежит без затухания и ис- 
кажений по нервному волокну диамет- 
ром менее 0,025 мм и длиной до 
1,5 м с постоянной скоростью, состава 
ляющей обычно десятки метров в се- 
кунду. Нервное волокно — проводник, 







Синусовый 


Нижняя 
полая 
вена 


Рис. 1. Распространение волны электрического 
возбуждения по правому предсердию. Показа- 
ны последовательные положения фронта вол- 
ны: цифрами указано время в миллисекундах 


я 


но очень плохой. Электрическое со- 
противление на единицу его длины 
составляет примерно 10°—10' Ом/см, 
что в сто миллионов раз больше со- 
противления медного провода того же 
диаметра. Если бы по мере движения 
нервного импульса к нему не подво- 
дилась непрерывно энергия, он бы за- 
тух очень быстро. Электрохимические 
механизмы, обеспечивающие подвод 
энергии и устойчивое распростране- 
ние импульса, довольно сложны, и мы 
не будем их касаться. 

Волны, распространяющиеся без за- 
тухания и сохраняющие свои характе- 
ристики постоянными за счет непре- 
рывного подвода энергии извне, назы- 
вают автоволнами. Наглядным анало- 
гом автоволнового процесса служит 
распространение волны горения в сре- 
де, которая способна к последующему 
восстановлению своих свойств. Про- 
стейший пример подобного явления — 
это горение степи. При каждом про- 
хождении волны пламени вся трава 
сгорает, но затем она медленно от- 
растает вновь, так что степь можно 
поджечь еще раз. Степь как звоз- 
будимая среда» обладает свойством 
восстановления. 

Отдельные мышечные волокна серд- 
ца по своим электрическим характе- 
ристикам аналогичны нервному во- 
локну. Мышечная ткань сердца состо- 
ит из плотно переплетенных волокон, 
электрически связанных друг с дру- 
гом в участках контакта. Импульс 
возбуждения может переходить с од- 
ного волокна на другое, так что вол- 
ны возбужденйя способны распростра- 
няться по сердечной ткани в любом 
направлении. В этом смысле сердеч- 
ная ткань является возбудимой сре- 
дой. 


Аксиоматическая модель 
возбудимой среды 


Летом 1945 года американский уче- 
ный Норберт Винер (тот самый Ви- 
нер, который сформулировал основ- 
ные положения кибернетики) гостил 
на даче у свовго друга Артура Ро- 
зенблюта, директора Мексиканского 
института кардиологии. К тому време- 
ни было уже хорошо известно, что 
по сердцу распространяются волны 
электрического возбуждения (они бы- 
ли открыты еще в начале нашего 
столетия) и что некоторые сердечные 
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Рис. 2. Последовательность смены состояний 
элемента возбудимой среды; белым показано со- 
стояние покоя; красным -- возбуждения. си- 
ним — рефрактерности. 








—>‹ 
Рис. 4. Максимально частая последователь- 
ность волн возбуждения. 
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Рис. 5. Эффект подавления е«медленныхь 


источников. Показана временная развертка 
каргины Фромтов возни, испускаемых Эвумя 
источниками, которые имеют различные перио- 
ды. Левый высокочастотный подавляет пра- 
вый низкочастотный источник. Вверх отложено 
время (. по горазонтали — координата х 
вдоль прямой, соединяющей центры двух исгоч- 
ников. 
аритмни связаны с циркуляцией волн 
возбуждения вокруг анатомических 
препятствий. Заинтересовавшись этим 
вопросом, Винер построил совместно 
с `Розенблютом математическую мо- 
дель, позволившую им в упрощенном 
виде объяснить основные особенности 
процессов в возбудимых средах. 

В модели Винера и Розенблюта 
постулируется, что возбудимая среда 
образована сетью из злементов, каж- 


дый из которых способен пребывать 
в трех состояниях — покоя, возбуж- 
дения и рефрактерности; переходы 
между состояниями осуществляются 
скачком, подчиняясь определенным 
правилам. . 

Как реализуются эти состояния? 
В отсутствие внешних воздействий 
элемент неограниченно долго сохра- 
няет состояние покоя. Внешним воз- 
действием его можно перевести из это- 
го состояния в состояние возбуждения. 
Пробыв определенное время т,,.. В та- 
ком состоянии, элемент переходит к 
состоянию рефрактерности, в котором 

он является невозбудимым. Состояние 
рефрактерности длится время т,..; по 
прошествии этого времени способ- 
ность к возбуждению восстанавлива- 
ется — элемент переходит в состоя- 
ние покоя. (Все эти переходы схема- 
тически изображены на рисунке 2.) 

Дополнительное предположение мо- 
дели состоит в том, что возбужде- 
ние может передаваться от возбуж- 
даемых элементов к соседним, нахо- 
дящимся в состоянии покоя. В ре- 
зультате по среде распространяются 
волны возбуждения (рисунок 3). Ско- 
рость с распространения этих волн 
постоянна. 

Модель Винера — Розенблюта за- 
дает определенное поведение волн воз- 
буждения в среде. 

1. Существует минимальный вре- 
менной интервал ‘следования волн 
возбуждения. Этот период Т.„ равен 
сумме длительностей состояний воз- 
буждения и рефрактерности: Т„„= 
ТТ оо Т рф. Если волны следуют с ми- 
нимальным периодом, т. е. с макси- 
мально возможной частотой, то все 
элементы среды находятся в двух 
состояниях: одни в возбужден- 
ном, другие — в состоянии рефрак- 
терности (рисунок 4). Минимальный 
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Рис. 6. Царкуляция волны возбуждения. а) — одиночная волна. вращеющаяся в кольце; 6} — 
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пространственный интервал следова- 
ния волн — Бии=еТии==С (ть Треф)- 

2. При столкновении волны гасят 
друг друга. Это легко понять — ведь 
при столкновении возбужденные эле- 
менты оказываются «зажатыми» 
между двумя надвигающимися облас- 
тями рефрактерности. 

3. Волны возбуждения не отража- 
ются от границ. Это утверждение до- 
казывается аналогично предыдущему. 

4. «Быстрые» источники волн по- 
давляют деятельность всех более 
«медленных» источников. («Быст- 
рые» — это источники, испускающие 
волны часто, через малые промежут- 
ки времени.) Убедимся в этом. 

Пусть в среде имеются два пери- 
одически действующих источника, 
которые испускают волны через ин- 
тервалы времени Т! и Т-. На рисунке 
5 изображена временная развертка 
картины волн от этих двух точеч- 
ных источников. Левый источник ис- 
пускает волны возбуждения чаще, 
чем правый (т. е. ТТ»). С тече- 
нием времени точка встречи и гаше- 
ния двух фронтов смещается в направ- 
лении к низкочастотному правому ис- 
точнику, пока он не окажется пол- 
ностью подавленным. Таким образом, 
по прошествии достаточно большого 
времени в среде «выживает» лишь са- 
мый «быстрый» из источников. 


5. Волна возбуждения может не- 


ограниченно долго циркулировать по 


кольцу или вокруг отверстия в воз- 
будимой среде. 

Возьмем узкую полоску возбудимой 
среды и свернем ее в кольцо. Если 
длина полоски {>Ё„„, ТО по кольцу 
неограниченно долго может циркули- 
розать волна возбуждения (рисунок 
б,а). Период ее циркуляции Т={/с. 

Станем теперь увеличивать внеш- 
ний радиус кольца и устремим его к 





спиральная волна, вращающаяся вокруг отверстия в возбудимой среде. 


бесконечности. Тогда вместо кольца 
‘мы получим отверстие в возбудимой 
среде‘ (рисунок 6,6). Что произойдет 
с волной возбуждения в кольце, когда 
мы будем растягивать его таким об- 
разом? Она будет продолжать враще- 
ние, но ее фронт изогнется. 

Действительно, фронт волны воз- 
буждения не может представлять со- 
бой прямую радиальную линию, вра- 
щающуюся вокруг отверстия с какой- 
то угловой скоростью ®. Ведь в таком 
случае на расстоянии г от центра от- 
верстия скорость фронта равнялась 
бы с=‹г и неограниченно возрастала 
с увеличением г. Однако скорость рас- 
пространения волн с постоянна. Это 
означает, что удаленные участки 
фронта станут отставать, и он примет 
со временем форму спирали. 

Таким образом, вокруг отверстия 
в возбудимой среде может сколь 
угодно долго вращаться без затуха- 
‚ния спиральная волна. Период ее вра- 
щения — это время, затрачиваемое 
на прохождение импульса возбужде- 
ния по всему периметру [ отверстия, 
т. е. Т=/с. Если отверстие круг- 
лое и радиус его В, то Т=2лВ/с, а 
частота вращения «=2л/Т=с/В. 

Итак, мы познакомились с моделью 
Винера — Розенблюта. Как же объ- 
яснить с ее помощью возникновение 
сердечных аритмий? 


Спиральные волны 
и сердечные аритмии 


Стенки предсердия достаточно тонкие, 
поэтому ткань сердца здесь можно 
считать двумерной возбудимой сре- 
дой. В результате нарушения крово- 
снабжения после инфаркта миокарда 
небольшие области сердечной ткани 
могут отмирать, теряя способность к 


проведению волн возбуждения. Эти 


области играют роль отверстий в воз- 
будимой среде сердечной ткани. 

К чему приведет циркуляция волны 
возбуждения вокруг одного из этих 
отверстий? Ответ зависит от того, 
как соотносятся период циркуляции с 
частотой волн, испускаемых синусо- 
вым узлом. Если частота вращения 
спиральной волны выше, чем частота 
генерации волн синусовым узлом, то 


спиральная волна является более. 


быстрым источником и подавляет де- 
ятельность синусового узла. Посколь- 
ку радиусы отверстий — пораженных 
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Волна 1 





Рис. 7. Рождение спиральной волны (р — 
область с повышенной рефрактерностью). а) — 
исходное положение двух волн; 6) — вторая 
волна не входит в область ПО, возник разрыв 
фронта; в) — возбуждение начинает распро- 
страняться внутрь области 0); г? — возникла 
спиральная волна; д) — спиральная волна че- 
рез достаточно большой промежуток времени. 


Волна 1 10 


ак. 


30 


Волна 2 


Рис. 8. Образование спиральной волны в полос- 
ке сердечной ткани кролика- Цифрами указано 
время в миллисекундах. Волна 2 рвется на 
области с повышенной рефрактерностью и обра- 


участков сердца — достаточно малы, 
а частота циркуляции волны обратно 
пропорциональна радиусу отверстия, 
так обычно и происходит. Волна, вра- 
щающаяся вокруг отверстия, захваты- 
вает все предсердие. Нормальный ре- 
жим работы сердца нарушается. На 
смену ему устанавливается «трепета- 
ние» предсердия, т. е. развивается 
сердечная аритмия. 

Спиральные волны могут рождать- 
ся из разрывов фронта волн воз- 
буждения. Предположим, что в среде 
имеется область О, элементы которой 
обладают повышенной длительностью 
рефрактерного состояния. Пусть по 
среде движутся подряд друг за другом 
две волны возбуждения, отделенные 
небольшим временным интервалом 
(рисунок Т,а). После прохождения 
первой волны через область ДР нахо- 
дящиеся в ней элементы надолго оста- 
ются ‘в состоянии рефрактерности. 
Возбуждение от второй волны не 
может проникнуть в эту область — 
фронт волны рвется (рисунок 7,6). 
Через какое-то время состояние реф- 
рактерности в области Р закончится 
и элементы, находящиеся в этой об- 
ласти, вновь приобретут способность 
к возбуждению. Если к этому времени 
вторая волна еще не миновала об- 
ласть О, то возбуждение от фронта 
этой волны начнет распространяться 
внутрь области ДР (рисунок 7,6). За- 
тем волна будет закручиваться вокруг 
области разрыва (рисунок 7,г), и с те- 
чением времени сформируется спи- 
ральная волна, показанная на рисун- 
ке 7Т,д. 

Сердечная ткань неоднородна по 
своим свойствам, в том числе и по дли- 
тельности рефрактерного состояния. 
Неоднородность еще более возрастает 
в результате нарушения нормального 
питания клеток после инфаркта. При 
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зует спиральную волну. Из-за малого размера 
полоски в ней помещается лишь небольшая 
часть спирали. 


обычном режиме работы сердца ин- 
тервал между очередными волнами 
возбуждения составляет 1 секунду, 
а длительность рефрактерного состоя- 
ния — порядка 0,1 с. Поэтому раз- 
брос в значениях рефрактерности, 
свойственный живой ткани, не приво- 
дит в обычных условиях к разрыву 
фронта волн возбуждения. При неко- 
лорых поражениях сердечной ткани, 
однако, в ней генерируется синусовым 
узлом дополнительная волна, отделен- 
ная от предыдущей очень малым вре- 
менным интервалом. Если этот вре- 
менной интервал достаточно короток 
(меньше суммы максимальной про- 
должительности рефрактерного состо- 
яния и длительности состояния воз- 
буждения), фронт такой волны разор- 
вется на границе области с повышен- 
ной рефрактерностью, и родится спи- 
ральная волна. На рисунке 8 показано 
образование спиральной волны из раз- 
рыва фронта в эксперименте с полос- 
кой ткани, взятой из сердца кролика. 

Время жизни спиральной волны в 
неоднородной среде конечно. Из-за 
неоднородности среды центр волны со 
временем смещается, блуждает по сре- 
де. Рано или поздно волна выходит 
на границу среды и исчезает. С исчез- 
новением спиральной волны приступ 
учащенного сердцебиения заканчи- 
вается. 

Возможен, однако, и другой исход. 
На фронте волны возбуждения — на 
рукаве спиральной волны — могут об- 
разовываться вторичные разрывы при 
прохождении‘областей с повышенной 
рефрактерностью. В результате будет 
происходить размножение спираль- 
ных волн. Если скорость размноже- 
ния волн превышает скорость их ис- 
чезновения на границах, число спи- 
ральных волн будет возрастать со вре- 
менем, пока вся среда не будет за- 
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полнена короткими «обрывками» спи- 
ральных волн. Этот хаотический вол- 
новой режим наблюдается при фиб- 
рилляции — сокращения сердца как 
целого прекращаются и происходит 
лишь хаотическое подергивание от- 
дельных его участков. 

Экспериментально было установле- 
но, что для возникновения фибрил- 
ляции необходимо превышение «кри- 
тической массы» сердечной ткани; 
вплоть до некоторого размера полоски 
такой ткани создать в ней самопод- 
держивающуюся фибрилляцию невоз- 
можно. (Например, для ткани пред- 
сердий кролика критическая масса 
составляет около 20 ыг.) 

Этот эффект нетрудно объяснить. 
Если принять, что распределение реф- 
рактерности по среде случайно, то ве- 
роятность рождения новой спираль- 
ной волны из разрыва фронта одной 
из уже существующих волн примерно 
одна и та же для любой точки среды. 
Полное число новых спиральных 
волн, рождающихся в среде за едини- 
цу времени, пропорционально площа- 
ди, занимаемой средой, и числу уже 
имеющихся спиральных волн: п = 
—=а Г? М, где Г, — линейный размер сре- 
ды (мы считаем ее двумерной), М — 
число уже существующих волн, а — 
некоторый постоянный коэффициент. 
Число спиральных волн, которые за 
единицу времени исчезают на грани- 


порционально длине границы), В — 
постоянный коэффициент. Хаотиче- 
ский режим, наблюдающийся при 
фибрилляции, соответствует ситуации, 
когда скорость размножения спираль- 
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ных волн превышает скорость их ис- 
чезновения, т.е. когда п,>п_. Как 
видно из приведенных выше рассуж- 
дений, это возможно в том случае, 
когда линейный размер среды Г. выше 
критического значения Ё„—=Р/>о. В 
средах меньшего размера размноже- 
ние спиральных волн подавлено про- 
цессом их ухода на границы. 

Зная механизмы возникновения 
опасных сердечных аритмий, можно 
гораздо успешнее искать способы 
борьбы с ними или их предотвра- 
щения. 

* *% * 

В этой короткой статье нам приш- 
лось ограничиться только самыми 
простыми и наглядными объяснения- 
ми. Аксиоматическая модель Вине- 
ра — Розенблюта сыграла свою 
роль в создании теории автоволно- 
вых явлений. Большой вклад в разви- 
тие этой теории внесли советские 
ученые — физики, биологи, мате- 
матики, медики. Модель Винера — Ро- 
зенблюта была подробно исследована 
и развита в работах участников се- 
минара, организованного в 60-х годах 
советским математиком И. М. Гель- 
фандом. В настоящее время для опи- 
сания волн в возбудимых средах, в 
том числе — в ткани сердца, ис- 
пользуют более детальные модели, 
формулируемые на языке дифферен- 
циальных уравнений в частных про- 
изводных. Однако модель Винера — 
Розенблюта продолжает оставаться 
полезной во всех случаях, когда необ- 
ходимо быстро получить качествен- 
ную картину интересующего нас эф- 
фекта. 





Возвращаясь к напечатанному 
В «Кванте» №7 на с. 3 допущена арифметиче- 
ская ошибка при вычислении формулы (5), 
Должно быть 
у" (27у— 26) =0, 

а координаты рационального решения (в тек- 
сте и на рисунке 2} должны быть (17/9; 26/27). 

В статье «Задачи на разрезание» на рисун- 
ке 1 (см. с. 45) показывается разрезание равно- 
стороннего треугольника на четыре части, из 
которых складывается ромб, а не квадрат. Кон- 
струкция. дающая квадрат, выглядит так: 
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РЕНЕ ДЕКАРТ 
И ЕГО «ГЕОМЕТРИЯ» 


Кандидат физико-математических наук 
А. В. ДОРОФЕЕВА 


Восьмого июня 1637 г. в голландском 
городе Лейдене в типографии Жана 
Мэре появилась на свет книга с длин- 
ным по обычаю своего времени назва- 
нием «Рассуждение о методе, позво- 
ляющем направлять разум и отыски- 
вать истину в науках. Кроме того, 
Диоптрика, Метеоры и Геометрия, ко- 
торые являются приложениями этого 
метода». Автора этой книги звали Ре- 
не Декарт. Ему шел тогда сорок вто- 
рой год`и он по праву считался од- 
ним из крупнейших в Европе мате- 
матиков; однако «Рассуждение о ме- 
тоде» было его первым печатным тру- 
дом. Впереди у него были еще тринад- 
цать лет жизни, удивительные сочи- 
нения, но даже одной небольшой 
части первого печатного труда — гео- 
метрии — оказалось достаточно, что- 
бы навсегда обессмертить его имя. 
Вместе с «Геометрией» Декарта в нау- 
ку вошел метод координат. 





Рене Декарт в юности. 


Жизненный. путь 


Декарт родился в 1596 г. в провинции 
Турень на юге Франции в семье, при- 
надлежащей знатному, но обедневше- 
му роду. В 1597 г. умерла его мать. 
Когда Рене исполнилось восемь лет, 
отец отправил его в коллёж г. Ла- 
Флеш, незадолго до этого открытый 
католическим орденом иезуитов для 
просвещения привилегированного 
дворянства. 

В течение первых пяти лет в колле- 
же преподавали латинский и грече- 
ский языки, историю, литературу, а 
затем в течение трех лет — филосо- 
фию, логику, математику и физику. 
Вспоминая годы учебы, Декарт в «Рас- 
суждении о методе» писал: 

«Я изучал там все, что изучали. 
другие, и, не довольствуясь препода- 
ваемыми сведениями, пробегал все по- 
падавшие мне под руки книги, трак- 
товавшие о наиболее редкостных и 
любопытнейших науках... Особенно 
нравилась мне математика верностью 
и очевидностью своих рассуждений». 

Он рано начал проявлять необы- 
чайную самостоятельность суждений. 

«Признаюсь, я родился с таким 
умом, что главное удовольствие при 
научных занятиях для меня заклю- 
чалось не в том, что я выслушивал 
чужие мнения, а в том, Что я всегда 


‚ стремился создать свои собственные». 


Прилежно изучая все, что предла- 
гала школа, прочитывая самостоя- 
тельно попадавшие к нему научные 
книги, юный Декарт в то же время ис- 
пытывал глубокое разочарование. Он 
сомневался в достоверности получен- 
ных знаний. Обучение в школах и 
университетах было в то время схола- 
стнческим. Оно предполагало веру 
в церковное учение, наследие антич- 
ности, научные авторитеты, имена, 
догмы. 


Окончив коллеж в 1614 г., юноша 
обдумывал план дальнейшей жизни, 
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В путешествиях, наблюдениях, экс- 
периментах, размышлениях он видел 
путь, кохорый приведет его к позна- 
нию тайн природы. Декарт писал 
впоследствии: 

«Я совсем оставил книжные заня- 
тия и решился искать только ту нау- 
ку, которую мог обрести в самом себе 
или же в великой книге мира, и упот- 
ребил остаток моей юности на то, 
чтобы путешествовать, увидеть дворы 
и армии, встречаться с людьми раз- 
ных нравов, положений и собрать раз- 


нообразный опыт, испытать себя во’ 


встречах, которые пошлет судьба, 
и повсюду поразмыслить над встре- 
чающимися предметами так, чтобы 
извлечь какую-нибудь пользу из та- 
ких занятий». 

„По окончании коллежа Декарт не- 
которое время провел в семье отца, 
а затем отлравился в Париж, где вна- 
чале вел обычную для молодого 
и знатного дворянина светскую 
жизнь. Вскоре наступил перелом‘ — 
Декарт уединился в предместье Па- 
рижа Сен-Жермен и предался заня- 
тиям наукой. В 1616 г. он получил 
в Пуатье степень бакалавра права. 

В 1618 г. Декарт вступил добро- 
вольцем в армию, сражавшуюся про- 
тив общего врага Франции и Голлан- 
дии — испано-австрийских войск. 
С 1619 г. он нес военную службу 
в армии герцога Баварии. В 1620 г. 
Декарт находился в Богемии, в сле- 
дующем году в Венгрии. В это время 
он принял решение оставить военную 
службу и вернулся во Францию, по- 
сетив Германию и Голландию. 
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Навестив отца, Декарт продолжил 
свои странствия. Он побывал в Швей- 
царии и Италии и, таким образом, 
в полной мере осуществил задуман- 
ный в юности план общеобразова- 
тельных путешествий. С 1625 г. Де- 
карт обосновался в Париже. Все эти 
годы он постоянно встречался с уче- 
ными, главным образом, математи- 
ками и философами, а также с масте- 
рами-практиками, изготовлявшими 
оптические инструменты. 

В Париже Декарт разработал осно- 
вы своего научного метода. Слава мо- 
лодого ученого быстро росла. О нем 
говорили как о создателе новой фи- 
лософской системы. Декарт почувст- 
вовал необходимость полного уедине- 
ния, чтобы завершить исследования. 
Он решил, «удалиться от всех мест, 
где мог нметь знакомства». 

В 1628 г. Декарт переехал в Гол- 
ландию, переживавшую тогда пору 
экономического и культурного рас- 
цвета. Ее моряки совершали дальние 
путешествия. В стране росли морские 
порты и крупные города, развивались 
ремесла, возникали университеты. 
В типографиях Голландии печатались 
лучшие научные труды; в том числе 
сочинения Коперника, «Диалоги» Га- 
лилея. А главное, страна отличалась 
необычной в то время религиозной 
терпимостью и значительной свобо- 
дой от цензуры. 

Декарт прожил в Голландии двад- 
цать лет, заполненных непрерывным 
трудом. Его время распределялось 
так: утром — продолжительные раз- 
мышления и решение математиче- 


ских задач, затем опыты ио олтике, 
анатомии, медицине, ботанике, вече- 
рами — письма. Он вел обширную 
переписку с выдающимися учеными 
Франции и Голландии. 

Результаты философских раздумий 
и естественнонаучных экспериментов 
Декарт изложил в ряде сочинений, 
которые принесли ему широкую из- 
вестность. Он отдавал много сил про- 
паганде учения, стремясь распростра- 
нить его в школах и университетах 
Голландии. Новизна и смелость науч- 
ных идей все-таки привели Декарта 
к столкновению с протестантскими 
богословами. Он был вынужден по- 
кинуть Голландию. 

В 1649 г. Декарт принял предло- 
жение шведской королевы Христины, 
желавшей собрать при своем дворе вы- 
дающихся ученых Европы. В одном 
из писем он говорил о том, как трудно 
человеку, «родившемуся в садах Ту- 
рени», переехать в Швецию — «стра- 
ну медведей, снегов и льдов». Вскоре 
после переезда Декарт простудился, 
заболел воспалением легких. 11 фев- 
раля 1650 г. он умер. В 1663 г. сочине- 
ния Декарта были внесены в список 
книг, запрещенных католической цер- 
ковью. Несмотря на это, научные идеи 
Декарта быстро распространялись по 
Европе, оказывая глубокое воздей- 
ствие на умы его современников. 


Основоположник нового 
научного метода 


В «Рассуждении о методе» Декарт 
сформулировал «главные правила ме- 
тода» и отметил: «Я принял твердое 
решение постоянно соблюдать их без 
единого отступления». Вот эти пра- 
вила. 

Первое: не принимать за истин- 
ное что бы то ни было, прежде чем 
не признал это несомненно истинным, 
т. е. старательно избегать поспешно- 
сти и предубеждения и включать 
в свои суждения только то, что пред- 
ставляется моему уму так ясно и от- 
четливо, что никоим образом не мо- 
жет дать повод к сомнению. 

Второе: делить каждую из рас- 
сматриваемых мною трудностей на 
столько частей, на сколько потребует- 
ся, чтобы лучше их разрешить. 

Третье: руководить ходом своих 
мыслей, начиная с предметов простей- 
ших и легко познаваемых, и восхо- 
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Титульный лист первого издания «Рассуждения 
о методе». 


дить мало-помалу, как по ступеням, 
до познания наиболее сложных, до- 
пуская существование порядка даже 
среди тех, которые в естественном по- 
рядке вещей не предшествуют друг 
другу. 

И последнее: делать всюду на- 
столько полные перечни и такие об- 
щие обзоры, чтобы быть уверенным, 
что ничего не пропущено». 

Декарт подчеркивал, что в основе 
научной теории должны лежать яс- 
ные и простые принцииы. Необходи- 
мо изучать, описывать, классифици- 
ровать явления природы, проводить 
экслерименты и математические рас- 
четы. Изучая природу, нужно пола- 
гаться лишь на свои силы, а не ждать 
помощи свыше, божественного откро- 
вения. Эти взгляды ученого были не- 
совместимы с теологией и схоласти- 
кой. 

К сочинению «Рассуждение о ме- 
тоде» Декарт написал три приложе- 
ния, которые должны были разъяс- 
нить и проиллюстрировать его науч- 
ный метод,— *Диоптрику», «Метео- 
ры» и «Геометрию». Проблемы опти- 
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ки, теории метеорологических явле- 
ний, математики были тесно связаны 
с практическими задачами, стоящими 
в то время перед мореплавателями, 
инженерами, астрономами, мастера- 
ми по изготовлению оптических ин- 
струментов. 


*«Диоптрика» и «Метеоры» 


В начале ХУП столетия в науку во- 
шли зрительные трубы и микроско- 
пы, открывшие широчайшие возмож- 
ности проникновения в просторы все- 
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ленной и в тайны микромира. Вни- 
мание ученых привлекли теоретиче- 
ские основы оптики. Голландец 
В. Снеллиус (1580—1620) открыл за- 
кон преломления света на границе 
двух сред и излагал его в лекциях, 
которые он читал в Лейденском уни- 
верситете. Этот же закон Декарт от- 
крыл, по-видимому, независимо от 
Снеллиуса, опубликовал и обосновал 
в своей «Диоптрике». Используя его, 
он создал теорию радуги. 

В «Метеорах» Декарт объяснил про- 
исхождение радуги благодаря тому, 
что правильно построил ход лучей 
в дождевой капле (см. рисунок 1, при- 
надлежащий Декарту). Эти объясне- 
ния, дополненные Ньютоном, приво- 
дятся во всех современных учебниках. 
Декарт проводил эксперименты со 
сферическим стеклянным сосудом, 
помещенным на солнце, и на их осно- 
ве построил свою теорию цветов. Если 
для наблюдателя, находящегося в точ- 
ке Е (см. рис. 1), луч ОЕ образует 
с солнечным лучом РР угол, пример- 
но равный 42°, то эта часть сосуда 
кажется наблюдателю яркокрасной; 
при уменьшении угла появляются 
другие цвета радуги. Наряду с Кеп- 
лером, Гюйгенсом и Ньютоном Декарт 
является создателем современной оп- 
тики. 

В приложении «Метеоры» ученый 
стремился выяснить законы образова- 
ния облаков, снега, града, молнии, 
исследовать природу ветра. Он не мог 
сколько-нибудь полно решить постав- 
ленную перед собой задачу уже по- 
тому, что вту эпоху еще ничего не зна- 
ли об электрических явлениях. Глав- 
ная заслуга Декарта заключается в 
том, что он объяснял явления приро- 
ды с помощью науки, не оставляя 
места домыслам, предрассудкам и 
суевериям. 


«Геометрия» Декарта 


Это третье приложение к «Рассужде- 
нию о методе» обессмертило имя уче- 
ного в большей степени, чем другие 
его открытия. Декарт создал метод 
координат, с помощью которого уста- 
новил тесную связь геометрии и алгеб- 
ры. Его метод учил решать алгебраи- 
ческие задачи с помощью геометрии 
и, наоборот, использовать теорию ал- 
гебраических уравнений при решении 
геометрических задач. 


Основной элемент «Геометрии» — 
отрезок. Если к отрезку а приложить 
отрезок 6, то получится новый отрезок 
а — сумма отрезков а и $ (рис. 2). 
А как определить произведение от- 
резков аб? У древних греков аб — это 
площадь прямоугольника со сторо- 
нами а и Ь (рис. 3). Декарт нарущил 
эту многовековую традицию, приво- 
дящую ко многим неудобствам. У не- 
го аб — это тоже отрезок; он находит- 
ся из пропорции х/а=ь/1. На рисун- 
ке 4 показано, как Декарт построил 
отрезок х=афб. Аналогично из пропор- 
ции х/1=а / Б видно, как можно раз- 
делить отрезок а на отрезок 6. 

Декарт ввел ось абсцисс — прямую, 
на которой отмечена точка О, являю- 
даяся началом отсчета, и выбрал не- 
который отрезок за единичный 
(рис. 5). С его помощью можно изме- 
рить длину любого отрезка. Значит, 
у Декарта каждому отрезку соответ- 
ствует положительное число — его 
длина. Он проводит операции с отрез- 
ками, а по существу,— это операции 
с положительными действительными 
числами: длины отрезков склады- 
ваются, перемножаются, длина одно- 
`го отрезка делится на длину другого. 

Наличие оси абсцисс позволяет уста- 
новить связь между линиями и урав- 
нениями. Пусть Р(х, у)=0 — алгеб- 
раическое уравнение*\, например, 
Зу—2х—6=0. Отложим на оси абс- 


цисс отрезок, длина которого равна х. 


Из уравнения Р(х, у)=0 найдем со- 
ответствующее значение у и отложим 
его на прямой, перпендикулярной оси. 
Получаем точку М (рис. 6). Числа х 
и у называются координатами точ- 
ки М. 


Если значения х меняются, то ме- 
няются соответствующие значения у, 
и точка М при своем движении опи- 
сывает некоторую линию Г. 

Вывод Декарта: алгебраическому 
уравнению Р(х, у)=0 соответствует 
некоторая линия Г, на плоскости. 

Например, нашему уравнению Зи— 
—2х—6=0 соответствует прямая, 
уравнению ху—1=—=0 — гипербола. 

До исследований Декарта отрица- 
тельные числа встречались в’ мате- 
матике лишь при решении алгебраи- 
ческих уравнений. Они не были рав- 
ноправны с положительными числа- 


*) То есть уравнение вида Р=0, где К — мно- 
гочлен. 
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Рис. 8. 


ми. Метод координат привел Декарта 
к геометрической интерпретации от- 
рицательных чисел. 

Рассмотрим уравнение у? =х. Каж- 
дому положительному числу х здесь 
соответствуют два значения у. Соот- 
ветствующая линия изображена на 
рисунке 7. Отрезки АК и КВ лежат 
по разные стороны от оси абсцисс. 
Они наглядно убеждают нас в том, 
что отрицательные координаты име- 
ют такое же право на существование, 
как и положительные. ` 

Основная идея геометрии Декарта 
состоит в том, что геометрические 
свойства линий можно выяснить, про- 
изводя ‘алгебраические преобразова- 
ния их уравнений. Например, чтобы 
найти точки пересечения окружно- 
сти (х— 2) + у?=1 и параболы у? = 
—2х—3, нужно решить систему 

ры 
у=2х— 3. 
Используя приемы алгебры, получаем 


(х—2)4+2х—3=1. Отсюда х,=0, 
2—2. Затем находим у’= —3 или 
ПР = 

Уравнение у’=1 имеет два корня: 
л=Т и у2= —1. Но терминологии 
Декарта, у: ={1 — зистинный» ко- 
рень, ‘а у = —1 — зложныйь ко- 


рень. Но, как показывает рисунок 8, 
с точки зрения геометрии оба корня. 
совершенно равноправны. 

Уравнение у?’= —3, по терминоло- 
гии Декарта имеет два ‹воображае- 
мыхь корня. Так он называл комп- 
лексные числа (см. ‘о них статью 
Л. С. Понтрягина в «Квантеь № 2, 
1985). : . 

«Воображаемым» корням не соот- 
ветствуют никакие точки на рисун- 
ке 8. Зачем же тогда о них говорить? 
Что они дают математике? На эти 
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вопросы: Декарт ответил так: с помо- 
щью +«воображаемыхь корней можно 
построить общую теорию алгебраи- 
ческих уравнений. 

В ‹Геометрииь Декарт изложил и 
свою теорию алгебраических уравне- 
ний. Он начал ее с указания, что их 
удобнее всего записывать в форме, 
ставшей теперь для нас привычной, — 
с правой стороны равной нулю: 

ара: х -ф ах? +... Ранх” =0. 

Он сформулировал теорему о том, что 
алгебраическое уравнение степени п 
имеет ровно п корней, если учитывать 
положительные, отрицательные и 
комплексные (‹воображаемые») кор- 
ни. Это основная теорема алгебры, 
которую до Декарта, в начале 
ХУЙ века, высказали П. Роте и 
А. Жирар. 

Декарт первым стал обозначать 
данные величины начальными бук- 
вами алфавита а, 6, с, неизвестные — 
последними буквами х, ц, 5. Он упро- 
стил обозначение степеней, и оно при- 
няло знакомый нам вид а`, Хх’ ит. п. 


Распространение 
и влиянне «Геометрии» 


Сочинение «Рассуждение о методе» 
было опубликовано в 1637 г. на фран- 
хузском языке. Современкики Декар- 
та восприняли его  +‹Геометрию» 
с большим энтузиазмом. Вскоре она 
была переведена на латинский 
язык — международный язык науки 
той эпохи. За короткое время +Гео- 


Задачи 
на исследование 


риметр многоугольника М. 
{По определению, это среднее 
значение равно 
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метрия» выдержала четыре издания. 
В семнадцатом столетии она была 
настольной книгой каждого творче- 
ски работающего математика. 

Декарт считал, что математика 
должна изучать лишь кривые, задан- 
ные алгебраическими уравнениями, 
потому что для исследования других 
линий нет общего метода. Примером 
алгебраической кривой может слу- 
жить декартов лист. Его уравнение 
хи’ —Зах у=0, а-—0. Между тем 
в математике болышую роль играют 
и неалгебраические (трансцендент- 
ные) кривые: спираль Архимеда, 
квадратриса, трактриса, циклоида 
и другие. Декарт не включил их 
в свою +Геометрию». 

Это ограничение Декарта преодоле- 
ли Ньютона и Лейбниц, разработав- 
шие во второй половине ХУП века 
общие приемы исследования транс- 
цендентных кривых. С помощью ме- 
тода координат они стали изучать 
синусоиду, логарифметическую, по- 
казательную и другие функции. 

Метод координат плодотворно раз- 
вивался дальше. Вскоре появилась 
ось ординат, а в ХУПТ веке и стерео- 
метрия; в Х!Х веке возникла +мно- 
гомернаяь геометрия, «бесконечно- 
мерная» геометрия в ХХ веке. Сегодня 
без метода координат невозможно се- 
бе представить ни математику, ни фи- 
зику. 

Труды Декарта, его философские, 
математические и космологические 
идеи вызывают глубокий интерес и 
обсуждение в наши дни. В этом его 
величие ученого. 


и длину его проекции на пря- 
мую {[. 

6) Чему равно значение 
#м(Р). усредненнов по всем 
плоскостям Р, проходящим 


Предлагаем читатеднм не- 
сколько задач о средннх вели- 
чинах проекций многоуголь- 
ников н многогранников. С их 
помощью можно, в частности, 
получить решение задачи 
№1030, отличающееся от по- 
мещеиного в «Краитеь № 6. 

а) Обозначим через ры!) 
длину проекции выпуклого 
многоугольника М на прямую 
{. Докажите, что средиее зна- 
чение рм(П) по всем прямым, 
проходящим через заданную 
точку, ранно р/л, где р — пе- 
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1 ая 
= рм(„)аа, 


где {, — прямая, составля- 
ющая с фиксированной осью 
{о угол в.) 

В следующих двух задачах 
рассматриваются средние по 
всем направлениям в прост- 
ранстие; о том, что лод ними 
покимается, рассказывалось в 
статье Ю. Ионинв и А. Плот- 
кина «Среднее значение функ- 
цииь («Кванть, 1977, № Т, 
с. 26). 

Обозначим через &\АР) и 
#ы(1) соответственно площадь 
проекции выпуклого много- 
гранника М на плоскость Р 


через заданную точку? 


в*) Чему равно значение 
м, усредненное по всем 
прямым { в пространстве, 
проходящим через заданную 
точку? 

Подсказка: нетрудно 
понять, что ответ в задачах 
а) — в) имеет размерность 
см, см’, см’ соответственио. 
Какие ‹геометрические вели- 
чины», связанные с много- 
угольником или многограинн- 
ком, имеют такую размер- 
ность? 

А. Б. Гомчаров 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момеита ос- 
нования журнала. Публику- 
емые в нем задачи нестан- 
дартны, но для нх решения не 
требуется знаний. выходящих 
за рамки школьиой програм- 
мы. Наиболее трудные задачи 
отмечаются звездочкой. После 
формулировкы задачи мы 
обычно указываем, кто нам ее 
предложил. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. 

Решення задач яз этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
нее 1 декабря 1987 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кванте. 
Решения задач из разных но- 
меров журнала нли по разиым 
предметам (математике м фн- 
зике) присылайте в разяых 
конвертах. На коиверте в гра- 
фе «Кому» напншите: «Задач- 
ник «Квзита» М 9 — 87» н 
комера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, напрн- 
мер +М1061» нли «Ф1073». 
В графе *... адрес отправите- 
ля» фамилию н имя просим 
пысать разборчиво. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным на нем вашнм адресом 
(в этом конверте вы получите 
результаты проверки реше- 
ний). 

Условие каждой орнгиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публнкации, присылайте в 
отдельном конверте в двух 
экземплярах вместе с вашим 
решением этой задачи (на 
конверте пометьте: «Задачийк 
«Кванта», иовазя задача по 
физике» или ‹... новая задача 
по математике»). 

В начале каждого письма про- 
сим указывать номер школы и 
класс, в котором вы учитесь. 
Задачи Ф1073—Ф1077 пред- 
лагались на заключительном 
этапе ХХТ Всесоюзной олим- 
пиады по физике (Таллин, 
1987). 
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Задачи 


№М1061 — М1065, Ф1 073 — $1077 


№М1061. В стране, где больше двух городов, некоторые 
пары городов соединены непересекающимися дорогами. 
Известно, что для любых трех городов А, В, С по этой 
сети дорог можно проехать из А в В, ие звезжая в С. 
Докажите, что на всех дорогах можно установить одно- 
стороннее движение так, что из каждого города можно 
будет проехать в любой другой, двигаясь по установ- 
ленным направлениям. 

В. Е. Колосов 


№М1062. а) На сторонах АВ и АС треугольника АВС 
взяты точки Е и В. Прямые ВО и СЕ пересекаются 
в точке М, АМи ВС — в точке Р, АМ и Е — в точке М. 
Докажите, что 


РМ о. РМ 
МА <“ МА` 


6) На ребрах ЗА, 5В и 5С тетраздра ЗАВС взяты точ- 
ки О, ЕиР. Плоскости АВР, ВСР и САЕ пересекают- 
ся в точке М, прямая ЗМ пересекает плоскости АВС и 
ЕЕ в точках Ри М. Докажите, что 


РМ _з3.РМ 
№5 ^ М5 


Т. А. Джортменадзе. Е. Я. Глейбман 


мМ1063. Сколько существует различных целых чисел, 
которые можно представить в виде разности а—а, 


где а — п-значное натуральное число (10" а< 10”), 
а — число, полученное при записи цифр а в обратном 
порядке? Например, если а=1917, то а-а=1911— 
— 17191 = — 5724. Укажите ответ для: а) п=4; 6) п-=5; 


в) любого натурального п. 
Г. О. Эльстинг 


№М1064. Какое максимальное количество точек самопере- 
сечения может иметь замкнутая п-звенная плоская ло- 
маная, если; а) л нечетно; 6}* п четно? (Предполагается, 
что никакие три вершины не лежат на одной прямой 
и что никакие три звена не пересекаются в одной точке.) 

Д. Б. Фукс 


№М1065* Будем рассматривать векторы (х; у) с целыми 
неотрицательными координатами, причем хотя бы одна 
из координат отлична от 0. Назовем такой вектор обра- 
зующим, если |х—у|=1. 

а) Докажите, что рассматриваемый вектор (х; у) можно 
представить в виде суммы образующих (или он сам — 
образующий} тогда и только тогда, когда величина 


® (х,у=х-уф (ху 
неотрицательна. 
6) Докажите, что число л {х, у) различных (с точностью 
до порядка) представлений вектора (х; у) в виде суммы 
образующих зависит только от числа = (х, у). Най- 
дите л (13, 18). 
Ф. В. Ваанштейн 


Ф1073. Маленький упругий мячик отпускают с высоты 
Н=1м над полом, а на его пути закрепляют пластинку, 
от которой он отскакивает. Какая скорость будет у мя- 
чика в момент удара о пол? Как нужно расположить 
пластинку, чтобы мячик ударился о пол как можно даль- 
ще от начальной точки? Чёму равно это максимальное 
расстояние? 


А. В. Хельвас 
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вдяниме м Фе ллх ” 


98 


а— 


«руин „Фи 


Таблица 1 Таблица 2 
в, °С 1, °С 
25,2 22,6 
26,4 23,8 
27,6 25,0 
287 26,0 
291 21.0 
30,6 28,0 
31,5 28,9 
32,3 29,8 
33,1 30,6 
\е Вауёе Ъееп ри ыНтя 
Куапе’з — сопе8 — ргоетв 


еуегу топ {гот Ч\е уегу 
1г86 2взие оГ ошг тавбазте. 
Ч®е ргоШетя аге попзбапбваг@ 
опея, Биё Фет зошфоп ге- 
дигез по ибогтаНоп ошзШе 
{Ве ясоре 0? Ше 0558 зесоп- 
дагу  зсВоо! вуНафия. 'ТЬе 
тоге ВИЙсаН ргоетз аге 
тагКеё %“ИВ а з1аг (*). АЦег 
{Те я ж\{ещет оЁ (Ве ргоШет, 
зе овоаНу пса ®Но ргоро- 
зе & №0 18. Й яоез “ИВош 
заутя !Фаё по аЙ  Шезе 
ргоетв ате Яг\ё руБНса- 
Нопв. Те зомюлз о ргоБ- 
1ет8 {тот И 1350е (т ЕВоз- 
зап ог м Е 36) тау Бе 
розфе4 по мег !Фап Ресет- 
Бег 18 1987, № Фе ГоПо- 
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Ф1074. Папа Карло сделал для Буратино колпак из 
тонкой жести. Колпак имеет форму конуса высотой 
Н=20 сы с углом а—=60° при вершине. Будет ли этот 
колпак держаться на голове у Буратиио, если эта голо- 
ва — гладкий шар диаметром р = 15 см? 

С. С. Кротов 


Ф1075. Выполняя лабораторную работу, студент опу- 
стил в сосуд с водой кипятильник, включил его в сеть 
и стал каждые три минуты записывать температуру. 
Данные этого опыта приведены в таблице 1. Затем он 
охладил воду, положил в сосуд небольшой металличе- 
ский образец и вновь провел измерения. Результаты 
этого опыта приведены в таблице 2. 
Определите по этим данным теплоемкость образца. На- 
пряжение в сети И=З35 В, ток через кипятильник 
1=0,2 А, температура в комиате 1—=20 °С. 

Л. ПП. Ваканина 


$1076. Для исследования солнечной батареи исполь- 
зуется многопредельный вольтметр (ои состоит из чув- 
ствительного микроамперметра и набора добавочных 
резисторов). Подключив его к батарее на пределе 1 В 
мы получаем показание {, =0,7 В. Переключив вольт- 
метр ина предел 10 В, мы получим показание {.-— 2,6 В. 
Что получилось бы на пределе 100 В? Известно, что 
при неизменном освещении солнечная батарея ведет 
себя как обычный источник, последовательно к которому 
подключен резистор большого сопротивления. 

А. Р. Зильберман 


Ф1о77. По одной из гипотез звезды образуются из меж- 
звездной среды (космическая пыль) путем сжатия под 
действием гравитационных сил. Оцените время образо- 
вания звезды из гигантского сферического облака косми- 
ческой пыли плотностью р=2.10-? г/см?. Можно счи- 
тать, что при сжатии частицы не обгоняют друг друга. 
Гравитационная постоянная С —6,67.10-" Н.-м*/кг”. 

В. Е.Скороваров 


РгоЫет$ 
№м№1061—м№М1065, Р1073—2Р1077 


№1061. ш а сошиху оЁ тоге ап Фмо <1ез зоте рав 
ой сШев аге соппесве@ Ъу лоп-ицегзес тя гоа@в. \ 13 Кпомп 
Фа Гог апу ШФгее «ев ДА, В, С Ц 13 роззШЫе юЮ Бауе 
{гот А №0 В оп \Шезе гоадз У“ИНоць пота ШтоцёВ С. Ргохе 
{Паф 1 18 розз\Ые 4 сНоозе ФтесМойз 0 опе — мау айс 
оп аЙ е гоа4з зо Та апу сНу тау Бе геасНе {гот апу 
офНег а1от {Ве гоадз т Фе сНозеп Чтесйопз. 

г. К. Коовои 


№М1062. а) Рониз Е апа О эхе сВозеп оп ев АВ ап АС оё 
фпапе АВС. Тне Бпез ВО апа СЕ нпиегзесЕ аё {Не рошё М, 
АМ апа ВС а Р, АМ апа ОЕ а М. Ргоуе 418 

РМ _ 2 РМ 

МА МА’ 
Ь) Рон О), Е ап@а Г аге срозеп оп 1Пе з34ев 5А, 5В апа 
$С о \Ве емапедгоп ЗАВС. Те ралез АВЕ, ВСР ап 
САЕ Ииегвесй а ШЪе рошё М, 4Ве Цпе 5М ицегзес р1апез 
АВС ала ДЕР в Р апа М. Ргоуе Та 

РМ _ з РМ 

№5 “М5 

Т. д. рройтелад2е. Е. Та. ФШефтеап 


уэтЯ адагезз: 05$5Н, Мозсом, 
103006. Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1 +›Квант». Р]еазе 
зепй {фе зом опа ой рнузз 
ап тафетаНсз  ргоЫетв, 
ав зе! аз ргоШет$ гот 
ЯНГегепй 13зцез, ипдег вера- 
га&е соуег; оп “Не епуеюре 
згйе фНе ч’огаз: “КУАМТ’$ 
РНОВТЕМ5” апд \е пит- 
ЪБегз о аН Ще зоуей ргоь- 
]еп13; м уоиг 1еМег епфозе 
ап олзатреё взеМад@гезвей 
епуе!оре — че зНаЙ позе Й ю 
зеп8 уоц Фе соттесНоп ге- 
виНз. И уош Науе ап огяг- 
па! ргоет 40 ргорозе {ог 
руБЙсаНов, р!еазе вепй & © 
03 опфег зерагаёе соуег, т 


#50 сорез п Вазчап ог Ш. 


ЕпяНчН), шсеш@ае Ме зош- 
НЧол. Оп Ше епуеюре этЁе 
МЕ\’ РВОВГЕМ ЕХ РНУ$1С$ 
(ог МАТНЕМАТТС$). РШеазе 
ргё уоцг пате ап@ ад4гезх 
т ВГОСК ТЕТТЕВ$. 
РгоШетв8 Р1073—Р1077 № 
{И 18з34е аге гот {фе АЦП- 
Омюп Рук Оутраай (Та1- 
Нп, 1987). 
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№М1063. Ет@ \\е питьег оЁ 91зипс& ниедекз мРаюН сап Ъе 
гергезет4е ш \Ве Гогт а—04, чВеге а 13 ап п вн пмевег 
(10° '<а< 10”, а в Ме пиытЬег оБМатей Бу “пит Ше 
Ч ЕНв оЁ а т геуегве ог4ег. Рог ехатре, И а=19171, еп 
а—а- 1917 —7191 = —5724. мака Ше апзмег {ог 
а) п=4; 6) п--5; с) агЬИгагу п. 

С. О. Евиптв 
М1064. УКа тахипа! пимег 0 зеН-имегзесйоп рол\$ 
сап а рапе роубола| Цле 0 п з4ез Науе, М а) п 3 
094; Ъ)* л 43 еуеп? (1 18 аззите {Та по Шгее уегИсез аге 
со!леаг ап@ по 1Мгее в\4ев пфегзесь а опе рот%.) 

О. В. Кийз 


м1065° Соп8ег уесбогз (х; у) “ИВ поп-пераИЙуе тмевег 
соогатайев, ав еа86 опе ой «БЕН 23 лоп-хего. Са] зисК а уесбюг 
вепегайлв, И 

1х—у| =1. 
а) Ргоуе {Та опе ой Ме учесфоге (х; у) ипфег солзФетаЧоп 


сап Ъе гергезетей аз Це зат оГ вепега пи уес®югз (ог 
3 Изей опе) М апа оу М 1\е ехргезюоп 
их, уху (ху 
аззитез а поп-певайуе уаще. 
Ъ) Ргоуе а питЪег п(х, у) ой лс (ар {© ох4ег) герге- 
зепбанопз оЁ {Те уес®т (х; у) ав а зит 0Ё депегайпя уесюгз 
Зереп45 оту оп 4\е лишфег А=Ах, и). Ем п(13, 18). 
Р.У. УалеМет 


Р1073. А втаП елавис Ба! 13 агорре а Ргот Нещь+ Ы = И абоуе 
{Ве Нюог; а эта! Пай р1а4е 13 р1асей оп Из зау, зо Те Ъа! 
Боцпсез о{{ И. \УБае 1 Ве Ба уе]осКу Бе \мНеп И геасвез 
{Ве Рюог? Ном зНошШ@Я Це раю Ъе расе т ог4ег 10 тзиге 
{Паф {Ве Ба м ВИ те ЯЙоог аз Гах аз роззИЫе {гот ФТе па] 
рот? Ета МЧиз тах!ита! Ч %апсе. 

А. т. Нешаз 


Р1074. Рара Со!о@{ тае а Шп сар Гог РтпоссЫо. ТНе сар 
уаз зНаре@ НКе а НоПом сопе ог а\4е Н=20ет апб 
уемех апёйе а—60°. М] Ще сар 6013 оп Ртпоссв10°$ Неа@., 
4 №з Веа4 13 а зтосёА врБеге ой Фатейег р=15 ст? 

$5. $. Кгоое 


21075. Сагтгуля ош 1аБогайогу \огК, а $(и еп р!асез а НеаЫлЯ 
аррагаиз т а гесервёае ГЩеЯ хИЛ умег, тп оп Те 
Везег ап@ теазигез Фе ухщег {е трегабиге еуегу тее шти- 
(ес, ОБайищЕ Те дата зНо\п оп ТаШе 1 (р. 22). ТЬеп Ве 1е13 Ве 
\афег соо, р]асез а зта! теёа| ватр!е т 1Ве гесерфае ап 
гереаё5 Те теавигететз, “ИН {1е гези!$ зВомп оп ТаЫе 2. 
Ета фе НеаЕ сарасНу оЁ \Ме затре. ТВе уоцбаве оп {те 
Незег 13 (И=35 \, Ме сихтель гоцай И в 1=0.2 А, Ме 
гоот 1етрега&иге в = 20°С. 

1. Р. Вакалта 


21076. А шыИгапяе уойтефег (сопзз пе оЁ а зепз Шуе 
писгоаштеег ап а зекез ой 41егепе тезогв) 18 изед ю 
этиду а в аг БаМегу. Соппесыпя {Те ЪаЦЙегу 10 Фе уойтефег 
141 {е ГУ гапве, ме еёа геадте оЁ (—=0.7 \. т Ме 10У 
тапие ме ве! И,—=2.6 У. \УВае Ш ме де ш те 100 У гапре? 
[6 13 Кложп Ма илдег солбале Шип\4павоп (Ме зо]аг Ба Йегу 
фенауез Ше ап ог@тагу зоцгсе № \мЫсй а МЕБ геяйзгапсе 
сарасИог Ваз Беел соппесе Я сопзесиНуву. 


А. В. ЧЬегтап 


Р10771. АссогтЕе № опе ой 4те созтоюЕ!са! ВуроТеве$, агз 
меге ФфогтеЯ@ (тот пет еЦПаг тедщт (зрасе диз Бу 
втауНайопа! соттгасНоп. ЕзИте Не 1еп1 В оЁ ите песевбагу 
$40 Гогп а &аг тм Из мау (тот а ап? зрасе 45 сюи@ ог 
делзИу р=2.10 *" п/сш?, № тау Ъе аззите@ {Паф раг_сез 40 
по очег{аКе опе апотег Чите Ре согигасНоп. ТНе ргауИв- 
Чопа! сопзватЕ в С—=6.67-10-' М. ш?/Ка". 

у. Е. Звогоиагов 
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<Аииииме г. Фил 


№М1041. На плоскости за- 
даны: а} четыре. 6} три вер- 
шины правильного пяти- 
угольника. С помошью 
двусторонней линейки вос- 
становите остальные его 
вершины. (Двусторонней 
линейкой можно делать то 
же, что и обычной линей- 
кой без делений. а также 
проводить прямию, парал- 
лельную данной на рас- 
стоянии, равном ширине 


линейки.) о 






Рис. Г,. 





мМ1042. В классе организу- 
ется турнир по перетяги- 
ванию каната. В турнире 
ровно по одному разу дол- 
жны участвовать всевоз- 
можные команды, которые 
можно составить из уча- 
щихся этого класса (из од- 
ного. двух и т. д. человек, 
кроме команды всего клас- 
са). Докажите, что каждая 
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Решения зацач 
№1041 — №1045, Ф1053 — $1057 


Клю\чевой элемент решения — построение биссектрисы 
угла, показанное на рисунке 1. Мы будем также поль- 
зоваться тем, что любая сторона нравильного пяти- 
угольника видна из любой его вершины (за исключе- 
нием концов этой стороны) под углом л/5. Искомый 
пятиугольник обозначим через АВСРЕ. 

а} Пусть даны вершины А, В, С, р. Для построения 
Е достаточно заметить, что АЁ — биссектриса угла, 
смежного с углом ВАС (/ВАС=Я/5, ГСАЕ=2л/5) 
и аналогично РЕ — биссектриса угла, смежного с 
СОВ (рис. 2). 

6} Очевидно, достаточио рассмотреть 2 случая: 1) за- 
даны вершины А, В, С, 2) заданы вершины А, В, О. 
В случае 3 (рис. 3) строим АЕ — буссектрису угла, 
смежного с ВАС, и АР — биссектрису угла ЕАС; вер- 
шина ДР находится на пересечении АО и биссектрисы 
угла, смежного с АСВ. Анаяогичио строим Е. В случае 2 
(рис. 4) можно воспользоваться тем, что АСи ОС — бис- 
сектрисы углов ВАД и ВБР, где ОЕ — биссектриса угла, 
смежного с АРВ. Это позволяет построить веригину С, 
а затем и Е. ` 

Некоторые читатели че обратили зиимания на по- 
следнюю фразу условия и посчитали, как это принято 
во многих книгах о геометрических построениях, что 
двусторонняя линейка позволяет проводить две парал- 
лельные прямые на расстоянии, равном ее ширине, 
через две заданные точки.4 и В (как из рисунке 5}. 
При таком понимании оказываются разрешимыми все 
задачи на построение, которые можно решить тради- 
ционным набором инструментов — циркулем и линей- 
кой (но окружность следует считать построенной, если 
указан ее центр и отрезок, равный радиусу}. Интересно 
выяснить, верно ли это для «двусторонней линейки» 
в смысле нашей задачи, 

М. И. Гринчув 





15^ | 


Рис. 5. 


Назовем две комаиды дополицтельными, если одиа из 
них состоит из всех учеников, не вошедших в другую. 
Каждый ученик класса входит только в одну из двух 
дополнительных команд, следовательно, он входит ров- 
но в половину всех команд. Но половина числа всех 
команд равна числу всех предстоящих соревнований. 
Таким образом, число соревнований совпадает с числом 
выступлений каждого ученика, а значит, в каждом со- 
ревновании будут выступать все ученики, т. е. две 
дополнительные команды. ь 

` Приведем еще одно решение. Допустим, что в одном 


команда будет соревно- 
ваться с командой всех ос- 
тальных учеников класса. 


А В, 


| 


мМ1043. Можно ли разбить 
множество всех целых чи- 
сел на три подмножества 
так, чтобы для любого це- 
лого п чёсла п, п—50, 


п-4 1987 принадлежали 
трем разным подмноже- 
ствам? 


М1044. Докажите. что из 
четырех чисел всегда мож- 
но выбрать два числа хиу 
гакие, что 


< <1. 
ты 


м1045. В некотором цар- 
стве, некотором госуда рст- 
ве, территория которого 
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из соревнований должны участвовать не дополнитель- 
ные команды Аси Вь. Пусть А, — команда, дополни- 
тельная к Вь а В, — команда, встречающаяся с А, 
тогда А А, А -А,а ВСВ; и В В, (так как 
команда В, уже выступает с Ао; см. рисунок). Рассмот- 
рим далее команду А., дополнительную к В! и ее сопер- 
ника В.; каки выше, А.А, А, = А, и В.С В, В, В.. 
Продолжая это построение, получим бесконечную по- 
следовательность команд Ас А.с А.Сс..., число уча- 
стников которых строго возрастает, что, конечно, не- 
возможно. 


Ответ: нельзя. Доказательство проведем от иротив- 
ного. Предположим, что указанное в условии разбиение 
существует. Будем писать т-—#, если целые числа ти Е 
принадлежат одному и тому же подмножеству разбие- 
ния, и тт Ё, если нет. Докажем, что 


пп 1937 и п-т 150 
для любого целого п; отсюда будет следовать, что 
0—1937—2.1937-....--50.1937 = 
=—=646-150 — 50—645.150 —50-—...— —50, 
т.е. 0——50, а это противоречит условию задачи. 
Назовем тройку чисел представительной, если она со- 


держит по одному числу от каждого подмножества 
разбиения. По условию тройки 


п— 50, п. п+- 1987; п 100, п _50, п-+{+- 1937 и 
п-+ 1937, п4+ 1987, п--2 - 1987 


— представительные при любом п (1937—=1987—50). 
В частности, из второй и третьей тройки видно, что 
п-+1987 п-50 ип-- 19374 п-- 1987, а из первой — что 
прп--50 и лхп-+ 1987. Отсюда следует наше первое 
утверждение: п—л-- 1937. Теперь число п-+1937 во 
второй тройке можно заменить на п, т. е. тройка 
п—100, п-50, л — представительная. Подставляя в 
нее п 50 вместо п, получим еще одну представитель- 
ную тройку п—150, п 100, п^ 50. Из сравнения этих 
двух троек вытекает второе утверждение: п-п— 150. 


С. В. Конягин 


Пусть а, В, у, & — арктангенсы данных чисел, распо- 
ложенные по возрастанию; тогда 

—л/2 ав ув л/2 < а-л. 
Точки В, %, 6 разбивают отрезок [аз о +л] на четыре 
отрезка. Длина хотя бы одного из них не превосходит 
1/4; в качестве х и у можно взять тангенсы его правого 


И. Н. Сергеев 


и левого концов. Действительно, если, например, 
В «= 1/4, то, учитывая, что В—@а>0, имеем 
О 1 (В а) <Ти при этом 
ЕВ ша х— 
че (6-м ЕРШ Ш я 


а вше  тху” 
(В случае (и«+л)—6 = л/4А надо еще воспользоваться ра- 
венством 4 (и л— 6) = («—65).) 


Организуем оповещение следующим образом. Разобьем 
царство на 4 квадрата со стороной 1 км — квадраты 
1-го ранга; каждый из этих квадратов разобьем на 
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2 р Фил - 


имеет форму квадрата сд 
тороной 2 км, царь решает 
озвать всех жителей к 
7 часам вечера к себе во 
Оворец на бал. Для этого 
н в полдень посылает с 
поручением гонца, кото- 
рый может передать лю- 
бое указание любому жи- 
телю. который в свою оче- 
редь может передавать лю- 
бое указание любому жи- 
телю и т. д. Каждый жи- 
тель до поступления ука- 
зания находится у себя 
дома (в известном месте) 
и может передвигаться со 
скоростью 3 км/ч в любом 
направлении. Докажите, 
что царь может организо- 
вать оповещение так, что- 
бы все жители успели 
прийти к началу бала. 




































$1053. В тонком гладком 
трубопроводе скользит 
(в поле силы тяжести) гиб- 
кий однородный шнур (см. 
рисунок). Участки АВи ВС 
‘трубопровода представля- 
ют собой полуокружности 
радиусом В, точки А, В; С 
лежат на одной вертикали; 
длина шнура {= 2л В. Най- 
ти все точки шнура. в кото- 
рых натяжение равно ну- 
лю в ТОТ момент, когда 
нижний конец шнура на- 
ходится в точке С. 
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4 квадрата со стороной 1/2 км — квадраты 2-го ранга, 
эти квадраты в свою очередь на квадраты 3-го ранга 
(со стороной 1/4 км) и т. д., пока не дойдем до столь 
большого ранга п, что в каждом квадрате этого ранга 
будет не более одного жителя царства (жителей, попав- 
ших яа общую границу нескольких квадратов нужно 
произвольно распределить по этим квадратам). Опове- 
щение будет происходить поэтапно. Цель 1-го этапа — 
оповестить по одному жителю в каждом из (населенных) 
квадратов 1-го ранга, после чего гонец и все посыльные 
должиы зернуться в исходные пункты. На 92-м этапе 
каждый из уже оповещенных жителей, действуя как 
гонец ня 1-м этапе, устраивает оповещение каждого из 
квадратов 2-го ранга в своем квадрате 1-го ранга, на 3-м 
этапе оповещаются по одному жителю в каждом квад- 
рате 3-го ранга и т. д. После л-го этапа будут оповещены 
все жители. 

Оценим время, необходимое для 1-го этапа оповезце- 
ния. Поскольку расстояние между любыми двумя точ- 
ками квадрата со стороной 2 км не превосходит 2-/2 км, 
при скорости 3 км/ч его можно пройти меньше чем 
за } ч. Поэтому по схеме, показанной на рисунке, 1-й 
этап можно осуществить не более чем за 3. ч (гонец А 
оповещает жителей Ви С, житель В — жителя О; если 
в одном из квадратов 1-го ранга жителей не окажется, 
время оповещеиия может только сократиться). Второй 
этап повторяет первый одновременно в четырех квадра- 
тах с вдвое меньшей стороной — он потребует не более 
3/2 ч; вообще, Ё-Й этап осуществляелся за 8/2“ 'ч, 
а для оповещения всех жителей понадобится 3-- 
--3/2 +... 3/27" 6 ч. 

Таким образом, к 6 часам вечера все жители получат 
приглашение на бал; еще час им потребуется, чтобы 
прибыть во дворец. 


Пусть в тот момент времени, который запечатлен на 
рисунке, шнур имеет ускорение а. Найдем его. 

За малый промежуток времени А! шнур переместил- 
ся так, что его конец, находившийся в точке С, сместил- 
ся на Ах=о- А, где и — значение мгновенной скорости 
шнура. Кинетическая энергия шнура за это время уве- 
личилась на 


С. В. Конягин 


ОА ТЫ 
—_—_—_—_ Ат. 94 
э СЕ" 
(т — мясса шнура: слагаемым ты мы пренебрегли). 
Потенциальная энергия р изменилась на 


АП=Ат-вв =т 


АК = 


— Хав=мт у яй-мМ 

где Ат — масса участка шиура длиной Ах, который 
как бы зпереместилсяь из точки А в точку С, т. е. опус- 
тился с высоты #—4В. Согласно закону. ни 
энергии АК =АП, т. е. 


то. Ао =т 7 88 - АЕ. 


Отсюда находим 7 АФ, т. е. ускорение а шнура: 


тв= = ыы 5.в8 — ОЕ — 8. 
1 
Теперь мысленно разрежем шнур в какой-нибудь тоз- 
ке и найдем для получившихся отрезков их ускорения 
{тем же способом, которым мы воспользовались выше). 
Если ускорения отрезков окажутся одинаковыми, это 





Ф1054. Два стержня оди- 
наковой формы сделаны из 
материалов с разными уп- 
ругими свойствами — мо- 
дули Юнга материалов 
равны соответственно Е и 
Е›. Стержни склеены тор- 
цами и покрашены одной 
краской, так что получив- 
шийся образец выглядит 
как однородный стержень. 
Какой модуль Юнга з+ве- 
щества» этого стержня из- 
мерит экспериментатор. не 
знающий, что стержень со- 
ставной? 


Ф1055. Электрический 
прибор П подключен к се- 
ти переменного тока с на- 
пряжением 220 В через 
конденсатор евкостью С= 
—=0,5 мкФ (рис. 1). Ампер- 
метр показывает ток [= 
—=0.01 А, показание вольт- 
метра — И=180 В. Найти 
мощность, потребляемую 
оу сети прибором. Считать 
амперметр и вольтметр 
идеальными. 


} 


Рис. 2. 


ие. Г. 





Активная мощность, потребляемая прибором П, равна 
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будет означать, что в данный момент времени нахяже- 
ние шнура в том месте, тде мы мысленно его разрезали, 
равно нулю. Но ускорения отрезков будут пропорцио- 
нальны й5,./Ё „р Следовательно, нужно искать такие 
точки на щнуре, где отношения #1/Ё и 85/1. для двух 
кусков шнура, разделенных этими точками, будут оди- 
наковыми. Из рисунка видно, что существуют три такие 
точки на шнуре — О, Ви Е. 
Итак, в момент, когда нижний конец шнура нахо- 
дится в точке С, натяжение равно нулю в точках шну- 
ра р, ВиЕ. 
И. Ю. Потеряйко 


Составной стержень предётавляет собой два последова- 
тельно соединенных упругих стержня с жесткостями, 
равными, соответственно, Ат и Ё.. Удлинение х состав- 
ного стержня при его растяжении равно х.-х., где 
х,, х2 — удлинения первого и второго стержней. По- 
скольку растягивающая сила одинакова для обоих 
стержней (стержни покоятся), то из закона Гука сле- 
дует, что 

Ей: 


Е” 
где К — жесткость составного стержня. 
Жесткости связаны с модулями Юнга материалов 
стержней: 





5 ва 5 
= т, №. — КЕ, 


где { — длина каждого стержня, $ — площадь попереч- 
ного сечения, Е — модуль Юнга «вещества» составного 
стержня. Следовательно, значение Ё, которое получит 
в измерениях экспериментатор, . 


Е—ь 2: нь 7:21:21 2! ее 2Е.Е> 
5 #-ЁА› $ Е, -Е2` 


В. А. Давыдов 


Найдем сначала действующее значевие напряжения на 
конденсаторе: 


1 : | 
еее =634 В 


(здесь —=50 Гц — частота колебаний переменного тока 
в сети). Теперь нарисуем векторную диаграмму*) токов 
и напряжений для данной цепи (рис. 2). Из диаграммы 
легко найти сдвиг фаз ф между током Г и напряже- 
нием С»: 


$ 2 _ у 
<= 90°—агссо$ е=90° —агссоз ст 246°. 


х 20. с 


активной мощности, которая выделяется во всей цепи 
(в конденсаторе тепло не выделяется), т. е.- 
Р=Ич соз <= 1,53 Вт. 
А. Р. Зильберман 





*) О том, что такое векторные диаграммы и как они строятся, 
можно прочнтать, например, в статье «Цепи переменного токаь 
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Ф1056. В схеме. изобра- 
женной на рисунке 1, ключ 
К. сначала замкнут, а 
ключи К, и К. разомкну- 
ты. В некоторый момент 
времени замыкают ключ 
К,. а спустя время В == 
—0.1 с замыкают ключ 
К.. Еще через время &›= 
—=0,2 с размыкают ключ 
К.. Найти: 1) максималь- 
ное напряжение на кон- 
денсаторе;: 2) ток через ка- 
тушку [Г через время {3= 
=] с после замыкания 
ключа К,. Сопротивлением 
проводов пренебречь. диод 
считать идеальным; 1и= 
=1 Гн, Р.—0,5 Гн, С= 
=10 мкФ, И, —=10 В. 


Г, 





Рис. 3. 


Ф1057. ХГантель, состоя- 
щая из двих шариков мас- 
сой т каждый, закреплен- 
ных на концах легкого 
стержня длиной 2, подве- 
шена в горизонтальном по- 
ложении на двух нерастя- 
жимых нитях длиной 1, 
расстояние между кото- 
рыми 2а (рис. 1). Найти 
период малых крутильных 
колебаний гантели. 
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После замыкания ключа К, в катушке Г, появляется 
ток, который с течением времени увеличивается по ли- 
нейному закону 
то 
Г — -- {. 
Г 
То же происходит и в катушке Г. после замыкания 
ключа К.. В момент размыкания ключа К» (рис. 2) 
. 
п= р +) =ЗА, 


а Хх. 
Г. = т 12=4 А, 


а заряд на конденсаторе равен нулю. 

В тот момент, когда заряд конденсатора станет макси- 
мальным (он будет оставаться таким и в дальнейшем — 
диод не дает конденсатору разрядиться), через обе ка- 
тушки будет течь один и тот же ток Г, не равный нулю 
(рис. 3). Контур, состоящий из двух катушек и двух 
батареек, сверхпроводящий, а батарейки компенсируют 
друг друга, поэтому магнитный поток, пронизывающий 
контур, со временем не изменяется: 

В — 172=Ь и -ЬТ. 
Отсюда получаем ответ на второй вопрос задачи: 
Т О ен — 2 А. 
ру 3 

Начиная с момента размыкания ключа К, и до момен- 
та установления максимального заряда 4. на конден- 
саторе батарейки совершили работу 


А —= а.о 
Тогда, записав закон сохранения энергии 
18 д ЕЙ 945 
и. 


или 
9» -— 2СОо4"— С (ПЕ Ы— +) Р)=0, 
находим ответ на первый вопрос: 
9=^1,3-10-* Кл, И, =9-/С=1300 В. 
Решение может стать более очевидным, если заме- 
тить, что две батарейки можно заменить одной (т. е. 
объединить положительные полюсы батареек). 
А. Р. Зильберман 


При крутильных колебаниях гантель поворачивается 
вокруг вертикальной оси ОО,. Выясним, как зависит 
потенциальная и кинетическая энергия гантели от угла 
поворота $ (рис. 3). 

Пусть при повороте на угол ф центр тяжести гантели 
поднимается на высоту АЙ (относительно положения 
равновесия). Как видно из рисунка 2, Ай—{!— В, где 

к=\/-— [ВВ |= а? 
(поскольку угол поворота ‹ мал, | ВВ, | =а$). Отсюда 
получаем: 
Р— Ва? <> АВВ) а”, 

откуда 

АЁ= ея #94 

В р 

{при малых ‹ АВ мало, и [+8=21). 








Рис. 1. 


весия, а 





где 


Куапетесте.тц 


Следовательно, потенциальная энергия гантели (изме- 
ряемая по отношению к положению равновесия) зави- -- 
сит от угла поворота как 


тва? 


П,= тв. АВ 7. (1) 


Вычислим теперь кинетическую энергию. При малых 
колебаниях можно пренебречь вертикальными состав- 
ляющими скоростей шариков и считать, что векторы 
скоростей лежат в горизонтальной плоскости и равны 
по модулю и=6и.=64’ («, — угловая скорость шари- 
ков в тот момент, когда угол поворота гантели равен $). 
Таким образом, кинетическая энергия зависит от угла 
поворота как 


2 
К=2 7 = ть. (2) 


Заметим, что формулы (1) и (2) аналогичны формулам, 
описывающим потенциальную и кинетическую энергию 
груза, колеблющегося на пружине жесткостью #: 


_1 РЗ _1 22 
П.= Ах, К.= о М), 


где х — отклонение от положения равновесия. Поль- 
зуясь этой аналогией, можем записать: 


П,= 


тра? 
1 





2_ тва" =)" 1 2 
ен (; р 


где х— 6х — отклонение шарика от положения равно- 


Е = 28 О 


мег. 


соответственно, 
кат (тех = У Мог), 


М=2т. 


Таким образом, гантель будет совершать крутильные 
колебания с периодом 


/ 2 
т—2-^/М ==9Эл а. - =2л 1. 
к 2тка а Е 
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(Харьков) 35; А. Калашников (Киев) 32; 
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маров (Киев) 35, 36; Я. Коренной (Новокуз- 
нецк) 40; Е. Корсунский (Харьков) 35, 36; 
А. Кошеков (Алма-Ата) 40; П. Кравченко (Но- 
вокузиецк) 33, 35; С. Краеченко (Ростов-на- 
Доиу) 33, 35; Ю. Кравченко (Москва) 35, 40; 
К. Краснов (Киса) 33—36, 40; С. Курдюков 
(Москва) 32; А. Курило (Целииоград) 40; 
А. Лебедев (Киев} 35; В. Лебё (Винница) 29; 
Ю. Левин (Харьков) 35, 36; В. Лендерман 
(Киев) 33, 40; Д. Литвинов (Донецк) 40; 
И. Лохтин (Москва) 32; С. Луганский (Моск- 
ва) 35; О. Лугуев (Махачкала) 35; Г. Лысов- 
Чайников (Донецк) 40; А. Мазуренко (Мииск) 
33, 35; А. Майков (Старый Оскол) 33, 40; 
И. Максутов (Тула) 35; Р. Малков {Саратов} 
33, 36: К. Моалуреану (Яссы, СРР} 40; Ю. Маль- 
кин (Целиноград) 40; А. Момаев (Заволжье) 
33, 40; Н. Мамедов (с. Аркиван АзССР) 32; 
Д. Маркель (Сзердловск) 33; А. Мацко (Киев) 
35, 36, 40; Р. Меладзе (Тбилиси) 35; О. Мель- 
ников (Красноярск) 35; А. Мина (Киев) 33; 
Н. Михайловский (Красиоярск) 33, 35, 36, 40; 
И. Мишенев (Минск) 35; А. Мищенко (Киев) 
29, 32; В. Молодченко (Одесса) 35, 36; В. Мороз 
(Ленинград) 33—36, 40; С. Мороз (Киев} 
33, 36; М. Мостов (Одесса) 36, 40; А. Муравьев 
(Рига) 28; А. Мусияченко (Киев) 40; В. Мытько 
(Минск) 35, 40; А. Никитин (Тихвин) 33; 
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Е Задачи 


1. Решите арифметический ребус, 
изображенный на рисунке. (Одинако- 
вым буквам соответствуют одинако- 
вые цифры, разным — разные.) 


2. Как-то раз я уронил термометр, 
которым обычно измеряю температу- 
ру фотореактивов (см. рисунок). Тер- 
мометр не разбился, но столбик спир- 
та «разорвался». Как починить тер- 
мометр? 


3. Коля купил в буфете 3 пакетика 


ирисок. Витя — 2 пакетика. Когда _ 


пришел в буфет Алеша, ирисок уже 
не было. Друзья разделили куплен- 
вые ириски поровну. Выяснилось, что 
Алеша должен друзьям 25 копеек. 
Сколько стоил пакетик ирисок и 
сколько Алеша должен Коле, а сколь- 
ко — Вите? - 


4. Городские часы отбивают каждый 
час положенное ‘число раз, и кроме 
того бьют один раз в половину каж- 
дого часа. Анатолий Павлович любит 
читать книгу, сидя в скверике около 
курантов. Однажды за время, пока он 
читал, часы принимались бить пять 
раз; а всего он насчитал 11 ударов. 
С последним ударом часов Анатолий 
. Павлович встал и пошел домой. В ка- 
кое это было время? 


5. Может ли какая-нибудь степень 
двойки содержать в своей записи по- 
ровну нулей, единиц, двоек, ..., девя- 
ток? 


Эти задачи нам предложили ученик 3-го класса 
школы № 63 г. Омска Паша Радзвиловский, 
И. И. Мазин, А. П. Савин, С. В. Дворянинов, 
Г. А. Гальперин 
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УГАДАЙ ЧИСЛО 


Вы играли в игру «Угадай число»? 
Даже не слышали? Это очень простая 
игра. Скажем, я загадываю натураль- 
ное число, меньшее 100, записываю 
его на бумаге (чтобы небыло возмож- 
ности сжульничать), а вы пытаетесь 
его отгадать, задавая вопросы, на ко- 
торые можно отвечать лишь «да» или 
«нет». Потом вы загадываете число, 


а я пытаюсь его отгадать. Кто угадает. 


за меньшее число вопросов _— тот 
‚выиграл. : 
За «сколько вбпросов вы беретесь 
дать мое число?`Не знаете? Говори- 
а что,. может быть, <разу, а может 


быть, ов? Я бе- 


понадобится сто во 


"русь угадать ваше число всего за семь. 


вопросов. Как? А вот, д как. 






А вот с помощью трех таблиц А, Б, 
В с цветными цифрами я берусь уга- 
дать задуманное число, меньшее 64, 
всего за три вопроса. Первый воп- 
рос: +‹Какой цвет имеет ваше число в 
таблице А?» Второй вопрос: «Какой 
цвет имеет это число в таблице Б?» 
Разумеется, третий вопрос — о его 
цвете в таблице В. Получив ваши от- 















Пусть вы загадали. число. Я.спраши-— 
`‘ваю ю:_ «Оно. меньше, - 64?» . = \ 
"«Даь.. г |`Мевы у ке: 2?» — 2% 
«Да». 4 еньше, чем 1 4 

«Да». > «Меньше, чем 

«Нет». — «Меньше, 








и — ‹Меньше» 





‚сти не окажется 
Почему я начал с 
а 50? Об этом чуть’ 






жез ам > 
но проверить, 
х ‚64, достаточно. 






дял чи 
‘Уже шес- 


5% 





и 
[3 - 


ыло начинать и-. с числа 


за семь вопросов можно 
ь Зислой не превосходя- 










веты, я заглядываю в такую вот шпар- 
галку: 








Если вы ответили на вопросы ска- 
жем так: «Синий, зеленый, красный», 
я складываю три числа 0, 12, 16, стоя- 

щих на пересечении столбцов и строк, 
соответствующих названным цветам 
в соответствующих таблицах. Про- 
верьте, что число 28- эдействительно. 
имеет названные _ вета в а 
| (и только оно). = р 
‘А-теперь о ‹роем секрет этого фоку- | 
са. С ‘раннего. детства мы привыкли _ 
ое в десятичной систе- 
т апример, ‚ последова- 
Грыщокть шифр 1087 мы расшифровы- 
_ ваем 1.10°49-1024+8-10'+ 
_-7Т- 10°. Счет ведется десятками, де- ` 
_бять единиц одного разряда является 
диницей следующего разряда. Если: 


























в не 10; ‘понадобится 
[, 2и 3. Хотя почему. 
жно, например, ис- 


значает, что запись. 
це $ чной системе счис-. 
Ия, А. в нашей 11 

оно запишется, как ; | 
' Если прочесть эт; Запись «справа 
налево», ‚получится «синий — зерб: 
ный — красный». Это сочетание 
тов мы ин вали, КогдВ» 28 ДУ 










жнование системы счисления 
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м крас-_ 


За Цвета чисел в табл от 













сло: 28, к щали его цвета в таб? нь 
А а точно таким способом определяю’ 

рую цифру в четверичной записи чис 

— ла, а в таблице В — треть т й 

_ То же самое говорити чипаргалкаь, 

ы р омощью которой мы а 













ти числа в таблицы 2 
т ‚9 для того, чтобы 
если. испо 
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таблицы А‚, Б,, В, размером 8Х 8, си- 
стему можно обнаружить гораздо бы- 
стрее.) Таблицы, составленные подоб- 
ным образом, но использующие 3 цве- 
та, будут соответствовать представле- 
нию числа в троичной системе счисле- 
ния; использующие 2 цвета — в дво- 
ичной. Как запишется в двоичной си- 
стеме счисления число 100? Это 
64--32+4=1-2°+1.2°+0.2* + 
+0- 234 1.27+0.2'-+0.2°, 
т.е. 11001005. Мы видим, что числа, 
меньшие ста (даже меньшие 198), за- 
писываются в двоичной системе счис- 
ления не более, чем семью знаками. 
Вспомните, что я брался угадать чис- 
ло меныпее 100, за семь вопросов! 
Для числа 13 получилась такая после- 
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довательность ответов: да—да-—да— 
нет— нет да — нет. Залишем число 13 
в двоичной системе счисления и доба- 
вим впереди три нуля: 0001101... Ка- 
кая связь между последовательностью 
ответов +*«да— нет» и полученными 
цифрами? Ну, конечно же, совершен- 
ис прямая: ответу «да» соответствует 
цифра 0, а ответу «нет» — цифра 1. 

Таким образом, вместо моих вопро- 
сов «чбольше—меньшеь можно было 
бы предъявить семь таблиц с синими 
и красными цифрамн. Не знаю, как 
вам, а мне метод деления пополам 
нравится больше. Между прочим, он 
довольно часто используется на прак- 
тике. Скажем, мне нужно найти в за- 
дачнике задачу № 1372. Я раскрываю 
его посредине и смотрю какой-нибудь 
номер задачи на этой страйице. Если 
он болыше, чем 1372, я делю пополам 
первую половину задачника и смотрю 
яа иомера там; а если меньше, то 
проделываю эту процедуру со второй 
половиной. Количество страниц, кото- 
рые могут содержать эту задачу, каж- _ 
дый раз вдвое уменьшается, и я до- 
вольно быстро нахожу то, что искал. 
Этот метод носит название «дихото- 
мия» от греческого «диха» — на две 
части — и «тома» — сечение. 

Принций дихотомии заложен и в 
олимпийской системе выявления чем- 
пиона: сначала все участники разби- 
ваются на пары, и в каждой паре 
определяется сильнейший, дальше 
побежденные — половина участни- 
хов — исключаются из соревнований, 
а победители вновь разбиваются на’ 
пары и т. д. Пока не останется всего 
одна пара, во встрече которой и опре- 
деляется чемпион. Эта система совер- 
енна, если количество участников 
является степенью числа 2: тогда в 
каждом «круге соревнований» заняты 
все участники, а если в некотором кру- 
ге число участников нечетно? Тогда 
одна из команд переходит в следую- 
щий круг без соревнования с другим 
участником. Любопытно, что если чис- 
ло участников на единиду больше сте- 
лени двойки, то описанная ситуация о 
будет возникать в каждом круге со- 
ревнований (например, при 9 или 
17 участниках), и нужно следить, что- 
бы одна и та,же команда не оказы- 
валась «лишней» в каждом круге и та- 
ким образом не вышла бы в финал, 
не сыграв ни одной игры. 


(Окончание см. на с. 50} 
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На конкурсе БАЛЬНОГО танца города ОКНЕ ТРи первые места 
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Я обращаюсь ко всем. кто обучается математи- Математике должно учить в школе еще с тою 
ке, элементарной или высшей, и заинтересован целью, чтобы познания, здесь приобретаемые, 
в овладении ею. и говорю: «Конечно, будем были достаточны для обыкновенных потребно- 
учиться доказывать. но будем также учиться стей в жизни. 

догадываться»: Н. И. Лобачевский 
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Физика 8, 9, 10 


Публикуемые ниже замегки «Легко ли описы- 
вать движение? и «Вокруг одной задачи» 
предназначены восьмиклассникам, заметка 
«Давление газа в сосуде» — девятиклассни- 
кам, «Гармонические колебания и равнове- 
сце» — десятиклассникам. 


Легко ли описывать 
движение? 


Многие понятия кинематики — разде- 
ла механики, посвященного изучению 
движений тел без выяснения их при- 
чин,— кажутся нам очень простыми, 
даже элементарными. Однако потре- 
бовались века, чтобы наука выработа- 
ла эффективные методы описания 
движений. Остановимся несколько 
подробнее на истории формирования 
представлений о двух кинематических 
величинах — о скорости и ускорении. 

Движение любого тела связано с 
изменением его положения в прост- 
ранстве с течением времени. Эта при- 
вычная для нас мысль не столь уж 
однозначна. Действительно, что, на- 
пример, следует принять за независи- 
мую переменную при описании дви- 
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жения — путь или время? Ученые 
начала ХУП века не были единодуш- 
ны в ответе на этот вопрос. И если 
это различие во взглядах не приводи- 
ло к серьезным расхождениям при 
исследовании равномерного прямоли- 
нейного движения, то в случае не- 
равномерного движения оно оказыва- 
лось весьма существенным. Попро- 
буйте, скажем, установить закон дви- 
жения, предположив пропорциональ- 
ность скорости пройденному пути 
(2—8), и вы убедитесь, что это гораздо 
более трудная задача, чем описание 
равноускоренного движения, при ко- 
тором скорость пропорциональна вре- 
мени (6-1. 

Заслуга систематического рассмот- 
рения задач кинематики прямолиней- 
ного равноускорениого движения при- 
надлежит Г. Галилею (1564—1642). 
Экспериментально изучив свободное 
падение тел и их движение по наклон- 
ной плоскости с малым трением, 
Галилей сформулировал закон равно- 
ускоренного движеиия, который зву- 
чал так: «Если тело, выйдя из состоя- 
ния покоя, падает равномерно-уско- 
ренно, то расстояния, проходимые им 
за определенные промежутки време- 
ни, относятся между собою как квад- 
раты времен». 


Мысль Галилея о том, что свобод- 
ное падение происходит равноуско- 
ренно, воспринималась современника- 
ми с трудом. Один из героев книги 
Галилея «Беседы и математические 
доказательства» приводит против нее 
такое, представляющееся ему убеди- 
тельным, возражение: «Если тяжелое 
падающее тело выходит из состояния 
покоя таким образом, что скорость 
его увеличивается пропорционально 
времени, истекшему от начала движе- 
ния, то отсюда следует, что тело 
должно двигаться с любой степенью 
скорости или любой большой сте- 
пенью медленности, выходя из состоя- 
ния покоя... — явление, которое 
весьма трудно себе представить, когда 
наши чувства показывают, что тяже- 
лое падающее тело сразу приобретает 
большую скорость». Кажущееся про- 
тиворечие «показаний чувств» и тео- 
рии Галилей снимает с помощью 
остроумного опыта (подумайте — 
какого). 

Галилею же принадлежит и идея о 
представлении сложного движения 
как результата сложения относитель- 
но простых движений. «Пробным кам- 
нем» для ее проверки послужила 
задача о движении тела, брошенного 
под углом к горизонту, которая (бу- 
дучи важной в военном отношении) 
издавна привлекала внимание уче- 
ных. Еще Леонардо да Винчи (1452— 
1519) в целом правильно представлял 
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Рис. 1. Семейство баллистических траекторий. 
каким его представлял Леонардо да Винчи 
(рисунок из его записных книжек}. Общий вид 
этих траекторий изображен верно. однако за- 
висимость дальности полета от угла бросания 
показана неправильно. 
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вид траектории такого тела (рис. 1). 
Однако и во времена Галилея в трак- 
татах по военному делу можно было 
встретить ошибочное описание траек- 
тории снаряда как совокупности двух 
отрезков прямых и части окружности 
(рнс. 2). Доказетельство Галилеем 
теоремы о том, что «при сложном дви- 
жении, слагающемся из равномерного 
горизонтального и естественно-уско- 
ренного движений, бросаемое тело 
описывает полупараболу», представ- 
ляло крупное научное достижение. 

Следует отметить, что Галилей в 
своих рассуждениях никогда не поль- 
зовался понятием «скорость» и. соот- 
ветствующим выражением 2-3. Все 
его теоремы посвящены анализу отно- 
шений однородных (т. е. имеющих 
одинаковую размерность) величин. 
(Вспомним, например, формулировку 
утверждения, касающегося свободно- 
го падения тела.) Такой способ изло- 
жения определяется традицией, бе- 
рущей начало еще в эпохе Антич- 
ности. Интересно, что и И. Ньютон 
(1643—1727) в своих знаменитых 
*«Началах» не пользовался выраже- 
нием и—=$/1. Первым, кто осмелился 
ввести скорость таким образом, был 
Л. Эйлер (1107—1783). В сочинении 
«Теория движения твердых тел» 
(1765 г.) он дал ей такое определе- 
ние: «При равномерном движении 
отношение путей к промежуткам вре- 
мени, в течение которых они прохо- 





Рис. 2. Схема из военного трактата ХУП века. 
Вид изображенной здесь траектории снаряда го- 
раздо сильнее отличается от реальной. чем на 
рисунке Деонардо да Винчи. 


39 


дятся, называется быстротой или ско- 
ростью. {<...> Итак, если при равномер- 
ном движении за время, равное $, про- 
ходится путь, равный $, то скорость 
равна $/ё. Если скорость обозначить 
буквой и, то р=$/{». Как видите, даже 
обозначения переменных, использо- 
ванные Эйлером, сохранились до на- 
ших дней. 

Но, может быть, мы преувеличи- 
ваем значимость шага, сделанного 
Эйлером? Скорее всего.нет. Насколько 
необычным для ХУП] века был его 
подход к определению физической 
величины, свидетельствуют поясне- 
ния, которые Эйлер счел необходимым 
сделать далее: «Здесь может, пожа- 
луй, возникнуть сомнение по поводу 
того, каким образом можно делить 
путь на время, так как ведь это —- ве- 
личины разнородные, и, следователь- 
но, невозможно указать, сколько раз 
промежуток времени, например, в 
10 минут, содержится в пути длиной, 
например, в 10 футов. <...) Если для 
измерения путей мы изберем опреде- 
ленную длину в качестве единицы и 
точно так же для времени изберем 
в качестве единицы определенный 
промежуток времени и если мы бу- 
дем постоянно пользоваться этой ме- 
рой, то все пути и времена выразятся 
в отвлеченных числах, и тогда для 
деления первых на вторые не будет 
никаких препятствий». Вот какие про- 
стые вещи приходилось разъяснять в 
фундаментальных сочинениях по ме- 
ханике в середине ХУ! века. 

Но и Эйлера нельзя считать в 
полной мере автором современного 
определения скорости — он не поль- 
зовался понятием скорости как векто- 
ра, а отдельно определял модуль ско- 
рости и ее направление. Представле- 
ние о скорости как о направленном 
отрезке вошло в физику примерно 
через сто лет после публикации сочи- 
нения Эйлера, когда в математике 
были разработаны основы векторного 
исчисления. 

После рассказа о длинной и слож- 
ной истории понятия скорости уже не 
столь удивительным представляется 
тот факт, что понятие ускорения 
вошло в науку еще позже. Впервые 
физическую величину ускорение» 
ввел в своих лекциях по механике 
франиузский математик и инженер 
Ж. Понселе (1788—1867) лишь в 
1841 году. Это не значит, однако, 
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что в сочинениях авторов ХУПШ и да- 
же ХУП веков не встречается термин 
«ускорение». Им пользовались, но 
подразумевали не физическую вели- 
чину, а процесс изменения скорости. 
(Отметим попутно, что в физике мож- 
но найти и другие примеры такого 
смешанного словоупотребления 
вспомним хотя бы термины +пПереме- 
щение», здавление», «сопротивле- 
нИе».) Правда, Эйлер уже рассматри- 
вал вторую производную пути по вре- 
мени, имеющую с современной точки 
зрения смысл касательного ускоре- 
ния, но он интерпретировал ее по-дру- 
гому. Эйлер писал, что эта производ- 
ная «выражает собою тот отрезочек 
пути, на который тельце перемеща- 
ется сверх того расстояния, которое 
пройдено им в силу бывшего у него 
раньше движения». 

Широкое использование ускорения 
в работах по механике началось лишь 
после выхода в свет (1851 г.) сочине- 
ния «Элементы механики» француза 
А. Резаля, ученика Понселе, 

Итак, история основных понятий 
кинематики показывает, что выработ- 
ка научного языка для описания дви- 
жения потребовала преодоления мно- 
гих трудностей принципиального ха- 
рактера. И то, что мы теперь с лег- 
костью пользуемся этим языком, лиш- 
ний раз подчеркивает заслуги ученых 
прошлого. 


С. Р. Филонович 


Вокруг одной задачи 


На одном из занятий кружка по ре- 
шению задач наш учитель предложил 
такую задачу: 

За пятую секунду равнозамедленно- 
го движения тело проходит 5 сми 
останавливается. Какой путь тело 
прошло за третью секунду? 

Никто из нас не смог к ней подсту- 
питься. Тогда учитель сказал: «Сегод- 
няшнее занятие кружка мы посвятим 
решению этой задачи, хотя она реша- 
ется... устно. Для этого лишь нужно 
знать... Впрочем, решите сначала дру- 
гую задачу». Вот ее условие: 

За последние полсекунды свободно 
падающее тело проходит путь, рав- 
ный 30 м. Найдите скорость тела в 
момент приземления. 


Эту задачу мы решили легко: 
12 
8 = во Её >, = - ЕЁ, 


откуда 

#+8:/2 

—“= 

__ 30 м @а0 м/с?) (0,5 с}? /2 = 
= ЕЕ = —=62,5 м/с, 


но связи с предыдущей задачей не 
обнаружили. Однако как только учи- 


2: — 


тель записал конечную формулу 
иначе: 
Г 
= ——, 
8=, р 


мы сразу же увидели обратимость дви- 
жения. (Это как в кино, когда снятый 
эпизод прокручивают в обратном по- 
рядке.) 

Теперь нашу задачу можно сфор- 
мулировать так: 

За первую секунду равноускорен- 
ного движения без начальной скоро- 
сти тело проходит 5 см. Найдите путь 
за третью секунду. 

Мы быстро нашли несколько путей 
решения. Учитель же остановился на 
одном из них, в котором было полу- 
чено выражение для пути, пройденно- 
го за любую секунду: 


3. = (п — 1), 


где ‹=1с, п — номер секунды. Обра- 
тив наше внимание на множитель 
(2п—1) — рекуррентную формулу 
нечетного числа, учитель записал: 
81:$21.-.:8# =1:3:...:(21—№). 

И тогда всем стало ясно, что нашу 
задачу действительно можно было ре- 
шить устно: 

$3 =5$8:=25 см. 
В А. Бодик 


Давление газа в сосуде 


Зависит ли давление газа на стенку 
сосуда от материала стенки и ее тем- 
пературы? Попробуем ответить на 
этот вопрос. 

При выводе основного уравнения 
молекулярно-кинетической теории 
идеального газа в учебнике «Физи- 
ка 9» (5 7) предполагается, что стенка 
абсолютно гладкая и столкновения 
молекул со стенкой происходят по 
закону абсолютно упругого удара. 
Другими словами, кинетическая энер- 
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гия молекулы при ударе не меня- 
ется, и угол падения молекулы равен 
углу отражения. Является ли это 
предположение оправданным и необ- 
ходимым? 

Коротко можно сказать так: пред- 
положение оправдано, но не необ- 
ходимо. 

На первый взгляд кажется, что 
считать стенку абсолютно гладкой ни 
в коем случае нельзя — стенка сама 
состоит из молекул и, значит, гладкой 
быть не может. Из-за этого угол паде- 
ния не может при любом соударе- 
нии равняться углу отражения. Кро- 
ме того, молекулы стенки совершают 
хаотические колебания около положе- 
ний равновесия (участвуют в беспо- 
рядочном тепловом движении). По- 
этому при столкновении с какой-либо 
молекулой стенки молекула газа мо- 
жет передать часть энергии стенке 
или, наоборот, увеличить свою кине- 
тическую энергию за счет стенки. 


Тем не менее предположение об 
абсолютно упругом характере соуда- 
рения молекулы газа со стенкой оп- 
равдано. Дело в том, что при вычис- 
лении давления в конечном счете важ- 
ны средние значения соответствую- 
щих величин. При условии теплового 
равновесия между газом и стенкой 
сосуда кинетическая энергия молекул 
газа в среднем остается неизменной, 
т. е. соударения со стенкой не меняют 
среднюю энергию молекул газа. Если 
бы это было не так, то тепловое равно- 
весие самопроизвольно нарушалось 
бы. А это невозможно согласно вто- 
рому закону термодинамики. Также 
не может быть преимущественного от- 
ражения молекул в каком-либо опре- 
деленном направлении — иначе сосуд 
с газом начал бы двигаться, что про- 
тиворечит закону сохранения импуль- 
са. Значит, среднее число молекул, 
падающих на стенку под некоторым 
углом, равно среднему числу молекул, 
отлетающих от стенки под таким же 
углом. Предположение о зеркальном 
отражении от стенки каждой отдель- 
ной молекулы соответствует этому 
условию. 

Таким образом, считая соударения 
молекул газа со стенкой упругими, 
мы получаем для среднего давления 
такой же результат, как и без этого 
предположения. Значит, давление га- 
за не зависит от качества обработ- 
ки стенки (ее гладкости}. Однако пред- 


41 


положение об абсолютно упругом ха- 
рактере удара сильно упрощает вы- 
числение давления газа, и поэтому 
оно оправдано. 

А зависит ли давление газа на стен- 
ку от ее температуры? На первый 
взгляд — должно зависеть. Если, на- 
пример, нет теплового равновесия, то 
молекулы от холодной стенки должны 
отскакивать с меньшей энергией, чем 
от горячей. 

Однако, даже если одну стенку под- 
держивать холодной с помощью холо- 
дильной установки, То давление на нее 
все равно не может быть меньше, чем 
давление на противоположную горя- 
чую стенку. Ведь тогда сосуд начал 
бы двигаться ускоренно без внешних 
сил, а это противоречит законам меха- 
ники: освободив закрепленный сосуд 
со стенками различной температуры, 
мы не вызовем его смещения. Дело 
здесь в том, что при данном нерав- 
новесном состоянии газа в сосуде кон- 
центрация молекул у холодной стенки 
больше, чем У горячей. Уменьшение 
кинетической энергии молекул у хо- 
лодной стенки компенсируется увели- 
чением концентрации молекул и на- 
оборот. В результате давление на хо- 
лодную и горячую стенки оказывается 
одним и тем же. 

Рассмотрим еще один вариант опы- 
та. Охладим очень быстро одну из 
стенок. В первый момент давление на 
нее уменьшится, и сосуд немного 
сдвинется с места; затем давления 
выравняются, и сосуд остановится*.). 
Но при этом движении центр масс 
системы останется на месте из-за того, 
что плотность газа у холодной стенки 
станет чуть больше, чем у горячей. 

Следует отметить, что на самом деле 
давление не остается строго фиксиро- 
ванной величиной. Оно испытывает 
флуктуации, и поэтому сосуд слегка 
«дрожит» на месте. Но амплитуда 
дрожания сосуда крайне мала. 

Итак, окончательно мы пришли к 
выводу, что давление газа на стенки 
в сосуде не зависит ни от качества 
обработки стенок, ни от их темпера- 
туры. 


Г. Я. Мякишев 








®} Остановка сосуда произойдет из-за того, что 
молекулы газа при ударе передают больший им- 
пульс той стенке, которая движется им назстречу. 


42 


куапетесите.ги 


Гармонические колебания 
и равновесие 


Что мы изучаем, рассматривая коле- 
бания грузика, подвешенного на нитке 
или на пружинке? Два конкретных 
движения или нечто большее? 

Оказывается, за зэлементарными» 
движениями грузика стоит огромный, 
поистине неисчерпаемый мир колеба- 
ний. В природе колеблется все. Колеб- 
лются электроны внутри атома, атомы 
внутри молекулы, молекулы внутри 
кристалла. Колеблются дома, мосты 
и любые другие механические конст- 
рукции. Колеблется количество щук 
и карасей в водоемах, волков и зайцев 
в лесах. И так можно было бы продол- 
жать до бесконечности. 

Каждое колебание характеризуется 
своей частотой ®« (или периодом 
Т=2л/6), и частота эта является важ- 
нейшей характеристикой любой ко- 
леблющейся системы. Так, например, 
частоты колебаний атомов в кристал- 
лах определяют физические свойства 
кристаллов: их теплоемкость, тепло- 
проводность, электрическое сопротив- 
ление и т. д. Частоты колебаний меха- 
нических конструкций связаны с их 
прочностью и устойчивостью по отно- 
шению ко всякого рода механическим 
воздействиям. Некоторые электриче- 
ские системы (генераторы, антенны 
ит. п.), в сущности, специально соз- 
даются для того, чтобы получить коле- 
бания определенных, нужных нам 
частот. Понятно поэтому, как важно 
уметь находить частоты колебаний, 
возникающих в различных системах. 
Но прежде чем рассказать, как это 
делается, обсудим, почему вообще 
колебания так распространены в при- 
роде. 

Мы привыкли к тому, что мир во- 
круг нас довольно устойчив. Дома 
и мосты не разрушаются, корабли не 
переворачиваются, волки и зайцы 
устойчиво сосуществуют друг с дру- 
гом. Кажется вполне очевидным, что 
тело, лежащее на дне ямы, самопроиз- 
вольно никогда не «выползет» из нее, 
в то время как лежащее на вершине 
горки тело вполне может взять да 
и скатиться вниз. Так вот, в опреде- 
ленном смысле и дом, и мост, и ко- 
рабль на воде чрезвычайно похожи 


на лежащее на две ямы тело. Похожи 
тем, что все они находятся в положе- 
нии устойчиного. равновесия. 
Оказывается, устойчивость равно- 
весия и колебания тесно связаны друг 
с другом. Всякий раз когда в физике 
заходит речь о поведении или свой- 
ствах системы вблизи ее положения 
равновесия, возникает задача о коле- 
баниях, или, как ее часто называют, 
задача об осцилляторе (от латинского 
о8сШо — качаюсь). К осциллятору 
сводится болышое число проблем со- 
временной физической науки. 
Устойчивое. равновесие характери- 
зуется тем, что потенциальная энергия 
системы в этом положении минималь- 
на. Именно благодаря этому и возни- 
кают колебания. Действительно, от- 
клонив систему из положения равно- 
весия, мы тем самым увеличили ее 
потенциальную энергию. В системе 
при этом возникают силы, стремя- 
щиеся вернуть ее обратно (уменьшить 
потенциальную энергию). Если пре- 
доставить такую систему самой себе, 
то она начнет «разгоняться», «скаты- 
ваясь» к своему положению равно- 
весия (как шарик в ямке). Избыточная 
потенциальная энергия переходит в 
энергию, связанную с движением, то 
есть в кинетическую. При прохожде- 
нии положения равновесия «ско- 
рость» системы максимальна (вся 
потенциальная энергия перешла в ки- 


нетическую), и система проскакивает: 


это положение. В дальнейшем «ско- 
рость» начинает уменьшаться, кине- 
тическая энергия вновь переходит в 
потенциальную и т. д. Возникают ко- 
лебания. 

Мы не случайно слова «разгонять- 
ся» И «скорость» поставили в кавыч- 
ки. Дело в том, что величина и= 
—=Ах/А (Ах — «смещение» тела из 
положения равновесия), которая игра- 
ет роль скорости, иногда совпадает 
с настоящей скоростью, а иногда нет 
(чуть ниже мы поясним это на приме- 
рах). Но независимо от этого кинети- 


: 


ут 


у 


5 


те 
Я 
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Е 
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Рис. 2. 
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ческая энергия всегда пропорциональ- 
на квадрату этой величины, т. е. 
Ах\? 

У’, — ( —) . 
Так как для движущегося тела 
\,= то? /2, то и в более общем случае 
кинетическую энергию принято запи- 
сывать в виде 

2“ 

Величина т здесь часто совпадает 
с массой, но в принципе может и отли- 
чаться от нее. 

Потенциальная энергия произволь- 
ной системы вблизи положения устой- 
чивого равновесия может быть записа- 
на в виде 


|: 
ИУ = > Ах”. 


Множитель 1/2 здесь введен просто 
для удобства (для симметрии с вырв- 
жением = ть?/2), коэффициент Ё в 
каждом конкретном случае свой, а ве- 
личина Ах, как уже говорилось, — 
малое «смещение» тела из положения 
равновесия. 

При описании любого физического 
явления энергия играет, пожалуй, 
самую фундаментальную роль. Хотя 
бы потому, что закон ее сохранения 
сильно ограничивает возможные типы 
движения. Чрезвычайно важна она 
и в нашем случае. Сделаем некоторое 
общее утверждение: 

сли полная зиергия системы, рав- 
ная сумме потенциальной и кинетиче 
ской энергий, в произвольный момент 
времени заивесывается в виде 

й\х 2 \= 
ЕР 
то это означает, во-первых, что систе- 
ма колеблется и, во-вторых, что квад- 
рат частоты колебаний равен отноше- 
нию коэффициентов. определяющих 
потенциальную и кинетическую энер- 
СИИ, Т.е. = / т. 

Вот мы и сформулировали основное 

правило нахождения частот колеба- 


Рис. 3. 
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ний. Проиллюстрируем сказанное на 
примерах. 

Пример первый (совсем простой) — 
тело на пружинке (рис. 1). Роль потен- 
циальной энергии в этом случае игра- 
ет энергия упругой деформации (Ё — 
жесткость пружины). Из общего 
утверждения получаем 

с Я 2 ту Ах 2 2 Е 
ШГ. 
Т=2\/ 5... 
Аналогично находятся частоты лю- 
бых упругих колебаний: молекул в 
кристалле, Останкинской телебашни 
или моста через залив в Сан-Фран- 
циско и т. п. 

Пример второй (чуть сложнее) — 
математический маятник (рис. 2). При 
записи потенциальной энергии мате- 
риальной точки в поле тяготения надо 
учесть, что в выражении И”, = тай ве- 
личина й —=Ах?/81 (это следует из по- 
добия треугольников АВЬ и АВС на 
рисунке 2). Тогда из общего утвержде- 
ния следует: 


ты даа т (4 в 
Але м (м), 1’ 


Т=2л\ . 
РЗ 


Аналогично находятся частоты коле- 
баний шарика в ямке, корабля на 
воде и т. д. 
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Пример третий (электрический) — 
колебательный контур (рис. 3). В рав- 
новесии ни заряда на конденсаторе 
(С), ни тока через катушку (Г) нет. 
При отклонении от равновесия на кон- 
денсаторе появляется заряд ЛО, а через 
катушку течет ток 1=А@/АЕ. Роль по- 
тенциальной энергии играет энергия 
заряженного конденсатора:  И’—= 
=(^@)?/(2С) (ведь именно она связана 
с взаимным расположением зарядов}. 
Роль кинетической энергии берет на 
себя энергия, запасенная в катушке: 
У’, =Г.[7/2 = ([./2)(А@/ А+)? (она связа- 
на с током, т. е. с движением зарядов; 
1=А@/ 4 играет роль скорости). Итак, 


1 1 ^@\2 
= + 5(4%). 


2_ 1 
Е 

Определение частот колебаний по 
виду энергии оказывается удобным 
и в любом другом случае. 

В заключение хочется сказать, что 
колебания не есть один из типов дви- 
жения в ряду многих других, а пред- 
ставляют собой фундаментальное яв- 
ление, элемент того таинственного 
«алфавита», с помощью которого при- 
рода создает все, что нас окружает. 


Е. Е. Городецкий 


Т=2л\/ГС. 


кр.) 40; А. Сибиряков (Томск) 36, 36; Н. Сидоров 
(Киев) 33, 35, 36, 40; С. Сильвестров (Киев) 
33, 35. 36; Д. Симаняк (Рига) 35; В. Синенко 
{Канев) 33, 35; Д. Синицкий (Ленинград) 36; 
В. Скворцов (Черкассы) 29; В. Смирнов (Тих- 
вин) 33; М. Соколов (Одинцово) 35; А. Ставиц- 
кий (Баку) 29. 32. 33, 35; П. Старков (п. Черно- 
головка Московской обл.) 40; А. Стародубов 
(Алма-Ата} 29; В. Старцев (Алма-Ата) 32; 
А. Степура (Ивано-Франковск) 29, 32, 33, 35, 
36; А. Субботин (Алма-Ата) 34; В. Терещенко 
(Киев) 33; Д. Тильга (Алма-Ата) 40; О. Толма- 
чев (Киев) 40; А. Толстых (Днепродзержинск) 
29; Ф. Тринчук (Москва) 33, 35; В. Тур (Киев) 
33, 35; В. Тягнирядно (Минск) 32; Г. Фейгик 
(Тула) 33. 35: В. Фирсов (Москва) 33, 40: Н. Фа- 
таув (Белорецк) 33; Ф. Фот (Томск) 36; П. Фур- 
сиков (Куйбышев) 33, 35; Ю. Харченко (Моск- 
ва) 40; Ш. Хиль (п. Овидиополь Одесской 
обл.) 40; Д. Хосид (Алма-Ата) 40; С. Храпов 
(Коломна) 29; . О. Цодиков (Артемовск) 33: 
И. Чайка (Кузнецовск) 33; О. Чанов (Брест) 
29; М. Чекушино (Алма-Ата) 35; Е. Чернышев 
{Ташкент) 35; И. Шаталов (Долгопрудный) 
35; А. Шигабутдинов (Димитровград) 35; 
С. Штовба (Винница) 29, 33, 35; У. Юсупов 
(Шават) 40; И. Ясников (Тольятти) 35, 40. 





Соображения 
непрерывности 


С. Л. ТАБАЧНИКОВ 


В большинстве задач из школьного 
учебника математики требуется ре- 
шить уравнение, найти -значение ка- 
кой-либо величины, построить фигуру 
с заданными свойствами и т. д. Эта 
статья посвящена задачам другого 
сорта — в них требуется только дока- 
зать, что искомый корень, число, 
фигура и т. д. существует. Метод ре- 
щения, которым мы будем пользовать- 
ся, — это соображения непрерывности. 


Задачи о плоских фигурах 


Начнем с такой задачи. На плоскости 
расположена некоторая фигура. Дока- 


ов 


&) 6) 
Рис. 1. 


-непрерывно 


5) г) 9) г) 
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жите, что существует вертикальная 
прямая, делящая ее площадь по- 
полам. 

Возьмем вертикальную прямую, 
расположенную слева от данной фигу- 


- ры (рис. 1, а), и начнем перемещать ее 


направо. В некоторый момент прямая 
коснется границы фигуры (рис. 1, 6), 
затем будет скользить по фигуре 
(рис. 1, 8—0) и наконец окажется 
справа от фигуры (рис. 1, ж). Как 
меняется при таком движении пло- 
щадь той части фигуры, которая ле- 
жит слева от прямой (синяя часть 
на рисунке 1)? Эта площадь 
изменяется от нуля 
(рис. 1, а) до площади всей фигуры 5 
(рис. 1, ж). Следовательно, в некото- 
рый момент эта площадь равия- 
лась половине площади всей фи- 
гуры. В этот момент вертикальная 
прямая и делила площадь фигуры 
пополам. 
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Рис. 2. 


Обсудим это решение. Во-первых, 
оно не дает возможности построить 
нужную прямую, а только доказывает 
еесуществование. Впрочем, ожи- 
дать рецепта построения такой пря- 
мой и не приходится — ведь данная 
фигура совершенно произвольная. 

Во-вторых, наше решение показы- 
вает, что существует прямая произ- 
вольного направления, делящая 
площадь фигуры пополам. Более то- 
го, из решения также следует, что пря- 
мая, проходящая в данном направле- 
нии и делящая площадь фигуры по- 
полам. определяется единствен- 
ным образом. Этим мы в дальней- 
шем будем пользоваться. 

Взглянем на наше решение несколь- 
ко с другой точки зрения. Выберем 
на плоскости горизонтальную число- 
вую ось (рис. 2, а). Положение произ- 
вольной вертикальной прямой [ харак- 
теризуется числом х (точкой, в кото- 
рой прямая [ пересекает ось). Рассмот- 
рим площадь части фигуры, лежа- 
щей слева от прямой [, как функцию 
Их). График этой непрерывной функ- 
ции показан на рисунке 2, 6). Найти 
прямую, делящую площадь фигуры 
пополам, это значит найти на чисяо- 
вой оси такую точку ©, для которой 
И) —=5 120 : 

Рассмотрим на рисунке 2,6) гори- 
зонтальную прямую ну-= 5/2. Левый ко- 
нец графика функции /(х} лежит ниже 
этой прямой, а его правый конец — 
выше, так как /(а)=0— 5/2, а /(Ь)= 
—=5.--5/2. Следовательно, существует 
точка пересечения горизонтальной 
прямой у= 5/2 с графиком /(х). В этой 
точке и выполнено равенство /(с)= 5/2. 

Свойство непрерывных функций, 
которым мы пользовались при реше- 
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нии, называется теоремой о про- 
межуточном значении: 






между двумя своими значениями 
непрерывная функция принимает 
все промежуточные значения. 





Более формально: если Кх) — не- 
прерывная функция на отрезке [а; 6] 
и с — некоторое число, заключенное 
между /(а) и /(5), то на отрезке [а; 6] 
найдется такая точка хо, что /(хо)=с. 

Например, в нашей задаче функция 
Кх) принимает значение 5/2, заклю- 
ченное между /(а)=0 и /(5)=5. 

Теорема о промежуточном значении 
почти очевидна. И как многие очевид- 
ные утверждения, доказать ее не сов- 
сем просто. Для доказательства при- 
лось бы углубиться в определение 
непрерывной функции и действитель- 
ного числа. Это увело бы нас слишком 
далеко от темы нашей статьи, поэтому 
пусть теорема о промежуточном зна- 
чении останется для нас просто оче- 
видной. И еще одно: мы не доказыва- 
ли, что площадь части фигуры, лежа- 
щей слева от прямой, непрерывно за- 
висит от положения этой прямой 
(т. е., что Кх) — непрерывная функ- 
ция). Это тоже почти очевидно; и в 
других задачах этой статьи мы не бу- 
дем отдельно доказывать непрерыв- 
ность возникающих при решении 
функций. 

Задачи 

1. а) Дана выпуклая фигура*) и точка вне 
ее. Докажите, что существует прямая, про- 
ходящая через эту точку и делящая ллощадь 
фисуры пополам. 

6) Во что превратится предыдущая зада- 
ча, если точка будет стремиться в бесконечность? 

в) Решите п. а в олучае, когда точка лежит 
внутри фигуры. 

х) Верно ли, что в пп.а"и в существует 
единственная прямая? 

2. а) Даны две выпуклые фигуры (может 
быть, пересекающиеся). Докажите, что сущест- 
вует прямая, делящая площадь каждой из фи- 
тур пополам. 


6) Во что превратится эта задача, если 
одна из фигур стянется в точку? 





*) Выпуклая фигура вместе с любыми двумя 
точками содержит целиком и соединяющий их 
отрезок. Например, круг — выпуклая фигура, а 
окружиость — иет, 





в) Пусть каждая из фигур в п. а — парал 
лелограмм. Постройте требуемую прямую. 

3. Дана выпуклая фигура. Докажите, что 
существует прямая, одновременно делящая по- 
полам ее площадь и лериметр. 

4. а) Даны две выпуклые фигуры, одна из 
которых лежит внутри другой. Докажите, что 
найдутся две параллельные хорды внешней 
фигуры, касающиеся внутренней фигуры и та 
кие, что 5,=5, (рис. 3). 

6) Во что превратится эта задача, если 
внутренняя фигура стягивается в точку? 

5. Докажите, что у выпуклой фигуры най- 
дутся равные и параллельные хорды, делящие 
ее площадь на три равные части. 


6. Докажите, что вокруг выпуклой фигуры 
можно описать квадрат. 


Почему табурет квадратный? 


Представьте себе, что пол на кухне 
у вас не очень ровный .(так обычно 
и бывает, особенно если он покрыт 
линолеумом). Поэтому квадратный та- 
бурет стоит на полу только тремя 
ножками, а четвертая ножка висит в 
воздухе. Можно ли так передвинуть 
табурет, чтобы он стоял на полу всеми 
четырьмя ножками или может слу- 
читься, что, как его ни двигай, 
табурет все равно будет качаться? Мы, 
конечно, предполагаем, что, когда та- 
бурет твердо стоит на четырех нож- 
ках, его поверхность может быть не- 
сколько наклонена по отношению к 
полу. 

(Прежде чем приступить к матема- 
тическому решению этой задачи, про- 
ведите эксперимент у себя на кухне. 
После того как этот эксперимент даст 
положительный ответ на наш вопрос, 
перейдите к математическому реше- 
нию задачи.) 

Будем считать, что поверхность по- 
ла, хотя и не является плоской, все 
же отличается от плоской не слишком 
сильно. Это предположение позволяет 
исключить полы «патологической» 
формы — такой, например, как пол 
пещеры, покрытый сталагмитами, т.е. 
известковыми сосульками, растущими 
вверх. 

Итак, пусть у табурета ножки А, В 
и С стоят на полу, а четвертая 
ножка О висит в воздухе (рис. 4, а). 


ив 
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Не отрывая ножек А и С от пола, 
повернем табурет относительно пря- 
мой АС таким образом, чтобы ножки 
Вир находились в воздухе на равном 
расстоянии от пола (рис. 4, 6; расстоя- 
ние до пола отсчитывается вдоль нап- 
равления ножек). В таком положении 
(две ножки табурета стоят на полу, 
а две другие находятся от пола на 
равном расстоянии) табурет можно 
передвигать. 

Представим себе, что пол сделан 
из пластилина и ножки табурета мо- 
гут свободно пройти сквозь него. Опу- 
стим табурет в направлении его ножек 
так, чтобы ножки В и ВБ оказались 
на полу, а ножки А и С — ниже 
поверхности пола и на равном рас- 
стоянии от нее (рис. 4, в). 

Начнем поворачивать табурет во- 
круг его центра против часовой 
стрелки из положения 4, б, не отрывая 
ножек А и С от пола и сохраняя 
равное расстояние от ножек В и В до 
пола. После поворота на 90° ножки 
Аи С займут положение ножек ри В 
на рисунке 4, в, а ножки Вир — соот- 
ветственно положения ножек А и С на 
рисунке 4, в. Во время движения табу- 
рета расстояние от ножек В и р до 
пола меняется непрерывно. В началь- 
ный момент — рисунок 4,6 — это 
расстояние положительно, так как 
ножки выше поверхности пола, а в ко- 
нечный момент, изображенный на ри- 
сунке 4, в— отрицательно, так как 
ножки ниже поверхности пола. Следо- 
вательно, был момент, когда это рас- 
стояние равнялось нулю. В этот мо- 
мент табурет и стоял на всех четырех 
ножках. 

Наше решение имеет не только тео-. 
ретическую, но и практическую цен- 
ность — поворачивая табурет на 90° 
вокруг его центра, можно найти устой- 
чивое положение. Проверьте это экспе- 
риментально. И еще одно замечание. 
Наше решение основано на том, что 
ножки табурета расположены в вер- 
шинах квадрата. Если бы они были 
расположены в вершинах прямо- 







угольника или другого четырехуголь- 
ника, наше рассуждение бы не прош- 
ло. Автору не известно, верно ли ут- 
зерждение задачи для четырехуголь- 
ников, отличных от квадрата (во вся- 
ком случае, ясно, что четырехуголь- 
ник должен быть вписанным в окруж- 
ность). Если кто-нибудь из читателей 
сможет разобраться в этом вопросе, 
обязательно сообщите нам. 


Задачи 


1. Учитель попросил доказать, что выпук- 
лую фигуру можно разделить парой взаимно 
перпендикулярных прямых на четыре равно- 
великие части. Один ученик предложил такое 
решение. «В любом направлении можио провес- 
ти единственную прямую [, делящую площадь 
фигуры пополам (рис, 5, а}. Каждую из полу- 
чившихся половин фигуры можно разделить 
на две равновеликие чаети прямыми, перпен- 
дикулярными [ (рис. 5,6). Начнем изменять 
направление прямой [, сохраняя вид чертежа. 
После измеиения направлення на 180° точки 
А и В поменяются местами. Значит, в некото- 
рый момент они совпадали. В этот момент 
рисунок 5,6 превратится в рисунок 5,8 и мы 
получим нужную пару перпендикулярных пря- 
мых, делящих площадь фигуры на четыре рав- 
ные части». 

а) Найдите ошибку в этом решении. 

6) Придумайте правильное решение задачи. 


8. Докажите, что в центрально-симметрич- 
ную выпуклую фигуру можно вписать квадрат. 

(На самом деле квадрат можно вписать в 
любую фигуру. Но для доказательства этой 
теоремы выдающегося советского математика 
Л. Г. Шнирельмана (1905—1938) одних сообра- 
жений непрерывности уже не достаточно.) 


9. Даны две выпуклые фигуры, одна из ко- 
торых лежит внутри другой. Докажите, что: 

а) найдутся две параллельные хорды внеш- 
ией фигуры, касающиеся внутренней фигуры 
и имеющие одинаковую длину (рис. 6, а); 

6) найдется точка Х внешней фигуры, из 
которой можно провести две равные касатель- 
ные хорды к внутренней фигуре (рис. 6, 6). 

Указание. Среди хорд внешней фигуры, 
касающихся виутренней, есть хорда наиболь 
шей длины. Проведите из ее концов касательные 
к внутренней фигуре. 


10. Даны три выпуклые фигуры, вложенные 
друг в друга (рис. 7). Докажите, что найдется 
точка Х внешней фигуры, из которой можно 
провести касательные хорды к внутренней фи- 
гуре тек, чтобы отрезки, заключенные в средней 
фигуре, были бы равны. 


#) 6) 
Рис 5. 
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О корнях многочленов 
и хордах графиков функций 


Вы, конечно, знаете, что квадратный 
трехчлен может не иметь корней — 
таков, например, многочлен х“--х-1. 
А как обстоит дело с кубическими 
многочленами? Сейчас мы докажем, 
что 


всякий кубический многочлен 
имеет хотя бы один корень 


Рассмотрим сначала кубический 
многочлен со старшим коэффициен- 
том 1: 

Их)= хх ех-фа 

Запишем его в таком виде: /(х)= 
=х'(1--Ь/х+с/х’4а/х?). Если вели- 
чина |х| очень велика, то слагаемые 
Ь/х, с/х’ и а/х’ становятся очень ма- 
лыми. Поэтому число, стоящее в скоб- 
ке, близко к Ти, во всяком случае, 
положительно. Следовательно, знак 
Кх) при больших |х| определяется 
знаком числа х’. Тем самым ИКх)<0 
при больших по абсолютной величине 


отрицательных хи И(х)>0 при боль- 
ших положительных х. 


Кубический многочлен, как и вся- 
кий многочлен, — непрерывная функ- 
ция. Поэтому можно применить тео- 
рему о промежуточном значении. Из 
нее следует, что найдется такое х, что 
[(х)=0. Следовательно, кубический 
многочлен имеет корень. 

Случай общего кубического много- 
члена /(х)—=ах-Рьх’сх-4 сводится 
к уже разобранному: достаточно раз- 
делить /(х) на а. 

Наше доказательство хорошо ил- 
люстрирует силу и слабость сообра- 
жений непрерывности. Мы почти «да- 
ром» получили неочевидное утверж- 
дение о существовании корня, однако 
осталось неясным,как найти корень 
для конкретного многочлена (форму- 
лы для корней кубического много- 
члена существуют, но ... это уже сов- 
сем другой сюжет, и мы его не будем 
касаться). 


в) 


Рис. 6. ь 5) 

Пругой пример. Пусть Кх) непре- 
рывная периодическая функция на 
прямой с периодом Т. Докажите, что 
ее график имеет горизонтальную хор- 
ду длины Т/2. 

Существование горизонтальной хор- 
ды длины [{ равносильно равенству 
Кх) = Нх--1) (рис. 8). Следовательно, 
нам нужно доказать, что найдется 
такое х, что (х-+Т/2)=ИНх). Иными 
словами, нужно доказать, что функ- 
ция &(х)= Кх-+Т/2)—Кх) имеет ко- 
рень, т. е. &(х)=0 для некоторого х. 

Возьмем произвольное число а. Если 
&(а)=0, то все доказано; поэтому пред- 
положим, что &(а} ==0. Для определен- 
ности будем считать, что &(а)<0. 
Пусть $ =а-+7Т/2. Найдем значение 
&(Б): 

&(5) = (а -Т/2) = Ка РТ/2-Т/2)— 

—Иа-Т/2)=На{Т)— Иа + Т/2)= 

=ИКа)—Ка-Т/2) = — = ца). 

Итак, &(Б>0. 

Функция &(х) непрерывна, как раз- 
ность непрерывных функций. Поэ- 
тому можно воспользоваться теоремой 
о промежуточном значении. Из этой 
теоремы следует, что между числа- 


ми а м БВ найдется такое х, что 
#(<)=0. 
Утверждение о горизонтальных 


хордах графика периодической функ- 
цин можно значительно усилить: гра- 
фик такой функции имеет горизон- 
тальную хорду произвольной длины. 

А вот с графиками непрерывных 
функций на отрезке дело обстоит ина- 
че. Пусть на отрезке длины Т задана 
непрерывная функция, значения кото- 
рой в концах отрезка совпадают. 


Хх 


Рис. 7 
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Рис. 8. 


Тогда если число [ имеет вид Т/п 
для некоторого натурального п, то гра- 
фик функции обязательно имеет гори- 
зонтальную хорду длиной [; если же 
{ не такого вида, то существует 
непрерывная функция с одинаковы- 
ми значениями на концах отрезка, 
график которой не имеет горизон- 
тальных хорд длиной [. (Подроб- 
ный рассказ об этом вы найдете в 
статье И. М. Яглома «О хордах не- 
прерывных кривых», «Кванть, 1971, 


№ 4.) 


Задачи 

11. Докажите, что многочлен нечетной сте- 
пени имеет корень. 

12. Вчера в полночь было холоднее, чем в 
полночь позавчера и сегодня. Докажите, что 
найдется один и тот же момент времени вчера 
и сегодня, когда температура была одннаковой. 

13. Пусть Их) — непрерывная функция на 
некотором отрезке, и все ее значения принад- 
лежат этому же отрезку. Докажите, что найдет- 
ся такое х, что дх)=х. 

14. Многочлен Кх)=ах? | Ьх ре таков, что 
уравнение /(х)=х не имеет решений. Докажите, 
что уравнение /(/(х))= х тоже не нмеет решенни. 

15. Пусть /(х) — непрерывная периоди- 
ческая функция на прямой с периодом 7. Дока- 
жите, что ее график имеет горизонтальные 
хорды длины г, где: 

а) {—=Т/3; 6) [=Т/п; в) -=Т- р/в: 

г) { — любое. 

16. Пусть {@<) — непрерывная функция на 
отрезке длины 7, значения которой в концах 
отрезка совпадают. Докажнте, что ее график 
нмеет горизонтальную хорду длины {, где: 

в) {—=7/2; 6) #=Т/3; в) 2=Т/п; г) постройте 
функцию, графнк которой не имеет горизон- 
тальных хорд длины 27/3. 

17. Средним значением финкции [(>х) на от- 


[а 
1 { джах. 





резке [а; 5] называется величина и 
Докажите, что если среднее эначеиие непре- 
рывной функции на некотором отрезке равно 
нулю, то онв принимвет на этом отрезке нуле- 
вое значение. 

18. Рассмотрим функцию вида  #/{(х)= 
ам храм 2х--...Ра о пх--Ь,с08 х-+ 
+ %2сов 2х-...-- 6лсоз Кх. где ат. .., @,. ба --. 
....ЬБ»ь — некоторые коэффнциенты. Докажите, 
что уравнение (х)=0 имеет корень. 


Заключение 


Мы разобрали несколько задач, в ре- 
щении которых основную роль играли 
соображения непрерывности. В каж- 
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дой из задач интересующая нас вели- 
чина зависела от одного параметра — 
например, площадь части фигуры, ле- 
жащей по одну сторону от прямой, 
зависела от угла наклона этой пря- 
мой. Соображения непрерывности 
можно распространить и на случай, 
когда параметров больше одного. Под- 
робный рассказ об этом не входит 
я наши планы; ограничимся форму- 
лировкой нескольких теорем. 

1. В пространстве произвольным об- 
разом расположены три тела. Суще- 
ствует такая плоскость, которая делит 
объем каждого из тел пополам. Это 
утверждение известно, как чтеорема о 
сэндвиче с ветчиной» (первое тело — 
это кусок хлеба, второе — слой масла, 
а третье — ломоть ветчины). 

2. На земле найдутся две такие диа- 
метрально противоположные точки, в 
которых совпадают температура и 
давление, к 

3. Вокруг выпуклого тела можно 
описать куб. (Эта теорема обобщает 
на случай пространства утверждение 
задачи 6). : 


Угадай число 


{Начало см. на с. 34) 


Попробуйте ответить на следующий 
вопрос: «В соревнованиях на кубок 
по волейболу участвует 133 команды, 
соревнования проводятся по олимпий- 
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4. Представьте себе зар, покры- 
тый волосами. Можно ли его зпри- 
чесать» таким образом, чтобы каждый 
волосок касался поверхности шара, 
и направления близко расположен- 
ных волосков отличались не очень 
сильно? Оказывается, нельзя — хотя 
бы один волосок останется перленди- 
кулярным к поверхности шара. Это 
утверждение известно как «теорема о 
еже» или «теорема о причесывании 
шара». 

5 (для тех, кто знает комплексные 
числа). Мы доказали, что многочлен 
нечетной степени обязательно имеет 
действительный корень. А как обстоит 
дело с комплексными корнями? Ока- 


`зывается, любой многочлен (отличный 


от постоянного) имеет хотя бы один 
комплексный корень. Это утвержде- 
ние настолько важно, что оно назы- 
вается основной теоремой алгебры. 
Один из подходов к его доказатель- 
ству тоже основан на соображениях 
непрерывности. 


ской системе; сколько будет проведено 
игр для определения победителя? ь 

Сначала кажется, что нужно очень 
долго считать, чтобы получить ответ, 
а решение оказывается чрезвычайно 
простым. Достаточно заметить, что в 
каждой игре выбывает ровно одна 
команда, а нужно, чтобы осталась од- 
на; значит, чтобы выбыло 132 коман- 
ды, нужно провести 132 игры. 


Эта же идея присутствует в решении 
еще одной популярной задачи. Шо- 
коладка состоит из ЗХ 8 долек. Сколь- 
ко нужно сделать разломов по ли- 
ниям, чтобы полностью разломать ее 
на дольки? Сначала решающий встает 
в тупик: ведь ломать-то можно совсем 
по-разному! Но давайте четко сфор- 
мулируем задачу. Есть один кусок 
шоколада, нужно получить 24 куска, 
и при каждом разламывании количе- 
ство кусков увеличивается ровно на 
один. Значит, ломать придется 23 ра- 
за, причем безразлично, в каком по- 
рядке это делать. 


Публикация подготовлена А. П. Савиным по 
материалам В. А. Далингера и Ф. Н. Фоазылова 
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Любой человек без труда приведет 
много примеров процессов, повторяю- 
щихся через равные промежутки вре- 
мени, — мы сталкиваемся с ними бук- 
вально на каждом шагу и в природе, 
и в технике, и просто в быту. Для 
теоретического описания, изучения 
таких процессов служит понятие пе- 
риодической функции, относящееся 
к важнейшим понятиям математики. 

С этим понятием старшеклассники 
уже знакомы по учебнику*), и мы 
не будем повторять то, что там сказа- 
но. Однако все же сделаем два заме- 
чания. 

Вот что написано (и специально вы- 
делено шрифтом) в учебнике: 





») См. «Алгебра и начала внализа 9-10».— М. : 
Просвещение, 1986, $ 3, п. 5- 
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Определение. Функция { назы- 
вается периодической с периодом 
Т-=0, если для любого х из области 
определения {| значения этой функ- 
ции в точках хи х-Т равны: 

Их-+Т)=Их). (1) 

Однако полное определение пе- 
риодической функции этим не исчер- 
пывается. Школьники часто забы- 
вают, что в учебнике сделано спе- 
циальное предположение об области 
определения Д{{) периодической функ- 
ции { с периодом Т--0: если число х 
принадлежит области определения 
ПТ, то и числа х_Ти х-Т также 
принадлежат ей. 

Указанное требование к области оп- 
ределения является обязательной ча- 
стью определения периодической 
функции. Если это требование не 
учитывать, получится, что, например, 
функция у=зт (/х)?; (определенная 
при х>0) окажется периодической 
с периодом 2л (она удовлетворяет ус- 
ловию (1)), хотя в математике она 
таковой не считается. При отсутст- 
вии требования к области определения 
становится неверной и теорема о том, 
что если число Г — период функции [, 
то и число — Т является периодом 


этой функции. 


Более тонкое замеченне. Приведеиное выше 
определенне це дает прямого ответа на вопрос: 
что такое пернодическая функция? Конечно, 
на основании этого определения каждый до- 
гадается, что естественно назвать функцию 
периодической, если она является пернодиче- 
ской с некоторым периодом Т-^0. Но, говоря 
строго, понятие периодической функцин пока 
не определено. 

Чтобы избежать обсуждения пере- 
численных моментов и исключить 
возможные недоразумения, остано- 
вимся на следующем определении. 

Функция { называется периодиче- 
ской, если существует такое число 
Т==0, что при любом х из области 
определения П{{) числа х—Т и х+Т 
также принадлежат ПР и выполня- 
ется равенство (1). 

Фигурирующее в определении чис- 
ло Т--0 называется периодом функ- 
ции /. Если функция является перио- 
дической, т. е. имеет хотя бы один пе- 
риод Т, то она имеет бесконечно много 
периодов — ее периодом будет и вся- 
кое число лТ, где п — отличное от ну- 
ля целое число. Если же Т — наи- 
меньший положительный период 
функции, то ее периодами являются 
все числа вида пТ, где п-=0 — целое, 
и только они. 

Когда заходит речь о конкретных 
примерах периодических функций, 
школьники обычно ограничиваются 
основными тригонометрическими 
функциям: зтох, созх, Шх, сфЕХ. 
Между тем запас периодических 
функций, встречающихся в школь- 
ном курсе, гораздо шире. Вспомним 
известное утверждение: если функции 
1х) и [х) имеют один и тот же пери- 
од Т, то их сумма, разность, произве- 
дение и частное также имеют период Т. 
С помощью этого утверждения легко 


получать примеры периодических 
функций. 
Большое число периодических 


функций можно строить по формуле 
&Кх)), если в качестве } взять перио- 
дическую функцию, а в качестве & — 
произвольную. Вот несколько приме- 
ров: 


31132х; \/ 45 5 ; 108›с0$ (х —4); 
атс311(с0$ Хх}; Ш \/ 4—вш{х+ $). 


Пример периодической функции 
{внешне никак не связанчой с триго- 
нометрическими функциями) — это 
у=!х\, т. е. дробная часть числа х. 
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Периодической является и всякая 
постоянная функция (ее периодом 
служит любое ненулевое число). 


* хх жж 


Обычно школьники относительно 
легко справляются с задачами, в ко- 
торых требуется доказать периодич- 
ность некоторой данной функции. 
В таких случаях, как правило, сна- 
чала угадывается период, после чего 
доказательство сводится к простой 
проверке определения. Но значитель- 
ные трудности возникают тогда, ког- 
да нужно доказать непериодичность 
конкретной функции. 

Дело в том, что определеиие периодиче- 
ской функции имеет довольно сложную ло- 
гнческую структуру. Поэтому уже саму 
формулировку определения того факта, что 
функция Кх] не является периодической 
(то есть является непериодической), привести 
не так просто. Часто складывается парадок- 
сальная ситуация: школьнику совершенно 
ясно, что предложенная ему функция — не- 
периоднческвя (и это действительно так’), но 
доказать это он не может. 

Для доказательства непериодично- 
сти данной функции часто вовсе и не 
нужно точно формулировать общее 
определениё непериодической функ- 
ции. Гораздо более простым и удоб- 
ным оказывается иной, обходной путь. 
Именно: мы можем воспользоваться 
следующим логически очевидным ут- 
верждением: если все периодические 
функции обладают некоторым свой- 
ством, а данная функция этим свой- 
ством не обладает, то она не являет- 
ся периодической. 

Чтобы «обходной» путь был эффек- 
тивным, надо иметь набор общих 
свойств периодических функций. Мы 
укажем сейчас несколько таких 
свойств и продемонстрируем, как их 
используют для доказательства не- 
периодичности функций. 


Свойство 1. Ёсли точка хо при- 
надлежит области определения пе- 
риодической функции с периодом Т, 
то ее области определения принад- 
лежат и все точки хо -пТ, пЕй. 

Аналогично, если точка хо не при- 
надлежит области определения пе- 
риодической функции с периодом Т, 
то ее области определения не принад- 
лежат и все точки хо +пТ, пЕ2. 

Свойство 1 немедленно получается 
из определения периодической функ- 
ции. 


Следствие. Область определе- 
ния периодической функции содер- 
жит сколь угодно большие по модулю 
положительные и отрицательные чис- 
ла. 


Отсюда, например, вытекает, что 
логарифмическая функция у=шх 
не является периодической — ее об- 


ласть определения (0; {со) не содер- 
жит отрицательных чисел. Неперио- 
дична и функция у=агсзш х, по- 
скольку в ее области определения 
[—1;1] нет чисел, больших 1. 


Пример 1. `Доказать непериодичность 
функций 
—_. х—1 
уха —ху ГИх)= В: 
Область определения функции [\(х) — от- 


резок [0:1]. Значит, эта функция не являет- 
ся периодической в снлу следствия нз свой- 
ства Т. 

Так как квадратный трехчлен х?—3Зх—5 
имеет два корня, функция [/х) не определе- 
на лишь в двух точках. Поэтому она не яв- 
ляется периодической — по второй части» 
свойства Г. 

Свойство ПШ. Периодическая 
функция принимает каждое свое 
значение при бесконечном числе зна- 
чений аргумента, среди которых есть 
сколь угодно большие по модулю по- 
ложительные и отрицательные числа. 


Это свойство легко вытекает из ра- 
венства 
Их пТ)=Их), ПЕР, (2) 
справедливого для периодической 
функции Их) с периодом Т. 


Следствие. Периодическая функ-. 


ция не может быть возрастающей или 
убывающей на всей своей области оп- 
ределения. 

Отсюда, например, следует, что 
функция, возрастающая (или убываю- 
шая} на всей числовой прямой, не мо- 
жет быть лериодической — в част- 
ности, непериодической является по- 
казательная функция у=а”’ (где 
а=-1). 


Свойство Ш удобно использовать 
в переформулированном виде: если 
Кх) — периодическая функция, то 
при любом аЕК уравнение Их)=а, 
либо не имеет корней, либо имеет бес- 
конечно много корней. 

Пример 2. Доказать непериодичность 
функций 
1х) 2х —с08 х; [дю =е-х 

Зх°—х+2. 


Е 


4х) = с0з х-- с08 (х\/2)-+ со5 {х\/3). 
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Вычислим производную функции [(х): 
(х)=2- 84 х. 
Так как /(х)>0 при любом хЕВ, то функция 
4х) — возрастающая на всей числовой прямой. 
Поэтому она не является периодической. 
Функция }.х) принимает наибольшее зна- 
ченме 1 в единствениой точке х —=0 (убедитесь 
в этом). Следовательно, эта функция непе- 
риодическая. 
Уравнение 
3х — ха 
—___ 24, 
х--х-1 
где а6В, ме может иметь, как нетрудно ви- 
деть, более двух корней. Поэтому функция 
{(х) каждое свое значение принимает не более 
чем в двух точках и, значит, не является пе- 
риодической. 
Функция их} при х=0 принимает значе- 
нне 3. Решим уравнение 


с03 х--соз (х\/2) Е сов {х\/3) =3. 


Так как 08 {=1, это уравнение равносильно 
снстеме 


с08 х==1, с0з(х-/2) 1, сов (ху) =1. 

Первое уравнение снстемы удовлетворяется 
при х=2Ёл (КСФ), в второе — прин х=2пд 
(п62); эти серии значений х имеют лишь 
единственную общую точку х—0, которая, 
очевидно, удовлетворяет и трелъему уравне- 
нию системы. Таким образом, уравнение 
с98 х-- сов (х\/2)-{ с0в (х/3}=3 имеет только 
один корень, а потому функция {4(х) является 
непериодической. 

Свойство ПТ. Если Нх) — пе- 
риодическая функция, то уравнение 
(1), где Т — неизвестное, а х — пара- 
метр. имеет по крайней мере одно 
ненулевое решение Т=Т. для всех 
значений параметра хЕБ!Г. 

Свойство ПТ представляет собой 
переформулировку определения: ведь 
если функция (х) — периодическая, 
то существует такое число Т.=0, 
что Их -То=ИКх) для любого хЕБ, 
а это и означает, что число Го-=0 яв- 
ляется корнем уравнения' (1) при вся- 
ком значении параметра хЕБФ. 

В соответствии со свойством 1 для 
доказательства непериодичности 
функции Кх)} достаточно найти такие 
два знамения аргумента х=а и х=&В, 
что уравнения относительно Т 

{а+Т’-= Ка), ПЬЕТ) = КБ) 
не имеют общего ненулевого решения. 

Пример 3. Выяснить, является ли пе- 

риодической функция 
Их) == [х|-- за х. 
Допустны, что Кх\ — периодическая с пе- 


риодом Т; тогда при любом хЕ2 справедливо 
равенство 


Р-ев (Хх ЕР) = хх. 
В частности. при х=0 получвем уравнеине 
1Т|-+ за Т=0, 
а при х= —Т — уравнение 
—Т}— эм Г=0. 
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Складывая эти два равенства, получаем |Т}-|- 
-+{ —Т}=0. Дробная часть (х!} любого числа х 
неотрицательна. Поэтому последиее равеиство 
возможно только при !Т|-—={—Т|=-0, т. е. если 
Т — целое число. 

С другой стороны, если (Т|==0, то из равен- 
ства (Т|-зтТ-0 следует, что зштТ=0, 
т.е. Т=йл (ЁЕ7). Но среди чисел такого вида 
целым является лишь число 0, так что наши 
уравнения имеют единственный общий 
корень Т=0. А это означает, что функция 
дх — непериодическая. 

Свойство {У. Если для перио- 
дической функции НКх) с периодом Т 
на некотором отрезке [а; а{Т] дли- 
ной Т выполнено неравенство 

Ах < М, (3) 
то это неравенство выполняется и для 
любого значения аргумента. 

Свойство У вытекает из следую- 
щих рассуждений. Пусть Кх) — пе- 
риодическая функция с периодом Т 
и пусть неравенство (3) справедливо 
при «а<х<а | Т. Тогда, в силу (2), 
это неравенство справедливо и на вся- 
ком отрезке 


[«{пТ; «+в + ИГ} пЕР. 
Однако каждое значение аргумента 
принадлежит одному из таких отрез- 
ков, и, следовательно, неравенство 
(3) выполняется для любого значе- 
ния Хх. р 

Пример 4. Доказать непериодичность 
функции 

Их}=2х со (х°). 

Допустим, что эта фуикция — периодиче- 

ская с периодом Т. Так как прн хЕ[0; Т] 
12х соё (х2]] 521 х| < 2Т. 

то, согласно свойству 1\, при любом хЕВ долж- 
но выполняться неравенство Их 
—={2х соз {х < 2Т. Но, как легко проверить, 
это неравенство нарушается, например, в ТОЧ- 
ке х= у 2лЁ, если только натуральное число Ё 
удовлетворяет условию # > ТГ” /2д. 

Свойство ТУ. Если периодиче- 
ская функция дифференцируема в 
каждой точке своей области опреде- 
дения, то ее производная — перио- 
дическая функция с тем же периодом. 

Докажем это свойство. Из предпо- 
ложения, что периодическая функ- 
ция Дх) с периодом Т имеет производ- 
ную {’(х) в любой точке хЕБХр) сле- 
дует, что [({^) =[\/). Отсюда ясно, что 
если хЕГ{[”}, то 

х—ТЕБР, х+-ТЕБГ). 

Поскольку при любом хЕБТ вы- 
полняется равенство (х-|-Т)=(Кх), то 
Кх--Т) и Их) —- это одна и та же 
функция. Но тогда и их производные 
тоже равны: (/(х-{Т))’=[х). Функ 
цию Кх+Т) можно рассматривать 
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как сложную функцию аргумента х 
с «внутренней» функцией х-+Т и 
«внешней» функцией {. Поэтому по 
формуле для производной сложной 
функции 
{Кх--Т)у =Рх-Т)- (ТУ = Т) 
для любой точки хЕЦ[Р’). Поэтому 
Г(х+Т)=Г(х) при любом хЕПГ), 
так что /(х) — периодическая функ- 
ция с периодом Т. 
Пример 5. Доказать непериодичность 
функций 
Ах} эт (х"); их) = 3 эт х- 5 зп (х\/2). 
Вычислим производные этих функций: 
1(х)= 2х с0$ (х*); 
(х)=3 с0з х-- 5,8 со (х\/2). 
Функция Д(х) не является периодической (см. 


пример 4), а потому не является периодиче- 
ской н функция [(х}. Функция ГИх) также не- 


‚пернодическая (это доказывается так же, как 


и в примере 2); следовательно, }:{х} — непе- 
риоднческая функция. 
+ + ж 


В заключение два примера послож- 
нее. 


Пример 6. Доказать 
функции 


непериодичность 


Нх) —= е\атсивикмх Л, 


Фуикция выглядит устрашающе, на пер- 
вый взгляд совершенно неясно, какое из свойств 
здесь «поможет». Мы воспользуемся следую- 
щим фактом: в случае периодичности функции 
Кх) функция в {х)) также периодическая. 

Итак, пусть функция Их) — периодиче- 
ская. Тогда пернодическими должны быть 
и фуикции 


1х) == а (Их) —=-/агев |9 (х?)|, 
их) == (рих) == ато [вх |, 
ха Их) = |вт(х?)|, 

п =их) =). 


Однако производная последней из этих функ- 
ций /4(х)=2х эм (2х7) непериодична (см. прн- 
мер 4). Полученное противоречие показывает, 
что предположение о пернодичности функции 
[(х) неверно. 

Пример Т. Доказать, что любой много- 
член степени п 1 не является периодической 
функцией. 

Многочлен первой степени 

Р(х)=аох аз, во 0, 
— хорошо знакомая лииейная функция, воз- 
растающая или убывающая (в зависимости 
от знака числа ас) на всей числовой прямой 
и потому непериодическая. 

Предположим, что многочлен степени п>1 

Их} = аох" аи х" 1+... Ра, х-а., в, 0 
-—— периодическая функция. По свойству У его 
производная }’(х) — периодическая функция. 
Снова применяя свойство У, заключаем, что 
и его вторая пронзводная {”(х} =({’(х)}’— также 
периоднческая функция, н т. д. Ясно, что пе- 
риоднческой будет н его (п—\)-я производ- 
ная; но эта производная 


о тах (п — Иа, 


— линейная функция и потому периодиче- 


ской быть не может. 


Упражнення 


их) = 


Определите, являются ли периодическими 


следующие функции: 
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1 
хм _ при х==0, 


о прн х-=0. 


6. Их) =вт Пи х* + 1}. 


1. их) =] соз Эх; {(х)==[х!4 ат лх. 
2. (я) = 1-2; Их)=2л° — Зе 


3. Н(х}=т них 1х); 


Вх) = а ух 1х) т Их 1+ Хх), 
4. у(х)== хат х; их) ША Х|. 


эт 
5. <) = 


1 при х=0; 


= при х=-0, 
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Пробоьмииыи 7 


П Научно- техническая 


конференция школьников 


В «Кванте» № 11 за 1986 год 
рассказывалось о первой на- 
учпо-технической конферен- 
цни школьииков в МФТИ и 
предлагалось прнсылать ре- 
фераты и работы на следую- 
щую конфереицию, заплани- 
рованную на апрель 1987 то- 
да. Школьники откликнулись 
очень быстро. В начале марта 
этого года в МФТИ было при- 
слано 220 работ из 33 городов 
страны. Омск и Львов, Сверд- 
ловск и Тула, Киев, Челя- 
бинск, Тбилнси, Москва, Са- 
ратов, Запорожье и многие 
другие города были указаны 
в обратных вдресах объеми- 
стых бандеролей с рефера- 
тами, графикамн, схемами и 
программами для ЭВМ, по- 
ступивших в оргкомитет кон- 
ференции. И вот 19 апреля 
1987 года в Московском фи- 
зико-техническом институте 
была проведена ПШ Научио- 
техническая конференция 
школьииков. На нее приехали 
около 100 участников из 
РСФСР, с Украины, нз Бело- 
руссии и Казахстана. 

Поеле торжественньго от- 
крытия конференции начали 
работу секцни математики, 
физики, теоретической физи- 
ки и информатики, на кото- 


в МФТИ 


рых участники выступили с 
докладами по своим работам. 
Затем состоялся просмотр 
«стендовых докладов» — ра- 
бот, не заслушанных на сек- 
ционных заседаниях. 
Выступления школьников 
показали основное преиму- 
щество конференции перед 
олимпиадами и другими со- 
ревнованиями: возможность 
достаточно долго и глубоко 
разрабатывать заинтересовав- 
шую тебя тему. Лучшие рв- 
боты получились у ребят. 
творчески и аккуратно выпол- 
нившнх эксперимент или про- 
работавших большое колн- 
чество литературы по теме ре- 
'рерата, а не у тех, кто за не- 
сколько дней переписал главу 
из вузовского учебника. Кро- 
ме того, выступление иа кон- 
ференини максимально прн- 
ближено к настоящей научной 
работе, требующей  творче- 
ского подхода к теме, боль- 
щих затрат времени и труда. 
После просмотра «стендо- 
вых докладов» перед ребята- 
ми выступили преподаватели 
МФТИ и специалисты из ба- 
зовых институтов. Они отве- 
тили на многочисленные воп- 
росы школьников. Участни- 
кам конференции были про- 


демонстрированы различные 
физические эксперименты, в 
том числе эффект высокотем- 
пературной сверхпроводимо- 
сти, обнаруженный в начале 
1987 года, буквально за два 
месяца до конференции. 

Закончилась конференция 
награждением активных ее 
участников книгамн по фнизи- 
ке и математике (с автогра- 
фами и пожеланиями авто- 
ров), грамотами МФТИ, дип- 
ломамн и значками журнала 
«Квант». Но главной награ- 
дой для школьников было, на- 
верное, само участие в конфе- 
ренции, знакомство с 
МФТИ — одним из ведущих 
вузов страны, встречи с уче- 
ными. 

А теперь оргкомнтет кон- 
ференции ждет иовых работ. 
Участником конференции мо- 
жет стать любой школьник. ^ 
Для этого надо написать ре- 
ферат (7—25 страниц), само- 
стоятельио разобрав интерес- 
ный вопрос по физике, технн- 
ке, математике нли програм- 
мированию. Одии экземпляр 
реферата надо до 1 февраля 
1988 года выслать по адресу; 
141700 г. Долгопрудный Мос- 
ковской обл., МФТИ, оргкоми- 
тет ПЛ Научно-технической 
конференции школьников, 
второй оставить себе. Все 
вопросы по темам рефератов 
н организации конференцин 
можно выяснить по телефону 
ЗФТШ: 408-51-45. 

А. В. Сапожников, 
член оргкомитета 
конференции 
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Новосибирск — 
Андовер 


Весной этого года состоялся обмен делегация- 
ми между Новосибирской ФМШ № 165 в из- 
вестной частной школой США — Академией 
Филлипс, расположенной в штате Массачусетс 
в небольшом городке Андовере, в сорока кило- 
метрах от Бостона. Восемь американских 
школьников с 17 марта ло 14 апреля находи- 
лись в Новосибирском Академгородке, а восемь 
сибиряков с 12 апреля по 7 мая — в Андовере. 
Своими впечатленияжи о поездке в США де- 
лятся руководитель делегации зам. директора 
по учебно-воспитательной работе ФМШ М№ 165 
В. Г. Харитонов и члены советской делегации. 


В. Г. Харнтояов: 

Академия Филлипс — одна из старейших 
(основана в 1178 году) и самых престижных 
школ США. Обучаются в ней 1200 школьников 
четырех старших классов из 40 штатов СЩА 
и 28 зарубежных стран. Отбор довольно стро- 
гий. 

Городок Аквдемин занимает несколько 
квадратных километров. По системе образова- 
ния, принятой в СЦА и, в частности, в Акаде- 
мни Филлипс, учебный год делится на три три- 
местра. В каждом из них ученик должен вы- 
брать пять различных курсов. Таким обра- 
зом, у каждого школьника только пять пред- 
метов в триместре, но зато и уроки каждого 
предмета проводятся ежедневно. Обучение прн 
этом всегда интенсивное. 

Кабинеты естественно-научных дисциплин 
хорошо оборудованы, много наглядных посо- 
бий, которые широко используются. Огромные 
доски опоясывают стены аудитории. Есть 
в Академии Филлипс и своя астрономиче- 
ская обсерватория с двумя вполне прилич- 
нымн телескопами. Школьники, выбравшие 
курс астрономии. должны провести ряд са- 
мостоятельных наблюдений. 

Надо учитывать, что, выбирая те или иные 
курсы, американский школьник может, напри- 
мер, совсем не изучать физику. Различны 
уровнн математических курсов. 

Занятия — что-то промежуточное между 
лекцией и уроком. В группе 16—20 учеников, 
сидящих по одному за небольшими столнками. 

Учитель миого рассказывает, объясняет. 
Основная форма контроля — домашние зада- 
ния и контрольные работы. Объем домашних 
заданий довольно велик, а ТВК как уроки по 
всем предметам проходят каждый день, то уче- 
викам Академии Филлиис приходится миого 
и упорно трудиться. 

Большое значение придается в Академии 
Филлипс занятиям спортом. Каждый ученик, 
кроме пяти курсов в триместр, обязан выбрать 
вид спорта, которым будет заниматься. По 
средам и субботам — встречи с другими шко- 
лами как у себя, так и на выезде. Мы увидели 
несколько новых для нас ннтересиых игр: 
бейсбол, лакросс*). Любопытно, что большин- 
ство тренеров — учителя других предыетов. 


*) Лакросс — игра, придуманная североамерн- 
ванскими индейцами, чем-то напоминающая хоккей 


на траве, но со съоеобразными клюшкамн в внде 
сачков. 
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Спорт — это. так сказать, их общественная 
работа. 

Итак, днем 12 апреля мы прибыли в Нью- 
Иоркский аэропорт имени Д. Кеннеди и с боль- 
шой группой встречающих выехали в Андовер. 
В нашей делегации были девятиклассники: 
Ирина Павлова с Сахалина, Федор Бояркин 
из Бердска, Сергей Смирнов из Томской об- 
ласти и десятиклассники: Оксана Иванченко 
с Камчатки, Ольга Шуева из Кемерова, Анд- 
рей Васильев из Красноярска, иркутянин Алек- 
сандр Косых и алма-атинец Сергеи Шаламов. 
Восемь советских школьников были размеще- 
ны в восьми разных общежитиях. Все они, как 
и положено в Академии Филлилс, посещали 
пять различных курсов. Занятия по англий- 
скому языку и по программированию на язы- 
ке «Паскаль» были организованы специально 
для гостей. Те курсы, которые мы выбрали 
по математике и физике, по уровню оказались 
немного слабее курсов ФМШ, но все же весьма 
похожими. Правда, из-за несовпадения по 
времени учебных программ курс математики 
был весьма прост для советских школьников 
(тема «Дифференцирование функций» в ФМЩ 
была уже пройдена), а курс фнзнки для де- 
вятнклассников был очень сложен (заканчивя- 
лась тема «Электромагнетиэм», которая в 
ФМШ изучается в десятом классе). Тем не ме- 
нее эти занятия были весьма полезны, особея- 
но для совершенствования в английском язы- 
ке, понимания жизни американских школь- 
ников. 

Очень интересными оказались уроки искус- 
ства. В той части курса, на которую попали 
мы, изучались основы композиции в фотогра- 
фии и живописи. При этом основное вннмание 
уделялось развитию фантазии, умению вн- 
деть окружающий мир, творческому подходу. 
Обычио этот курс выбирают хе школьники, 
которые хотят стать художниками, архитек- 
торами, дизайнерами. 

Из многих видов спорта, культивируемых 
в Андоверской школе, С. Шаламов выбрал 
софтбол*), а остальиые — теннис. 

Обширной была культурная программа. 
Мы посетили города Рокпорт и Глостер на бе- 
регу Атлантического океана, в Бостоне осмот- 
рели океанский аквариум, дельфиний цирк, 
музей Науки, побывали иа выступлении в том 
же Бостоне советского поэта Е. Евтушенко. 
Состоялась экскурсия по всемирно известно- 
му Гарвардскому университету. Кроме того, 
наша делегация участвовала в культурной 
жизни в самой Академии Филлипс. Многие 
советские школьники побывали в семьях аме- 
риканцев, живущих неподалеку от Андовера. 

Последнне три дня советские школьники 
провели в Нью-Йорке. Мы успелн посмотреть 
довольно много: Метрополитен музей, музей 
современного искусства, фондовую биржу, по- 
бывали на смотровой площадке самого высо- 
кого в городе небоскреба, на матые бейсболь- 
ных команд, в одном из Бродвейских музы- 
кальных театров. 

Важной частью программы обмена были не- 
посредствеиные контакты между школьника- 
ми. Может быть, это было даже главным, ибо 
позволило нам не только познакомиться друг 
с другом, но и завязать дружеские связи меж- 
ду отдельными людьми и между школами. 


*) Софтбол — облегченный вариант бейс- 
бола. 
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Советская делегация в Рокфеллеровском центре в телестудии МВС {Нью-Йорк}. 


Интерес к представителям СССР в Андове- 
ре был очень большой. Абсолютное большин- 
ство школьников и учителей, с которыми мы 
общались. были настроены очеиь дружелюбно 
к нашей стране и советским людям. Большое 
внимание уделяли программе обмена американ- 
ское телевидение, радио и газеты. Информация 
о нас и об американской делегации в Сибири 
публиковалась в газетах «Бостон Глоб», «Лву- 
ренс Трибюн», местных андоверских газетах. 
Информация была в основном объективна и доб- 
рожелательна. 

Подводя некоторые итоги первого обмена, 
надо отметить, что иакопленный за 200 лет 
опыт работы одной из самых престижных аме- 
риканскнх школ может быть полезен для со- 
ветского народного образоваиня. Заслуживают 
глубокого изучения отдельные курсы и учеб- 
ники, особенно по естественно-научным пред- 
метам и иностранным языкам, широкое при- 
менение компьютерной техники не только в ма- 
тематике, но и в преподавании искусства, 
языков и т. д. Много интересного можно по- 
черпнуть & области конкретной методики пре- 
подавания различных предметов. С другой 
стороны, у вмериканских партнеров большой 
интерес вызывлет опыт работы Новосибирской 
ФМШ в условиях крупного научного и уни- 
верситетского центра, в частности, оригиналь- 
иые курсы математики, физики, совершеино 
новый курс «Математическое моделирование 
физических процессов с помощью ЭВМ», си 
стема эстетического воспитания и организация 
жизни большого ученического коллектива в це- 
лом. 

Обмен решено продолжить. Скоро в Ново- 
сибирск и в Андовер должны приехать сле- 
дующие делегации уже в составе 10 учащихся. 

О. Шуева: 

Самое, пожалуи, главное — американские 
ровесники стали нашими очень хорошими 


друзьями. С ними я могла говорить буквально 
обо всем, потому что они пытались понять, 
вслушаться и высказать свою точку зрения. 
Между девчонками о политике мы говорили 
довольно мало, обсуждая только какие-то 
внешние аспекты. Но именно там я поняла, что 
в СИГА создаются некоторые стереотипы нашей 
страны. хотя вообще к нам относились очень 
дружелюбио и гостеприимно. 

О том, как мы учились. Каждый день 
У нас было 5 уроков по 50 минут. 

Английский язык — курс, специально под- 
готовленный для нас, где мы читали «Старик 
и мореь и говорили с ребятами-вмериканцами 
на заданную тему, пытались читать и пони- 
мать стихн. 

Программирование вел замечательный учи- 
тель, не только профессионал сзоего дела, но 
и удивительный артист — импровизатор. Очень 
много работали на машинах, изучая ТУРБО- 
ПАСКАЛЬ, а главное — имели возможность 
узнать, какимн могут быть уроки программи- 
рования в школе. 

Курс искусства поразил и заинтересовал 
меня своей необычностью. Я бы сказала, ие- 
ординарностью. У нас в ФМ тоже есть курсе 
нстории искусств, ио здесь мы чисто теорети- 
чески {хотя очень-очень интересно) изучали ху- 
дожников, скульпторов по определенным ис- 
торическим зтанам. В Андовере я была в груп- 
пе, в которой на все объекты нас учили смот- 
реть как-то со всех сторон, со всеми особенно- 
стями. Надо сказать, что этому было не трудно, 
но важно научиться. Вообще уроки искусства 
состояли из двух частей: рисования и фото- 
дела. Например, нам нужно было получить 
фотографии разных типов: 

1. Уловить очень интересный момент. 

2 Сделать абстрактную фотографию. 

При фотографировании мы пользовались 
самыми простыми фотоаппаратами. В школе 
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есть специально оборудованная лаборатория 
для проявления пленок и печати фотографий. 

Математика — очеиь часто проводились те- 
сты на основе того, что рассказал учитель. Сда- 
лм их с честью] 

Физика — в течение всего урока препода- 
ватель доказывал все свон выводы соответст- 
вующими опытамн. 

Учителя Андоверской школы на уроке ве- 
дут себя очень раскованно, объясняя до тех 
пор, пока классу не станет все-все понятно, 
обладают высокой вартистичностью, не вызы- 
вают к доске на уроках, но часто проводят 
не очень сложные тесты. На уроках (на всех) 
идет обсуждение со всей группой того, что уча- 
щиеся уже прочитали. 

Андоверские школьники все занимаются 
каким-то видом спорта, учатся неистово, дока- 
пываясь до самой сути (не отстанут от учителя, 
пока он им все не только объяснит, но и дока- 
жет), очень талантлнвые ребята (это особен- 
ность самой школы), главное — думающие. 

Без сомнення, поездка в Америку — это 
и отличияя практика в английском языке. 
Первую неделю в Андовере мы говорили ца 
английском языке гораздо лучше, так как 
очень аккуратно использовали те правила и ос- 
новы, что получили на уроках и специальной 
предварительной подготовке (по английскому 
языку), которую проводнли наши учителя. Но 
потом, когда стандартных фраз уже стало не 
хватать, мы стали изъясняться так, что аме- 
риканцы понимали нас с великим трудом. Зато 
мы уже привыкли, адаптировались и легко 
воспринималн ннформацию. Примерно к концу 
третьей недели я могла свободно и поня?но го- 
ворить со своими соседями, друзьями. 


С. Шаламов: 

В Андовере мы помогли американским 
школьникам получить реальные и правди- 
вые представления о советских школьниках. 
Оказалось, что между нами не так много раз- 
личий. 

Очень хорошо бы перенять у андовер- 
ских учащихся нх работоспособность. Они за- 
нимаются очень много. Меня поразило пове- 
дение на уроках школьников и учителя. При 
всей своей свободностн и раскованности ребята 
слушают его весь урок, и весь урок в классе 
тишииа. Учителя очеиь подробно и хорошо 
объясняют материал, совмещая жесткий конт- 
роль с дружеским общеннем. 


А. Васильев: 

Все вмериканцы, с которыми мы встреча- 
лись (особенно в Андовере, где расположена 
школа), относились к нам очень хорошо. Везде 
мы встречали и желанне пойять, и желание 
помочь, где необходимо. Конечно, возникали 
у нас трудности с языком, особенно вначале, 
но и они были преодолимы. 

Система образовання в Академии Филлипс 
сильно отличается от нашей. Многое из того, 
что мы увидели, было бы полезно ну нас. На- 
пример, мие понравился урок искусства. На 
этом уроке учитель учит не мастерству рисо- 
вания или фотографирования, а умению ви- 
деть мир, смотреть на что-то обычное с необыч- 
ной точки. Кстати, слово «учит» здесь не совсем 
верно, учитель не дает указания, а советует, 
никогда не наствивая на своей точке зрения. 


О. Иванченко: 
За месяц учебы я узнала много нового не 
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только из курсов, которые посещала, но и из 
жизни учащихся Академии Филлнипс. 

Отношения между учителем и учеником 
в этой школе свободнее, чем у нас, нет тради- 
ции поднимать руку, вставать перед учителем. 
Однако чувствовалось огромное уважение с обе- 
их сторон. Ни разу не замечала, чтобы ученики 
отвлекались во время уроков. Учитель может 
несколько раз объясиять непонятиую вещь, ни- 
кого этим не смущая. Учащиеся сами выбирают 
курсы, поэтому у них большая заинтересован- 
ность в их нзучении. 

Неизгладимое внечатление оставил школь- 
ный драмвтический театр. Андоверские школь- 
ники — замечательные артисты. 


А. Косых: 

Я жил среди американцев, молодых аме- 
рикаицев. И я видел, что они подчас думают 
о нас то же самое, что и мы о них. Сейчас я хо- 
рошо понимаю их ин гораздо лучше понимаю 
себя, друзей — нас. 


х. Бояркии: 

Отношение к нам со стороны американских 
учащихся н жителей Андовера, с которыми 
мы общались, было очень хорошее и доброе. 
Нигде мы ие встретили ненависти к нам как 
к советским людям. В разговорах с амернкан- 
цами всегда чувствовалось желание узнать 
что-то новое о нашей стране, о нашей школе 
и о многом другом. 

Я понял. что у американцев те же мысли 
и интересы, они хотят дружбы между нашими 
странами. 

И. Павлова: 

Мы получили возможность свободного, если 
можно так сказать, енеофициальногое обще- 
ния с нашими сверстниками в Соединенных 
Штатах. Мы смогли сами, не из вторых рук 
узнать друг друга. Я, например, после двух 
недель пребывания чувствовала себя обыкно- 
венной ученицей этой школы. Между нами 
и ученикамн Академии Филлипс не было ни- 
какой преграды, затрудияющей общение. Мне 
очень понравились естествениость, ненатяну- 
тость наших отношений. 

Мы получилн прекрасную возможность изу- 
чать английский язык. Пожалуй, обмеи дал 
толчок к более интенсивному изучению ино- 
странного языка в школе. Мы на деле убеди- 
лись, как он кеобходим. 

В Академни Филлипс очень многие ученики 
нграют на каких-лыбо музыкальных инстру- 
ментах. У нас есть музыкальные и художе- 
ственные школы, в которых учатся дети, нме- 
ющие способности, но учашиеся старигих клас- 
сов поступить в них уже не могут. Было бы 
иеплохо, если бы в ивших школах мы нзучали 
музыку, но не в начальных классах, а в стар- 
ших. 


(твоя 


Избранные задачи 
Московской 
городской олимпиады 
по физике 


1 класс 


1. Мальчик действует на рычаг с силой 
Р=400 Н (рис. 1). Какова максимальная масса 
груза, который он может поднять, используя 
данное устройство, если 1=1 м, 1=6 м, 
В=0.5 м? 

2. В прошлом из-за отсутствия транспорта 
снег из крупных городов не вывозили, а растап- 
ливали с поможмью специальных печей, которые 
устанавливались во дворах. Для растапливания 
снега использовали дрова, теплота сгорания ко- 
торых 9-=1,0.10’ Дж/кг. Оцените, какое мнни- 
мальиое количество дров требуется на зиму для 
очистки таким образом двора площадью 500 м’, 
если толщина снежного покрова за зиму дости- 
гает 40 см. Плотность снега р=700 кг/м’, 
его удельная теплота плавления А—= 
—3-10° Дж/кг. 

3. Английский ученый ХУ Ш века Ф. Гвукс- 
бн поставил такой опыт. Стеклянный шар 
окружили горизонтально расположенным ме- 
таллическим ободом, центр которого совпадал с 
центром шара. К ободу по всему периметру 
привязали тонкие льняные нити. Когда шар за- 
рядили, нити оказалнсь направленными к цент- 
ру шара. Гауксби заметил, что если при этом 
поднести палец к свободному концу одной иэ 
иитей, то между нитью и пальцем возникает 
взаимодейстане. Еслн же поднести палец к 
участку нити, близкому к точке закрепления, 
то характер взаимодействия меняется на про- 
тивоположный. В каком случае Гауксби на- 
блюдал отталкивание нити и пальца, а в ка- 
ком — притяженне? 

4. На лабораторных занятиях учитель со- 
брал цепь из пяти резисторов с одинаковыми 
сопротивлениями и подключил ее к сети по- 
стоянного тока (рнс. 2). После этого учащимся 
Ане. Боре. Внте, Грише и Диме были выданы 
одинаковые школьные вольтметры, с помощью 
которых каждый должен был измерить напря- 
жение на резисторе, помеченном соответствую- 
щей буквой. Результаты измерений оказались 
следующими: Аня — 1 В, Боря — 1 В Витя — 
2 В, Гриша — 4 В, Дима — 5 В. Проверяя 


Рис. 1. 
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вольтметры после занятий, учитель обнаружил, 
что у одного нз них смещена шкалв. Кло из 
ребят пользовался неисиравным вольтметром? 


8 класс 

1. Школьная линейка длиной 1--20 см ви- 
сит на высоте В над горизонталько на- 
правленным лучом лазера (рис. 3). В некоторый 
момент времени линейку отпускают. Определн- 
те 8, если известно. что падающая линейка 
перекрыла луч на время т=0,5 с. 

2. Кусок мыла массой т соскальзывает 
в ваину, профиль которой изображен на 
рисунке 4. Высота ванны В, радиусы закругле- 
ний В. Начертите график зависимости суммар- 
ной силы давления куска мыла на ванну от 
мгновенного положения мыла. Трение между 
мылом и. ванной отсутствует, начальная ско- 
рость равнялась нулю. 

3. Определите среднюю скорость движения 
электронов в медном проводе сечением $— 
==] мм’ когда по нему течет ток Г=1{ А. 
Плотность меди р—8,9 г/см’, молярная масса 
М— 64 г/моль. Известно, что на каждый атом 
меди приходится однн свободный электрон, 
заряд которого е = 1,6-10- ° Кл. Число Авогад- 
ро {количество молекул в одиом моле вещест- 
ва) №МА==6,02.10?? моль`'. 

4. Схема, изображенная иа рисунке 5, со- 
брана из батарейки. двух одинаковых вольт- 
метроа и двух одинаковых мнллияамперметров. 
Параллельно соединенные приборы показыва- 
ют (==0,25 Вн [1 ==0,75 мА, второй милли- 
амперметр показывает 1—1 мА. Определите 
напряжение батарейки и сопротивления прибо- 
ров. 

5. Система состоит из трех подвижных 
невесомых блоков, соединенных невесомыми 
нитямн (рнс. 6). Массы грузов, подвешенных 
к крайним блокам, одинаковы и равны М. 
в) При какнх значениях массы т груза, 
подвешенного к центральному блоку, и коэф- 
фициента трения и между крайними блоками 
и опорами система будет находиться в равно- 
весин? 6) Будет ли равиовесие устойчивым? 

9 класс 

1. Система, изображенная на рисунке 7, 
падаст с некоторой высоты й. Во время падения 
тело массой т неподвижно относительно ко- 
робки (масса коробки М). Какой должна быть 
высота й. чтобы после абсолютно неупругого 
удара об пол коробка подскочила? Жесткость 
каждой пружины }#. 

2. В исходном состоянии схемы (рис. 8) кон- 
денсаторы не заряжены и ключ К не замкнут. 
Какой заряд протечет через резистор сопротив- 
лением В —800 Ом, если замкнуть ключ? 
#, = 10 В, #.=20 В, С, =1 мкФ, С.=2 мкФ. 

3. Один моль идеального однояатомного газа 
последовательно участвует в двух процессах: 
1—2 м 2—3 (рис. 9). В первом из них давле- 
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нне р пропорционально температуре Т, во вто- 
ром р пропорционально \/ Т. Определите тепло- 
емкость газа в каждом нз двух процессов. 

4. Сфера радиусом К разрезанв на две поло- 
вины, которые равномерно покрыты зарядом с 
поверхностной плотностью о, н о соответствен- 
но. Сферу окружают проводящей заземлеиной 


оболочкой, радиус которой близок к радиусу‘ 


сферы. Найдите силы, действующие на обе по- 
ловинки сферы (краевыми эффектами вблизи 
линин разреза можно пренебречь). Изменятся 
ли этн силы. если оболочка будет не заземлен- 
ной, а нзолированной? 

5. В кастрюлю объемом И=1,5 л налито 
т == 200 г молока. Хорошо известно, что при 
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кипячении молока на его поверхности появля- 
ется плотная пенка. Кастрюля стонт на плите и 
нагревается от #—98^С до [=99°С за 
г=0,5 мин. Через какое время после этого 
молоко убежит? Обычное молоко на 90% 
состоит из воды, удельная теплоемкость ко- 
торой с—=4,2.10* ДжДкг- К), а удельная теп-' 
лота парообразования г— 2,3. 10° Дж/кг. Теп- 
лоемкостью кастрюлн пренебречь. 


10 класс 

1. Жюри олимпиады заседало в комнате 
площадью 5=20 м? и высотой Н=$3 м. В ре- 
зультате жарких споров температура воздуха 
в комнате повысилась от &, = 17 °С до &# —=21 °С, 
а влажность — от 4, =40% до 9.—=60 %. При 
температуре Ё давление насыщенных паров 
воды р, 1,94 кПа, а при температуре №, — 
р2=2,49 кПа. Молярная мясса водяного пара 
М—=0,018 кг/моль. Сколько воды испарилось в 
комнате? 

2. В цилиндрической коробке радиусом 
В с гладкими стенками находится маленькая 
шайба, масса которой совпадает с массой ко- 
робки, причем расстояние от центра коробки - 
до шайбы составляет половнну радиуса короб- 
ки. В некоторый момент времени коробке сооб- 


щили скорость и ‚, направленную вправо, а шай- 
бе — такую же по модулю скорость, направлен- 
ную влево (рис. 10). Определите траекторию 
движення коробки по столу. Удары абсолютно 
упругие, трение отсутствует. 

3. Короткозамкнутая сверхпроводящая кв- 
тушкя имеет железный сердечник, который 
может перемещаться вдоль ее осн. Завнси мость 
индуктивности С катушкн от смещения х цент- 
ра сердечника относительно центра катушки 
показана на рисунке 11. В начальном состоянии 
х=0 (сердечник вставлен в катушку), ток в 
катушке Г,—=1 А. Затем сердечник вынимают. 
Чему будет равен ток в катушке после этого? 

4. В исходном состоянии схемы (рис. 12) 
конденсаторы не заряжены. В момент 1-0 
ключ К замыкают. Найдите заряд, протекший 
через диод, если А ==10 кОм, С =1 мкФ, внут- 
ренним сопротивлением батареи можно пре- 
небречь. Вольтамперная характеристика диода 
приведена на графике па рисунке 12. 


Публикацию подготовили 
А. Н. Буздин. С. С. Кротов, О. Ю. Овчинников 
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Задачи пятидесятой 
Московской городской 
математической 
олимпиады 


Заключнтельный тур пятидесятой Московской 
городской математнческой олнмпиады состоял- 
ся 15 февраля 1987 года в Московском уни- 
верситете. В нем участвовало 697 школьннков 
1 —10 классов. Ниже приводятся задания этого 
тура (рассчнтанные на 4 часа). Пять из задач 
этого списка были включены в «Задачник 
«Кванта», и в этом номере публикуются их 
решения. 


1 класс 

1. В марте 1987 года учитель решил про- 
вести 11 занятий математнческого кружка. 
Доказать, что если по субботам н воскресеньям. 


кружок не проводить, то в марте найдутся 
три дня подряд, в течение которых не будет 
ни одного занятия кружка. 

2. Показать, что из любых 217 различных 
натуральных чисел, меньше 100, можно вы- 
брать два числа, не являющиеся: взаимно про- 
стыми. 

3. По поляне, имеющей форму равносто- 
роннего треугольника со стороной 100 м, бегает 
волк. Охотник убивает волка, если стреляет в 
него с расстояния не более 30 м. Доказать, 
что охотник может убить волка, как бы быстро 
тот ни бегал. 

4. Пусть АВ — основание трапеции АВСРЬ. 
Доказать, что если АС-- ВС=АД- ВО, то тра- 
пеция АВСО — равнобокая. 

5. Али-Баба и 40 разбойников решили раз- 
делить клад из 1987 золотых мояет следующим 
образом: первый разбойник делит весь клад на 
две части, затем второй разбойник делит одну 
нз частей на две части н т. д. После 40-го 
деления первый разбойник выбирает наиболь- 
шую из частей, затем второй разбойник выби- 
раст ивиболыхую из остарщихся частей м т. д. 
Последняя, 41-я часть достается Аля-Бабе. 
Для каждого из 40 разбойников определить, 
какое наибольшее количество монет он может 
себе обеспечить при таком дележе независимо 
от действий других разбойяиков. 


8 класс 
1. Доказать, что если а>Ь>0 и =<%, 
о и 
то справедливо неравенство -г- т + > > 
хи 
> ме 


2. Школьник хочет вырезать из квадрата 
размером 2иЖ2л наибольшее количество пря- 
моугольников размером 1Ж(л--1). Найти это 
количество для каждого натурального значе- 
ния п. 

3. (М1042). В классе организуется турнир 
по перетягиванню каната. В турнире ровно 
по одному разу должны участвовать всевоз- 
можные команды. которые можно составить 
из учащихся этого класса (кроме команды 
всего класса). Доказать, что каждая команда 
учащихся будет соревноваться с командой всех 
остальных учащихся класса. 

4. В пятиугольнике АВСОЕ углы при вер- 
шинах В н р — прямые, ХВСА = ХОСЕ, а 
точка М — середина стороны АЕ. Доказать, 
что МВ =мМрО. 

5. Можно ли выбрать некоторые натураль- 
ные числа так, чтобы прн любом натуральном 
значении л хотя бы одно из чисел пл, п-+- 50 
было выбрано и хотя бы одно из чисел. п, 
п-|- 1987 не было выбрано? 


9 класс 

1. Даны 7 различных цифр. Доказать, что 
для любого натурального’ числа п найдется 
кара даиных цифр, сумыа которых оканчива- 
ется той же цифрой, что и число. 

2. (М1041). По Е вершинам. правильного 
пятиугольника с помощью двусторонней ли- 
нейки восстамовить остальные вершины в слу- 
чае: а) А—4; 6) #3. (Двусторонней линейкой 
можно делать то же, что н обычной линейкой 
без делений, а также проводнть прямую, 
параллельную далной, на расстоянии, равном 
ширнне линейки.) 

3. Найти такие 50 иатуральных чисел, что 
ни одно из них. не делится на другое, а про- 


Куапетссете.ги 


изведение любых двух из них делится на любое 
из оставшихся чисел. 


4. Доказать, что для любых чисел а.. ... 


..„ @1985 И положнтельных чнсел 6:, ..., бя 
справедливо нераненство 
(Раны а! В. ав? 
—. — -- — 
, +... НЫ, ов =ъ, фот 


5. Таня уронила мячик в огромный прямо- 
угольмый бассейн. Она хочет его достать с 
помощью 36 узких досок длиной 1 м каждая, 
построив нз них мостнки так, чтобы каждая 
доска опиралась концамн на края бассейна или 
на уже положенные доски и чтобы в итоге одна 
из досок прошла над мячиком. Доказать, что - 
Тане не удастся это сделать, если расстояния 
от краев бассейна до мячика превышают 2 м. 


10 класс 
1. (ср. М1044). а) Доказать, что из трех по- 
ложнтельных чисел всегда можно ЕЕ та- 


о =Т. 

6) Верно ли, что указанные два числа 
можно выбрать из любых четырех чисел? 

2. Углы, образованные сторонами правнль- 
ного треугольника с некоторой- плоскостью, 
равны а, Ви 7. Доказать, что одно из чисел 
зи а, эт В, зт% равно сумме двух других. 

3. На клетчатой бумаге закрашены 1% едн- 
ничных клеток. Доказать, что их можжко по- 
крыть прямоугольниками, сумма периметров 
которых не превосходит 100, причем рассто- 
яние между любыми точками разных прямо- 
угольников не меньше 3:2. 

4. (М1043). Можно ли разбить множество 
целых чнсел на три подмножества так, чтобы 
для любого целого значения л чнсла л; п--50, 
п-+- 1987 принадлежали трем ых жноже- 
ствам? 

5. (М1045). В некотором царстве, ‘террито- 
рия которого имеет форму квадрата со сто- 
роной 2 км. царь решает созвать всех жителей 
к Тч вечеря к себе во дворец на бал. Для 
этого он. в полдень посылает с поручением 
гонца, который может передать любое указание 
любому жителю, который в свою очередь может 
передать любое указание любому другому жи- 
телю и т. д. Каждый жнтель до поступления 
указания находится в известном месте (у себя 
дома) и может передвигаться со скоростью 
3 км/з в любом направлении (по прямой). 
Доказать, что царь может оргаяизовать опове- 
щение так, чтобы все жители успели прийти. 
к началу бала. 


кие два. чнсла х и’у, что Е 


Задачи предложили: А. Андреев (1Х, 4); С. Гош- 
ков (УП, 1; ИХ. 1), М. Гринчук @Х, 2; ПХ, 5). 
С. Конягин (УИ, 3: УПГ. Б; Х, 4; Х, 5), Л. Конягина 
«УЦ, 3. О. Леонтьева (1Х, 3), В. Нрасолов (Х, 2), 
И. Сергеев (УП, 2; УИ, 4; УЦ, 5; УПА, 3; УПИ, 4; 
Х, а; Х, 3). Пибликацию подготовия И. Н. Сергеев. ` 
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Оле брит 
озани 9) 


оемения, 


| Соображения непрерывности 

1 а), в). Будем поворачивать прямую, про- 
ходящую через данную точку, вокруг этой 
точки и следить за разностью плодадей частей 
фигуры, лежащих по разные стороны прямой. 
После поворота на 180° эта разность поменяет 
знак. Поэтому в некоторый момент она была 
равна нулю. 

6). Если точка «уходите в бесконечность. то 
семейство прямых, проходящих через нее, пре- 
врахдается в семейство параллельных прямых, 
а задача ],а превращается в задачу, разобран- 
ную в тексте. 

г). Вп. а — да; в п. в — нет, как показывает 
пример точки, расположенной в центре круга. 
2 а). В каждом направлении можно провести 
единственную прямую, делящую площадь пер- 
вой фнгуры пополам. Будем изменять направле- 
ние, беря всякий раз прямую, деляшую по- 
полам площадь первой фигуры, и будем следить 
за разностью площадей частей второй фигуры, 
лежащих по разные стороны прямой. 

в}. Соеднните центры параллелограммов. 

3. Будем изменять направление прямой, де- 
ляшей площадь фигуры пополам, и следить за 
разностью периметров частей границы, лежа- 
щих по разные стороны прямой. 

4 а). После изменения направления выбранных 
касательных параллельных хорд на 180° вели- 
чина 5, — 5. поменяет знак. Значит, был такой 
момент, когда 5, — $5, =0. 

5. В любом направлении можно провести ровно 
две хорды, каждая из которых делит площадь 
в отношении 1:2. После изменения направления 
на 180° эти хорды поменяются мсстами. 





Рис. 5 
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6. Существует единственный прямоугольник, 
описанный около фигуры, две стороны которого 
имеют данное направление. Если изменить это 
паправленне на перпенднкулярное, пары ларал- 
лельных сторон прямоугольника поменяются 
местами. 


7 6). Выберем прямую данного направления, 
делящую площадь фигуры пополам, и прове- 
дем перпендикулярную ей прямую, также де- 
лящую площадь фигуры пополам. Тогда пло- 
щади накрест лежаших частей фигуры равны 
(рис. 1). После изменения направления на 90° 
части би $› поменяются местами, т. е. изме- 
нится знак разности $, —5.. Значит, был мо- 
мент, когда 5, — $. = 0, т. е. $, = 


8. Проведем из центра симметрии О два пер- 
пендикулярных отрезка {; и [. (рис. 2}. После 
изменения направлення на 90° эти отрезки 
поменяются местами. Значит, в некоторый мо- 
мент п =. 


9 а}. Можно рассуждать, как в задаче 42а. 
6). Пусть АВ — касательная хорда наибольшей 
длины (рис. 3). Тогда АСЗАВ и ВОЗАВ. 
Будем передвигать точку В по внешней кривой 
и следить за разностью длин правой и левой 
касательных хорд, проведенных из точки к 
внутренней кривой. В точке В эта разность 
неположительна, а в точке А — неотрицатель- 
на. Значит, в нокоторой точке она равна нулю. 


10. Рассуждаем, как в задаче 9. Если АВ 
имеет наибольшую длину (рис. 4), то ММ АВ 
и КЕ< АВ. Будем передвнгать точку С по 
внешней кривой и следить за разностью длин 
правой и левой хорд средней кривой, проходя- 
щих через эту точку и касающихся виутреи- 
ней кривой. В точке С эта разность неотри- 
цательна, а в точке БР — цеположительна. 


12. Будем отсчитывать время в часах от 
позавчерашней полуночи. Пусть Д#) — темпе- 
ратура в момент $; &(П—=1ё-- 24) —Й 8). По усло- 
вию И24)<_[(0) и {(48)> (24). Значит, &(0)<0 
н &(24}-0. Следовательно, найдется такое & 
что &4)=0. В этот момент [11-1 24)=01. 

13. Пусть [2; 65| — данный отрезок; &(х)= 
=йх)—х. Тогда ва] 220, &В\< 0 (сделайте ри- 
сунок). Значит, найдется такое х, что &(х)=0 
и Кх)-=х. 

14. Если [х)-ех при всех х, то Йх)>х при 
всех х или Их) х прн всех х. Если Вх)>х, 
то ЙИх)}> Их) > х. Поэтому уравнение 
ИКх) }-=х не имеет решений. Аналогично в слу- 
чае Их\<х. 


15 в). Пусть хорд длиной | =Т-о не сущест- 


вует. Тогда уравнение (х-И=Их) не имеет 
решений, т. е. ИхЬИ> Их) для всех х ияи 
Пхи Ах} для всех х. Рассмотрим первый 
случай. Тогда /(х-- 41 > Кх--{(9 — 1) >... Их). 
Но Лх+9)=Ах-+рТ]=Их), так как Т — пе- 
риод. Получилось противоречие. Второй слу- 
чай рассматривается аналогично. 

г). Пусть { несоизмеримо с периодом. Пусть 
|Их--о-— Ах), 2>0 для всех х. Тогда 
Их -ЕТ)— ИхИ 22 для любых целых л и 
к. Но числа п и # можно подобрать так, 
что величнна в=1Ё-+ ЕТ станет настолько ма- 
лой, что Их 5)—Кху <. Получилось проти- 
воречие. 

16 в). Рассуждение — как в задаче 15, в. 

г). См. рнс. 5. 

17. Если среднее значение функции равно 
нулю. то у нее есть как неположительные, 
так и неотрицательные значения. Поэтому мож- 


но применить теорсму о промежуточном зна- 
ченин. 





21 21 
соз рх 
18. | зт рх4х = — е =0, и аналогич- 
о р © 
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но \ с03 Яхах=0. Поэтому среднее значение 
© 
{х) на отрезке [0; 21] равно нулю. 


Фувкцни периодические 
м непериоднческие 


1. (их; — непериодическая; {.{х}) — периодй- 
ческая. 

2. их) и Хх) — непериодические. 

3. /(х) — непериодическая; /{х! — периоднче- 
ская (указанне: докажите, что /4х)=0, 
ХЕВ)- 

4. их) — непериодическая; //х) — непериодн- 


ческая (указание: рассмотрите уравнение 
их-- ТГ) = 1х) относительно Т при х-=0 и при 
хжл‘). 

5. /(х) и Рх) — непернодические (ука- 
зание: решите уравнення {(х)=0 и [&{х)=0). 
6. Дх) — непериодическая (указание: вы- 
числите производную функции Их) и докажите 
ее непериодичность)}. 


Кто с кем танцует? 
(см. с. 37) 


Обозначим возраст Игоря через х, возраст Ан- 
тона через у и возраст Максима через 2. 
Тогда всем шестерым танцорам будет 2 (х+у-+ 
+2) —9-= #15 лет, так как каждая девушка на 
3 года моложе своего партиера. Отсюда следует 
также, что Юля не может быть партнершей 
ни Игоря, ни Антона, так как суммы их 
возрастов — четные числа, и следовательно, 
возрасты не могут отличаться на 3. Итак, 
Юля — партнерша Максима, ей (2—3) года, 
Игорю (39—2) лет, Антону (43—22) лет. 
Подставляя полученные значения для хиув 
нервое уравнение, получаем 2=20, у—23, 
х=19. Таким образом, самый молодой — 
Игорь, с ним танцует Ира, а Светлана танцует 
с Антоном. 


Избранные задачи Московской 

городской олимпиады по физике 
1 класс 
1. Тик =480 кг (результат не зависит от ра- 
диуса блока). 
2. т, =4200 кг. 
3. Притяженне наблюдалось при поднесении 
пальца к свободному концу нити. 
4. Смещенная шкала была у вольтметра, ко- 
торым пользовался Дима. 


8 класс 
1. Перекрытие луча на время, указанное в усло- 


Р 


Рис. 6. 
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вни задачи, невозможно — задача не имеет ре- 
шения. 

2. См. рнс. 6. 

3. = ИМ Цевбм „)=0,075 мм /с- 
4. Вл—= И, =333 Ом; Ву 


и лЕ.— = 


=1000 Ом;  И=И НИВУ В)=1,58 В. 
5. а) п=2 МД1 -- с08 <}; и 1/з3щ 0; 6) равно- 
весие устоичивое. 
9 класс 

Ма ( М 
1. #> 5+ 1+ Эт . 


2. 9-=-СЕ,-+С,и.=5.10-5 Кл. 


1 
3. с -с,= в; С.=Си- > В =2 В. 


4. 2, = 820? /(2ес); Ез=лВ?0/(2е); силы Р\ и 
Г, направлены противоположно друг другу и 
перпендикулярно плоскости, разделяющей обе 
половины сферы. 

5. Молоко убежит примерно через 1.5 минуты. 


10 класс 


1. Ат 





М5Н ( Чор Ч 
К-100% ‘7, ^ Т, 
2. Центр коробки движется внутри окружности 
радиусом А/2 по траекторин в виде равно- 
стороннего треугольника. 

3. 1= 11 =8 А. 

4. ч=С(® - (./2=2,15.10-® Кл. 


) = 0,313 кг. 


«Квант» для младших школьников 
(см. «Квант» № 8) 


1.а) Правая часть делится на 11, а левая — нет. 
6) Левая часть делнтся на А, а правая — лишь 
при А=1; значит, А=1, и нз уравнения (10 
+В) - 111=(101+10- В) - 1-1, получаем, 
что В=2. в) Левая и правая части представ- 
ляются, как АВ - АА - 101. 

2. Сумма всех очков домино равна 168. В сред- 
ием в кучках по 42 очка. Теперь нетрудно 
подобрать нужные значения сумм очков: 
ЗТ, 41, 43, 47. 

3. 9453,5--9453,5= 18 907. 

4. Магнитное поле Землн оказывает ориенти- 
рующее действие на стрелку компаса. Еслн бы 
жестко скрепленную с пробкой стрелку поста- 
вилн не на воду, а на шероховатую твердую 
поверхность, то сила трения покоя не дала бы 
пробке развернуться так, чтобы стрелка указы- 
вала на север. В воде же сила трения покоя от- 
сутствует; поэтому под действием маснинтного 
поля Земли опущенная на воду пробка с закреп- 
ленной на ней стрелкой компаса начнет совер- 
шать колебания около направления на север. 
В конце концов из-за сопротивления воды эти 
колебания затухнут, н стрелка будет указывать 
на север. : 

5. 2.2,8,4,3,2,2,2.3,2. 


Шахматная страничка 
(см. «Квант» № 6) 


Задание 11 (Д. Годес, 1983 г.). Ё. Си5! а2 
2. (16 Кр42 3. с4 Кр@3З. Черные пытаются 
спастись прин помощи геометрического маневра 
Рети — направляясь одновременно и к слону, 
н к пешке. Однако их ждет разочарование. 
4. с5 Кре4 5. сб Крё5. Если слон отступает, то 
черный король попадает в квадрат пешки. 
Но ... 6. с7! Кр:16 7. сВФ а! Ф 8. ФЬВ- и 
9- Ф:а1. Теперь понятно, почему не годилось 


1. С94 или 1. СЁ4. 


Задвние 12 (И. Крихели, 1984 г.) 1. аа КЁ2 
2. а5 Кеё 3. а6 К9б+ 4. Кр47 КЪБ 5. 15 Крё5 
6. Крсб Ка7+ 7. Крь7 КЬ5 8. Крьб Ка6 
9. Крсб Кс8 10. Кра7 Ка7. Кажется, что конь 
легко удерживает пешку *а», а другая пешка 
тем более не опасна, так как рядом с ней черный 
король. И все же, успешно маневрируя, белый 
король разрузшает оборону противника. 11. 
Креб Кс8 12. {6 Криб 13. {7 КрЕё7 14. Кра7 
Ка7 15. Кре8 с победой. 


К нашим читателям 


Продолжается подписка 

на журнал «Квант» на 1988 год. 
Журнал рассчитан 

на учеников 6—10 классов. 
Он полезен учителям, 
особенно тем, кто ведет 
кружки и факультативные 
занятия, и всем 

любителям математики 

и физики. 

Индекс журнала в каталоге 
«Союзпечатиз» 70465. 
Подписная цена на год 

4 рубля 80 копеек. 
Подписка принимается - 
без ограничений 

в течение всего года 

в агентствах «Союзпечати». 
на почтамтах 

и в отделениях связи. 
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ПАралманон 9 стфани 7кА— 


Консультирует — экс-чем- 
пиои мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет стра- 
ничку мастер спорта СССР 
по шахматам, кандидат тех- 
нических наук Е. Я. Гок. 


СТАТИСТИКА 
эндшииля 


Оценивая некоторый класс 
окончаний как ничейный или 
выигрышный для сильней- 
шей стороны, мы интуитивно 
опираемся на некоторую ста- 
тистику. Например, есть такое 
известное изречение С. Тар- 
таковера: *«Все ладейные эн- 
дшпили ничейные. Разумеет- 
ся, гроссмейстер имел в виду 
лишь то обстоятельство, что 
выиграть такое окончание 
нелегко. 

С другой стороны, в борьбе 
ферзя против ладьи слабей- 
шая сторона иногда добивает. 
ся ничьей, но эти окончания 
счнтаются выигрышными, по- 
тому что доля позиций, в ко- 
торых ферзь справляется с 
ладьей, близка к 100 процея- 
там. 

Итак, статистический под- 
ход позволяет охарактернзо- 
вать тот или нной вид эндшии- 
ля. Но, понятно, такой под- 
ход требует помощи ЭВМ. 
К. Томпсон, программам ко- 
торого прннадлежат многие 
рекорды длительности нгры, 
для каждого класса исследу- 
емых окончаний прнводит 
соответствующие статистиче- 
ские данные. Прин этом наше 
представление о некоторых 
видах эндшпиля существен- 
но меняется. 

Ладья со слоном против 
ладьи. Традиционно счита- 
ется, что это окончание теоре- 
тически ннчейно. хотя и за- 
щищаться довольно скучно. 
Но вот машинное исследова- 
нне показало, что среди всех 
возможных положений с ладь- 
ей и слоном против ладьи 
доля выигрышных  состав- 
ляет 40.1 %1! Выражаясь мате- 


матическим языком, вероят- 
ность победы у стороны, вла- 
деющей материальным пере- 
весом, равна примерно 0,4. 
Правда, здесь мы как бы 
сделали два допущения: а) 
все позиции данного класса 
имеют одинаковый шанс воз- 
никнуть ив доске во время 
игры; 6) при «доигрыванин» 
любой из них обе стороны 
играют оптнмальным обра- 
зом. 

Ферзь с пешкой протнв 
ферзя. Вероятность выигры- 
ша существенно зависит от 


расположения пешкн. Наи- 
больший процент выигрыш- 
ных позиций достигается при 
пешке на 97 или е7 — 85.6 %. 
Другой крайний случай — 
при пешке на а3 (13), тогда 
процент почти вдвое мень- 
ше — 48.5 %_. 

Ладья с пеюмкой против 
ладьи. Макснмальная вероят- 
ность выигрыша также дости- 
гается при пешке на 97 (е7), 
причем она еще выше — 
89.1 %, а минимальный шанс 
при пешке на а2 (№2} — 44 %. 

Ладья и ковь против 
ладьн. Этот трудный энд- 
шпиль до недавних пор счи- 
тался совершенно ничейным. 
Однако компьютерные иссле- 
дования показали, что про- 
цент выигрышных познций 
достаточно высок — 35,9 %. 


Ферзь со слоном против 

рзя, ферзь с конем против 

рзя. Эти окончання почтн 
не встречаются на практике. 
Многие думают, что выигрыш 
в них маловероятен, но компь- 
ютер опроверг эту точку зре- 
ния. В первом классе 33,4 % 
выигрышных позиций, а во 
втором — 48.4 %. 

Два разноцветных слона 
против коня. Это окончание 
вызвало много споров, особен- 
но среди этюдистов. Совсем 
недавно ЭВМ доказала, что 
снльнейшая сторона почти 
всегда побеждает — 91,8 % 
выигрышных положений. 

Ферзь против двух легких 
фигур. Эти окончания можно 
считать проигранными для 
слабейшей стороны. А машин- 
ная статистика выигрьиных 
позиций такова: 

ферзь против двух коней— 
89.7 %, 

ферзь против двух сло- 
нов — 92,1 %, 

ферзь против слона и ко- 
ня — 93,1 %. 

Теории известны ситуации, 
когда две легкие фнгуры со 
оружают неприступную кре- 
пость окодо своего короля. 
Исследуя этн окончания, ма- 
шина интересовалась необыч- 
ными позициями взаимного 
цугцваига. Оказалось, что в 
двух случаях из трех такие 
конфигурации  единственны 
(см. «Квант», 1987. № 2). 


Укажем теперь три рекорд- 
ные позицин, в которых ферзь 
с королем вынуждены потра 
тить максимальное время, 
чтобы забрать одну из лег 
ких фигур. 

Белые: Кра8. ФЬб; чер- 
ные: Кр47. С45, Ке?Т. Лишь 
на 42-м ходу белые берут 
коня или слона. 
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Белые: Кр@8, ФЬ!; чер- 
вые: Краб, Ке5. КЬ8. При 
оптимальной игре обеих сто- 


рон конь гибиет лишь на 
63-м ходу. 
Белые: Кра8, Фа!; чер- 


ные: Кра7, Сс5, С45. 

1. Крь8 Са6- 2. Край 
Сс5-+ 3. Краб Се4-- 4. Краз 
Кр4б 5. Фей Краб 6. Фсз 
С94 7. $3 Крез 8. Фяз+ 
Кре4 9. Фь4-- КреЗ 10. Фе7-- 
Краз 11. Крь4 С&5 12. Фе! 
С{3 13. ФЬ4 КреЗ 14. Крса 
Се? 15. Краб ©С3+- 16. 
Креб Се4 17. Фез+ Кра2 
18. ФГ41 Краз 19. Краб 
Сс3 20. ФёЗ-+ Кра2 21. Фя1 
С43 22. Кре5 Кре2 23. Фез 
СЬ2 24. Крь4 Соз-+ 25. КраЗ 
СЬ2-{- 26. Кра4 Сс3 27.Фе5 
Се4 28. Фс4 (С{3 29. КрьБ 
Са1 30. Фа2{ Краз 31. ФЕ? 
Се2 32. Кре5 Са 33. ФЗ+ 
Кра2 34. Кра5 СЬЗ-+ 35. Кре4 
Сс2-- 36. КрГ4 С94 37. Фаз 
С43 38. ФЬА-- СсЗ 39. Фа4 
СЬ2 40. КрёЗ СсЗ 41. Фа? 
СЬ2 42. Фе Се?-+ 43. КрЕ2 
С83 44. соя Крс2 45. Фа 
Кра2 46. Фа2 КрсЗ 47. Кре! 
Сс4 48. Фа КрЬЗ 49. ФБ 
КрсЗ 50. ФЬТ сре 51.ФЬТ-- 
КрьЗ 52. ФЫ 3 53. Фе4 
Са3 54. Фез + К рь2 55. Кра1 
СЬЗ-- 56. Кра2 СЬа+ 57. 
Кр@З Са? 58. Фе? {+ КурЪЗ 59. 
$2 КраЗ 60. Кра4 СЬЗ 61. 
Фс1-+ Кра2 62. Кр@З СазЗ 63. 
Фес? ©СЪ2 64. Фа?-- КрЬт 85. 
Кр82 С45 66. ФЪ6 Се4 67. Фь5 
С22 68. Фе? СЬТ 69. ФТ 
Кра2 70. ФГТ-- Краз 71. Ф:ЪТ. 
Всем рекордам рекорд’ 


Конкурсные задания 





17. Белые начниают н де- 
лают ничью. 





18. Белые начинают и де- 
лают ничью. 

Срок отправки решений— 
25 ноября 1987 г. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта». задания 
17. 15%. 


Цена 40 коп. 
Индекс 70465 


Года полтора назад одна из центральных газет 
олубликовала письмо родителей, которые на 
волне общего увлечения приобрели сыну новую 
головоломку. «Запухать»ь ее, конечно, не соста- 
вило труда. А вот «распутать»... Головоломка 
не поддавалась ни сыну, ни отцу, ни учителю 
в школе. Вконец отчаявшиеся родители обра- 
тились к изготовителям злосчастной игрушки. 
О результате можно судить по тому, что следу- 
ющей инстанцией была газета. 

У нас есть основания предполагать, что 
предметом, доставившим столько хлопот его 
счастливым владельцам, была изображенная 
здесь головоломка (рис. 1). Это 7 дисков с 
б лунками на каждом, во всех лунках кроме 
одной пежахт цветные шарики. Повернув на 
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некоторый угол колесико сбоку головоломки, 
мы с помощью системы шестеренок поворачи- 
ваем одновременно все диски на тот же угол 
в направлениях, указанных стрелками. При 
этом «дырку» (пустую лунку) нужно устано- 
вить против шарика на другом диске, вкатить 
щарик в «дырку», освободившуюся лунку вра- 
щением колесика установить против нового 
шарика и т. д. Так производится переста- 
новка шариков. А как вернуться в исходное 
положение? 

Найти алгоритм помогает граф головоломки 
(см. обложни «Кванта» № 5и № 7). Отметим 
на плоскости 42 точки — по числу лунок — 
и соединим линией каждую пару точек, 
отвечающих «связаннымь друг с другом лун- 





Рис. Г. 


кам, т. е. лункам, которые можно состыковать 
вращением колесика (рис. 2). Легко понять, 
что любая лунка связана ровно с одной лункой 
ха каждом из соседних дисков, т. е. лунки 
центрального диска (6 точек в центре графа) 
связаны с 6 лунками каждая, а остальные 
лунки имеют по 3 чсвязи». Лунки, непосредет- 
венно стыкующиеся с центральными («лунки 
1-20 уровня»), образуют на графе внутреннее 
кольцо. При вращении колесика на 60° на их 
место придуг евлунки 2-го уровня» — они 
изображаются точками следующего кольца. 
Дальше идег кольцо «лунок 3-го уровня», 
попадающих ка 1-й уровень при повороте 
на 120°, и т. д. Теперь головоломку можно 
свести к перемещениям фишек по диниям 
графа. Такие «путешествия по графам» подроб- 
но обсуждались в одноименной статье Д- Ва- 
карелова («Квант» № 7, 1986, с. 50). Главная 
трудность возникает при переносе теории на 
практику — слишком уж различаются располо- 


Рис. 2. 


жения шариков в головоломке и на графе 
(на обоих рисунках изображено одно и то же 
(1!) расположение цветов; черным на графе 
помечена «дырка»). 

Головоломку удобно собирать по уровням; 
предварительно очередной уровень переводится 
на место 1-г0. Поясним, как переставлямтся 
шарики 1-20 уровня. Переведем сначала +«дьер- 
ху» через 2-й уровень на одно из мест 120 
уровня (по красным стрелкам). прогоним ее 
по кругу (синие дуги) и возвратим тем же 
(красным) путем. В результате 5 шариков 
1-20 уровня циклически переставляются, а 
остальные вернутся на свои места (проверьте?). 
Из таких 5-циклов можно составить любую 
перестановку цветов на 1-м уровне. Аналогич- 
но можно устроить обмен между разными 
уРОВНЯмМи. 

В. Н. 
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сх Уи __  Старговая масса 
| ‚’ «Энергии» свыше 2000 т, 
_  выводимый 
а полезный груз — 
у более 100 г. 
' На фотографии 

вы видите «Энергию» 
перед стартом- 

Рядом 
° в том же масштабе 

показана 

‘первая ракета 

на жидком топливе, 

‚ созданная 

Р. Годдардом (США). 

Ее запуск - 

состоялся в 1926 году. 

И хотя пролетела 

она всего лишь 56 м, 
ее можно считать 
прабабушкой 
современных 
ракет- 
носителей. 








Год З0-летия 
космической эры 
отмечен в 
нашей стране 
рядом крупных 
достижений. 
Особое место 
среди них заняло 
создание 
универсальной 
ракеты-носителя 
«Энергия», 
успешные испытания 
когорой проведены 
в мае эгого года. 
«Энергия» — 
Эвухступенчатая 
ракета, выполненная 
по схеме «Пакеть. 
Ее первая ступень 
состоит из четырех 
боковых 
[4 блоков-ускорителей. 
Вторая ступень — 
центральный блок 
длиной 60 м 
и диамегром 8 м. 
® 
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Нскусство программирования 

42 А П Ершов. Мир языков программирования 

48 Л л А. Дуванов, Ю. А. Первин Язык Лого. Урок 1: 
Путешествня Черепахи 

48 Об открытии Всесоюзной заочной школы 
программирования 


Практикум абитурнеита 
53 В В Можаев. Конденсаторы с «избыточиым» зарядом 
пластин 


Олимпиады 
60 —Х!Ш Всероссийская олимпиада школьников 
62 Призеры ХИТ Всероссийской олимпиады школьникоа 


63 Ответы, указания, решения 
Наша анкета (35) 
«Кяанте улыбается (58) 
Шахматная страничка 
Компьютер в компании гроссмейстеров (3-я с. обложки) 


Иеи ббриееа_ 


На первой странице обложки — общий вид 
ядра кометы Галлея, полученный 

8 результате обработки на ЭВМ 
телевизионных изображений ядра, 
переданных с борта 

автоматической станции «Вега-8» 

О том. что дала ученым встреча с кометой, 
состоявшаяся в марте прошлого года. 
рассказывается в этом номере журнала (с 8} 
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30 лет космической эры 


В истории величайших научно-технических свер- 
шений событие, которое произошло 4 октября 
1957 года, занимает особое место. В этот день за- 
пуском Первого искусственного спутника Земли 
человечество вступило в новую эру — эру освоения 
и использования космического пространства. 

При всей грандиозности последующих достиже- 
ний космонавтики ни одно из них не оказало, 
по всеобщему признанию, такого огромного воз- 
действия на умы и чувства людей во всех концах 
планеты, как запуск «простейшего спутника» (как 
называли его сами создатели). Но запуск спут- 
ника — это не только создание аппарата, спо- 
собного функционировать в условиях космическо- 
го полета. Это разработка и сооружение огромного 
ракетно-космического комплекса. 

То, что приоритет в его создании принадлежит 
Советскому Союзу, — показатель мощного научно- 
технического потенциала нашей страны, способ- 
ности мобилизовать усилия и ресурсы для реше- 
ния сложнейших задач. Отечественная космонав- 
тика и сегодня занимает ведущие позиции на 
многих направлениях изучения и использования 
космического пространства. Огромная заслуга в 
ее становлении принадлежит С. П. Королеву, 
М. В. Келдышу, В. ПН. Глушко, М. К. Янгелю, 
В. Н. Челомею, Н. А. Пилюгину и многим другим 
выдающимся ученым ‘и конструкторам. 

В настоящее время космонавтика все в большей 
степени приобретает интернациональный харак- 
тер. Десятки стран принимают участие в косми- 
ческих программах, некоторые из них создали соб- 
ственные ракетно-космические системы. 

Без космической техники уже немыслимы ни 
научная, ни хозяйственная деятельность. Космиче- 
ские аппараты исследуют Землю и дальние пла- 
неты, обслуживают геологов и работников сельско- 
го хозяйства, обеспечивают связь и обнаруживают 
терпящих бедствие, помогают создавать новые 
материалы и медицинские препараты. 

Это сегодня. А завтра? Впереди новые проекты 
и новые маршруты, ведь космос — это дорога 
без конца! 
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ИНТЕРВЬЮ 
С АКАДЕМИКОМ 
Р. 3. САГДЕЕВЫМ 


— Первый искусственный спутник Земли 
и орбитальный комплекс «Мир» разделяют 
30 лет. В технике — это целая эпоха. Нынеш- 
ияя космическая техника стала уже неотъем- 
лемой частью экономики, одной из нанболее 
перспективных отраслей народного хозяйства 
СССР. Каким представлялось будущее космо- 
навтикы 30 лет назад? В каком направлении 
пойдет развитне космической техники в бли- 
жайшне годы? 


— Очень трудно сравнивать то, что 
получилось, с тем, что ожидали по- 
лучить, так как настоящего, коллек- 
тивно осознанного прогноза не было. 
Были прогнозы отдельных ученых. 
Например, ‘очень яркий прогноз 
К. 9. Циолковского (он’был дан 
еще за несколько десятков лет до за- 
пуска первого ИСЗ). Известно, что 
С. П. Королев много думал о том, 


в каком направлении будет развивать-. 


ся космонавтика. Я полагаю, что пио- 
неры космонавтики основные техни- 
ческие, организационные, психологи- 
ческие трудности, которые возникли 


* 
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Директор Института 
космических исследований 
АН СССР, 

член Международной 
академии астронавтики, 
каучный руководитель 
проектов «Вега» и еФобось. 
Можно ли мечтать 

о лучшем собеседнике, 
еслы вы хотите узнать 

06 итогах и перспективах 
изучения и освоения 
космического просгрансгва? 
Й корреспондент- 
«Кванта» обратился 

с просьбой о встрече 

к известному 

советскому физику 
академику 

Ровльду Зиннуровичу 
Сагдееву... 


позже, 
рошо. 


Вместе с тем, сегодня космонавтика, 
на мой взгляд, носит скорее деловой, 
«рутинный» характер, нежели тот ро- 
мантический, который представлялся 
мечтателям первых лет освоения 
космического пространства. 

Меньший акцент в прогнозах делал- 
ся на беспилотные автоматические ап- 
параты. Во многих научно-фанта- 
стических сюжетах речь шла, да и 
сейчас идет, о деятельности на орбите 
или в далеком космосе экипажей или 
даже целых космических колоний. 
Но на Земле на протяжении десяти- 
летий идет настоящее наступление 
автоматов, робототехники. Почему же 
не ожидать, что то же самое будет 
происходить и в космосе? Так, собст- 
венно, уже и получается. За 30 лет 
автоматы «научились» делать просто 
чудеса. В них постоянно реализуются 
все новые достижения из компьютер- 
ной техники, информатики. Сегод- 


3 


представляли достаточно ха- 


няшний автомат, в сущности, — пред- 
вестник искусственного интеллекта. 
Количество команд, «заложенных» в 
бортовые компьютеры таких аппара- 
тов как, например, американский 
«Викинг» или наши *Веги», исчис- 
ляется десятками тысяч. Но и это еще 
не все: благодаря постояннодействую- 
щему каналу общения Земля — КА 
{космический аппарат) во время поле- 
та имеется возможность перепрограм- 
мирования. Когда мы обсуждали, 
например, задачу нахождения ма- 
ленького ядра кометы Галлея среди 
гигантской яркой комы, мы решили 
оставить за бортовым компьютером 
свободу обнаружения, распознавания 
ядра, так как никто не знал, какой 
облик оно будет иметь. Такого рода 
задачи очень быстро двигают науку и 
технику, и на рубеже двух тысячеле- 
тий подобные КА будут определять 
лицо космической техники. 

Не буду забегать так далеко, как 
это делает знаменитый американский 
физик Ф. Дайсон. КА будущего, 
зонды, покидающие Солнечную сис- 
тему, он представляет себе в виде неко- 
его гибрида ультрасовременной, вер- 
нее, ультрабудущей электроники, ин- 
форматики и молекулярной генети- 
ки — некой «космической бабочки в 
защитном коконе», использующей 
принципы молекулярной биотехноло- 
гии и биозлектроники. Хотя сегодня 
даже такие фантазии, наверное, за- 
служивают внимания. 


Эгапы освоения космического пространства 





1957 
3.Х — на орбиту 
выведен первый 
искусственный 
спутник Земли 
{«Спуткик-Ё»). 
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— А какое место в космических полетах 
принадлежит все-таки человеку? 


— Конечно, человек, космонавт 
имеет свою экологическую нищу в кос- 
мосе. Например, на орбитальных 
станциях типа «Мир». И в ближай- 
шие годы, может быть, до конца 
столетия, тенденции, которые намети- 
лись, будут развиваться. Пребывание 
человека на орбите станет уже по- 
стоянным. 

Опыт, накопленный космической 
медициной в процессе длительных ор- 
битальных полетов, а также опыт дли- 
тельной эксплуатации космической 
техники в принципе позволили бы на- 
шему современнику отправиться в 
многолетнее путешествие, например, 
на Марс. И такой проект имеет немало 
сторонников. В США к организации 
такой экспедиции призывают научно- 
технические общества и крупные уче- 
ные и специалисты в области космо- 
навтики. Астрофизик К. Саган и его 
коллеги с этой целью основали мощ- 
ную общественную организацию 
«Американское планетное общество». 
Современный уровень техники дейст- 
вительно позволяет осуществить такой 
полет. Однако его стоимость превы- 
сила бы в несколько раз стоимость 
самой дорогой на сегодняшний день 
космической программы — лунной 
экспедиции «Аполлон», реализован- 
ной в конце 60-х — начале 70-х 
годов. 





7.^ — впервые КА 
облетел Луну 

и сфотографировал 
=е обратную сторону 
{«Луна-3»). | 


1961 

121 — первый полет 
человека в космос 
{Ю. А. Гагарин). 


1985 
18.111 — первый выход 





3.Х1 — впервые запущен 
спутник с животным 
на.бортиу (собока Лавка). 


1959 

2.1 — впервые КА 
{космический аппарат] 
развил 

И космическую 
скорость («Луна-!»). 
144Х — впервые КА 
достиг Луны («Луна-2+)}- 





Существуют и конкурирующие про- 
екты. Их авторы считают, что авто- 
маты могут собрать не менышее коли- 
чество научной информации, причем 
при значительно более низких затра- 
тах. Скорее всего, в будущих косми- 
ческих программах можно ожидать 
сочетания пилотируемой и непило- 
тируемой техники, и рано или позд- 
но полет человека на Марс состоится. 
Однако ` целесообразным это станет 
тогда, когда минимальный объем ин- 
формации будет все же получен авто- 
матами. 


— С помощью космической техники стало 
возможным проводнть нсследования, недостуй- 
ные ДЛЯ «земной» техники, удалось сделать 
немало научных открытнй. Каковы нанболее 
важные из них? 


— Сегодня трудно выделить какие- 
либо из них. Будущее покажет, какое 
место они займут в золотом фонде 
достижений человечества. И речь не 
идет только об астрономии. 30 лет 
космической эры обогатили многие 
отрасли науки и техники. На орбите 
получают новые материалы и меди- 
цинские препараты, ведут наблюде- 
ния за сельскохозяйственными и лес- 
ными массивами, составляют карты 
труднодоступных районов Земли, по- 
могают геологам в поиске полезных 
ископаемых. 

Что же касается астрономических 
исследований, здесь приоритет за дву- 
мя направлениями: изучением небес- 


человека 
в открытый космос 
(А. А. Леоков) 


1966 

3-П — первая мягкая 
посадка КА на Луну 
(+Луна-9+} и передача 
на Землю 
гелевизионного 
изображения лунной 
поверхности. 
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ных объектов с помощью дистанцион- 
ных методов и прямым исследованием 
Солнечной системы приборами, уста- 
новленными на космических аппара- 
тах. Выведя инструменты за пределы 
земной атмосферы, космическая аст- 
рономия дала возможность специа- 
листам работать в недоступных на 
Земле из-за влияния атмосферы ди- 
апазонах — рентгеновском, инфра- 
красном, ультрафиолетовом диапазо- 
нах, а также в диапазоне гамма- 
излучения. В каждом из них полу- 
чены конкретные результаты. Наши 
американские коллеги осуществили 
запуск рентгеновского телескопа 
«Эйнштейн» и с его помощью полу- 
чили огромное количество информа- 
ции о-космических телах, являющих- 
ся мощными источниками рентгенов- 
ского излучения. К этим телам отно- 
сятся квазары, пульсары, нейтронные 
звезды и черные дыры. В инфракрас- 
ном диапазоне тоже появились свои 
пионеры. Например, телескоп 
«ИРАС», созданный совместными 
усилиями ученых и специалистов 
США, Англии и Голландии. Приборы 
советского исследовательского спут- 
ника «Астрон» и международного — 
ГЕ провели наблюдения в ультра- 
фиолетовом диапазоне уникального 
события — рождения сверхновой 
знезды в созвездии Золотой Рыбы. 
Многого ожидаем мы от первого астро- 
физического модуля «Квант», работа- 
ющего в составе орбитального ком- 





















1969 
21.91Т — первая 
экспедиция 


на Луне (Ы. Армстронг 
и Э. Олдрин, 
«Л поллон-11*}. 1 


1970 

2441Х — первая 

доставка на Землю 

лунного грунта 

автоматическим КА 
* («Луна-16.). 


ллекса «Мир». В разработке прибо- 
ров, установленных на нем, наряду 
с советскими учеными приняли учас- 
тие английские, западногерманские, 
голландские специалисты. 

Изучение внегалактических объек- 
тов приведет к созданию новых мо- 
делей образования и эволюции Все- 
ленной, формирования галактик и 
звездных систем, в частности 
Солнечной системы. 


— На заре космической эры многие наде- 
ялнсь, что полеты в космос сделают ре- 
альным обнаружение внеземной жизни, даже 
извечизя мечта человечества © встрече с 
братьямн по разуму, казалось, вот-вот сбудется. 
Может быть, именно это придавало космнче- 
ским полетам особую романтику. Впрочем, н в 
фантастнческой художественной литературе 
эта тема была центральной (можно вспомнить 
замечательный роман И. А. Ефремова «Туман- 
ность Андромеды», поланвшнйся в это же вре- 
мя). Шлн годы, но ученым не только не уда- 
лось обнаружить жизнь ва других небесных 
телах. многне яз них вообще считают, что 
жизнь на Земле уннкальна. Что нового дали 
космические исследования в этом отношении? 


— В космических исследованиях 
поиск внеземной жизни занимает важ- 
ное место. Если программа полета 
допускала возможность пролить до- 
полнительный свет на этот ‘вопрос, 
такой случай, как правило, не упуска- 
ли. На космических аппаратах уста- 
навливались специальные приборы 
(например, на посадочном блоке мар- 
сианского +«Викинга» имелась биоло- 
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17-ХТ — первый 
самоходный апперат 
на Луне {«Пукоход-1»}. 
15.ХП — первая мягкая 
посадка КА 

на Венеру (+Венера-7»). 
= 

1971 

1941" — вывод 

на орбиту первой 
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гическая лаборатория). И хотя приз- 
наков жизнедеятельности нигде обна- 
ружить не удалось, я думаю, песси- 
мистические выводы делать еще рано. 
Конечно, то, что мы знаем сегодня о 
Марсе, делает обнаружение даже са- 
мых примитивных форм жизни на нем 
мало вероятным. Да и вообще мало 
шансов, что где-нибудь в Солнечной 
системе это удастся сделать. Однако 
исследования дали много важных 
данных о так называемой предбиоло- 
тической эволюции молекул. Почти 
полный набор оснований аминокислот 
имеется и в составе лунного грунта, 
и в метеоритном веществе, которое 
падает на Землю. Это означает, что 
так называемый абиогенный синтез — 
подготовка исходных «кирпичиков» 
для дальнейшего скачка на уровень 
гена — в космических условиях при 
наличии всевозможных экзотических 
излучений, таких как рентгеновское, 
имеет место. И конечно, при будущих 
молетах к Марсу и другим, более уда- 
ленным от нас небесным телам такую 
возможность биологических или, как 
минимум, предбиологических иссле- 
дований будут учитывать. 


— Многие ученые считают целесообразным 
искать проявленне деятельности внеземных 
цивилизаций средн небесных тел, в *цове- 
денни» которых имеются какие-либо аномалнн. 
В свое время вниманые астроиомов привлекли 
Тунгусский метеорит, спутиики Марса, неко- 
торые кометы... Есть ли сегодня небесные тела, 
находящиеся у астрономов зна подозренине? 


1975 

17-"П — первая 
стыковха 
космических кораблей 
разных стран 


орбитальной станции 
(«Салют»). 

2.Х1! — первая мягкая 
лосадка КА на Марс 
(+Марс-3е)- 







#угз 
4.ХП — первые 
исследования Юпитера 


(+Союз-19» 
и „Аполлон»).1 


1979 

ТАХ — первые 
цеследования Сатурна 
КА с пролетной 
траектории 


межпланегтным КА 
с пролетной траектории 
{«Пионер-10»). 


— К сожалению, сегодня нет объек- 
тов, которые можно было бы считать 
«подозрительными» с такой точки зре- 
ния. В той или иной мере на основе 
астрофизических гипотез, физических 
моделей можно объяснить кажущиеся 
аномалии в поведении тех или иных 
космических тел. По крайней мере, в 
той степени, в какой это позволяют 
сделать известные факты. В то же вре- 
мя, радиоастрономы одной из своих 
главных задач считают поиски объек- 
тов с аномальными характеристика- 
ми. Это направление имеет шансы 
обнаружить по-настоящему аномаль- 
ные объекты. 

— Главный вопрос современности — вопрос 
о мире. Может лн международное сотруд- 
ничество в космосе стать эльтернатнвой про- 
грамме «звездных воин»? Каким вы его себе 
представляете? 

— Безусловно, мирное междуна- 
родное сотрудничество в любой форме 
является альтернативой милитариза- 
ции космического пространства. Не- 
возможно насыщать околоземные' ор- 
биты многочисленными КА военного 
назначения и в то же время рассечи- 
тывать на серьезные дорогостоящие 
международные научные или, ска- 
жем, коммерческие проекты. Эти два 
направления приходят в глубокий 
конфликт. И не случайно. поэтому сто- 
ронники мирного космоса, звездного 
мира, активно выступают против ис- 
пользования космоса в военных це- 
лях. 
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Уже сегодня имеется достаточно 
много конкретных областей космиче- 
ских исследований, в которых осу- 
ществляется международное сотруд- 
ничество, в частности, это программа 
«Интеркосмос», включающая в себя 
изучение космического пространства 
беспилотными аппаратами, пилотиру- 
емые полеты и т. д. В рамках между- 
народного сотрудничества в 1986 го- 
ду успешно завершились иеследова- 
ния кометы Галлея. В середине 
1988 года начнется осуществление 
проекта «Фобос». Его Цель — изуче- 
ние одного из спутников Марса. Ини- 
циаторами проекта стали советские 
ученые, а научную аппаратуру для 
«Фобоса» готовят специалисты раз- 
ных стран. : 


— «Космическая одиесся 2001 года» уже не 
за горамн. Какой она будет? Ведь в ней прн- 
мут участне н нынешине читатели журнала 
«Квант». Что вы можете нм пожелать? 


— Думаю, ее сценарий будет пи- 
саться тогда, когда сегодняшние чи- 
татели «Кванта» станут специалиста- 
ми. До этого осталось не так много, 
может быть, 5—7 лет. И чем раныше 
нынешние школьники займут актив- 
ную творческую позицию, тем боль- 
ших результатов они добьются (и сов- 
сем не обязательно ждать, когда они 
станут пятидесятилетними!). | 

Желаю им успехов! 














с космонавтами 

Дж. Янгом 

и Р. Криппеном > 
1986 

24.1 — первые 
исслебоввния Урана 


{+«ПТионер-11»). 

{На снимке — 
пластинка-послание 
с «Пионера-11».) 









1981 
121У — вывод 
на орбиту первого 
многоразового корабля 
«Спейс шатгле 
(«Колумбния» 


КА с пролетной 
траектории («Вохджер-2»). 











20.11 — вывод на орбиту 
новой научной 

станции «Мир».— 

4.111 — первые прямые 
исследования КА 
кометы Галлея («Вега-1 *). 


1987 

91 — стыковка 
первого орбитального 
модуля («Квант») 

со станцией «Мир». 
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ВСТРЕЧА С КОМЕТОЙ 
ГАЛЛЕЯ СОСТОЯЛАСЬ! 


Кандидат физико-математических наук 
Т. К. БРЕУС 


Кометы все еще остаются наименее 
изученными объектами Солнечной 
системы, хотя открывают их по не- 
скольку штук в год. Причина в том, 
что появляются они неожиданно, а 
само тело кометы — ее ядро —- не- 
доступно для наземных наблюдений, 
поскольку скрыто сиянием колоссаль- 
ной, в сотни тысяч раз большей са- 
мого ядра, головы, или «комы» — 
газово-пылевой атмосферы, возникаю- 
щей при испарении кометного веще- 
ства, разогреваемого солнечным излу- 
чением при сближении кометы с 
Солнцем. 

Комета Галлея зарекомендовала се- 
бя в прошлые возвращения как одна 
из наиболее ярких. Например, в 
8317 году она прошла в 6 млн км 
от Земли и была в 6,5 раза ярче 
Сириуса — самой яркой звезды зем- 
ного небосвода. В 1910 году при про- 
лете вблизи нашего светила комета 
оказалась между Землей и Солнцем. 
А так как хвосты комет всегда на- 
правлены от Солнца и тянутся на 
многие миллионы километров, Земля 
в течение нескольких часов летела 
сквозь хвост кометы. 

В этот приход комету Галлея об- 
варужили на рекордно большом рас- 
стоянии — около 1,6 млрд км от 
нашей планеты и Солнца. Это было 
16 октября 1982 года, когда комета 
находилась в созвездии Малого Пса 
и светила в 40 млн раз слабее самых 
слабых звезд, которые еще может ви- 
деть человек невооруженным глазом. 
Обычно кометы обнаруживают на рас- 
стояниях в 2—3 раза меньших, но 
на сей раз была использована самая 
совершенная техника, позволяющая 
регистрировать даже отдельные кван- 
ты сБета. Но вот из-за неблагоприят- 
ного расположения траектории коме- 
ты (в перигелии траектории Солнце 
оказалось между Землей и кометой) 
«пообщаться» с ней непосредственно 
с Земли как следует было невоз- 
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можно. Этот недостаток с лихвой ком- 
пенсировался запуском к комете сразу 
пяти космических аппаратов — двух 
советских («Вега-1», «Вега-2»)*), од- 
ного западно-европейского («Джот- 
то») и двух японских. 

В предыдущее появление кометы 
Галлея в 1910 году на нее были на- 
целены, главным образом, спектро- 
скопы, с помощью которых астро- 
номы уточняли состав головы и хвос- 
та небесной гостьи. Еще раньше, в 
1835—1836 годах, для исследования 
кометы Галлея был применен первый 
астрофизический прибор — изобрете- 
ние выдающегося французского фи- 
зика и астронома Араго — поля- 
рископ. Тогда было доказано, что хво- 
сты комет светят, в основном, отра- 
женным от Солнца светом, т. е. в них 
много плыли — распыленных каме- 
нистых частей ядра, отгоняемых в 
виде хвоста прочь от Солнца какими- 
то силами. Только в 1910 году, после 
того как русский физик П. Н. Ле- 
бедев показал, что свет может ока- 
зывать давление на частицы, обра- 
зование пылевых кометных хвостов 
получило свое объяснение. 

В 1836 году в научной литера- 
туре появились и высказывания о фи- 
зической природе таинственного ядра 
кометы. Немецкий астроном  Бес- 
сель выдвинул идею, согласно кото- 
рой ядро состоит из летучих, т. е. легко 
возгоняющихся от жара веществ. По- 
добную мысль высказал некогда 
Лаплас. В третьем издании своего 
«Изложения системы мира» (1808 г.) 
он объяснил образование колоссаль- 
ной головы и хвоста кометы быст- 
рым испарением «жидкостей» с по- 
верхности ядра близ Солнца. При уда- 


®) Полет советских космических станций «Ве- 
га» осуществаялся в рамках Международной 
экспедиции «Венера — комета Галлея». О проекте 
«Вега» рассказывалось в статье Л. С. Марочника 
«Свидание с кометой» в «Квактеь № 5 за 1985 год. 


лении кометы от нашего светила ос- 
тавшиеся «жидкости» снова должны 
превращаться в лед, и так при каж- 
дом последующем возвращении. 

В ХХ веке идея ледяного ядра ко- 
меты вновь возрождается американ- 
ским астрофизиком Ф. Уипплом. Он 
предлагает модель (1950 г.), согласно 
которой кометное ядро представляет 
собой космический айсберг — моно- 
литное тело неправильной формы, со- 
стоящее из замерзших летучих ве- 
ществ (н.о, СН., МН», Со. и др.), 
смешанных с частичками метеорит- 
ного вещества. Когда кометное ядро 
приближается к Солнцу, летучие ве- 
щества с его поверхности испаряют- 
ся, и возникают потоки газа, кото- 
рые увлекают за собой пылевые 
частицы,— образуются кома и хвост. 

Советский астроном Б. А. Ворон- 
цов-Вельяминов полагал, что ядро 
кометы состоит в основном из туго- 
плавких веществ (силикаты, метал- 
лы) и только на поверхности име- 
ется слой замерзших газов. Гол- 
ландекий астрофизик М. Гринберг 
в общем был согласен с Уипплом, 
но считал, что в гипотетический со- 
став ядра надо «добавить» сложные 
органические вещества. Он предпола- 
гал, что ядро кометы представляет 
собой не айсберг, а, скорее, своего 
рода сугроб, причем состоит он из 
частиц межзвездного вещества, 
«спрессованных» в сложную струк- 
туру — цилиндрик длиной в несколь- 
ко микрон,внутри силикатный, свер- 
ху слой органики, а поверх орга- 
ники — слой льда. 

Откуда же прилетают к нам кос- 
мические гостьи? Где могли образо- 
ваться эти сложные конгломераты 
пыли, газов и даже органических 
молекул? 


Существовало большое число ги- 
потез о происхождении комет. В со- 
ответствии с одной из них, впер- 
вые предложенной Лагранжем 
(1788 г.), а затем развитой совет- 
ским ученым С. К. Всехевятским 
(1955 г.), кометные ядра могли вы- 
брасываться из недр планет-гигантов 
и их спутников во время вулкани- 
ческих извержений. Когда американ- 
ские «Вояджеры» обнаружили вулка- 
ническую деятельность на спутнике 
Юпитера Ио, это предположение обре- 
ло как бы «второе дыхание». Тем 
не менее отношение к этой гипотезе 
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весьма скептическое — 
МНОГО «НО». | 

Большинство специалистов полага- 
ют, что получить ответ на вопрос о 
происхождении комет удалось выдаю- 
щемуся голландскому астроному Яну 
Оорту. Конечно, в науке правиль- 
ность той или иной гипотезы не ре- 
шается большинством голосов, и толь- 
ко экспериментальные факты дают 
объективные доказательства. Тем не 
менее гипотеза Оорта (1950 г.) прак- 
тически не имеет изъянов. 

Оорт предположил, что Солнечная 
система окружена гигантским зобла- 
ком» комет, простирающимся на рас- 
стояниях от 20 000 до 200 000 астро- 
номических единиц (1 а. е. = 
—150 000 000 км) от Солнца, т. е. да- 
леко за пределами планетной системы 
(орбита Плутона — последней плаие- 
ты — порядка 40 а. е.). 

Что заставляет кометы покидать 
свое «пристанище»? Несмотря на то, 
что в облаке Оорта по оценкам долж- 
но содержаться 10''--10'? комет, их 
столкновения так редки*), что они 
не могут быть причиной, выталки- 
вающей их из облака. Оказывается, 
ответственны за это близко прохо- 
дящие звезды. Они хаотизируют ско- 
рости движения комет и время от 
времени выбрасывают их или за пре- 
делы Солнечной системы, или в сто- 
рону Солнца. 

Остается, однако, неясным проис- 
хождение самого облака Оорта, или, 
как его называют, банка или сейфа 
комет. Решение этой проблемы и яв- 
лялось одной из главных целей кос- 
мической экспедиции к комете Гал- 
лея. Ученые надеялись, что’ наблю- 
дение ядра кометы с близкого рас- 
стояния, определение его состава, 
исследование частиц кометы‘ зрука- 
ми» автоматов позволит понять, как 
образовался банк Оорта. Является 
ли он частью протопланетного ве- 
щества газово-пылевой туман- 
ности, из которой примерно в одну 
эпоху возникли Солнце, планеты и ко- 
меты? Или, может быть, банк Оорта 
имеет галактическое происхождение? 
Например, уже после завершения 
своего формирования Солнечная си- 


слишком 


*) Время между столкновениями двух комет- 
ных ядер с типичным размером 1 км на четырнад- 
цать порядков больше времени существования 


Солнечной снстемы. 
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Автоматическая межпланет- 
ная станция «Вега». 
Пылеударный масс-анализа- 
тор «ПУМА»ь. 
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Автоматическая стабилизированная платфор- 
ма-с установленной на ней аппаратурой. В со- 
став телевизионной системы входит узкоцуголь- 
ная камера высокого разрешения (1), широко- 
угольная камера-датчик наведения (2) и элект- 
ронный блок телевизионной установки (3). 
На платформе установлены также трехканаль- 
ный спектрометр (4) и инфракрасный спектро- 
метр (5). 


стема могла пролететь через ги- 
гантское облако межзвездного газа и 
захватить содержавшиеся в нем пыль, 
газ, органические соединения, а воз- 
можно, и готовые кометные ядра. 

Кстати, радиоастрономическими 
методами было обнаружено в га- 
зово-пылевых облаках в Галактике не- 
сколько типов органических соеди- 
нений — формальдегиды, синильная 
кислота, спирты — исходные про- 
дукты для образования наиболее 
сложных производных углерода 
аминокислот, которые являются 
«строительными блоками» белка. Сле- 
ды органических соединений регист- 
рировались в ходе наземных наблю- 
дений и у комет. В метеоритах на- 
ходят даже сами аминокислоты. 

Возможно, метеориты (как и коме- 
ты) являются «мусором» на строи- 
тельной площадке, где создавалась 
Солнечная система. Однако они уже 
изрядно «подпорчены» Солнцем. Ко- 
меты же хранились на большом уда- 
лении от него, как бы в холо- 
дильнике, не подвергаясь.воздействию 
излучений, и поэтому должны были 
сохранить свои первичные свойства. 

Вот почему ученые с таким нетер- 
пением ждали свидания с кометой 
Галлея. 

Самой важной задачей в проекте 
«Вега» было исследование физиче- 
ских характеристик ядра кометы. 
Использовались два подхода: во-пер- 
вых, дистанционные измерения при 
помощи оптических приборов и, во- 
вторых, прямые исследования веще- 
ства (газа и пыли), покидающего ядро 
и пересекающего траекторию, по ко- 
торой движется аппарат. 

Оптические приборы размещались 
на специальной платформе, которая 
поворачивалась во время пролета 
ядра и автоматически отслеживала 
направление на него. Одним из 
главных элементов оптического комп- 
лекса была телевизионная система. 
В комплекс входили также прибо- 
ры, которые должны были обеспе- 
чивать проведение детальных спект- 
роскопических исследований химиче- 
ского состава различных областей 
атмосферы (комы) и хвоста кометы. 
Одним из важнейших направлений 
этих исследований был поиск пер- 
вичных, или, как их еще называют, 
«родительских», молекул. Наземными 
спектроскопическими измерениями 
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Пролет 
0^010 
кометы 
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Орбита кометы Галлея 


Общая схема полета станций «Вега». 


обнаружить эти молекулы невозмож- 
но. Дело в том, что при перехо- 
де кометного льда из твердого со- 
стояния непосредственно в газообраз- 
ное газ вылетает с поверхности ко- 
меты почти со скоростью звука, и 
в районе ядра плотность его очень 
велика. Поэтому молекулы интенсив- 
но взаимодействуют друг с другом 
и в них происходят существенные 
химические изменения. В ходе этих 
процессов образуются так называемые 
«дочерние», т. е. вторичные, молеку- 
лы. Они-то и «регистрируются» на- 
земными спектроскопическими изме- 
рениями. 

Оптические исследования газового 
состава атмосферы кометы должны 
были дополняться его измерениями 
при помощи специального пылеудар- 
ного масс-анализатора (ПУМА). 

Как уже отмечалось, кометная ат- 
мосфера состоит не только из газо- 
вых, но и из пылевых частиц. При 
относительной скорости сближения 
космического аппарата с кометой по- 
чти 80 км/с эта пыль представляла 
большую опасность. Для защиты ап- 
паратов были созданы специальные 
многослойные экраны. Но именно 
большая относительная скорость и бы- 
ла использована для определения со- 
става частиц. Если на пути такой +пы- 
линки» поставить мишень, то при уда- 
ре о нее частица взрывообразно 
испаряется, ионизируется и превра- 
щается в облачко плазмы. Масс- 
спектрометр определит ее состав, а 
следовательно, и состав ядра кометы, 
из которого эта частица вырвалась. 


Такова идея эксперимента ПУМА 
(научные руководители Р. 3. Саг- 
деев (СССР), У. Киссель (Общество 
имени Макса Планка, ФРГ), 
Ж. Л. Берто (Франция)). 

Ряд приборов предназначался для 
измерения физических характеристик 
пылевого потока — числа частиц раз- 
ной массы, их размеров, плотности. 

На борту станций были также уста- 
новлены многочисленные приборы 
для изучения взаимодействия комет- 
ных ионов с межпланетной средой, 
заполненной, как известно, плазмой, 
испускаемой солнечной короной, — 
солнечным ветром. 

Что же нового узнали мы в эту 
встречу с кометой? 

Анализ телевизионных изображе- 
ний, переданных с борта станций на 
Землю, показал, что ядро кометы 
Галлея представляет собой монолит- 
ное тело неправильной формы. Раз- 
меры его 8Ж8Х 16 км. Это намного 
больше, чем предполагали ученые 
{2—5 км). Объем ядра, по грубым 
прикидкам, составляет примерно 
5- 10" м. Ядро вращается вокруг 
оси, которая расположена внутри ко- 
нуса раствором 45°’ от нормали к 
плоскости орбиты. Направление вра- 
щения совпадает с направлением ор- 
битального движения. Отражательная 
способность ядра очень низкая. Ядро 
кометы — одно из самых темных 
тел Солнечной системы. Выброс пыли 
происходит только на освещенной 
части ядра. На поверхности имеется 
несколько областей (примерно 10% 
площади), из которых пыль уходит 
сравнительно узкими потоками 
(струями). Пыль, однако, покидает 
поверхность и вне струй. Над поверх- 
ностью имеется тонкий (около 1 км) 
слой, внутри которого пыль разго- 
няется потоком газа от нулевой ско- 
рости до нескольких сотен метров в 
секунду. На поверхности видны дета- 
ли, напоминающие кольцевые кра- 
теры. 

Снимки, полученные западно-евро- 
пейским аппаратом «Джотто», доба- 
вили к этой картине уточнение 
только в последнем вопросе: коль- 
цевые кратеры, несомненно, реальны; 
они хорошо видны на обработанных 
снимках вблизи терминатора (грани- 
цы тени и света), где пыли над по- 
верхностью мало, а условия освеще- 
ния наиболее благоприятны. 
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Измерения теплового излучения яд- 
ра, выполненные спектрометром «Ве- 
ги-1», позволили определить темпе- 
ратуру поверхности. Из предвари- 
тельных расчетов, основанных на Ус- 
ловии теплового баланса, следовало, 
что на дневной стороне кометы она 
должна составлять 200 К. Однако из- 
мерения дали вдвое большее зна- 
чение Т=380-30 К. 

Это можно объяснить, полагает 
советский ученый В. И. Мороз, если 
предположить, что поверхность ядра 
покрыта слоем «грязи» (аналогично 
тому, как это часто бывает весной в 
городах со снежными сугробами). 
Этот слой поглощает солнечную 
энергию, часть ее переизлучается в 
инфракрасном диапазоне, а часть пе- 
редается за счет теплопроводности 
вниз, к внутренней «чистой» поверх- 
ности ядра, на которой температура 
около 200 К. 

Какова структура этого слоя? Тол- 
щина его, скорее всего, не больше 
0,1 мм, иначе он сильно ослаблял бы 
газовый поток. В то же время он дол- 
жен быть сплошным, иначе ядро не 
было бы таким черным. По-видимому, 
в нем много мелких частиц, и газ сво- 
бодно проходит через поры. Поверх- 
ностный слой в отдельных местах 
время от времени взламывается, и 
тогда образуется активная область с 
особо мощным истечением вещества. 

Образование такого слоя представ- 
ляется вполне естественным, если 
вспомнить, что кометный лед пере- 
мешан с частичками тугоплавких ве- 
ществ, и при испарении после ухода 
газа концентрация их на поверхно- 
сти увеличивается. 

Температура 380 К, относится к са- 
мой теплой точке ядра, которая на- 
ходится на дневной стороне на эк- 
ваторе. Эта точка смещена от полу- 
денной примерно на один час вслед- 
ствие тепловой инерции поверхност- 
ного слоя. На ночной стороне го- 
раздо холоднее; по косвенным оцен- 
кам температура здесь 180—200 К. 


Удалось оценить массу и среднюю 
плотность ядра кометы. Масса опреде- 
лялась по реактивному эффекту, ко- 
торый создавался выбросом газа и 
пыли в сторону Солнца. Расчеты вы- 
полнялись независимо шведским уче- 
ным Г. Рикманом и советскими уче- 
ными Р. 3. Сагдеевым, П. Е. Эльяс- 
бергом, В. И. Морозом. Результаты 


получились близкие — масса ядра 
кометы составляет (0,5—2). 10'“ кг. 
Таким образом, средняя плотность 
вещества ядра (напомним, что объ-- 
ем его оценен в 5: 10" м?) состав- 
ляет 0,1—0,4 г/см?. 

Интересные результаты дали изме- 
рения количественных характеристик 
пылевого потока. Эксперименты с 
пылевыми счетчиками показали, что 
около миллиона тонн космической 
пыли покидает кометное ядро еже- 
суточно. Весьма неожиданным ока- 
зался характер распределения пыле- 
вых частиц по размерам; было об- 
наружено неожиданно большое коли- 
чество малых частиц размером по- 
рядка сотой доли микрона. 

Измерения показали, что в потоке 
газа, уходящего от кометы, больше 
всего водяного пара. Вторым по 
обилию компонентом является угле- 
кислый газ. Скорее всего, СО> и Н.О 
входят в состав ядра в виде клатра- 
та — кристаллического соединения, 
в котором молекулы одного вещества 
({СО.) *вкраплены» в кристалличе- 
скую решетку другого (лед НзО). 

Основную и совершенно новую ин- 
формацию о химическом составе твер- 
дых частиц, которые входили в со- 
став ядра и покинули его под дав- 
лением газовых потоков, дал экспе- 
римент ПУМА (на «Вегахь) и ана- 
логичный эксперимент на «Джотто». 
Реально регистрировались частицы 
диаметром в сотые и десятые доли 
микрона, но их было очень много. 
В эксперименте ПУМА были получе- 
ны спектры примерно 2000 таких 
частиц. 

Из спектров следует, что по хими- 
ческому составу твердые частицы ко- 
метной пыли можно разделить на три 
основных типа: в первом преобла- 
дают легкие элементы, во втором — 
углерод, в третьем — металлы. Со- 
ветский физик Л. М. Мухин, анали- 
зировавший эти спектры, пришел к 
двум важным выводам. Первый — 
частицы, богатые углеродом, показы- 
вают отношение элементов С/81, су- 
щественно большее, чем в метеоритах 
любого тина. Второй вывод — боль- 
шое отношение С/5! всегда сопро- 
вождается присутствием азота, а это 
может быть объяснено только тем, 
что углерод и азот входят в состав 
органических молекул. Это является 
важным указанием на присутствие 
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в составе ядра кометы сложных ор- 
ганических молекул. 

Итак, в результате экспедиции кос- 
мических аппаратов к комете Гал- 
лея удалось получить реальную 
картину объекта, ранее никогда не 
наблюдавшегося непосредственно, и 
попытаться ответить на вопрос о его 
природе. Однако в части, касающейся 
происхождения комет в Солнечной 
системе, выполненные исследования 
скорее задали новые вопросы. 


Напомним, что анализ «проб» ко- 
метной пыли, испаренной ядром, по- 
казал, что она содержит частицы 
различной природы. Тугоплавкие си- 
ликатосодержащие пылинки сущест- 
венно отличаются от легкоплавких 
пылинок с высоким содержанием 
сложных органических молекул. 

Как же могли пылинки столь 
разной температурной истории ока- 
заться в одном и том же месте, где 
сформировались кометы? Если они 0б- 
разовались в протопланетном обла- 
ке, то, вероятно, в разных местах, 
а уже потом они каким-то образом 
перемещались и очутились в сейфе 
Оорта. А может быть, состав комет- 
ной пыли прямо отражает состав 
пыли межзвездной среды, в которой 
началось формирование протосолнеч- 
ного облака и протопланетной си- 
стемы? 

Решающий ответ могла бы дать 
доставка на Землю кометного ве- 
щества и исследование его изотоп- 
ного состава. Если окажется, что ко- 
метные частицы являются не мета- 
морфизованными, т. е. неизмененны- 
ми межзвездными частицами, то это 
будет сильный, хотя и не оконча- 
тельный, аргумент в пользу того, что 
кометные ядра образуются в плотных 
облаках межзвездного вещества, и 
они, эти облака, а не первичная 
протопланетная туманность, являют- 
ся источником комет, попавших со 
временем в банк Оорта. 

В сущности, каких-то непреодоли- 
мых технических трудностей для про- 
ведения таких исследований нет даже 
на современном уровне развития кос- 
монавтики, и ученые уже обсужда- 
ют такую возможность. Среди комет 
есть и такие, к ядру которых мож- 
но было бы приблизиться вплоть до 
прямого контакта. Возможно, такой 
полет будет выполнен в конце этого — 
начале следующего столетия. 


ЗАГАДКА 
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РАМАНУДЖАНА 


{к столетию со дня рождения) 


Доктор физико-математических наук 
С. Г. ГИНДИКИН 


Рамануджан любил говорить, что формулы 
ему внушает во сне богиня Намаккаль. Инте- 
ресно отметить, что действительно он часто. 
вставая по утрам с кровати, тут же записывал 
готовые формулы. 


Сешу Айар и Рамачандра Рао 


Письмо в Кембридж 


В самом начале 1913 года профессор 
Кембриджского университета Г. Г. Хар- 
ди получил письмо из далекого Мад- 
раса. В свои 36 лет Харди был уже 
одним из крупнейших специалистов 
по анализу.и теории чисел, автором 
ряда великолепных математических 
работ. Отправитель же письма, Сри- 
ниваза Рамануджан, работал клерком 
в бухгалтерии почтового ведомства 
Мадраса с более чем скромным окла- 
дом в 20 фунтов в год. Он сообщал 
о себе, что не имеет университетского 


образования и после окончания шко- * 


лы самостоятельно занимается мате- 
матикой, не следуя принятой систе- 
ме, а зизбрав свою дорогу». Матема- 
тическое содержание письма выгля- 
дит достаточно неуклюже — вполне 


Вставка 1. 





1—5(1)'+9(25 


Эта удивительная формула — 
первому письму Харди. 
а. Та, та>-... с общим членом 


а. =(—1)41 +12 (1 


“13 (13-5 )"4..= 2. 


можно принять автора за самоуверен- 
ного любителя. 

Само по себе такое письмо не могло 
произвести на Харди сильного впе- 
чатления. Но к письму было приложе- 
но некоторое количество формул, ко- 
торые предлагалось опубликовать, 
если они интересны, чего сам автор 
не мог сделать из-за своей бедности. 
Просмотр формул насторожил Хар- 
ди: он понял, что имеет дело с незау- 
рядным явлением. Он заинтересован- 
но отвечает Рамануджану, между ни- 
ми завязывается интенсивная пе- 
реписка (сегодня кажется удивитель- 
ным, как быстро шли тогда письма 
между Индией и Англией). Постепен- 
но у Харди собирается около 120 раз- 
нообразных формул. 

Формулы Рамануджана касались 
в основном соотношений между бес- 
конечными радикалами (вставка 2), 
бесконечными рядами, произведе- 
ниями и Ццепными дробями (встав- 
ки 1, 3, 4), тождеств между ин- 
тегралами. Прежде всего было ясно, 
что они далеко выходят за пределы 


Пример бесконечной суммы, вычисленной Рамануджаном 


НЫ 


одна из приложенных Рамануджаном к 
Каким образом сумма знакочередующегося ряда 


.3-5-...-(2п— 13 
2.4.6.....(2п) 


может вдруг оказаться равной 2/л, Харди долго не мог понять. В справед- 
ливости этой формулы, как приближенного равенства, читатель может убе- 
диться с помощью калькулятора. Доказательство точного равенства неэлемен- 


тарно. 
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Вставка 2. Бесконечно повторяющиеся радикалы 


1+2 1+3 1+4 4 +... =3. 


Эту красивую формулу Рамануджан получил еще в школьные годы следующим 
образом: он написал последовательность очевидных равенств 


п (п-+{ 2)=п`\А и Пт +3) =п-/1 {т 2)и-4)=... 


а затем подставил п =1, Вопрос о законности перехода к пределу Рамануджана 
не интересовал. Действуя так же, читатель может попробовать самостоятельно 


получить похожую формулу 





\6+2—/7+3-/8+4 9+... =4. 


элементарной математики. Далее воз- 
никает цепь вопросов: известны ли 


они; если да, то самостоятельно ли 
получены автором письма; если нет, 
то верны ли они? Вскоре Харди по- 
нимает, что ситуация парадоксальна: 
он, несомненно, выдающийся спе- 
циалист по современному анализу, 
имеет дело с россыпью неизвестных 
ему формул! 

Большое впечатление на Харди 
произвели формулы с бесконечными 
рядами (см. вставку 1). Носле их изу- 
чения он приходит к выводу: 

*...в распоряжении Рамануджана долж- 
ны быть какие-то очень общие теоремы, 
которые он от меня скрывает». 

Но особо удивили Харди соотноще- 
ния с бесконечными цепными дробя- 
ми (одно из более поздних соотноше- 
ний этого типа показано на встав- 
ке 3): 

"..эти соотношения поставили меня 
полностью в тупик; я никогда не видел 
ничего подобного. Достаточно бросить на 
них один взгляд, чтобы убедиться в том, 
что они могли быть написаны только ма- 
тематиком самого высшего класса». 


Чудо из Кумбаконама 


Как же сложился математик, кото- 
рый так удивил Харди? Сриниваза 
Рамануджан Айенгор родился 22 де- 
кабря 1887 г. на юге Индии в селе- 
нии Эрод. Его детство в основном про- 
текало в маленьком городке Кумбако- 
нам (в 260 км от Мадраса), где его 
отец работал бухгалтером в неболь- 


шой текстильной лавке. Рамануджан 
принадлежал к касте браминов, но 
богатство уже давно не было уделом 
его родственников. Его родители, 
а мать особенно, были глубоко рели- 
гиозны. Рамануджан получил воспи- 
тание в традициях касты. Детство, 
проведенное в городе, где каждый ка- 
мень связан с древней религией, 
в окружении людей, постоянно ощу- 
жающих свою принадлежность к выс- 
шей касте, сыграло большую роль 
в становлении Рамануджана. 

С 5 лет Рамануджан в школе, 
к 10 годам он заканчивает начальную 
школу. Он начинает проявлять не- 
заурядные способности, получает сти- 
пендию, обеспечивающую обучение 
в средней школе за половинную пля- 
ту. В 14 лет студент из Мадраса дает 
ему двухтомное руководство по триго- 
нометрии Лони. Вскоре Рамануджан 
изучил тригонометрию, и студент 
имел возможность пользоваться его 
консультацией в решении задач. 
К этому периоду относятся первые 
рассказы и легенды. Утверждается, 
что он сам открыл «формулу Эйлера 
о синусе и косинусе» и был очень 
расстроен, найдя эту формулу во вто- 
ром томе Лони. 

«Маленький брамин» полагает, что 
в математике, как и в других науках, 
следует искать присущую ей з«выс- 
шую истину», расспрашивает учите- 
лей. Старшие дают малозразумитель- 
ные ссылки на теорему Пифагора, 
а то и на вычисления с процентами. 
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Вставка 3. Числовое тождестро е бесконечной: НЫЕ: попов > 
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Это, возможно, самая красивая формула Рамануджана, истинное прояаведе- 
ние матёматического искусства. Она неожиданно связывает” бесконечный ‘ряд. 


и бесконечную цепную дробь. Удивительно, что + 
не выражаются: через известные постоянные л ие, а их сумма непостижимым 


образом оказывается равной -\}ле/21 


«Сииопсие элементарных результатов 
чистой и прикладной математики» 


Это двухтомное руководство англий- 
ского математика Карра, написан- 
ное в 1880—1886 гг., попало к Ра- 
мануджану в 1903 г.— ему было 
тогда 16 лет. Эта книга сыграла ог- 
ромную роль в формировании Рама- 
нуджана. В ней было собрано 
6165 теорем и формул, почти без до- 
казательств, с минимальными пояс- 
нениями. В основиом книга. посвя- 
щена алгебре, тригонометрии, анали- 
зу, аналитической геометрии. 

Книга Карра стимулировала маль- 
чика к самостоятельному выводу фор- 
мул. Об этом говорят те, кто знал Ра- 
мануджана в эти годы. Постепенно 
меняется область его основных инте- 
ресов: магические квадраты, потом 
квадратура круга (он находит л с точ- 
ностью, позволяющей вычислить дли- 
ну экватора с ошибкой, не превышаю- 
щей 1—2 м, гласит легенда) и, на- 
конец, наступает очередь бесконеч- 
ных рядов. Это уже начало подлин- 
ной математической жизни! 

Книга Карра оказалась достаточно 
удачной для того, чтобы сформиро- 
вать математический мир Рамануд- 
жана, Но ориентировка на эту книгу 
имела и другие последствия. Посколь- 
ку книга не содержала доказательств, 
а в лучшем случае — наводящие сооб- 
ражения, у Рамануджана складывает- 
ся своеобразный метод установления 
математической истины. К тому жеон 
лишен в Индии подходящих руко- 
водств для того, чтобы проводить 
строгие доказательства. 
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«Его понимание сущности математиче. 
ского доказательства было более чем ту 
манным; он пришел ко всем своим ре- 
зультатам, как ранним, так и более позд- 
ним, как верным. так и неверным. при 
помощи странной смеси интуитивных до- 
гадок, индуктивных соображений и логи- 
ческих рассуждений...» 


Математическая судьба Рамануд- 
жана фактически полностью реши- 
лась в эти годы направление 
научных поисков, способ думать он 
уже никогда не менял. Здесь можно 
выразить сожаление, что Рамануджан 
формировался в тяжелых условиях. 
В нормальных условиях он, несом- 
ненно, стал бы математиком с лучшей 
профессиональной подготовкой, но 
можно ли быть уверенным, что он 
был бы столь же уникален? Смог бы 
Рамануджан увидеть так много, если 
бы с детства’был обучен правилам 
поведения в математике и доводил 
бы свои результаты до публикаций 
со строгими доказательствами, строил 
бы свой математический мир на базе 
всего достигнутого человечеством, 
а не на сравнительно небольшом чис- 
ле фактов? 


От чисел к формулам 


В формировании математического ми- 
ра Рамануджана было важно, что на- 
чальный запас математических фак- 
тов (в основном почерпнутый из 
книги Карра) объединился у него с 
огромным запасом наблюдений над 
конкретными числами. Он коллекцио- 
нировал такие факты с детства. Его 
школьный товарищ вспоминал, что 


Дом в Кумбаконаме, 


недалеко от Мадраса. 


в котором 
провел детство 
Рамануджан. 


Одно из зданий 
Кембриджского 
университета — 
Тринити-колледж. 
Здесь с 1914 

по 1919 годы 
работал 
Сриниваза 
Рамвнуджан. 
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Единственный известный 
портрет Рамануджана. 





Куапетсесте.ги 





Здание школы 

в Кумбаконаме: 
здесь получил 
среднее образование 
и начал 
самостоятельные 
исследования 
Рамануджан. 


Гордон Гарольд 
Харди 
(1877—1947), 
известный 
английский 
математик, 
профессор 
Кембриджского 
университета, 
друг и соавтор 
Рамануджана. 
Фотография 
начала 1900-х 
20д08. 





Рамануджан знал огромное число зна- 
ков в разложениях е, л и других чисел 
в десятичные дроби. Он обладал по- 
разительными способностями подме- 
чать арифметические закономерно- 
сти, терпеливо рассматривая огром- 
ный числовой материал — искусст- 
во, которым виртуозно владели Эйлер 
и Гаусс, но которое было в значитель- 
ной степени утрачено к ХХ веку. Мно- 
гое в числовой кладовой открывалось 
при случайных обстоятельствах. Хар- 
ди позднее вспоминал, как он навес- 
тил в больнице Рамануджана и ска- 
зал, что он приехал на такси со ‹«скуч- 
ным» номером 11729. Рамануджан 
разволновался и воскликнул: *Хар- 
ди, ну как же, Харди, это же число — 
наименьшее натуральное число, пред- 
ставимое в виде суммы кубов двумя 
различными способами!» (1729=13-{- 
+12°= 9+ 103). В книге Харди о твор- 
честве Рамануджана метко сказано, 
что «каждое натуральное число было 
личным другом Рамануджана». 

Рамануджан стремительно попол- 
няет запас фактов, почерпнутый у 
Карра. Он при этом с удивительной 
скоростью переоткрывает результаты 
Эйлера, Гаусса, Якоби. Так, некогда 
юный Гаусс в Брауншвейге, лишен- 
ный литературы, реконструировал 
в короткий срок то, на что у его вели- 
ких предшественников ушли десяти- 
летия. Можно только удивляться, что 
реконструкции математики с такими 
скоростями возможны. 

Постепенно коллекция наблюдений 
над конкретными числами уходит 
у Рамануджана на второй план перед 
миром формул. Формулы для него — 
не вспомогательное средство для до- 
казательств или вычислений, но 
представляют самостоятельную цель. 
Внутренняя красота формулы имеет 
для Рамануджана бесконечную цен- 
ность. Его формулы можно рассмат- 
ривать как прекрасные картины. 


Выбор профессии 

В 1904 г. Рамануджан поступает 
в Мадрасский университет, делает 
первые успехи не только в математи- 
ке, но и в английском языке. Однако 
математика начинает занимать его 
целиком, и это не замедлило сказать- 
ся. Он не кончает даже первого курса, 
странствует с другом, делает попыт- 
ку вернуться в университет, а затем 
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закончить его экстерном (1907 г.). 
Но все безуспешно. В 1909 г. он же- 
нится; его жене девять лет, и она до- 
живет до наших дней, трогательно 
сохраняя память о великом супруге. 
Рамануджан вынужден думать о 
средствах на жизнь, но он не может 
найти подходящего занятия. В 1910 г. 
он показывает свои математические 
результаты Рамасвари Айару, осно- 
вателю Индийского математического 
общества, затем Сешу Айару, препо- 
давателю Кумбаконамского коллед- 
жа, и Рамачандра Рао, крупному чи- 
новнику, получившему математиче- 
ское образование; позднее они стали 
биографами Рамануджана. 

Рао помогает ему из своих средств, 
а затем устраивает клерком в почто- 


`вое управление. В 1911 г. появляется 


в печати сообщение Сешу Айара о ре- 
зультатах Рамануджана, а затем и его 
собственная статья. В судьбе Рама- 
нуждана начинают принимать уча- 
стие влиятельмые английские чинов- 
ники; с 1 мая 1913 г. на два года он 
обеспечен специальной стипендией 
в 75 рупий (5 фунтов) в месяц. Этого 
хватает на скромную жизнь, и Рама- 
нуджан оставляет карьеру клерка. 
Он становится зпрофессиональным 
математиком». 

Итак, Рамануджан встретил среди 
окружающих определенное призна- 
ние, но не понимание. Мы помним, 
что в начале 1913 г. он пишет Харди. 
Чего он ожидал от Харди? Найти, 
наконец, человека, способного понять 
и оценить его результаты, помочь 
и направить его дальнейшие иссле- 
дования? Скорее повод был более 
прозаическим: от внешнего мира ему 
требовались не слава и признание, 
но обеспечение возможности суще- 
ствовать. 

Надо сказать, что в научном плане 
адресат был выбран исключительно 
удачно: трудно было бы найти друго- 
го математика в мире, который 
смог бы так быстро и эффективно 
сориентироваться в результатах Ра- 
мануджана. Очень скоро Харди пони- 
мает, что от него требуется не оценка 
результатов безвестного любителя 
или младшего коллеги, но спасение 
огромного дарования. Одновременно 
его не оставляет мысль, что Рамануд- 
жан сообщает лишь немногое из того, 
что знает, что он обладает очень об- 
щими результатами, приводя лишь 
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Вставка 4. Тождество Роджерса — Рамануджана 
Это тождество 
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Рамануджан нашел в 1911 году, но не сумел его доказать. Не сумел его дока- 
зать и Харди. В 1917 году, просматривая журнальную литературу (что он 
делал довольно редко), Рамануджан наткнулся на оставшуюся незамеченной 
статью английского математика Роджерса 1894 года, где эта формула была 
доказана. Оказалось, далее, что это тождество тесно связано с числом р{п) 
разбиений на слагаемые (см. вставку 5). А совсем недавно оно появилось 


в исследованиях ... по статистической физике. 


частные иллюстрации. Но главное — 
он не может реконструировать метод 
Рамануджана, и ему не терпится уз- 
нать, каким путем двигался его уди- 
вительный корреспондент. Неожидан- 
но Рамануджан твердо отказывается 
описывать свой метод. В письме от 
21 февраля 1913 г.: 

*...Вы просите меня сообщить мои ме- 
тоды доказательств... Вот, что я хочу Вам 
сказать: проверьте мои результаты, и ес- 
ли они совпадают с Вашими, то Вы долж- 
ны, по крайней мере, согласиться с тем, 
что в моих основных рассуждениях име- 
ется какое-то зерно истиных. 

Харди подозревает, что Рамануд- 
жан боится, что его методами могут 


опасения, но 17 апреля получает от- 
вет: 

«Ваше последнее письмо причинило 
мне боль... Я нисколько не опасаюсь того, 
что мои методы будут использованы дру- 
2ими. Напротив, я работаю моими мето- 
дами 8 лет и не нашел никого, кто бы 
понимал или оценил их. Как я уже писал 
в моем последнем письме, я нашел в Вас 
внимательного и понимающего друга 
и готов передать в Ваше полное распоря- 
жение те немногие результаты, которыми 
я располагаю. Только в силу новизны 
моих методов я не решаюсь даже сейчас 
сообщить Вам мой путь вывода тех фор- 
мул, которые я сообщил Вам в моих пре- 
дыдущих письмах...». 


Для Харди не было сомнений: для 


воспользоваться, пытается рассеять Рамануджана необходимы контакты 


Вставка 5. Теорема Харди — Рамануджана 

Эта теорема дает оценку числа р(п) разбиений натурального числа п на 
натуральные слагаемые. (Например, р(5)=7, так как 5=4+41=342= 
—3+1--1=2-2+1=2-141-+1=1-1-+1-1+1.) Именно, 
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где А. —= 


функция от пл. Например, при п=200 «приближенная» формула Хар- 
ди — Рамануджана дает р(200)=3 972 999 029 388. Это точный ответ! 
Наиболее загадочна в формуле для р(п) маленькая *поправочка» (—1/24), 
придуманная Рамануджаном. Никто — ни Харди, ни даже сам Рамануджан — 
не сумел объяснить, откуда она взялась. Опять вмешательство богини Намак- 
каль? Так или иначе, именно эта таинственная поправка обеспечила точность 
оценки. Однако Харди и Рамануджан не ограничились приближенной фор- 
мулой: впоследствии они получили точное равенство для вычисления р (п). 
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с настоящими математиками. Обеспе- 
чить в Индии это невозможно, и ему 
необходимо срочно перебраться в Анг- 
лию. Удалось договориться о стинен- 
дии в Кембридже. Однако предстояло 
убедить в необходимости поездки са- 
мого Рамануджана, которого нынеш!- 
нее положение вполне устраивало. 
К тому же иротив поездки категори- 
чески возражала мать, согласие кото- 
рой было для сына обязательным. 
Друзья пытаются сформировать об- 
щественное мнение, активно действу- 
ет кембриджский математик Невил, 
в начале 1914 г. посетивший Мадрас. 
Он обращается к ректору университе- 
та за поддержкой, но безуспешно. 

То, что было не под силу ученым, 
легко осилила... богиня Намаккаль 
(согласно легенде, из ее уст во сне Ра- 
мануджан узнавал новые формулы). 
Мать увидела во сне сына, сидящего 
в большом зале в окружении евро- 
пейцев, и богиня повелела не проти- 
виться отъезду. 11 марта 1914 г. Ра- 
мануджан отбыл в Англию. Он будет 
два года получать стипендию по 
250 фунтов стерлингов в год. Из них 
50 фунтов будет получать мать. По 
приезде вскоре стипендия была еще 
увеличена на 60 фунтов. 


В Кембридже 


Рамануджану 27 лет. Лучшие годы 
для становления математика прожи- 
ты в Индии без контакта с серьезны- 
ми учеными, без доступа к матема- 
тической литературе. В разных стра- 
нах, в разные времена человек ощу- 
щает себя сложившимся в разном 
возрасте. Для Индии начала века, 
с очень низкой продолжительностью 
жизни, 27 лет — возраст зрелого че- 
ловека. Вдова Рамануджана вспоми- 
нала, что он любил составлять горо- 
скопы, и его собственный гороскоп 
предсказывал ему смерть до достиже- 
ния 35-летнего возраста. 

Харди предстояло принять очень 
ответственное решение: надо ли пре- 
рвать занятия Рамануджана с тем, 
чтобы он смог освоить современную 
математику? Харди принял, по-ви- 
димому, единственно возможное ре- 
шение: не менять стиля и направле- 
ний исследования  Рамануджана, 
лишь по возможности корректируя 
их с учетом современной математики 
и стараясь объяснять новые вещи, 
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обращая внимание на подходящую 
литературу. Харди писал: 

«Его ум уже сложился, и он никогда 
не стал «ортодоксальным» математиком. 
Однако он еще был способен учить новые 
вещи и делал это весьма хорошо. Было 
невозможно обучать его систематически, 
но мало-помалу он воспринумал новые 
точки зрения. В частности, он усвоил, что 
такое доказательство, и его поздние ста- 
тьи, при том что в некоторых отношениях 
они оставались необычными и индиви- 
дуальными, воспринимались как рабо- 
ты хорошо информированного матема- 
тика. Однако его методы оставались по 
существу прежними». 

Работает Рамануджан очень интен- 
сивно и плодотворно. У него много 
общих интересов с Харди. Фантасти- 
ческая интуиция Рамануджана, объ- 
единившись с рафинированной техни- 
кой Харди, дает замечательные пло- 
ды. К Рамануджану приходит при- 
знание: в 1918 г. он становится 
профессором университета в Кембрид- 
же; его выбирают в Королевское 
общество (английскую академию на- 
ук). Никогда прежде индус не удо- 
стаивался таких почестей. 

ЗЖилось Рамануджану непросто. 
Он строго следовал всем религиозным 
ограничениям, как и обещал роди- 
телям. В частности, он был вегета- 
рианцем и был вынужден готовить 
себе сам. Он отказывался нарушать 
правила, даже когда тяжело заболел 
в 1917 г. Вероятно, нерегулярность 
в питании ускорила болезнь (так счи- 
тал и сам Рамануджан, как вспоми- 
нала вдова). Оставшиеся два года 
в Англии Рамануджан, провел в боль- 
ницах и санаториях, вынужденный 
ослабить интенсивность занятий ма- 
тематикой. 

Непросто было вписаться Рама- 
нуджану в кембриджскую жизнь, 
полную чуждых условностей и тради- 
ций. Природная вежливость, стремле- 
ние не быть источником для диском- 
форта окружающим, так присущие 
индийской культуре, помогали Ра- 
мануджану по крайней мере внешне 
приспособиться к университетской 
жизни. 

Харди очень много делал для Ра- 
мануджана: следил за его занятия- 
ми, стремился восполнить пробелы 
в его образовании, заботился о его 
положении в обществе и быте. Рама- 
нуджан до последней минуты был 


(Окончание см. на с. 41) 
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ЗАЧЕМ МЫ ЗИМОЙ 
ИСПОЛЬЗУЕМ 
ОТОПЛЕНИЕ? 


Академик АПН СССР 
В. А. ФАБРИКАНТ 


Заметку с таким названием опубли- 
ковал в 1938 году известный немец- 
кий астрофизик Роберт Эмден в анг- 
лийском журнале «Нейчур» («Приро- 
да»). «Нейчур» — своеобразный жур- 
нал, где оригинальные научные ра- 
боты (а некоторые из них удостаи- 
ваются впоследствии Нобелевских 
премий) публикуются совместно с по- 
пулярными статьями, написанными 
на различные темы, 

Хотя заметка Р. Эмдена и была 
популярной, она все же не прошла не- 
замеченной: выдержки из нее и ее 
обсуждение можно обнаружить в 
тпестом томе курса теоретической фи- 
зики А. Зоммерфельда — видного 
физика-теоретика, много сделавшего 
для развития боровской теории строе- 
ния атома. Вот что пишет Р. Эмден 
в своей заметке: «На вопрос, почему 
мы топим зимой, неспециалист от- 
ветит: чтобы сделать комнату теплее; 
знаток термодинямики выразится, 
возможно, следующим образом: что- 


бы подвести недостающую энергию. 
В таком случае правым окажется 
профан, а не ученый». Разберемся, 
почему так. 

Специалист имеет в виду внутрен- 
нюю энергию воздуха, которым за- 
полнены наши дома, а в условиях, 
типичных для жилых помещений, 
воздух ведет себя как идеальный 
газ (точнее говоря, как смесь идеаль- 
ных газов). Энергия идеального газа 
пропорциональна абсолютной темпе- 
ратуре Т и количеству вещества, 
т. е. массе газа т. Поэтому для внут- 
ренней энергии воздуха можно на- 
писать 

И—=атТт, (1) 
где а — некоторая постоянная. 

Теперь становится очевидной та 
ошибка, которую допустил ученый. 
Он забыл, что в данной ситуации 
масса воздуха т является функцией 
температуры. И действительно — жи- 
лое помещение не изолировано от 
внешнего мира; при протапливании 
воздух, нагреваясь, расширяется и 
частично выходит сквозь щели и по- 
ры в стенах наружу. Чтобы опре- 
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делить зависимость т от Т, восполь- 
зуемся уравнением Менделеева — Кла- 
пейрона для идеального газа: 


ру= т ВТ (2) 


(М — молярная масса воздуха, В — 
универсальная газовая постоянная). 
Объем помещения У у нас не изме- 
няется, давление р остается постоян- 
вым, равным внешнему давлению 
воздуха. Следовательно, правая часть 
уравнения (2) также должна, несмот- 
ря на изменение температуры, сохра- 
нять постоянное значение. Это воз- 
можно только при условии постоян- 
ства произведения тХ. 

Заметим, что обычно уравнение 
Менделеева—Клапейрона применяет- 
ся в случаях, когда масса т фик- 
сирована. В рассматриваемой нами 
задаче это условие не выполняется и, 
согласно уравнению (1), внутренняя 
энергия воздуха при постоянстве 
произведения тТ должна оставаться 
неизменной. Увеличение средней ки- 
нетической энергии отдельной мо- 
лекулы компенсируется уменьшением 
числа молекул. 

Температура воздуха в помещении 
влияет на температурный режим ра- 
боты человеческого тела. Слишком 


низкая температура вызывает сильное 
переохлаждение организма, в резуль- 
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тате чего затрудняется протекание 
химических реакций, которые обеспе- 
чивают обмен веществ. 

Будучи астрофизиком, Эмден не мог 
не вспомнить о роли Солица как 
своеобразной «печки», Что греет Зем- 
лю своим излучением. Хотя Земля 
почти всю энергию, полученную от 
Солнца, излучает обратно в мировое 
пространство, оставшейся части энер- 
гии, которая, видоизменяясь, пере- 
ходит в окружающую среду, вполне 
хватает, чтобы поддерживать на ‘по- 
верхности Земли необходимую для 
жизни температуру. Мощность сол- 
нечной энергии, падающей на еди- 
ницу площади земной поверхности, 
определяет уровень температуры Т 
(чем объясняется смена времен года 
и наличие климатических поясов), а 
тепло недр Земли составляет ты- 
сячные доли от тепла солнечных 
лучей, и его совершенно недоста- 
точно для поддержания жизни. По- 
этому опасность ядерной войны, по 
современным подсчетам ученых, со- 
стоит не только в разрушениях и не- 
посредственном воздействии взрывов 
на живые организмы, но и в возник- 
новении зядерной зимы» — ведь 
многочисленные пожары вызовут ог- 
ромные тучи копоти и сажи, которые 
будут непроницаемы для солнечных 
лучей. Эти тучи окутают всю Землю, 





независимо от того, где возникнет 
«пожар» ядерной войны. Солнечное 
*отопление» Земли окажется выклю- 
ченным, и на Земле наступит ледни- 
ковый период. 

Но вернемся к проблемам отопле- 
ния жилых помещений. 

В уравнениях (1) и (2) фигурирует 
температура в кельвинах. Абсолют- 
ная шкала температур названа шка- 
лой Кельвина в честь английского 
физика У. Томсона, получившего 
за большие заслуги в области науки 
и техники титул лорда Кельвина. 
Титул был выбран по названию реки, 
на берегу которой стоит универси- 
тет Глазго. В этом университете 
Томсон преподавал физику пятьдесят 
лет. Примечательно, что в семейном 
кругу шутливо обсуждались и другие 
варианты титула — лорд Кабель или 
лорд Компас. Они отражали две 
заслуги Томсона: он участвовал в соз- 
дании первого трансатлантического 
кабеля из Америки в Англию в 1866 
году и внес радикальные усоверщен- 
ствования в конструкцию компасов 
для морских судов. Поэтому неуди- 
вительно, что, занимаясь разработкой 
основ термодинамики, Томсон заду- 
мался над рациональностью нашей 
системы отопления. В 1852 году он 
опубликовал работу, в которой по- 
казал, что использование так назы- 
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ваемых тепловых насосов в несколь- 
ко раз выгоднее обычных отопи- 
тельных устройств. В тепловых на- 
сосах, которые работают по принци- 
пу холодильной машины, энергия за- 
трачивается на перевод тепла от 
более холодного наружного воздуха 
к более теплому воздуху в поме- 
щении *). 

Идеи Томсона долгие годы не полу- 
чали развития и практического при- 
менения. В 1920 году на лервом 
съезде советских физиков профессор 
В. А. Михельсон, известный своими 
работами в области теории теплово- 
го излучения, сделал доклад «О ди- 
намическом отоплении», в котором в 
значительной степени развил и допол- 
нил идеи Томсона. Михельсон пред- 
ложил использовать в тепловых на- 
сосах процессы испарения и кон- 
денсации рабочего вещества, что и де- 
лается в современных конструкциях. 
За последние десятилетия началось 
довольно широкое применение тепло- 
вых насосов для отопления. В част- 
ности, зимой прошлого года в ялтин- 
ском пансионате +«Дружба» начала 
работать отопительная теплонасосная 
установка, где тепло извлекается из 
морской воды с температурой 8 °С. 
Так что согреться можно и с по- 
мощью холода. 


*) См.. например, «Кзанть, 1986, № 11. с. 19. 
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Этот раздел ведется у нас из 
вомера в номер с момента ос- 
нования журнала. Публику- 
емые в нем задачи нестандарт- 
ны, но для их решения не тре- 
буется знаний, выходящих за 
рамки школьмой программы. 
Наиболее трудные задачи от- 
мечаются звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто иам ее 
предложил. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются 
впервые. 

Решения задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позл- 
нее 15 января 1988 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1. «Квант». 
Решения задач из разных но- 
меров журиала или по разным 
предметам (математике н фи. 
зике) присылайте в разных 
конвертах. На конверте в гра- 
фе «Кому» напишите: «Задач- 
ник «Кванта» № 10 — 87 н 
номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, например 
*М1066» илн «Ф1078». В гра- 
фе ®...адрес отправителя» фа- 
милню и имя просим писать 
разборчиво. В письмо вложи- 
те коиверт с написанным на 
нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получите резуль- 
таты проверки решений). 
Условие каждой оригиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
пубзикацин, присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе с вашим ре- 
пением этой задачя (на кои- 
верте пометьте: «Задачинк 
«Кванта». новая задача по 
физике» или «...новая задача 
но математнке»). В начале 
каждого письма просим ука- 
зывать номер школы и класс, 
в котором вы учитесь. 
Задача М1069 (так же как 
опубликованные ранее зада- 
чи М046—М1048, №1051, 
М1052 н М1055) предлага- 
лась весной на Восьмом Тур- 
нире городов. 

Задачи Ф1078—Ф1082 пред- 
лагались на заключительном 
этапе ХХ Всесоюзной олим- 
пиады по физнке. 
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задачи 


мМ1066 — М1070, $1078 — Ф1082 


М1066. Шесть точек расположены на плоскости так, 
что все попарные расстояния между ними не больше 1. 
Докажите, что из них можно выбрать три точки, попар- 
ные расстояния между которыми строго меньше 1. 

С. Г. Сальников 


№М1067. Докажите, что для неотрицательных чисел 
х, у, >=, удовлетворяющих условию х?-4-у?-4-2?=1, вы- 
полнено неравенство 
х у 2 _3\3 
и 
В. Э. Матизен 


№М1068. Дан угол АОВ (А и В — точки на сторонах угла). 
Постройте прямую {, проходящую через вершину О так, 
чтобы площади треугольников АОС и ВОР, гдеСир — 
основания перпендикуляров, опущенных из точек А 
и В на прямую [, были равны. 

Р. О. Бурдин 


 М1069. В некотором городе разрешены только парные 
обмены квартирами (если две семьи обмениваются квар- 
тирами, то в тот же день они не участвуют в других 
обменах). Докажите, что любой сложный обмен квар- 
тирами нескольких семей можно осуществить за два 
дня. (Предполагается, что и до, и после обмена каждая 
семья живет в отдельной квартире.) 

Н.Н. Константинов. А. И. Шнирельман 


№М1070. Тетраэдр пересечен тремя плоскостями, каждая 
из которых параллельна двум его противоположным 
ребрам и одинаково удалена от них. Докажите, что 
сумма квадратов площадей этих трех сечений в 4 раза 
меньше суммы квадратов площадей граней тетраэдра. 

. В. Н. Дубровский 


Ф!1078. Длинная тонкая нить с грузом на конце пере- 
брошена через блок и привязана к носу модели лодки, 
которая может плыть по длинному прямолинейному 
каналу с водой (рис. 1). Лодку и груз отпускают, и ско- 
рость лодки (в см/с) записывают каждую секунду. К со- 
жалению, сохранился только конец этой записи: 

5,65: 6,44; 6,96; 7,31; 7,54; 71,70; 7,80; 7,86; 7,91. 
Определите по этим данным скорость лодки через 
0,1 секунды после того, как ее отпустили. 

А. А. Шеронов 


$1079. Если полностью открыт кран холодной воды, 
а кран горячей воды закрыт (рис. 2), то ванна наполня- 
ется за время { —=8 мин; если при этом на выходное 
отверстие насадить шланг с душем на конце, то время 
наполнения увеличится до #›=14 мин. Когда кран 
холодной воды закрыт, а кран горячей открыт полностью, 
время наполнения ванны #5 —=12 мин; при тех же усло- 
виях, но с душем на конце — #.=18 мин. За какое 
время наполнится ванна, если полностью открыты оба 
крана? А если при этом насажен шланг с душем? 

В. Е. Скороваров 


$1080. Тонкостенный сосуд непрерывно откачивают 
насосом, однако из-за наличия микротрещины в стенке 
сосуда в нем устанавливается неизменное давление 
р,—0,001 мм рт. ст. Снаружи нормальное атмосфер- 
ное давление р, —=760 мы рт. ст., относительная влаж- 
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ность воздуха ‹—=80 %. Найдите давление паров воды 
в сосуде. Давление насыщенных паров воды при данной 
температуре р„=11,5 мм рт. ст. 

В. В. Можаеа 


Ф1081. Для очистки воздуха от пыли, которая в обыч- 
ных условиях оседает очень медленно, можно исполь- 
зовать тот факт, что пылинки заряжены. 
В первом опыте стекляниый цилиндр (рис. 3) се пыль- 
ным воздухом помещают в электрическое поле напря- 
женностью Ё-=1.10' В/м, направленное вдоль оси ци- 
линдра. Через время #—2 мин вся содержавшаяся 
в цилиндре пыль осела на дно. Во втором опыте вдоль 
оси цилиндра натягивают тонкую проволоку и соеди- 
няют ее с источником высокого напряжения. Известно, 
что в этом случае напряженность поля Е-1/г, где 
г — расстояние до оси. Напряжение источника под- 
бирают так, чтобы напряженность электрического поля 
у стенок циликдра была, как и в первом опыте, 
1. 101 В/м. 
Считая пылинки одинаковыми, а заряды пылинок рав- 
ными, определите время оседания всей пыли на стенки 
цилиндра во втором опыте. Пыли в воздухе немного, 
так что объемным зарядом можно пренебречь. 

А. И. Буздик 


Ф1082. В схеме, приведенной на рисунке 4, замыкают 
ключ К. Найти максимальный ток через катушку. 
Найти максимальное напряжение на ‘конденсаторе С'. 
Неидеальностью элементов схемы можно пренебречь. 

А.Р. Зильберман 


РгоШетз 
М1066—мМ1070, Р1078—Р1082 


№1066. ТВе ратмсе а1апсев Бебмееп 1х роз оЁ {Не рапе 

аге по итеафег \Тал 1. Ргоуе 1Ваё Шеге аге Ш гее роз 

атопи (Нет мВНозе рагм/зе @5апсев аге зиасЙу 1]езз 4Вап 1. 

5. С. Э4тов 

№М1067. Ргоуе Та! апу Итее поп-перайуе питлбега х, у, 2 засВ 

На ху 4-27=1 за мау Фе тедцаШу 
х - у 2 


$3 
ЕЕ у 
1—х? ь 


—`. 











з 


1—5 1— 


У. Е. Майгел 


№м1068. Тве аэпё!е АОВ 13 луеп, А ап@ В Байё роз 
оп Из э@ез. Сопягиее а Ипе { равзтй УМтоцеН Фе усмех 
О зо аз ® таке Ме атеаз ог @1апез АОС апа ВОР, 
\ПВего С апЯ Дате &е Базез оЁ бе регреп@аеи]агв Фгами 
гот А ар@ В тю \1е Ппе Г, едиа1. 

. В. О. Вигдт 


М1069. п а сецаш с{Ну оту рашхгу!зе арагипеп ехсНапие5 
аге аПоме& (11 имо Гап!Шев ехспапяе арагётелёз, Веу саппой 
рагИсрайе ш олег ехсфапиез оп 1Ш}е зате дау). Ргоме {Та 
апу тире ехсВапве 1пуфушй веусга] ГТапиИез сап Бе 
сагг!е@ об ап №0 Чаув. (Вейоге ап аМег еасВ ехсфапбе 
еасН ХатИу Вуез {т а зерагае арагфтелё.) 

М. №. Копмапитор, А. Г. ЗАтгейтап 


№1070. А тетанейгоп 13 си® Бу Мтее р\апез еасН ой ый 13 
рагае] ап еди Я 131ат вю Ымо оррозве едвез ой {Не фехаНейгоп. 
Ргоуе {Наф фе вит 0Ё зацагез оЁ &Тезе \Шгее зесйоп’з агеаз 18 
4 бтез 1с33 1Тап ФМе зыт оР зацагез ой Ле агеаз ОГ фНе 
фезгаВейгол': Расез. 

у. М. Оифгооз ва 
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79 
а— 


Яврямниме ь Фаниля 


зеИа@9геззе епуеюре — че 
за пзе НЙ № вепё уоп Ме 
соггесНоп гезшв. Аф Ше епа 
о? 41е асайетие уеаг ме зит 
ир Ве гезиНз оГ Ме КуапЁ 
ргоШет соп4ез. И усц Бауе 
ап очрта[ ргоЫет +0 ргорозе 
Гог рибИсаноп, реазе зепд И 
+0 из ипдег верагайе соуег, ш 
{о сорез (т ВКазмап ог т 
ЕпеНзв), шсшашт? Ве зойи- 
Ноп. Оп {Ве епуфоре мгЦе 
МЕМ’РКОВЬЕМ 1Е№ РНУ5$!С$ 
(ог МАТНЕМАТ!С$). Реазе 
ргтё уоцг паше ап@ а@Ягезз 
ш ВТОСК ГЕТТЕВ$. 


М1046. В остроугольном 
треугольнике АВС угол А 
равен 60°. Докажите, что 
одна из биссектрис угла, 
образованного высотами. 
проведенными из вершин 
В и С. проходит через 
центр описанной окруж- 
ности этого треугольникс. 
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21078. А 1опк {тм эмюк \ИНЬ а меяЬЬ а® 11е епа 18 Мгомп 
оуег а ри\еу ап@ Ней 10 Ме {хоп оЁ а тоде! Боаё миеь 
сап #08 аюпв а хесИНпеаг мафег сапа! (3ее Явбите рис. 1). 
У’Неп 4е Боа апй Те чешЬЕ ате ге]еаве4, 1Ве уеос№у 
оГ 1}е Боаё (т ст/з) 18 чИМел до%п еуегу зесопд. 
ТлфоНитла1@у, оу 1Йе елд оЁ $3 35 оЁ Ивигез 18 ауаПа Ме: 
5.65, 6.44, 6.96, 1.31, 1.54, 7.10, 1.80, 7.86, 1.91. 
Озе {3 даа о деегпипе {Ве уеюсйу оЁ Ме Боаё 0.1 зесоп@ 
аЙег И маз г@еазед. 

А. А. ЗВегопор 


Р1079. № {те со майег Гацсе® 15 таглеЯ оп аЙ Че чву, 
УЬЦе Те №0 заег Тацсеф 13 тигпед о (зее Йдоте 
рис. 2}, "Не Баймаь ЙЦз шт Ите #,=8 пц4п; № а гобЪег рре 
УИН а зргКИЛЕ Фемсе 15 5Пррей оп {Ме Гаисе, Ме ите 13 
{-=14 пип. У/Неп Ве со мег Раисе {3 атпеф об апй Пе 
Во уаег опе шгпей оп аЙ Ме мау, Фе Ба Ш; мет 
{:=12 пил; ипдег Ве зате сопаюпз, Би м а зрииЮег, 
Фе Ите 23 1.18 пуп. Ном юпе \Ш И 1аКе ю № Че 
а \ИН Бом Раисе ореп а Фе мау? Чо4ег %№е зате 
сопа Нойз Би \ИВ а зрилЩег? 

У. Е. 5когорагои 


Р1080. А гесераце “ИН 1Ыт маПз 15 05её ® Гогт уасиит 
Ъу теапз оЁ ап аЙасней ритр, Би а солзапе ргезвзиге геталпз 
11 4Ме гесербасе (Фесвиве о в пу схтасК м \Те ма): 
р,=0.001 ти НЕ. Оц314е Ме абпозрНег!с ргеззиге 18 погта] 
(Ро—=760 пло Нк), {Ве геаНуе ВипиаИу 18 ф=80 %. Ет@ Фе 
ргеззиге оЁ уарогз шз1Че {Пе гесерфас1е. ТБе ргеззиге оЁ за о- 
гафей уарогз аё Фе Шуеп фетрегатиге 13 р,-—17.5 тт Не. 

У. ИУ. Мораер 


Р1081. Тп ог4ег 40 еаг вт ой 436 Рас Н эеез уегу зю\у 
ипфег ог4тагу сойВИлюйз, ме сап изе Ме Ёасё Маф 4ц9 
рагисез аге сНагрей. 11 йе #8 ехрегтепь а ваза суйтвег 
«Иеиге рис. 3) \ИН дцзфу ах 13 р!асеё шт ап еесыае Нея 
Е —=4- 10% Ули Чесед эюопЕ \\е суЦп4ег‘з ах2з. т Яте 
-=2 пит (Те епИге &ц3е зе ез оп Те БоМот. 11 Ме зесоп4 
ехрег тет, а Ут млте {3 эгесрей мюпя Не суНп@ет’з ах4з ап@ 
соппесве Ф а МЕН чоКаве зоцгсе. Ш 13 Кпомп Та ат Из 
сазе $Не Не Ш Бе Е—1/г, мего г 13 фе Чапсе Ггот Фе 
ах!3. ТБе уоЦаре оЁ Ще зоигсе 13 сКовеп во аз ® таке {Те 
Гле°в уаше Бу {Ме суйп4ег’з чаЦа едиа| 40 №8 узше ш Ве 
{1:58 ехрегтей®, 1. е. 1. 10‘ Улп. Аззипила Фе вресКз ой 
93% 10 Бе 1Чеписа! ап@ едиаНу сВагеед, деегите Но\% Попя 1 
\ИТ фаКе бог а {Ме 443% № зе/е оп Ше суйп4ег’з ма!13. 
ТКеге 131`% ю0 тис 93% ш Че аш, зо Ша Ше уошште 
саге 13 пед йв!Ые. 

А. 7. Вигдт 


Р1082. Оп {Те сгсый вВомп оп Яяите рис. 4, 11е зжись К 
13 тигаей ол. Рта Фе тахита\ ситтеп Пожие ИгоцяйВ {Пе сой. 
Ета Ме тахима| уоНазе оп Те сараског С‚. ТЬе @етеп& оЁ 
Не с тсш\ аге 4еа1. 

А. В. Хчфегтал 


Решения задач 
М1046 — М1050, Ф1058 — Ф1062 


Пусть Н — точка пересечения высот, а О — центр опи- 
санной окружности треугольника АВС (см. рисунок). 
Тогда /.ВОС=120°, как центральный угол описанной 
окружности, опирающийся на ту же дугу ВС, что и 
вписанный в нее угол ВАС и /ВНС-=180°`—60°-=4120°. 
Следовательно, точки В, Н, О и С лежет иа одиой 
окружности. Будем для определенности считать, что 
точка Ы лежит на дуге ВО этой окружности. Тогда 
И СНО= / СВО—=(180°—120°)/2=30° (треугольиик 
ВСО — равнобедренный), т. е. НО — биссектриса того 





№М1047. В шахматном тур- 
нире. проводимом в один 
круг. не менее 3/4 всех 
сыгранных к некоторому 
моменту партий закончи- 
лись вничью. Докажите, 
что в этот момент некото- 
рые два участника набра- 
ли одинаковое число оч- 
ков. 


№М1048.* Обин из двух иг- 
рающих («начинающий») 
ставит на некоторую клет- 
ку шахматной доски коня. 
Затем игроки по ‘очереди 
передвигают коня по обыч- 
ным правилам (бук- 


вой «Г»), при этом нельзя 
ставить коня на поле, где 
он уже побывал. ПГроигры- 
вает тот, кому некуда хо- 
дить. Кто может добиться 
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из углов, образованных высотами ВИ и СН, который 
равен 60°. 
Точно так же это утверждение доказывается и для 
тупоугольного треугольника. 
В. Н. Дубровский 


и = 


В этой задаче удобно пользоваться такой системой под- 
счета очков: 1 очко за победу, 0 очков за ничью, — 1 очко 
за поражение (очевидно, она эквивалентна обычной 
шахматной). Обозначим число участников турнира че- 
рез л и положим #=п/2 при четном п, Е =(п— 1)/2 
при нечетном п. 

Допустим, что в данный момент все участники 
имеют разные результаты. Тогда среди них найдутся 
либо Е с положительными результатами, либо А с отри- 
цательными результатами. Достаточно рассмотреть 
только один, скажем, первый случай. Поскольку все 
эти й шахматистов набрали разное число очков, & 
число очков каждого не меныше числа выигранных 
им партий, общее число побед этих шахматистов не 
меньше 1-2-|...- = (А И/2. Число всех партий 
в турнире равно (п—1\п/2, поэтому доля партий, за- 
кончившихся победой одного из соперников, к рассмат- 
риваемому моменту не меньше 


КЕ тт _ 1 

шп и: 
т. е. доля ничьих меньше 3/4, что противоречит условию 
задачи. Тем самым наше допущение опровергнуто. 


М. Бона 


— 
Ответ: а) выигрывает второй игрок, 6) выигрывает 
второй при четном произведении тл и первый (начи- 
нающий} — при нечетном. 

Рассмотрим сразу общий случай доски тЖп. Мы 
докажем, что если произведение тп четно, то клетки 
доски можно разбить на пары так, что с одной клетки 
каждой пары ходом коня можно попасть на другую 
клетку (рис. 1), а если тп нечетно, то таким же обра- 
зом можно разбить все клетки доски, кроме одной 
{рис. 2}. В первом случае победная стратегия второго 
игрока заключается в том, что он должен ставить коня 
на клетку, парную той, на которую перед этим пошел 





победы (независимо от дей- 
ствий противника) — на- 
чинающий или его парт- 
нер а) на доске 8Ж8; 6) 
на доске тЖп, где т 
2п 32 




























№М1049. Будем говорить, 
что в цилиндр Ц, вписан 
боком другой цилиндр Ць 
если две образующие вто- 
рого цилиндра лежат на 
основаниях первого, а че- 
тыре точки окружностей 
основания второго — на 
боковой поверхности пер- 
вого (рис. 1). Взяв цилиндр 
Ць у которого отношение 
диаметра к высоте равно Е, 
впишем в Него боком (если 
это возможно) цилиндр Цо, 
в него впишем боком Ць 
в него — Ццит. 0. При 
каких значениях в 

а) можно вписать Ц» но 
нельзя Ци 

6% можно вписать Цьо, но 
нельзя Ци; 

в* можно вписать беско- 
нечную последователь- 
ность Ц, (п=1,2,... 
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первый. При нечетном тп начинающий первым ходом 
должен ставить коня на клетку, не имеющую пары, 
а в дальнейшем он сам сможет применить указанную 
выигрышную стратегию. 

Нужное разбиение доски 4Хп (или пх4) при любом 
п—=2,3,.. показано ина рисунке 1, а}. Из рисунка 3 
видно, что если один из двух вариантов разбиения 
имеется для доски тЖп, то такой же вариант есть и 
для досок (т--4Е)ЖХ (л-- 4!) (Е, [=1,2, ...). Таким обра- 
зом, остается указать разбиения для досок тх пл, гдети 
п дают всевозможные (ненулевые) остатки при делении 
на 4 итп $3, т. е т.п=3,5,6. Разбиения досок 
3х3, 5х3, 5Ж5, 6Ж3З и 6>5 приведены на рисун-, 
ках 2, а), 6), в) и 1,6), в) соответственно; доска 6Ж6 — 
‹удвоенная» 6Х 3. 


Е 


Пусть 4, и й. — диаметр и высота цилиндра Ц., 
а. =а/В:. Из рисунков 1 и 2 видно, что 

Чаи =, ИА = 2 — в, (1) 
причем вписать ПЦ, ;, в Ц, можно тогда и только тогда, 
когда 42— В? ее илиа, >1. 


В. Зудилин 


а) Ответ: Е -/2. Мы должны найти, при каких Е 
а, 1, а2< 1. 
Из формул (1) при п=)] получаем соотношение 
1 м @-ы 
== ——__=а —1; 2 
@2 а: в? ; 2) 


поэтому а›< 1, когда а > (при этом автоматически 
а, > 1}. Остается заменить а, на Е. 


6) Ответ: , 89/55 &— 34/21. Для того, чтобы мож- 
но было вписать цилиндры Ц», ..., Цю и нельзя — Ци, 
должны выполняться неравенства а >1, а›>1,... 

„, @з>1, ак 1. Выясним, какое ограничение накла- 
дывает каждое из них на а! —#°. Точно так же, как {2), 
устанавливается равенство 

а № Га 

Функция /(х)=1--1/х убывает, поэтому неравенство 
а. > 1 эквивалентно а._,<{(1)=2, это, в свою очередь, 
эквивалентно а._› >} (2)=3/2, а._:<{Ё(3/2)=5/Зит. д 
Обозначая {-й член последовательности 1, / (1), #(/ (1), 
ТЕСО)), ... через А, получим, что неравенство а, > 1 
эквивалентно а, >^, при нечетном пиа, <). при чет- 
ном п. 

Можно заметить (см. рис. $), что числа А» А», №... 
возрастают, а А, Л., Ав, ... — убывают, причем числа пер- 
вой последовательности меньше чисел второй последо- 
вательности. Это следует из равенств 

х 1 1 Аа 

Али Й (Ав) — 1 (а-)= ГЕ Е. (3) 
Действительно, если, например, А, < А,» то в силу (3) 
0—2... ,—А,<А„_.—А„ (так как все 7. при Е—>1 боль- 
ше 1), т.е. „А. 7._в аналогично, при № > А 
получим, что 2. >А,, >А._1. Таким образом, числа 
7. располагаются как на рисунке 4 — каждое из них, 
начиная с А., лежит между двумя предыдущими, при- 
чем ^1< 2... 

У нас должны выполняться неравенства @г>?, при 
п=1,3,5,17,9, а< лм при п=2,4,6,8 и аз 
т.е. Лиза, < Ав. Остается подсчилаль в И 210: 18=34/241, 
Аи=89/55. Для упрощения подсчета можно восполь- 
зоваться тем, что Л„—=и./и._1. где и. — п-й член знаме- 
нитой последовательности Фибоначчи 
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1,2, 3, 5, 8, 13,.., определяемой при п>2 НЫЕ, 
Ива =и, 1-К и» (в самом деле, 7›=2/1=из/и:; А+ = 
= -{+ 1/1.„ =1- и» Ия == Иа ИИ если А=и./и-и). 

в) Ответ: #=\Д1-+ \5)/2. Из сказанного в пункте 
6) вытекает, что искомые значения А*—=а; должны удов- 
летворять неравенствам 2.21 < @1< Аза при всех т 1. 
Докажем, что последовательность /, при п-> со стремит- 
ся к пределу 2=(1-+ у5)/2 — положительному корню 
уравнения [(2.)=/. (см. рис. 3). Повторяя вывод формулы 
(3), мы получим, что 





: я =. 1] Ам] 
а Ч ЕН, и 
29 1 ^ 
т. е. |^—^,|-*0 при п-—оо. Е, отрезки 
по нечётно [2.2=_13 Аж] стягиваются к точке А. (рис. 4), которая и 


является единственным возможным значением а, = #*.*) 


в Иа В. Столин 
С 
Рис. 4. в 


№М1050. На отрезке [—1; 1] а) Ясно, что каждое из трех произведений лишь увели- 


выбрано Ё различных то- чится (а сумма 5 обратных к ним величин уменьшится), 
чек, для каждой посчитевно если крайние числа раздвинуть: левое заменить на — 1, 
произведение расстояний правое — на 1. Поэтому можно считать, что выбраны 
до остальных #— 1 точек и точки —1, х, 1, где —1<х< 1. В этом случае 
через 5 обозначена сумма 1 1 1 2 
обратных величин этих Ё о о, 

ы 2-х (1--х)(1--х) 21-х) 1-х 
произведений. Докажите, 
что а) 5$>2 при #—3; причем равенство достигается лишь при х=0. 
6* $>4 при Е=4 { 6) Аналогично пункту а) задачу для четырех точек 


можно решать мстодом «постепенного улучшения». 
Как и выше, заменяя крайние числа на —Ти 1, мы 
можем только уменьшить 5. Средние точки представим 
в виде —1-фии 1—2 (и>0, >00, —1-+и<1-— 09; 
рис. 1). 
| 1 Теперь преобразуем сумму 5, полагая 4=2—ир- и: 
1 1 1 1 
сы 2и (и а) я 20 (5 а) ы аи (6 |4) ый ао (и 4 - 
__ 90 (2 ии (2—0) 2 (2ио а (и-Ро)) _ 
г Заир (2 — и) (2 — в) в 


_ а22-—а-—2и0)+2 (2 +а (2-9) _ 
1 24иь (4—2 1и- в) ир) ка 
_ 24 (2-а)- и {2-—а)} _ 2—а 
= Ч бан) аш‘ 
Произведение ии при заданной сумме иро=2 —4 мак- 
симально, когда и=о=(2 — 4)/2, поэтому 


Рис. 2. 
УЯ Е д >“ 


причем равенство достигается здесь при 4=1, и=и = 
—=1/2, т. е. для точек —1, —1/2, 1/2, 1. 

Оказывается, при каждом >38 наименьшее значе- 
ние 5 равно 2“ и достигается для набора х„= 
—= —с0$ и п —=0, 1, ..., Ё —1. Укажем красивое рассуж- 
дение, которое (в отличие от прямых вычислений, при- 
веденных выше) годится для общего случая. 

Пользуясь тождеством со$ (п -- 1) Фф—=2 (со$ т) с0$ ф— 
—с0$ (т —1)ф, легко доказать, что при любом т>1 
существует многочлен Т„(х) такой, что Та (с0$ 9= 
— с0$ 114, причем его старший коэффициент равен 2”- 





*) Близкие задачи об итерациях функций рассмотрены в кни- 
ге «Заочные математические олимпиады» (М.: «Наука», 1987; 


задачи 6-16, 6-17). 





Куапетесте.ти 


Например, Т.(х)=2х?—1 (рис. 2), Т-(х)=»4х?—3х 
(рис. 3). Отметим, что |Т»(х)| < 1 при |х|< 1. Много- 
член Т„(х) называется многочленом Чебышева 
(см. статью Н. Васильева и А. Зелевинского «Много- 
члены Чебышева и рекуррентные соотношения» в 
«Кванте» № 1 за 1982 г.). С его помощью мы решим 
задачу для # =т--1 точек. 

Пусть х,, п—=0,...К—1, — любой набор Ё различных 
точек на отрезке [—1; 1]. Всякий многочлен степени 
Е—1 однозначно определяется своими значениями а. 
в точках х=х, и, как нетрудно проверить, может быть 
записан в виде суммы 


у’ 1х — хо — Ха — бух 


ВО (о а хх, 
Возьмем а, =Т»ь_,(х,), тогда этот многочлен будет тож- 


дественно равен Т: 1 (х). Его старший коэффициент, рав- 
ный 2*_*, является суммой выражений 


ал 
Ха Хо)... Ха — Ха в) (Ха — Ха а.о Ха) ° 
каждое из которых по модулю не превосходит 
1 
и (») 
жа — Жо |. [ Ха Ха а | [Ха Хана | + | Ха-— Ха -ь | 
(поскольку |а„ |= |Ть_, (х„}| < 1). Но сумма величин (») 


при п=0, ...,.&—1 как раз и ‚есть интересующая нас 
сумма $; следовательно, 5 > 2" 





Л. Д. Курляндчик 


$1058. Шарик катится По условию задачи шарик катится без проскальзывя- 


вдоль ребра прямоуголь- ния, поэтому скорости тех точек шарика, которые в 
ного желоба АСВ (см. рис.) данный момент времени касаются желоба в точках 
со скоростью и без про- А нВ (см. рисунок), равны нулю. Считая шарик абсо- 
скальзывания; расстояние лютно твердым телом (а это означает, что расстояние 
АВ равно радиусу шарика. между любыми двумя точками шарика остается неиз- 
Какие точки шарика обла- менным), приходим к выводу, что в данный момент 
дают максимальной ско- временн все точки шарика, лежащие на отрезке АВ, 
ростью? Чему равна эта неподвижны. А это означает, что в каждый момент 
скорость? времени движение шарика — это вращение относи- 
тельно оси АВ. (Ясно, что точки А и В — точки, в кото- 
рых шарик касается желоба, — перемещаются со ско- 

ростью и.) 
Мгновенная скорость любой точки шарика есть ор, 
где ® — угловая скорость вращения, р — расстояние 


от точки до оси АВ. Скорость центра шарика (т. о на 
рисунке) равиа 0; расстояние от т. о до оси АВ — р= 
— ос | =Е-/3/2. Следовательно, 


и 20 
Ро В МЕ 

Понятно, что максимальной скоростью обладают точ- 
ки шарика, наиболее удаленные от оси АВ. Из геомет- 
рических соображений ясно, что в любой момент имеет- 
ся лишь одна точка, максимально удаленная от оси, — 
на рисунке это точка 4. Расстояние от т. 4 до оси вра- 
щения равно р. =рь-+В=В(1-+--/3/2), и скорость 


точки а 
(1+ №) 2+3. 





2 8 г 
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С. С. Кротов 


$1059. В некоторой точке: 


пространства необходимо 
создать максимально воз- 
можную  напряжехность 
гравитационного поля (ус- 
корение свободного паде- 
ния) имея в распоряже- 
нии заданную массу веще- 
ства неизменной плотно- 
сти. 

а) Какую форму необходи- 
мо придать телу из этого 
вещества? 

6) Каково должно быть 
взаимное расположение те- 
ла и точки? 








поверхиость 
равного вклада 


Рис. 2. 





Куапетссте.ги 


Пусть однородное тело массой М создает гравитацион- 
ное поле, вектор напряженности которого в некоторой 
точке О равен & и направлен вдоль оси ОХ, как это 
локазано на рисунке 1. Согласно принципу суперпо- 
зиции полей вектор & является суммой векторов Ай, 
напряженностей полей, созданных в точке О всеми бес- 
конечно малыми элементами \т, тела М. Вклад каж- 
дого элемента в общее поле & равен проекции вектора 
АЯ; на ось ОХ, т. е. равен 
С-Ат. 


———— ©0903 0,. 
г 


Ава — 


где г; — расстояние от точки О до элемента Ат, 9; — угол 
между направлением на элемент и осью ОХ. Следова- 
тельно (если все элементы Ат; одинаковы), 


со$ 0, 





(= |8 [= > АЯ =бСАтХ 2 5 
Таким образом, при данной массе тела М значение & 
будет максимальным, если форма тела и его ориентация 
относительно точки О будут такими, что величина 


х 05 0: 


2: будет максимальной. 





Рассмотрим тело массой М, ограниченное проходя- 
тей через точку О поверхностью, для всех точек кото- 








ы Е -с0з 6 
рой (кроме точки О) отношение = ` одно и ТО же, т. е. 
{ 
соз 0 
— =560103$. 
г 


Такую поверхность назовем поверхностью равного вкла- 
да. Тело, ограниченное поверхностью равного вклада, 
является телом вращения (вокруг оси ОХ; см. рис. 2). 
Покажем, что именно такое тело создает гравитацион- 
ное поле, напряженность которого йщ максимальна в 
точке О. 

Элементы Ат, находящиеся на поверхности равного 
вклада, по определению вносят одинаковые вклады 
Аёох В Во. Вклад любого внутреннего элемента Айнур 
больше Ая,.; если бы элемент Ат оказался за поверх- 
ностью тела, то его вклад Аи. В величину & был бы 
меньше Ая... Таким образом, 


Аб нутр>АВох>АЁвнеш- (*) 


Любая деформация тела М (без изменения его ялот- 
ностн), не приводящая к изменению направления век- 
тора напряженности в точке О, сводится к переносу 
массы из внутренних областей во внешние области, за 
пределы поверхности равного вклада. Как видно из 
соотношения (+), это приводит к уменьшению напря- 
женности поля в точке О. 

Следовательно, напряженность гравитационного по- 
ля, создаваемого в точке О телом данной массы, макси- 
мальна, если ЭТО Тело — тело вращения, ограниченное 
поверхностью равного вклада, и точка О лежит на по- 
верхности на оси вращения. 

Заметим, что отличие формы этого тела от шарообраз- 
ной существенно. На рисунке 2 представлены сечения 
такого тела и шарё такой же массы. Видно, как нужно 
деформировать шар, чтобы получить в одной точке 
(в данном случае в точке О) максимально возмож- 
ное поле. Оказывается, что после такой деформации 
шара напряженность поля в точке О возрастет в 
\/21/25 раза, т. е. примерно на 3 %. 

Е. Н. Юносов, И. В. Яминский 
{Окончание см. на с. 34) 
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$1060. Математический 
маятник представляет со- 
бой невесомый стержень 
длиной 1, к свободному 
концу которого прикреп- 
лен маленький массивный 
грузик. На стержень наде- 
та бусинка такой же мас- 
сы, которая может свобод- 
но скользить по горизон- 
тальной ноправляющей, 
проходящей на уровне се- 
редины стержня (см. рису- 
нок). Найти период малых 
колебаний такого маятни- 
ка. Трение отсутствует. 





Ф1061. Пламя спиртовки, 
перед тем как погаснуть, 
начинает мерцать и по- 
трескивать. Почему? 


Ф!1062. Космическая час- 
тица, движущаяся со ско- 
ростью, близкой к скоро- 
сти света, попадает в ре- 
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Предположим, что математический маятник длиной [ 
отклонили на угол из и отпустили. Согласно закону 
сохранения энергии максимальное значение скорости 
маятника (грузика) равио 


| а =^/21 (1 — соз и} = 2 чт - 81. 
При условии малости колебаний 
та А 


- 41 
п >” 


2 2 Е” 
где А — амплитуда колебаний маятника, и 


== АЗ — Ао, 


где ®о — частота колебаний. 

Найдем максимальную скорость грузика для иашей 
системы (маятник с бусинкой, находящейся все время 
на одной и той же горизонтали). Запишем закон сохра- 
нения энергии для системы в тот момент, когда грузик 
проходит наинизшую точку траектории: 


т о т [Ет 2 7711 
5 = 5 (=) = 181 (1 — с0$ @0) 


ё. 
{5- — скорость бусинки в этот момент). Отсюда 


р 





@т = —/ 28 (1 — с03 и) =А ры о. 
х 5 
Как видно из этого результата, частота « колебаний 
нашей системы в 2/\/5 раз меньше частоты ®о колеба- 
ний математического маятника длиной [. Следовательно, 
период колебаний системы — 


Ве в=а-/Ы 
= =лвуё = а. 
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Л. Г. Маркович 


Причиной мерцания пламени является, очевидно, не- 
равномерность поступления горючего — спирта. Это 
имеет место, когда спирт кончается. 

Действительио, когда спирта остается мало, начинают 
сказываться, помимо капилляриых сил «захвата» го- 
рючего фитилем, силы взаимодействия спирта с дном 
и стенками спиртовки (силы поверхностного натяже- 
ния). Перебои в поступлении горючего могут возник- 
нуть и из-за наличия всякого рода +грязи», находя 
щейся, как правило, на дне спиртовки. 

Итак, в некоторый момент времени спирта, посту- 
пающего к пламени по фитилю, не хватает для поддер- 
жания устойчивого размера пламени, и пламя как бы 
пропадает; однако в следующий момент поступает 
*избыток» спирта, и происходит резкое увеличение пла- 
мени, сопровождающееся треском. 

Как правило, при диаметре фитиля 2—3 мм такие 
мерцания с потрескиванием возникают, когда длина 
фитиля составляет несколько миллиметров, причем, 
чем короче фитиль — тем чаще происходят вспышки, 
сопровождающиеся треском. 


Наличие двух светящихся точек означает, что ско- 
рость и, с которой частица движется в резервуаре, 
больше скорости света в жидкости, т. е. болыпе в -=с/п 
{< — скорость света в вакууме). 


А.С. Бутов 


зервуар эксперименталь- 
ной установки, наполнен- 
ной жидкостью с показате- 
лем преломления п=1,6. 
Прохождение частицы че- 
рез жидкость сопровожда- 
ется свечением. Через не- 
большой промежуток вре- 
мени после попадания час- 
тицы в резервуар был 
включен прибор. находя- 
щийся в точке С, который 
зафиксировал в момент 
включения две светящиеся 
точки А иВ (схема опыта 
в определенном масштабе 
приведена на рисунке; дан 
вид сверху, точки С, Аи В 
лежат в горизонтальной 
плоскости). Объясните наб- 
людавшееся явление и, ис- 
пользуя рисунок, найдите 
скорость частицы. Тормо- 
жением частицы в жидко- 
сти пренебречь. 


Наша анкета 
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Действительно, в момент включения прибора к при- 
бору пришел свет, испущенный до этого в разные мо- 
менты времени из точек А и В. На прохождение пути ® 
ВС свету потребовалось время #, больщее, чем время {> 
на прохождение пути АС. Следовательно, в точке В 
частица была раньше, чем в точке А, т. е. частица дви- 
жется справа налево (от В к А). За время #2 —# свет 





действительно и о. 
Значенне ц найдем из уравнения 


с 
в жидкости прошел путь [2 —й (см.’рисунок), а части- 
ца — путь 15. Как видно из рисунка, [13 > № —1. Значит, 





и Га #; Г 
[а & ы .—в п 2—Ы й 
Определив из чертежа отношение 2.:(1.—1), получим 
и —=0,83 с. 
А. Н. Буздин 


Дорогие читатели! Для того чтобы при подготовке материалов к публикации 
в «Кванте» редакция могла учесть ваши интересы, уровень подготовки и вкусы, 
просим вас ответить на вопросы нашей традиционной анкеты. 
Для сокращения сроков обработки анкет ответы просим высылать на от- 
дельном листе бумаги, сохранив нумерацию вопросов, до 10 января 1988 года. 
Наш адрес: 103006 Москва К-6, ул. Горького, д. 32/1, «Кванть. На конверте 
сделайте пометку «Анкета-87». 





——щ———Щ———————_ иди з 
1. Фамилия, имя (не обязательно). Место учебы (город, село, класс, курс) 
или работы (профессия, специальность). 


2. Круг интересов (математика, физика). С какого года вы выписываете наи! 


журнал? Сколько человек читают ваши экземпляры «Кванта»? 





3. Наиболее и наименее интересные статьи по математике из числа опубли- 


кованных в 1987 году. 





4. Наиболее и наименее интересные статьи по физике из числа опублико- 


ванных в 1987 году.. 


5. Самая удачная и. самая неудачная обложка журнала в 1987 году. 


оли ас тии тик и, маи ет сити чи ии у тише тя ыы т ион и т ить шин МЕ О и нь ти тер иле ие 
6. Какие разделы журнала вам нравятся, а какие — нет? Какие новые 
разделы следовало бы ввести? 


7. Какие материалы, опубликованные в «Кванте» в 1987 году. помогли 
в вашей учебе или работе, что вы искали в «Кванте», но не нашли? 


8. О чем бы вы хотели прочитать на страницах нашего журнала в 1988 году? 
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Основные теоремы 


Кандидат физико-математических наук 
В. Л. ГУТЕНМАХЕР 


Наша цель — рассказать о трех ос- 
новных теоремах трех великих А: 
Арифметики, Алгебры, Анализа. Эти 
теоремы должен знать каждый, кто 
хоть немного интересуется математи- 
кой. Первая — о разложении чисел 
на простые множители, вторая — о 
разложении многочленов на неприво- 
димые многочлены, третья — о вы- 
числении площади. 

Мы начнем с основной теоремы ал- 
гебры: о ней писал Рене Декарт в 
1637 году — ровно 350 лет тому на- 
зад — в своей книге +Геометрия». 
В этой книге есть глава, посвященная 
уравнениям; она начинается такими 
словами: 

«Знайте, что всякое уравнение мо- 
жет иметь столько же корней, како- 
ва степень уравнения; ибо если пере- 
множить два уравнения х—2—0 и 
х— 3—0, то получится уравнение вто- 
рой степени: х?’—5х-6=0, которое 
имеет корни 2 и 3. Если это урав- 
нение, в свою очередь, умножить на 
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х—4—0, то получится уравнение 
третьей степени х’—9х?-+-26х-—24=0 
с тремя корнями 2, Зи 4». 

В курсе алгебры 8 класса дока- 
зывается, что многочлен второй сте- 
пени хРрх+ 94, имеющий корни х: и 
х., предетавляется в виде произведе- 
ния многочленов первой степени: 


2 -рх-а=(х—х1)(х—х.). 


Примеры разложения квадратного трехчлена 
в произведение: 
х—х—2=(х4+1)(хЫ— 2); 
х'— 2х1 =(х—1)1 
х'—2=={х— 2)(х +2); 
1 (к 1/2 16/2) (24-1124 (5/2). 


Однако случается, что квадратный 
трехчлен не имеет корней и его раз- 
ложить в такое произведение нельзя. 
Что же касается многочленов более 
высокой степени, то для них имеет ме- 
сто такая теорема: 

Любой многочлен вида х"- 
ах ‘фа, ох"... а0о можно 
разложить в произведение многочле- 
нов вида х—а и многочленов второй 
степени вида х’4+-рх{ а, не имеющих 
корней; причем это разложение един- 
ственно: два такие разложения отли- 
чаются только порядком сомножи- 
телей. 


Примеры разложения многочленов 
на множители: 


ххх И — 1 корень; 
Хх‘ — 6х! -|- 11х — В =1х— 1х — 2х3 

— 3 корня; 
х! — Зе 3х —1={5— 1 — 1 корень: 
же х 1ух-ф1х +1 — 2 корня; 


Хх 1 = (°— 2х их" 4 \2х-- И — 0 корней. 

Из этой теоремы следует, что мно- 
гочлен п-й степени может иметь, са- 
мое большее, п корней; ровно п корней 
будет, если он раскладывается в про- 
изведение д различных множителей 
вида х— а. Многочлен может иметь и 
меньше корней за счет того, что неко- 
торые такие множители повторяются 
(при этом возникают кратные корни), 
и за счет того, что некоторые мно- 
жители — квадратные трехчлены, не 
имеющие корней. 

Значительно более изящную форму 
примет эта теорема, если ввести в 
употребление комплексные _ числа, 
т. е. выражения вида а—6-/ —1, где 
(а; 5} — пара действительных чисел. 
Тогда уже любой квадратный трех- 
член (с действительными или комп- 
лексными коэффициентами) имеет 
два комплексных корня и расклады- 
вается на множители первой степени. 
Примеры разложения квадратных трехчленов 
с комплексными корнями; 

хе’ (ху ИУ; 
х'— 4х = (х— 1) (х-1— /—2)Ж 
Ху 2). 

Благодаря этому сформулирован- 

ная ранее теорема принимает следую- 


щий вид: 
Всякий многочлен вида х”’-+ 
ал их" аа ох" +... в0 — (2де 


Яп—1» @л— 2» .... 90 — Комплексные чис- 
ла) представляется в виде произведе- 
ния п сомножителей (х—В)(х— В>)-.. 
..(х— В»), где Вл, В», -... Ва — комплекс- 
ные числа, причем такое представле- 
ние единственно с точностью до по- 
рядка сомножителей. 

Это и есть основная теорема ал- 
гебры. 


* * * 


Основная теорема арифметики срод- 
ни основной теореме алгебры: 

Всякое целое положительное число, 
большее единицы, может быть пред- 
ставлено в виде произведения простых 
чисел. Причем два таких разложения 
могут отличаться только порядком со- 
множителей. 
Примеры разложения целых чисел 
на простые мкожители: 

490 =2*.5*; 
290 981 =43.67-101; 


1001 =7.11-13;: 
1987 = 1987. 
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Этой теоремой мы фактически поль- 
зуемся, начиная с младших клас- 
сов — и при сокращении дробей, и при 
приведении их к наименьшему обще- 
му знаменателю. 

Чаще всего мы пользуемся следую- 
щим утверждением, которое, как лег- 
ко понять, равносильно основной тео- 
реме арифметики: если произведение 
целых чисел делится на некоторое 
простое число, то на это простое число 
делится хотя бы один из сомножи- 
телей. 

Итак, обе основные теоремы 
арифметики и алгебры — касаются 
вопроса разложения в произведение 
неразложимых. Целые числа разла- 
гаются в произведение простых чисел, 
а многочлены — в произведение, как. 
говорят, неприводимых многочленов. 
Обе теоремы утверждают, что такое 
разложение единственно. 

Строгое доказательство основной 
теоремы алгебры дал в 1799 году ве- 
ликий немецкий математик К. Ф. Га- 
усс (1777—1855); он же в 1801 году 
сформулировал и доказал основную 
теорему арифметики *). 

Утверждение основной теоремы 
арифметики совершенно ясно и было 
известно с древнейших времен, но 
именно Гаусс понял, насколько важно 
утверждение о единственности разло- 
жения на простые множители. Ока- 
зывается, возможны такие числовые 
системы, в которых аналог основной 
теоремы арифметики перестает быть 
верным. Не останавливаясь на этом 
подробно, мы только приведем наибо- 
лее известный пример — систему чи- 
сел вида а-|-5`\/—5, где (а; 5) — пара 
целых чисел (которые складываются и 
умножаются по тем же правилам, что 
и комплексные). В этой системе, на- 
пример, 21=3.7=(а-/—5)(4— 
—5). Мы не станем обсуждать 
здесь, почему числа 3, 7, 4+-/—5, 
4—-/—5 являются простыми в 
этой числовой системе. Интересую- 
щийся читатель может найти ответ в 
замечательной книге Г. Радемахера и 
О. Теплица «Числа и фигуры» 
М.: «Физматгиз», 1962. 

Однако не нужно думать, что в лю- 
бых числовых системах вида ар буа 


*) Доказательство основной теоремы арифме- 
тики см., например, в «Кванте», 1987, № 4, с. 12; 
доказательство основной теоремы алгебры — в 


„Квантс». 1980. №2, с. 17; 1982, № 4, с. 3. 





Рис. 1. 


Рис. 2. 


(а, 6 — целые числа, 4 — фикси- 
рованное целое число) нет однознач- 
ного разложения на простые множи- 
тели. Важный пример «хорошей» чис- 
ловой системы — так называемые 
гаиссовы числа, т. е. числа вида 
а+-ь-/ —1, гдеаи В — целые. Для 
них аналог ОСНОВНОЙ теоремы арифме- 
тики имеет место. 

Формулируя этот аналог, нужно учитывать 
наличие так называемых обратимых чисел. 
Число (гауссово илн обыкновенное) называстся 
обратимым, если существует другое (возможно, 
то же самое) число, такое, что произведе- 
ние двух этих чисел равно 1. Среди целых чи- 
сел обратимы числа 1 н —\1, среди много- 
членов обратимыми являются многочлены 
знулевой степени» — числа, отличные от нуля у 
среди гауссовых чисел — числа 1, —1, у—1 
и —\ —1. В разложении 9=р1..ра на простые 
множители можно умножить, скажем. р! и р: 
на числа, произведение которых равно 1, и по- 
лучится другое разложение. Это вынуждает 
нас не различать также разложения, полу- 
чающиеся друг из друга умноженнем сомно- 
жителей на обратимые числа. При этом и 9. н 
ре .-. Ра НУЖНО считать необратимыми. В фор- 
мулировке основной еоремы арифметики мы 
избежали этих оговорок, предположив, что все 
числа больше 1; в формулировке основной тео- 


ремы алгебры — предположив, что старшие 
коэффициенты многочленов равны $3. 
жж * 


В то время, как основные теоремы 
алгебры и арифметики родственны, 
как мы видели, друг другу, основная 
теорема анализа отстоит от них доста- 
точно далеко. Это — входящая в 
школьный курс математики 10 клас- 
са теорема Ньютона—Лейбница. 

Эта теорема замечательна тем, что 
она позволяет находить площади кри- 
волинейных фигур. Она производит 
огромное впечатление еще и потому, 
что связывает воедино две, казалось 
бы, совсем разные геометрические за- 
дачи: задачу проведения касательных 
(производные) и задачу нахождения 
площадей (интегралы). То, что эти за- 
дачи должны быть взаимно обратны, 
первым заметил учитель Ньютона ан- 
тглийский математик Исаак Барроу. 
Но в виде формулы эта связь впервые 
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Примеры производной {(х} и первооб- 


разной Ех; функции Их): 


|. 
Производ- 
ная 


Первооб- 
разная х' {2-е | х'/З-с 


была получена Ньютоном и, независи- 
мо от него, Леибницем. 


Теорема Ньютона—Лейбница ут- 
верждает, в частности, что если непре- 
рывная положительная функция /, за- 
данная на отрезке [0; Ь], является 
производной функции Р, заданной на 
том же отрезке, (или, как говорят, 
функция ЁР является первообразной 
функции /[), то площадь 5 под ее 
графиком находится по формуле 








[оо 


ах! /2+ 
ны х-Ес 






ь 
$= $ Кхах=Р(Ь)—Р(а) (см. рие. 1. 


Например, площадь +параболиче- 
ской подставки» (рис. 2} может быть 
найдена по этой формуле: функция 
{х)==х? является производной функ- 
ции Р(х)=х“/З и, значит, интересу- 
ющая нас площадь равна 

1 3 
\ ах — 
С] 

Эту площадь впервые вычислил 
Архимед, ничего не знавший, конечно, 
о формуле Ньютона—Лейбница. (Ин- 
тересно, что Архимед решал эту 
задачу в разных контекстах по край- 
ней мере три раза, не подозревая, что 
он решает одну и ту же задачу.) 

Задача отыскания первообразной 
для заданной функции оказалась важ- 
ной аналитической задачей. Для ра- 
циональных функций она связана с 
основной теоремой алгебры: перво- 
образную дробно-рациональной функ- 
ции всегда можно выразить через 
элементарные функции (включая ло- 
гарифм и арктангенс), но для этого 
нужно знать разложение знаменателя 
на линейные и квадратичные множи- 
тели. 


0 _ 1 
ЕВ 





\ Задачи 


1. Нетрудно показать, что У пра- 
вильной пятиконечной звезды сумма 
углов равна 180°. Докажите, что та- 
кая же сумма углов будет у произ- 
вольной пятиконечной звезды. 

2. Мне удалось, взяв по два раза 
цифры 1, 2, Зи 4, написать восьми- 
значное число, у которого между еди- 
ницами стоит одна цифра, между 
двойками — две, между тройками — 
три и между четверками — четыре 
цифры. Какое это число? 

3. Расставьте числа от 1 до 8 
в кружках фигуры, изображенной 
на рисунке, так, чтобы числа в круж- 
ках, соединенных отрезками, отли- 
чались не меньше, чем на два. 

4. Мои настенные часы ведут себя 
очень странно. В первой половине 
каждого часа они спешат на 2 мину- 
ты, зато во второй его половине на 
две минуты отстают. В чем причина 
такого поведения часов? 

5. Точка, взятая внутри равносто- 
роннего треугольника, соединена со 
всеми вершинами. Кроме того, из нее 
опущены перпендикуляры на все сто- 
роны треугольника. Покажите, что 
сумма площадей красных треуголь- 
ников (см. рисунок) равна сумме пло- 
щадей синих треугольников. 


Эти задачи нам предложили ученик 9 класса 
школы № 8 г. Мозыря Александр Коришков. 
А. П. Савзын, А. М. Домашенко. А. А. Панов, 
В. В. Произволов. 
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АЯ Денин @ | 


Может ли белое 
быть чернее 
черного? 


В. В. МАЙЕР 


Начнем с`’совсем простого наблюде- 
ния. 

Положите рядом листки белой и 
черной бумаги и создайте в комнате 
полную темноту. Тогда ни одного 
листка вы не увидите, т. е. оба они бу- 
дут одинаково черными. 

Казалось бы, ни при’каких усло- 
виях белая бумага не может быть чер- 
нее черной. И все же это не так. По- 
пробуйте придумать и поставить опыт, 
в котором белое оказывается более 
черным, чем черное. Но прежде про- 
читайте следующий абзац. 

Тело, которое при любой темпе- 
ратуре полностью поглощает падаю- 
щее на него излучение любой часто- 
ты, называется абсолютно черным.*) 
Нонятно, что это — идеализация, 
в природе абсолютно черных тел нет. 
Тела, которые мы обычно называем 
черными (сажа, копоть, черные бар- 
хат и бумага и т. д.), на самом деле 
серые, т. е. они частично поглощают, 
а частично рассеивают падающий на 


*) Несколько подробнее об этом можно прочи- 
тать в заметке «Абсолютно черное тело» («Кзанте, 
1985, № 2, с. 26). 
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них свет. Следовательно, для решения 
поставленной задачи можно, напри- 
мер, из белой бумаги сделать тело, 
более близкое к абсолютно черному, 
чем черная бумага. Теперь искомое 
решение почти очевидно. 

Оказывается, вполне хорошей мо- 
делью абсолютно черного тела может 
служить сферическая полость с не- 
большим отверстием. Если диаметр 
отверстия не превышает 1/10 диа- 
метра полости, то (как показывает 
соответствующий расчет) вошедший 
в отверстие световой пучок сможет 
выйти из него обратно лишь после 
многократных рассеяний или отраже- 
ний от разных точек стенки полости. 
Но при каждом «соприкосновении» 
пучка со стенкой энергия света ча- 
«луче хотложхаелея, таХ что доля вы - 
ходящего обратно из отверстия излу- 
чения ничтожно мала. Поэтому мож- 
но полагать, что отверстие полости 
практически полностью поглощает 
свет любой длины волны, как и абсо- 
лютно черное тело. 

Конкретный прибор для опыта мож- 
но сделать, например, так. Из карто- 
на склейте коробку размером при- 
мерно 100Х 100Х 100 мм с открываю- 
щейся крышкой. Изнутри коробку 
оклейте белой бумагой, а снаружи — 
покрасьте черной тушью, гуашью 
или, что еще лучше, оклейте черной 
бумагой от фотопакетов. В крышке 
проделайте отверстие диаметром не 
более 10 мм. Фотографию такого при- 
бора вы видите на заставке. 

Показывая опыт, осветите крышку 


коробки настольной лампой. Тогда 
отверстие будет выглядеть более чер- 
ным, чем черная крышка. Откройте 
крышку, и все увидят, что за отвер- 
стием — белая бумага, которая в опы- 
те действительно оказывается чернее 
черной! 


Загадка 
Рамануджана 


(Начало см. на с. 191 


полон трогательной признательности 
и любви к нему... 


Возвращение и смерть 


Заболев, Рамануджан начинает ду- 
мать о возвращении на родину. Лишь 
к началу 1919 г. его здоровье улуч- 
шилось настолько, чтобы совершить 
далекую поездку по морю. Ему было 
готово место в Мадрасском универ- 
ситете — слава его достигла Индии. 
Рамануджан пишет ректору благо- 
дарственное письмо, извиняется за то, 
что последнее время болезнь не дава- 
ла возможности работать достаточно 
интенсивно. Но он так и не смог при- 
ступить к работе в университете. Ме- 
нее года ему удалось провести на ро- 
дине. После трех месяцев в Мадрасе 
Рамануджан перебрался в Кумбако- 
нам. В январе 1920 г. он посылает по- 
следнее письмо Харди, где сообщает 
о работе над новым классом тэта- 
функций. Ни врачи, ни родные не мо- 
гут уговорить смертельно больного 
ученого прервать работу. 26 апреля 
1920 г. Рамануджан умер. Ему еще 
не исполнилось 33 года. 


Память 


Весть о смерти Рамануджана потряс- 
ла его друзей и в Индии, и в Англии. 
Они чувствовали свой долг разобрать- 
ся в том удивительном явлении, ка- 
ким был Рамануджан. Харди пишет: 

«Возможно, что великие дни формул 
окончились и Рамануджану следовало 
бы родиться на 100 лет раньше; но он был 
величайшим создателем формул своего 
времени». 

Друзья и коллеги. старались оце- 
нить место Рамануджана в современ- 
ной математике. Они не сомневались 
в его удивительных способностях, 
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Для того чтобы просто пронаблю- 
дать явление, можно поступить еще 
проще (но менее интересно). Возьмите 
белую фарфоровую чашку и закройте 
ее бумажной черной крышкой с не- 
большим отверстием — эффект будет 
практически таким же. 


фантастической красоте формул, но 
все сходились на том, что сам выбор 
сюжетов, которых настойчиво дер- 
жался Рамануджан, не позволяет ему 
занять достойное место в истории ма- 
тематики. 


Прошло более полувека, и сегодня 
мы отчетливо видим то, что не могли 
предвидеть Харди и его современни- 
ки. Гений Рамануджана оказался со- 
звучен не только прошлому, но и буду- 
щему математики. Арифметические 
формулы Рамануджана нередко ока- 
зывались ключевыми на новых эта- 
пах алгебраической теории чисел, 
и можно было только удивляться, как 
он смог увидеть их, не зная того, без 
чего их увидеть нельзя. А потом 
пришло возрождение интереса к конк- 
ретным явным формулам как внутри 
математики, так и в сфере ее прило- 
жений. Современная математическая 
и теоретическая физика обращается 
порой к весьма абстрактным разде- 
лам математики, причем играют роль 
очень изысканные явные формулы. 
Вот два недавних примера, связан- 
ные с Рамануджаном. 

Р. Бэкстер, прославившийся по- 
строением точно решаемых моделей 
статистической механики, при ис- 
следовании модели «жесткого гек- 
сагона» неожиданно обнаружил, что 
постоянно имеет дело с тождествами 
Роджерса—Рамануджана (вставка 4 
на с. 19) и Рамануджана. 

Нобелевский лауреат С. Вайнберг 
недавно вспоминал, как, занимаясь 
в начале 10-х годов очень популярной 
сейчас теорией струн, он столкнулся 
с задачей об оценке функции разбие- 
ний р(п) для больших п. Выяснилось, 
что нужные формулы получили Хар- 
ди и Рамануджан в 1918 г. (встав- 
ка 5 на с. 19). 

Красота формул Рамануджана да- 
ровала им способность возрождаться 
при самых необычных обстоятельст- 


вах. 


№ Мир языков 
программирования 


Академик А. П. ЕРШОВ 


Язык и общение 


Как гласит философский словарь 
(Москва, Политиздат, 1986, с. 578), 
язык — это «знаковая система любой 
физической природы, выполняющая 
познавательную и коммуникативную 
(общение) функции в процессе чело- 
веческой деятельности». И хотя поня- 
тие языка сложилось при общении 
людей друг с другом, мы обнару- 
живаем, что взаимодействие человека 
и ЭВМ приобретает все больше и 
больше тоже характер общения. Дей- 
ствительно, мы передаем компьютеру 
программу его работы, формулируем 
условие задачи, вводим начальные 
данные. Если программа оказалась 
с ошибкой или исходные данные 
неполны, ЭВМ сигнализирует об этом 
и сообщает о том, что она «не по- 
нимает» полученную информацию. 

Естественно, что общение требует 
языка, и то, что мы, уже не заду- 
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мываясь, применяем эти понятия к 
ЭВМ, говорит о реальном прибли- 
жении к робототехнике, искусствен- 
ному интеллекту, автоматизации ум- 
ственной деятельности, к тому, что 
относят к веку информации. 

Мы общаемся с компьютером по- 
средством разных знаковых систем. 
ЭВМ уже обладает зрением, слухом, 
осязанием, может воспринимать тек- 
сты, числа и образы. Однако самым 
главным органом чувств у ЭВМ яв- 
ляются входные устройства для 
восприятия электрических сигналов, 
а самым главным видом языка яв- 
ляется язык записи и исполнения 
программ, или язык программирова- 
ния. 

Языки программирования — это 
главное средство передачи знаний 
компьютеру, при этом знаний дей- 
ственных, придающих машине черты 
разумного поведения. 

Первые языки программирования 
появились в середине 50-х годов, а 
сейчас их насчитывается более двух 
тысяч. На первый взгляд это удиви- 
тельно. Напомним, однако, что сей- 
час общее количество ЭВМ в мире, 
включая персональные ЭВМ и одно- 
кристалльные микропроцессоры, ис- 
числяется сотнями миллионов. Таким 
образом, языковая практика обще- 


ния людей с компьютером уже ста- 
новится сравнимой по масштабам с 
языковой практикой общения людей 
между собой. Именно это обстоя- 
тельство и стало главной причиной 
включения информатики в общее об- 
разование. 


Главные понятия 
языков программирования 


При огромном разнообразии языков 
программирования они делятся на два 
главных класса: декларативные (ап- 
пликативные, функциональные) и им- 
перативные (процедурные, аглорит- 
мические). В скобках указаны вари- 
анты названий этих классов. 

Поговорим о различии между эти- 
ми классами. В двух словах оно со- 
стоит в следующем: декларативная 
программа заявляет, ЧТО должно 
быть достигнуто в качестве цели, а 
императивная программа предпи- 
сывает, КАК достичь поставленной 
цели. 

Приведем два поясняющих приме- 
ра. 

Пример 1. Вам надо пройти в 
городе из пункта А в пункт Б. Дек- 
ларативная программа — это план 
города, в котором указаны оба пунк- 
та, плюс правила уличного движе- 
ния. Руководствуясь этими правилами 
и планом города, курьер сам про- 
ложит путь от пункта А в пункт В. 
Императивная программа — это спи- 
сок команд, примерно, такого рода: 
от пункта А по ул. Садовой на север 
до площади Славы, оттуда по ул. Пуш- 
кина два квартала, потом повер- 
нуть направо и идти до Театраль- 
ного переулка, по этому переулку 
налево по правой стороне до дома 
№ 20, который и есть пункт Б. 

Пример 2. Вычислить корни 
квадратного уравнения 


ах Ьхс=0 при а=?, 5=—Т, 
с=--4. 
Декларативная программа — это 
четыре (более точно, пять) равенства: 
три для коэффициентов и одно для 
формулы : 


=. — 6: \ 6-— 4ае 
2 


а 


Х1.2 


в сочетании с правилом замены пе- 
ременных и умением выполнять 
арифметические действия и извле- 
кать корень из числовых аргументов. 
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Императивная программа — это, 
например, такой текст на школьном 
алгоритмическом языке 
вещ а, 6, с, х1, х2, а, г 


а:=2 

Ь:=—7 

с:=—4 

а:=2жа 

г: =! 5" —(2Ж4а)Же 
х1:=(г—5)/а 





х2:=—(г-+-5)/4 

Обсудим сходства и различия. 
И декларативная, и императивная 
программы могут выполнять одни и 
те же действия. Например, корни 
квадратного уравнения могут вычис- 
ляться в декларативной программе 
в такой последовательности: 








о Г 
ха 2446; (=2; БТ; 
. 2а 
с=—4 
а. а ТУТ —4. 2. {(—4). 
раса ИИт ОК ИА 
__ 7-\ 49-48- 4. 
а 
=. Ве 
— 75 49+32 „ ТУЗ, 
х:.2— БИЧ ЗЬСЕ УИ 
4 4 


х=4; х2==—0,5 

Этот порядок действий практиче- 
ски совпадает с тем, который пред- 
писан программой на алгоритмиче- 
ском языке. 

В императивной программе дейст- 
вия задаются явными командами, 
вписанными в текст программы ее 
составителем. Исполнитель извлекает 
эти команды, следуя общим прави- 
лам исполнения программы. Эти пра- 
вила на первый взгляд весьма раз- 
личны в разных языках програм- 
мирования, но на самом деле они 
сводятся к трем главным способам 
извлечения команд из программы. 
Эти способы — СЛЕДОВАНИЕ, ВЫ- 
БОР и ПОВТОРЕНИЕ: исполнитель 
либо берет очередную команду, кото- 
рой однозначно предписано быть сле- 
дующей за только что выполненной, 
либо выбирает в зависимости от 
УСЛОВИЯ одну команду из несколь- 
ких возможных, либо повторяет вы- 
полнение команды опять-таки в зави- 
симости от соблюдения некоторого 
условия повторного исполнения. Для 
классических императивных языков 
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характерно, что последовательность 
команд, извлекаемых из программы, 
совершенно однозначно предписы- 
вается видом программы и ее вход- 
ными данными. Как говорят, пове- 
дение исполнителя императивной про- 
граммы полностью детерминировано. 

В декларативной программе дейст- 
вия не предписываются командами, 
а находятся самим исполнителем, 
побуждаемым к активности наличием 
недостигнутой цели. При этом также 
имеются три главных способа нахож- 
дения выполняемых действий, кото- 
рые по своему назначению аналогич- 
ны следованию, выбору и повторе- 
нию. Это соответственно ПОДСТА- 
НОВКА, тоже ВЫБОР и РЕКУРСИЯ. 
Суть подстановки хорошо видна в вы- 
шеприведенном примере «декларатив- 
ного» решения квадратного уравне- 
ния. Возможность подставить на мес- 
то некоторого выражения (в том 
числе и переменной) конкретное зна- 
чение дает возможность сделать 
следующий шаг в вычислениях. 

Особенностью декларативных про- 
грамм является то, что выбор дейст- 
вия может, как и в императивных 
языках, однозначно определяться не- 
которым Условием, но кроме этого 
быть и произвольным. Декларатив- 
ные программы не предписыва- 
ют выполнять действия, а разреша- 
ют, при этом часто одно из не- 
скольких. Например, даже в нашем 
‘простом случае решения квадрат- 
ного уравнения исполнитель может 
сам определить, в каком порядке про- 
изводить подстановку значений коэф- 
фициентов в формулу: то ли сна- 
чала а=2 или ЬБ=— 71, либо се=—4. 
В формуле можно начинать вычис- 
лять то ли числитель, то ли знамена- 
тель. Под корнем можно вычислить 
сначала или 6”, или АЖа, или аЖс 
и т. д. Таким образом исполнение 
декларативных программ носит, как 
принято говорить, недетермирован- 
ный характер, что, ‚однако, в случае 
правильных программ, не лишает 
результат однозначности и опрехе- 
ленности. 

Как рекурсия позволяет выполнять 
повторные вычисления — ‘это само 
по себе очень интересная тема, ко- 
торая выходит за рамки этой статьи. 
Коротко об этом сказано в учебнике 
«Основ информатики и вычислитель- 
ной техникиь за Х класс. 
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Идея исполнения рекурсивной дек- 
ларативной программы хорошо вид- 
на на примере вычисления 4! с ис- 
пользованием рекурсивного определе- 
ния факториала 

факт) =еели п=1 

то 1 
иначе факп—1)Жп 
все 
Отправляясь от цели фак(4), испол- 
нитель чередует подстановку с вы- 
полнением тех операций, для кото- 
рых уже вычислены аргументы: 


фак!{4)==если 4 =] то 1 
иначе фак(4 —1}Ж4 все 
—=фак!3)Х 4 
==(если 3=1 то 1 
иначе фак:3 — 1)Ж3 все) ха 
—=(фак(2} хз жа 
—=((еслн 2=1 то 1 
нначе (фак(2 —1)х2 всех 3)ха 
==((фак(1)х 2) х 3 жа 
((если 1=1 то 1 
нначе фак1—1)Ж1 всех 2)х3}ж4 
=((1х2)х3)х4а =(2х3)х4=6.Ж4=24 


Важным общим свойством импе- 
ративных языков программирования 
является их способность к струк- 
турному или неструктурному прог- 
раммированию. 

В структурных программах следую- 
шая по порядку выполнения команда 
всегда является следующей по по-. 


‚рядку расположения в тексте про- 


граммы. Естественно, что при этом 
допускаются так называемые состав- 
ные команды, однократное выполне- 
ние которых сводится к выбору или 
повторению содержащихся внутри 
них более «мелких» команд. Такая 
вложенность команд не противоре- 
чит основному принципу структур- 
ности. 

В неструктурных программах каж- 
дая отдельная команда программы 
может иметь имя, называемое мет- 
кой. Меткой может быть число (как, 
например, номер строки программы 
в языке Бейсик) или любое слово. 
При наличии меток следующей по 
порядку исполнения командой может 
быть любая (а не только следующая 
в тексте программы) команда. Для 
этого достаточно приписать к теку- 
щей команде управляющую команду 
перехода по метке (например, на М), 
указав метку М той «удаленной» 
команды, которую хотят сделать сле- 
дующей по выполнению. Такое услож- 
нение операции следования позволя- 
ет записывать очень «хитрые» про- 


НАЧ: при т, >> те: на Хть 
ти < т2: на Хт, 
01 == й1.: на т.п 

Хте: Х: =т.; У: =т,: на ХУ 

Хт: Х: =т:; У: =пь на ХУ 


пита: при ти > та: на т.Л 
т < та: ва т.Т 
пи =тз: на НФ 
ХУ: при Х> та: вывод («противоречие») 


на СТОП 
Х < та: на ФХ 
Х=ш.: на ФУ 
птоП: Ф: =т; на ФЛ 
т.т: Ф: =т. на ФТ 
НФ: вывод («нет фальшивых») на СТОП 
ФХ: Ф:=Х на ФЛ 
ФУ: Ф:=У на ФТ 
ФЛ: вывор (Ф, «легкая*) на СТОП 
ФТ: вывод (Ф, «тяжелая») на СТОП 
СТОП: останов 


Ре. Ч" 


граммы, которые, однако, зачастую 
становится трудно анализировать и 
понимать. Вот почему ограничение 
программирования структурными 
программами сейчас все больше счи- 
тается хорошим стилем грамотного 
и систематического составления про- 
грамм. 

В качестве примера неструктури- 
рованной программы приведем алго- 
ритм выявления одной фальшивой, 
т. е. более или менее тяжелой, из 
трех монет с массами пи, то и тз с по- 
мощью двух взвешиваний. Процедура 
взвешивания монет с массами риа 
выражена в виде команды выбора с 
тремя исходами: р 94, р>4 и Р=4. 
Сама программа выражена на смеси 
школьного алгоритмического языка и 
обычного для языков программирова- 
ния способа записи меток и ко- 
манд перехода по метке (рис. 1). Ус- 
ловное изображение блок-схемы про- 
граммы (рис. 2) наглядно показы- 
вает отличие строения программы 
ОТ «параллельно-последовательных» 
связей между простыми командами в 
структурных программах. 

Задание. Постройте структурную версию 


алгоритма взвешивания, например, на школь- 
хом алгоритмическом языке. 


В реальных языках программиро- 
вания свойства декларативности и им- 
перативности, структурности и не- 
структурности встречаются обычно в 
сочетании. Многие языки, например 
Паскаль, допускают команды пере- 
хода по метке и в то же время 
содержат конструкции составных ко- 
манд выбора и повторения, поддер- 
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живающие структурное программи- 
рование. 

Почти все императивные языки 
допускают операцию подстановки, с 
помощью которой реализуются коман- 
ды вызова вспомогательных алгорит- 
мов, называемых в языках програм- 
мирования процедурами или подпро- 
граммами. При этом вызовы под- 
программ содержат параметры. При 
выполнении вызова происходит двой- 
ная подстановка: сначала параметры 
подставляются в текст подпрограм- 
мы, после чего этот текст подставля- 
ется в главную программу на’ мес- 
то вызова. Некоторые языки допуска- 
ют недетерминированный выбор на- 
правления вычислений, в том числе и 
параллельные вычисления по отдель- 
ным ветвям алгоритма с использо- 
ванием нескольких процессоров вы- 
числительной системы. 

Большая часть современных импе- 
ративных языков обеспечивает по- 
вторное исполнение конструкций про- 
граммы, заданных рекурсивными со- 
отношениями. В свою очередь, для 
многих рекурсивных конструкций 
декларативных языков существуют 
способы организации их вычислений 
с использованием команд повторе- 
ния. 


Рис. 2. 


Грамматика языков 
программирования 


Как и в нашем родном естественном 
языке, грамматика языка программи- 
рования учит нас правильному по- 
ниманию и использованию этого 
языка. Описание языка программи- 
рования обычно состоит из трех 
частей : синтаксиса, семантики и праг- 
матики. 

Синтаксис задает правила записи 
программ: перечисляет исходные сим- 
волы, буквы, цифры, знаки препи- 
нания и устанавливает допустимые 
способы их сочетания. Семантика 
задает значение (смысл) конструкций 
языка программирования и обычно 
бывает двух типов: операционная и 
математическая. Операционная се- 
мантика — это набор правил для 
исполнения программы, а математи- 
ческая семантика — это набор ак- 
сиом и следствий из них, позво- 
ляющих описать функцию, вычисляе- 
мую программой. 

Общей особенностью синтаксиса и 
семантики языков программирования 
является их формальный строгий ха- 
рактер. Именно эта особенность позво- 
ляет передавать программы для чте- 
ния и исполнения автоматическому 
устройству — компьютеру. Формаль- 
ный характер математической семан- 
тики позволяет строго доказывать, 
что программа соответствует усло- 
вию задачи, для решения которой 
она составлена. 


Задание. Докажите, что программа на ри- 
сунке 1 правильно определяет фальшивую 
монету нз трех данных, при условии, что фаль- 
цтивая монета одна и при этом она либо легче, 
либо тяжелее настоящих монет. 


В отличие от синтаксиса и семан- 
тики прагматика — это часть опи- 
сания языка программирования, ис- 
ключительно адресованная человеку. 
Прагматика подсказывает, как наибо- 
лее эффективно применять те или 
иные конструкции языка при про- 
граммировании, учит хорошему стилю 
составления программ. 

В частности, именно прагматика 
объясняет нам причину существо- 
вания языков программирования двух 
типов: императивных и декларатив- 
ных. Мы уже знаем, что при ре- 
шении задачи на ЭВМ программист 
проходит долгий путь от формули- 
рования задачи к вводу машинной 
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программы в ЭВМ для ее испол- 
нения, т. е. фактического получения 
решения. Принцип автоматической 
работы ЭВМ неизбежно требует, что- 
бы программа состояла из команд, 
т. е. была бы записана в импе- 
ративном языке. 

В начале своего появления ЭВМ 
применялись для научных вычисле- 
ний и инженерных или экономиче- 
ских расчетов. Общей особенностью 
этих применений было то, что боль- 
шая часть возникающих задач уже 
имела точную математическую фор- 
мулировку в виде формул, уравне- 
ний, интегралов и других конструк- 
ций элементарной математики и ма- 
тематического анализа. Поэтому, по- 
скольку исходные формулировки за- 
дач уже в значительной мере удов- 
летворяли требованиям строгости, 
развитие языков программирования 
шло со стороны машины. Програм- 
мисты стремились повысить уровень 
языка программирования, стремились 
избавить себя от чрезмерной мел- 
кости и плохой наглядности машин- 
ного языка, но сохраняли его им- 
перативный характер. Повышение 
уровня языка шло ло следующим 
этапам: библиотеки подпрограмм для 
стандартных математических функ- 
ций (Англия, 1949 г.), введение 
символических обозначений для вели- 
чин, программы (США, 1951 г.), 
допущение простых алгебраических 
формул в командах присваивания 
Пвейцария, 1952 г.), возможность 
записи команд ветвления с перехо- 
дом по метке и с проверкой усло- 
вия в виде неравенства (СССР, США, 
1954 г.) и, наконец, появление 
команд повторения и величин с ин- 
дексами (СССР, США, 1955 г.). 


Во второй половине 50-х годов 
появились достаточно полные импе- 
ративные языки программирования, 
поддержанные — производственными 
системами программирования. Из 
них в первую очередь должны быть 
названы Фортран (от сокращения анг- 
лийского РОВтща ТВАМчотог) и 
Алгол (от английского АДСОгИивпис 
Гапвиаве). Первый язык на многие 
годы стал наиболее употребимым язы- 
ком для инженерно-физических ра- 
счетов, а второй сосредоточил в себе 
весь накопленный багаж широкого 
использования математической сим- 
волики, независимости языка от кон- 


кретной ЭВМ, точности в описании 
синтаксиса и семантики языка. Ал- 
гол стал родоначальником обширно- 
го семейства языков, из которых мо- 
гут быть названы советский Альфа- 
язык, норвежский Симула, междуна- 
родный язык Алгол-68, швейцарский 
Паскаль, французский Ада. 


В то же время, по мере расши- 
рения области применения ЭВМ по- 
явилось много задач, как Тогда го- 
ворили, невычислительного характе- 
ра, для которых серьезную трудность 
представила исходная проблема стро- 
гого формулирования задачи. Язык 
математического анализа и алгебраи- 
ческих формул оказался для этих 
задач недостаточен. Особенностью та- 
ких Задач был их логический ха- 
рактер (типа задач «волк-_коза— 
капуста», «взвешивание», «быки и ко- 
ровы. и т. д.), а также необходи- 
мость работать со сложно органи- 
зованной информацией. Тем не менее 
и здесь выручила математика, одна- 
ко не столько ее прикладные на- 
правления, сколько глубоко теорети- 
ческие разделы, связанные с обос- 
нованием самой математики: матема- 
тическая логика, теория рекурсив- 
ных функций и теория нормальных 
алгоритмов, разработанная в 40-е 
годы известным советским математи- 
ком Андреем Андреевичем Марко- 
вым. 


Первым декларативным языком 
был язык ЛИСП (от английского 
15 Ргосезята), разработанный в 
США в начале 60-х годов. Он ос- 
новывался на теории рекурсивных 
функций, обобщенной на информа- 
ционные структуры, имеющие вид 
иерархии списков, т. е. последова- 
тельностей членов, каждый из кото- 
рых мог иметь собственную струк- 
туру. Примером списочной струк- 
туры может служить контингент 
учащихся школы: школьный коллек- 
тив делится на группы классов 
от 1-го до 10-го, каждая группа — 
это классы А, Б, В ит. д., каж- 
дый класс — это список звеньев 
(там где они есть), каждое звено — 
это группа учащихся, упорядоченная 
по алфавиту. Язык ЛИСП широко 
применяется до сих пор. 

Некоторые свойства декларативно- 
сти были присущи императивному 
языку СНОБОЛ, разработанному тоже 
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в начале 60-х г. в США для обра- 
ботки текстовой информации. Его 
важным свойством была операция 
поиска по образцу, позволяющая 
*одним ударом» выделять в тексте 
достаточно сложные сочетания слов 
и знаков. 

Свойства ЛИСПА и СНОБОЛА бы- 
ли объединены в разработанном в кон- 
це 60-х годов в СССР декларативном 
языке РЕФАЛ (от РЕкурсивные 
Функциональные АЛгоритмы). 

Заключая сравнение декларатив- 
ных и императивных языков, мы 
видим, что свойство декларативности 
облегчает формулирование задачи, 
подлежащей решению на ЭВМ, а 
свойство императивности приближает 
запись алгоритма к тому, как он 
будет фактически исполняться на 
ЭВМ. Попытка объединить эти свой- 
ства в одном языке привела недавно 
к появлению языков широкого спект- 
ра, позволяющих путем формальных 
преобразований программ менять со- 
отношение ее декларативных и импе- 
ративных свойств. К этому семейству 
языков относится французский язык 
ПРОЛОГ (от французского РКОЕгат- 
тайноп ГОС1аие), используемый в про- 
ектах разработки ЭВМ 5-го поко- 
ления и их программного обеспече- 
ния. 


хх + + 


Эта заметка о языках программи- 
рования предваряет сообщение об от- 
крытии Заочной школы юных про- 
граммистов. В ее двухлетнем курсе 
учащиеся познакомятся с целым се- 
мейством современных языков про- 
граммирования: от учебных языков 
программирования ЛОГО (СПТА, ко-- 
нец 60-х т.) и РАПИРА (СССР, 
конец 10-х гг.), до таких производ- 
ственных языков, как близкий к ма- 
шинам язык СИ (США, начало 
10-х гг.) и уже упомянутый дек- 
ларативный язык ПРОЛОГ (Фран- 
ция, конец 10-х годов). 
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Об открытии 
Всесоюзной заочной 
школы программирования 


Институт программных систем АН СССР от- 
крывает Всесоюзную заочную школу програм- 
мироаания для школьников и учащихся ПТУ, 
интересующихся информатикой, вычислитель- 
ными машинами и программированием, Цель 
Школы рассказать о проблемах и перспекти- 
вах информатики, 0б основных приемах про- 
граммирования и сферах его применения, по- 
казать слособы составления программ на не- 
скольких языках программирования. Вообще 
говоря, предварительных знаний по информа- 
тике не предполагается, и все же в тех слу- 
чаях, когда авторы уроков найдут полезным 
сравнение того или иного программного 
средства с алгоритмическим языком, на базе 
которого построен школьный курс «Основы 
информатики и вычислительной техники», 
9—10 кл., в уроках Школы не будет перепе- 
чатываться содержание школьного учебника. 
Первые четыре урока Школы будут опублико- 
ваны в «Кванте». 


Каждый урок будет включать задания из 
нескольких задач, решения которых следует 
присылать не позже, чем через месяц после 
получения задания. Учебный план Школы 
рассчитан на два года. 


Уроки Заочной школы рассчитаны на уча- 
щихся, не располагающих вычислительной 
техникой. Тем не менее тому, кто имеет воз- 
можность проверить прааильность своего ре- 
шения на доступной ему ЭВМ, рекомендуется 
не пренебрегать такой возможностью. 


Желающие принять участие в работе Все- 
союзной заочной школы программирования 
должны до получения 11 номера журнала при- 
слать свои заявления по такой форме: 


Ш Язык Лого 


А. А. ДУВАНОВ, Ю. А. ПЕРВИН 


Урок 1: Путешествия Черепахи 
(простейшие команды Лого) 


— Можете ли вы управлять теле- 
визором? 

— Конечно! Надо включить его 
в сеть, выбрать нужный канал, на- 
строить изображение и звук. 

Так же легко, наверное, вы можете 
Управлять велосипедом, газовой пли- 
той, телефоном и другими привыч- 
ными исполнителями. 

Мы живем в мире исполнителей. 
Всевозможные машины и механизмы, 


48 


Куапетсесте.ти 


Во Всесоюзную заочную школу 
программирования 

152140 Переславль-Залесский, а/я 46, 
Институт программных систем АН СССР 
от 





(Фамилия) {имя} 
Заявление 
Прошу принять меня во Всесоюзную заоч- 
ную школу программирования. 


{отчество} 


(подпись) 

К заявлению надо приложить листок со 
своими анкетными данными: 

— фамилия, имя, отчество; 

— возраст (число, месяц, год рождения); 

— подробный домашний адрес с обязатель- 
ным указанием почтового индекса; 

— номер (или название) школы (ПТУ) и 
класс; 

— краткие сведения об уровне своей под- 
готонки по программированию (допусти- 
мо сообщение о нулевой подготовке); 

— если вам доступна ЭВМ, то сообщите 
сведения о ее программном обеспечении 
(наличие трансляторов Лого, Рапира, Си, 
Рефал, Пролог); 

— краткие сведения о родителях — фами- 
лия, и. о., профессия, место работы, долж- 
ность. 

Заявление и письма с решениями задач при- 
сылайте, вложив в письмо конверт с маркой 
и отчетливо написанным обратным адресом. 

Первое задание Школы — это задачи 1—6 
из Урока 1. 

В Заочной школе могут заниматься и груп- 
пы учащихся — «коллективные ученики». 
«Коллективный ученикь должен написать ван- 
кете состав группы, фамилию, имя и отчество 
преподавателя или руководителя группы и точ- 
ный адрес для переписки. 

Летом 1988 и 1989 годов в четырех горо- 
дах Советского Союза — Новосибирске, Виль- 
июсе, Симферополе и Переславле-Залесском бу- 
дут проходить региональные летние школы 
юных программистон. Дирекция Всесоюзной за- 
очной школы программирования будет реко- 
мендовать оргкомитетам этих школ пригла- 
тать на летние школы лучших учащихся. 


приборы, простые и сложные. В роли 
исполнителей часто выступаем мы са- 
ми. Исполнителями являются и орга- 
низации, такие, как почта, прачечная, 
магазин. В этом мире исполнителей 
выделяется один особый их вид — 
электронно-вычислительные машины. 
Их особая роль — помочь управлять 
другими исполнителями, самыми раз- 
ными по назначению и устройству. 
ЭВМ при этом выступает в роли по- 
средника. Человек с пульта машины 
задает программу действий исполни- 
телю на специальном языке челове- 
ко-машинного общения — языке про- 
граммирования. Задача машины — 
преобразовать фразы этого языка 
в управляющие сигналы и передать 
их исполнителю. 


Каков смысл в этом посредничест- 
ве? Во-первых, язык программирова- 
ния гораздо более близок к есте- 
ственному языку, нежели электриче- 
ские, магнитные или механические 
воздействия на исполнитель. Во-вто- 
рых, машина позволяет запоминать 
програмыу и «вспоминать» ее всякий 
раз, когда это потребуется. В-третьих, 
пользуясь языком программирова- 
ния, можно задавать не только про- 
стые последовательности команд, но 
и более сложные действия: некоторые 
команды исполнитель может выпол- 
нять лишь при соблюдении опреде- 
ленных условий — условные коман- 
ды; выполнение других заключается 
в многократном повторении группы 
действий — команды цикла. Нако- 
нец, ЭВМ обладает огромным быстро- 
действием — до миллиарда операций 
в секунду и больше; она не знает уста- 
лости и имеет хоть и «железный», но 
вполне сносный характер: ей не зна- 
комы обидчивость, заносчивость, раз- 
дражительность и другие чисто чело- 
веческие недостатки. 


Первые четыре урока Заочной шко- 
лы программирования познакомят вас 
с программированием на языке Лого. 
Этот язык предназначен для управ- 
ления разными простыми исполни- 
телями. Мы уделим внимание одному 
из них, по традиции называемому 
Черепахой. Этот исполнитель живет 
на плоскости. Он может ползать по 
ней в разных направлениях, оставляя 
за собой след. Можно себе пред- 
ставить этот исполнитель, реально 
выполненным из металла и пластика. 


Однако зачастую такой исполни- 
тель бывает виден только на экране 
дисплея. Надо отметить, что это до- 
вольно типичная ситуация. Многие 
полезные и необходимые исполни- 
тели существуют только в виде мо- 
делей, запрограммированных на ЭВМ. 
За их поведением можно наблюдать 
на экране. Может показаться, что они 
бесполезны, поскольку неосязаемы, 
словно призраки. Опровергнуть это 
мнение можно простым перечисле- 
нием нескольких активно используе- 
мых исполнителей, существующих 
только «внутри» машины. 


— Математик. Способен быстро и 
точно делать огромные по объему 
арифметические и алгебраические 
вычисления. 
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— Редактор текстов. Позволяет 
хранить, преобразовывать тексты и 
выдавать их на печать в нужном фор- 
мате. 

— Редактор рисунков. Удобное 
средство для создания на экране кар- 
тинок, в том числе мультипликаций. 

— Библиотекарь. Хранит на маг- 
нитной ленте или магнитном диске 
готовые рисунки, результаты счета, 
программы; ведет архив. 

Исполнитель Черепаха и язык для 
его управления — Лого — были при- 
думаны в 1969 году известным аме- 
риканским ученым С. Пайпертом. Ло- 
го быстро завоевал популярность во 
всем мире как язык для начального 
знакомства с программированием. 

Начинать изучение программиро- 
вания проще всего на своем родном 
языке. Поэтому у Лого так много вер- 
сий: в американских школах исполь- 
зуется Лого, все команды которого 
записываются по-английски; болгар- 
ские преподаватели учат своих детей 
на болгароязычной версии Лого. 
В наших уроках, естественно, испол- 
нитель понимает только русские сло- 
ва. Об этом должен помнить читатель, 
который захочет выполнить приво- 
димые здесь программы на доступ- 
ной ему ЭВМ, если в ее программное 
обеспечение включен англоязычный 
Лого. 

Внимание! Включаем компьютер. 
В центре экрана появляется изобра- 
жение исполнителя в виде треуголь- 
ника-стрелки, направленного носиком 
кверху. Это и есть Черепаха. Рядом 
с экраном — клавиатура. Она Такая 
же, как на пишущей маптинке, только 
клавишей на ней несколько больше. 

Вы готовы? Исполнитель ждет. Вот 
первые две команды на языке Лого: 
ВПЕРЕД п, НАЗАД п. Можно писать 
сокращенно В вместо ВПЕРЕД и Н 
вместо НАЗАД, машина поймет. Чис- 
ло пл — параметр команды — задает 
количество шагов исполнителя. У Че- 
репахи короткие лапы: 10 ее шагов — 
условных единиц длины — примерно 
составляют 1 см. 

Итак, попробуем управлять: 


ВПЕРЕД 20 
НАЗАД 20 
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Получилось! Черепаха сначала пе- 
реместилась вперед,.а затем верну- 
лась в исходное положение. На экране 
остались следы ее прогулки. 

Вот еще две команды Лого: они 
управляют поворотами: ВПРАВО а, 
ВЛЕВО а. Эти команды (их допусти- 
мые сокращения — Пи Л) заставля- 
ют исполнитель поворачиваться соот- 
ветственно вправо или влево на © гра- 
усов. 

Давайте заставим Черепаху прогу- 
ляться по квадратной дорожке: 


ВПЕРЕД $0 
ВИРАВО 90 
ВПЕРЕД 50 


ВПРАВО 30 


ВПЕРЕД 54 
ВПРАВО 90 
ВПЕРЕД 51 
ВИРАВО 90 


зевевееы 


Черепаха очень послушна! Набе- 
рем на клавиатуре еще одну команду 


` НАЗАД100. Черепаха не тронулась. 


с места, а на экране появилось сооб- 
щение: ЧТО ТАКОЕ НАЗАД100? 
Дело в том, что в языке Лого, так 
же, каки в русском языке, слова раз- 
деляются пробелами. Машина пыта- 
лась найти в своей памяти команду 
НАЗАД1О00, но, конечно, ее там нет. 
Давайте исправимся! Набираем на 
клавиатуре: НАЗАД 100. Теперь на 
экране получился флажок (рис. 1). 


Задача 1*. Составьте программу, по ко- 
торой Черепака нарисует кораблик (рис. 2). 


Команда СБРОС стирает с экрана 
черепашьи следы и устанавливает 
исполнитель в центр экрана носиком 
кверху. Включение компьютера экви- 
валентно выполнению этой команды. 
Нарисуем равносторонний треуголь- 
ник. Каждый его угол равен 60 гра- 
дусам. Так и хочется написать про- 
грамму: 
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|- 
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Рис. 1. 


Как вы думаете, что получится на эк- 
ране? Треугольник? Вот вы и ошиб- 
лись, Черепаха нарисует вот такую 
фигуру (рис. 3). 

Вы увидели ошибку? Чтобы внут- 
ренние углы треугольника имели по 
60 градусов, надо каждый раз разво- 
рачивать Черепаху на 120. Вот как 
выглядит правильная программа: 


СБРОС В 50 П 120 
В5ОП 120 
В5ОП 120 


Задача 2*. Оснастите кораблик из зада- 
чи 1 парусом (рис. 4). 


Следующие две команды позволят 
перемещать исполнитель’ по экрану, 
не оставляя следа (поднимать рисую- 
щий инструмент — зкарандашь) и 
снова включить след по желанию 
(опускать карандаш): НЕРИСУИ (со- 
ращение НР), РИСУЙ (сокращение 
Р). Отметим, что операция опуска- 
ния карандаша является составной 
частью выполнения команды СБРОС.. 

Правила Лого не всегда совпадают 
с правилами родного’ языка. Если с 
точки зрения русского языка правиль- 
но написать НЕ РИСУЙ, то, получив 
такую команду, ЭВМ снова удивится: 
ЧТО ТАКОЕ НЕ? 


Задача 3°®. Какое слово напишет на экра- 
ке Черепаха, выполняя следующую програм- 
му: 

СБРОС 


Вв40Л45Н 201 90В 20 Л45Н 40 
НР П 90В 20 190Р 

Вв40Н 40 П 45 В5ОЛАОН 40 

НР П 90 В 20 190Р 


В40П 90 В 30 П 90В 20 ПЭОВ 30 

Интересно, что бы получилось у Че- 
репахи, если бы мы продолжили не- 
верную программу рисования тре- 
угольника (см. рис. 1) и написали: 
СБРОС В 50 П 60 

в 50Пп 60 

п 6в0 
60 
60 
60 
Ясно, что в конце пути Черепаха 
смотрит вверх, ведь она 6 раз пово- 
рачивалась на 60 градусов. Более то- 
го, она окажется вновь в исходной 
точке. 


В 50 
вВ50П 
В5П 
в50пП 


Рис. 3. Рис. 


Черепаха нарисовала правильный 
шестиугольник! Обратите внимание, 
что рисунок получен шестикратным 
повторением двух команд. Лого обла- 
дает средством для более лаконич- 
ной записи таких повторений — 
командой цикла. Команда имеет вид: 


НОВТОРИ п. 

Число л задает количество повто- 
рений. | — это список команд (тело 
цикла), выделяемый квадратными 
скобками. 


Вот как выглядит программа рисо- 
вания правильного шестиугольника 
с использованием команды цикла: 

СБРОС ПОВТОРИ 6 (В 50 П 60] 


Задача 4®. Составьте программу, рисую- 
щую ель (рис. 5). 


Мы заставили исполнитель рисо- 

вать шестиугольник. Попробуем про- 
сто приказать: ШЕСТИУГОЛЬНИК. 
Вы правы! ЭВМ снова напишет зна- 
комое: 
ЧТО ТАКОЕ ШЕСТИУГОЛЬНИК? 
В общем-то, все правильно. Ведь 
мы не сообщили ей, что ранее запи- 
санная совокупность команд назы- 
вается ШЕСТИУГОЛЬНИК. 

Научить исполнитель понимать 
новые незнакомые слова и воспри- 
нимать их как команды можно с по- 
мощью еще одной команды языка Ло- 
го. Команда, начинающаяся словом 
ЭТО, заставляет машину запоминать 
любую программу — последователь- 
ность команд (или, в частности, одну 
команду), завершающуюся словом 
КОНЕЦ. Именно запоминать, а не вы- 
полнять! Вслед за словом ЭТО надо 
написать имя, под которым машина 
будет знать запоминаемую програм- 
му. Так, запись 


Рос, 5. 
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ЭТО ШЕСТИУГОЛЬНИК 
ПОВТОРИ 6 [В 50 П 60] (1) 
КОНЕЦ 


есть команда запоминания програм- 
мы (здесь состоящей из одной коман- 
ды) 

ПОВТОРИ 6 [В 50 П 60] 

Выполняя команду ЭТО, машина не 
посылает никаких указаний испол- 
нителю и, следовательно, Черепаха 
не двигается с места. Действительно, 
ЭВМ в это время занята запомина- 
нием программы, имеющей имя 
ШЕСТИУГОЛЬНИВК. Под таким име- 
нем эту программу можно теперь вы- 
зывать для выполнения. Для этого 
достаточно набрать на клавиатуре 
слово 

ШЕСТИУГОЛЬНИК 

и Черепаха выполнит уже знакомый 


рисунок. Таким образом машина 
«научилась» новой команде — 
ШЕСТИУГОЛЬНИК. 


Программа, хранящаяся в памяти 
машины и имеющая имя, по которо- 
му ее можно вызвать для выполнения, 
называется процедурой. Запись (1), 
включающая строки ЭТО ШЕСТИ- 
УГОЛЬНИК (заголовок описания про- 
цедуры) и КОНЕЦ (окончание описа- 
ния), есть описание процедуры, а соб- 
ственно команды запоминаемой про- 
граммы (в нашем примере строка 
ПОВТОРИ 6 [В 50 П 60] — тело про- 
цедуры. 

Задача 5*. Составьте процедуру, 
сующую дом (рис. 6). 

Попробуем теперь нарисовать что- 
нибудь посложнее — например, соты 
для пчел (рис. 7). 

Разобьем рисунок на три слоя. Про- 
цедура СОТЫ будет иметь вид: 
ЭТО СОТЫ 


ПОВТОРИ 3 [СЛОИ] 
КОНЕЦ 


Каждый слой (рис. 8) будем начи- 
нать рисовать в точке ] и заканчивать 
в точке 4. Это гарантирует правиль- 
ную стыковку слоев другс другом при 
выполнении цикла в процедуре СО- 
ТЫ. 

ЭТО СЛОЙ 
РЯ 
подвод вЗ 
РЯД 
ПоДводДв4 
КОНЕЦ 

В описании процедуры СЛОЙ ис- 
пользованы вызовы трех, еще не за- 
ирограммированных процедур РЯД, 
ПОДВОДВЗ, ПОДВОДВА4. Вызывать 
процедуру СЛОЙ нельзя, пока они 
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ри- 


Рис. 6. 


не описаны. Олишем процедуру РЯД: 
ЭТО РЯД 

ПОВТОРИ 8 [ШЕСТИУГОЛЬНИК ПОДВОД] 
КОНЕЦ 


Хотя, по-видимому, понятно, что 
именно поручено делать процедуре 
РЯД, в ее описании есть вызов еще 
одной, пока не описанной процедуры 
ПОДВОД. Процедура ПОДВОД не- 
обходима для ‚установки Черепахи 
к месту, с которого она должна на- 
чать очередной шестиугольник в хо- 
де рисования ряда: 
это подвод 

НР Л6вОН 50 

лбон 50 

П 120 Р 
КОНЕЦ 


Подвод в точку 3 состоит из воз- 
врата в точку 1 и перемещения 
в точку 3: 

ЭТО ПОДВОДВЗ 

НР ВОЗВРАТ 

В50Л 60 

В 50ПбОР 
КОНЕЦ 
Возврат делается из точки А в точку 1 
девятикратным вызовом процедуры 
ШАГНАЗАД: 

ЭТО ВОЗВРАТ 
ПОВТОРИ 9 [ШАГНАЗАД] 
КОНЕЦ 
Опишем процедуру ШАГНАЗАД: 
ЭТО ШАГНАЗАД 

Л 1208 50 

пПбов 50 

и 60 
КОНЕЦ 
Осталось 
ПОДВОДВ4: 
ЭТО ПОДВОДВа 

ВОЗВРАТ 

В50П 60 

В 50 Л 60 
КОНЕЦ 
Вот и все! Если теперь очиетить эк- 
ран: СБРОС, и выдать команду 
СОТЫ, то можно будет увидеть, как 
исполнитель, тщательно следуя на- 
шим предписаниям нарисует шести- 
гранные ячейки. 


описать процедуру 


Задача 6*. Составьте программу для ри- 
сования а) улицы из 10 домов, таких как в за- 
даче 5; 6) поселка из пяти улиц. 
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1 `.е 
Рис. 8. 


Задача Т. Составьте программу, которая 
рисует еловый лес из деревьев задачи 4. 


На примере рисования сот показан 
метод проектирования сложных про- 
грамм, называемый в информатике 
методом «сверху вниз». Этот метод 
похож на рисование дерева, расту- 
щего ветвями вниз (рис. 9). 





Планируя процедуру СОТЫ, запи- 
сываем обращение к процедуре СЛОЙ. 
Теперь начинаем проектировать про- 
цедуру СЛОЙ. В ней не обойтись без 
процедур РЯД, ПОДВОДВЗ, ПОД- 
ВОДВА и т. д. Иными словами, мы 
начинаем с общей схемы задачи, 
вводя команды вызова несуществую- 
щих процедур. Каждую такую новую 
команду описываем при помощи про- 
цедуры, в которой, в свою очередь, 
могут появиться вызовы новых, не 
описанных процедур и т. д. 

Вершины дерева, у которых нет 
растущих вниз ветвей, называются 
листьями. Чтобы программа могла 
работать, все имена на листьях долж- 
ны быть правильными командами 
языка Лого. В этом смысле дерево на 
рисунке 9 не является полным. 

Задача 8. Дополните дерево процедуры 


СОТЫ так, чтобы на листьях были записаны 
комайды языка Лого. 


Внимание! Напоминаем, что прове- 
ряться будут только задачи 1—6, по- 
меченные звездочкой. 


Конденсаторы 
с «избыточным» 
зарядом пластин 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. МОЖАЕВ 


Многие характерные ошибки абиту- 
риентов при решении электростатиче- 
ских задач обусловлены формальным 
пониманием связи между потенциала- 
ми и зарядами проводников. А связи 
эти весьма разнообразны. Например, 
между проводниками может сущест- 
вовать разность потенциалов при от- 
сутствии зарядов на них или, наобо- 
рот, при нулевой разности потенциа- 
лов проводники могут быть заряжены. 
Возможен также промежуточный ва- 
риант — на проводниках находятся 
заряды и между ними существует раз- 
ность потенциалов. 

К последнему случаю относится ши- 
роко распространенная ситуация, ког- 
да два уединенных проводника (дру- 
гие проводники отсутствуют) заряже- 
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ны одинаковыми по величине, но про- 
тивоположными по знаку зарядами. 
В такой системе разность потенциа- 
лов И, возникшая между проводника- 
ми, пропорциональна заряду 9 на 
них: 

0—4, или а=С0, (=) 
где С — коэффициент пропорциональ- 
ности, называемый электроемкостью 
двух проводников. Как известно, С за- 
висит только от размеров и формы 
проводников, их взаимного располо- 
жения и диэлектрической проницае- 
мости окружающей среды. 

Еще раз подчеркнем, что линейная 
связь между разностью потенциалов 
и зарядом на проводниках не являет- 
ся универсальной. Она сохраняется 
только тогда, когда не сказывается 
влияние других проводников и заря- 
ды на двух данных проводниках рав- 
ны по величине и противоположны по 
знаку. Другими словами, когда сило- 
вые линии электрического поля, вый- 
дя с одного проводника, замыкаются 
на другом. Типичным примером такой 
системы является конденсатор. Он 
представляет собой два проводника, 
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Рис. 1. 


разделенные слоем диэлектрика, тол- 
щина которого мала по сравнению с 
размерами проводников (обкладок 
конденсатора). 

Теперь рассмотрим несколько кон- 
кретных задач. Все они предлагались 
в различное время на вступительных 
экзаменах в Московский физико-тех- 
нический институт. 

Задача 1. Две металлические 
незаряженные пластины 2 и 3 распо- 
ложены внутри плоского заряженно- 
го конденсатора (рис. 1, а). В конден- 
саторе существует однородное элек- 


трическое поле с напряженностью Ес. 
Чему равна разность потенциалов 
между пластинами 2 и 3, если расстоя- 
ние между ними равно 42? 

В этой задаче реализован первый 
частный случай, когда проводники не 
заряжены, а разность потенциалов 
между ними существует. 

Пластины 8 и 3 формально обра- 
зуют плоский конденсатор, но они не 
являются изолированными — рядом 
с ними находятся другие пластины, 
да еще заряженные. Поэтому соотно- 
шение (») не выполняется, если под 
коэффициентом С понимать емкость 
между пластинами 2 и 3: заряды на 
этих пластинах отсутствуют, а раз- 
ность потенциалов между ними не 
равна нулю. 

Найдем эту разность потенциалов, 
причем двумя способами. Сначала не 
будем прибегать к понятию емкости, 
а используем только определение раз- 
ности потенциалов. По определению 
разность потенциалов между пласти- 
нами 2 и 3 численно равна работе по 
перемещению единичного положи- 
тельного заряда от пластины 2 к пла- 
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стине 3. Во внешнем поле Ёо на пла- 
стинах 2 и 3 произойдет перераспре- 
деление зарядов: левые поверхности 
этих пластин зарядятся отрицательно, 
а правые положительно (как это и 
показано на рисунке 1, а). Очевидно, 
что поле между пластинами останется 
равным ЕЁ,» а поверхностная плот- 
ность зарядов на них будет равна 
О-==Ёо (попробуйте самостоятельно 
показать это, используя принцип су- 
перпозиции электрических полей). 
Тогда разность потенциалов между 
пластинами 


Афлз == Вод», 
где 42 — расстояние между внутрен- 
ними поверхностями пластин. 

А теперь найдем эту разность по- 
тенциалов, используя понятие емко- 
сти. Наша система четырех пластин 
будет эквивалентна системе трех по- 
следовательно соединенных плоских 
конденсаторов, приведенной на рисун- 
ке 1,6. Действительно, каждую из 
пластин 2 и 3 можно как бы расще- 
пить на две части, сохраняя на каж- 
дой из ник свой заряд, а поскольку 
они (две части) находятся при одина- 
ковом потенциале, то их можно зако- 
ротить. Общая емкость всей системы 


29 
Са, 
ча аа 
где 5 — площадь каждой пластины, 


а общая разность потенциалов 
(14 = Ес (4, | а>2-{ 43). 
Тогда заряд 
а=СИ 14 = Вог. 

При последовательном соединении 
заряды на конденсаторах равны, по- 
этому разность потенциалов на кон- 
денсаторе 2—3 будет равна 

Че Есёоз г. 

Сэ 205/42 

Задача 2. Закоротим проводни- 
ком пластины 8 и 3, рассмотренные 
в предыдущей задаче, и найдем поя- 
вившиеся на них заряды. 

Очевидно, что если пластины 2и 3 
соединить накоротко, то разность по- 
тенциалов между ними станет равной 
нулю, а на пластинах появятся рав- 
ные по величине, но противополож- 
ные по знаку заряды (рис. 2, а). Таким 
образом, в этой задаче рассматривает- 
ся второй частный случай, когда заря- 
ды на проводниках есть, а разности 
потенциалов нет. 


2} 
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Рис. 2. 


Найдем заряд на пластинах 2 и 3 
теми же двумя способами. Поскольку 
разность потенциалов между пласти- 
нами равна нулю, то и напряженность 
электрического поля в промежутке 
2—3 также равна нулю. А это поле 
является результирующим полем, соз- 
даваемым конденсатором и зарядами 
на пластинах 2 и 3. Пусть на пласти- 
не 2 находится заряд —4, на пласти- 
не 3 — заряд -+ 4, а поле конденсатора 
равно Е‹, тогда результирующее поле 
между пластинами 2 и 3 будет равно 
Е‹— 9 /(505)=0. Из этого условия на- 
ходим 

а= 505. 

Эквивалентная схема для этого слу- 
чая показана на рисунке 2, 6. Это си- 
стема двух последовательно соединен- 
ных конденсаторов. Заряд на пласти- 
не 2 найдем из рассмотрения конден- 


сатора, образованного пластинами 
Ти 2: 


@=Со = Я о = 05. 


Совершенно аналогично можно полу- 
чить заряд и на пластине 3. 

Задача 3. На пластине 1 нахо- 
бится заряд 4, пластина 2, находя- 
щаяся от пластины 1 на расстоянии а, 
не заряжена. Чему равна разность по- 
тенциалов между этими пластинами? 

Как видно, в этом случае на про- 
водниках находятся произвольные 
заряды, а между проводниками суще- 
ствует разность потенциалов. 

Опять будем решать задачу двумя 
способами. Под действием поля, созда- 
ваемого зарядами пластины /[, на ле- 
вой стороне пластины 2 будет индуци- 
рован отрицательный заряд, а на пра- 
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вой — положительный заряд той же 
величины (рис. 3, а). Напряженность 
электрического поля в промежутке 
1—2 определяется зарядом на пласти- 
не Ги равна Е= 4/(2:05), а разность 
потенциалов 
кд — 94 

Ч» =Еа = 2е°5 ° 

Теперь рассмотрим эту задачу с 
точки зрения понятия емкости. Пла- 
стину 2 можно представить двумя за- 
короченными между собой пластина- 
ми 2’ и 2”, суммарный заряд на кото- 
рых равен нулю. Двумя же пластина- 
ми 1’ и 1” можно представить и пла- 
стину 1 (при сохранении суммарного 
заряда а). Введем в рассмотрение ем- 
кость уединенной пластины — кон- 
денсатора, у которого вторая обклад- 
ка удалена в бесконечность. Обозна- 
чим эту емкость через 2Со. Емкость та- 
кой пластины можно представить как 
емкость двух параллельно соединен- 
ных конденсаторов, у каждого из кото- 
рых одной из обкладок является одна 
сторона нашей пластинки, а другая 
находится в бесконечности. Емкость 
такого конденсатора будет, очевидно, 
равна С.. На рисунке 3,6 показана 
эквивалентная схема для случая двух 
пластин, одна из которых заряжена. 
По этой схеме действительно подводи- 
мый заряд 4 перераспределяется меж- 
ду пластинами Ри Г", а суммарный 
заряд на пластинах 2’ и 2” равен 
нулю. Общая емкость такого соедине- 
ния конденсаторов 


СС 
С = ее + Сь= 





6‹ (264 С) 
С-+Сь 
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Тогда разность потенциалов 
точками Аи В 


между 


аС-+С 
Со (2С-+ С.) 
а искомая разность потенциалов меж- 
ду пластинами [ и 2 (в эквивалентной 
схеме это напряжение между пласти- 
нами 1’и 2“) будет равно 
ВВ В. 94 

= эст, 26 = 25 
(здесь мы пренебрегли величиной ем- 
кости Со по сравнению с емкостью С). 

Задача 4. В схеме, изображен- 
ной на рисунке 4 (величины С, В, # 
известны), при разомкнутом ключе К 
заряд левой обкладки плоского кон- 
денсатора равен нулю. Определите 
начальный заряд правой пластины 
конденсатора, если после замыкания 
ключа на резисторе В выделяется та- 
кое же количество теплоты, как и в 
случае, когда конденсатор вначале не 
заряжен. 

В отличие от предыдущей задачи 
здесь между пластинами дополни- 
тельно поддерживается разность по- 
тенциалов, равная #. 

Обозначим начальный заряд на пра- 
вой пластине конденсатора через дс. 
Будем полагать, что он равномерно 
распределен по поверхности (как внут- 
ренией, так и внешней} пластины. На- 
личие заряда 4 приводит к тому, что 
в пространстве между обкладками су- 
ществует однородное электрическое 
поле с напряженностью 

Я 
Е = 2:5’ 
где $ — площадь пластины, а между 
пластинами имеется разность потен- 
циалов 


И „в= Е. 
© 





—Е ко 
бо— Е — 5, 
где @ — расстояние между лпласти- 


нами. 

Пусть Оо< %, тогда после замыка- 
ния ключа конденсатор начнет под- 
заряжаться. На его правой пластине 
заряд будет увеличиваться, а на левой 
пластине появится заряд противопо- 


Е С 


ый 


| 6% 


Рис. 3. 
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ложного знака, равный по величине 
дополнительному заряду на правой 
пластине (но не полному заряду на 
ней!). При этом источник будет совер- 
шать положительную работу, заря- 
жая пластины конденсатора. Подза- 
рядка пластин будет идти до тех пор, 
пока разность потенциалов на конден- 
саторе И не станет равной ЭДС источ- 
ника #. Пусть за время зарядки через 
источник протек заряд а, тогда усло- 
вие равенства напряжения на конден- 
саторе ЭДС батареи будет иметь вид 

"а Я р” 

ре == 
Учитывая, что С-==е5/а, получим 


а9=®с- т. 


Найдем теперь то количество тепло- 
ты, которое выделится на резисторе Е 
за время зарядки. Работа, совершен- 
ная источником, частично пошла на 
увеличение энергии электрического 
поля в пространстве между пластина- 
ми конденсатора, а частично на нагре- 
вание резистора: 


Та=лАи’ 9. 
Энергию электрического поля будем 
вычислять через объемную плотность 
энергии электрического поля, равную 
20/2. При разомкнутом ключе К 
эта энергия а: 
о = 54 = 49 4% 

ИВ те. а — 8с` 
После зарядки конденсатора энергия 
электрического поля между пластина- 
ми увеличится и станет равной 


и (5+ &) За= 





Е + 


Увеличение энергии са ео 
поля 


9 {9,44 
2С - 


Тогда полный энергетический баланс 
можно записать в виде 


%а=л^и\’ +9 = 


откуда найдем количество теплоты, 
выделившееся на резисторе: 


__ 9 4965-+ а) 
9=71 эс 
Подставляя в это уравнение выра- 
жение для заряда 4 (из условия равен- 
ства разности потенциалов между 


АМ =" — И = 


ся +@ 
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Рис. 5. Рис. 6. Рис. 7. 


пластинами ЭДС источника), 
чательно получим 


окКонН- 





о 2 4) __ (СЪ— 9/2 С 90/2; _ 

а=з(э6с— +) Е ыы 
си? % (и 

а +4(% — ©) 


Как видно, выделивщееся количество 
теплоты @ не будет зависеть от на- 
чального заряда 4 на правой пласти- 
не при двух значениях 4: 

9. =Сби 42=4С%9. 

Следует подчеркнучль, что для расче- 
та энергии электрического поля меж- 
ду пластинами конденсатора как до 
замыкания ключа К, так и после за- 
мыкания мы не могли использовать 
формулы для энергии заряженного 
конденсатора, поскольку на правой 
пластине в обоих случаях находился 
«избыточный» заряд до. 

Возникает вопрос: а можно ли в 
этом случае «построить» эквивалент- 
ную схему и решить задачу, исполь- 
зуя понятие емкости? Одной эквива- 
лентной схемой в данном случае не 
обойтись — необходимо вводить еще и 
эквивалентный заряд. Нетрудно пока- 
зать (сделайте это самостоятельно), 
что в данном случае эквивалентная 
схема будет такая же, как и на рисун- 
ке 3, б, эквивалентный заряд после за- 


Дорогие читатели! 


рядки равен 4,+24, а до замыкания 
ключа он совпадает с зарядом на пра- 
вой пластине 0о. 


Упражнения 

1. Две металлические пластины образуют 
плоский конденсатор. На одной из пластин 
находится заряд +4, а на другой -- Ма. Опре- 
делите разность потеициалов между пластина- 
ми, если расстояние между ними 4, а площадь 
каждой пластины 5. Задачу решите двумя 
способами. 

2. Три плоские металлические пластины 9б- 
разуют сложный конденсатор (рис. 5). На пла- 
стине 1 находится заряд 49, а незаряженные 
пластины 2 и закорочены проводником. 
Определите силу, действующую на пластину 2. 
Плошадь каждой пластины $. 

$. В схеме, изображенной ина рисунке 4 
(С, В, “ — заданы), при разомкнутом клю- 
че К пластины плоского кондеисатора заря- 
жены одноименными зарядами, сумма которых 
равна о. Определите начальные заряды каж- 
дой из пластии. если после замыкания ключа 
на резисторе К выделяется такое же количе- 
ство теплоты, как и в случае, когда конденса- 
тор вначале не заряжен. 

4. Две соединенные проводником пластины 
конденсатора площадью 5 иаходятся на рас- 
стоянии 4 друг от друга (рис. 6) во внешнем 
однородном электрическом поле. напряжен- 
ность которого Е. Какую работу нужно совер- 
ить, чтобы медленно сблизить пластины до 
расстояния 4/2? 

5. В системе, изображенной на рисунке 7, 
раднус анутренней проводящей сферы А, 
внешней (тоже проводящей) ЗК. Расстояние от 
центра системы до заряда — 4 равно 28. Зная 
величины а, “, В, определите заряд на внут- 
ренней сфере. Потенциал земли прияять рав- 
ным нулю. 


В будущем. 1988 году журнал «Квант», как и прежде, будет распространяться только 
по подписке. Если вы не успеете оформить годовую подписку (последний срок — 
31 октября 1987 года). не огорчайтесь. На любой номер, начиная с февральского, 
вы сможете подписаться не позднее первого числа предподписного месяца. Подписка 
принимается в агентствах «Союзпечатие, на почтамтах и в отделениях связи. Индекс 
журнала «Квант» в каталоге «Союзпечати» 70465. цена одного номера 40 копеек. 
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Задачи, расположенные 


по цепочке 


Скажу сразу, что я незнаю, кто 
выдумал эти задачи. Нско- 
торые из них мне рассказал 
Олег Владимирович Долгов. 
Может быть, вы его видели на 
экране телевизора, потому что 
он давно уже выступает в 
команде знатоков в телепере- 
даче «Что? Где? Когда?». Но 
хотя он И знаток, оказалось, 
что и он не знает, кто автор 
этих задач. Кроме задач, рас- 
сказанных мис О. В. Долго- 
вым, есть еще и другие задачи 
такого типа — некоторые из 
них я слышал раньше, ио то- 
же не мог установить, кто их 
автор. Задачи мне очень пон- 
равились, и я решил их изло- 
жить на страницах «Кванта». 
Надеюсь, что и вам они понра- 
вятся и, кроме того, быть мо- 
жет, кто-нибудь из читателей 
укажет нам их автора (или ав- 
торов). А может быть, и сами 
авторы увидят свои задачи на- 
печатанными и объявятся. 
Итак, вот эти задачи. 


Задача № 1. Сколько нуж- 
но проделать операций, что- 
бы засунуть бегемота в холо- 
дильник? 


После того, как О. В. Дол- 
гов задал мне эту задачу, я 
задумался... Долгов пришел 
мне на помощь: 

— Я вам скажу, как реша- 
ется первая задача. Для того 
чтобы поместить бегемота в 
холодильник, требуется совер- 
шить три операции: 

1. Открыть холодильник. 

2. Положить бегемота в 
холоднльник- 

3. Закрыть холодильник. 

Из этого решения я уяснил 
себе, что понимается под сло- 
вом «операция». Каждое из 
указанных в решении дейст- 
вий и есть операция. После 
этого мне была задана следу- 
ющая задача. 


Задача № 2. Скольно опе- 
раций надо проделать для то- 
го. чтобы положить в холо- 
дильник жирафа? 


Подумав немного, я ска- 
зал: 
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— Навериое, для того, что- 
бы положить жирафа в холо- 
дильиик, надо проделать боль- 
ше операций, чем для того, 
чтобы положить туда бегемо- 
та. 

— Почему? — 
О. В. Долгов. 

— Потому что жираф не 
влезет в холодильник. Его 
нужно предварительно сло- 
жить. 

— Не нужио его склады- 
вать, — сказал О. В. Долгов, — 
холодильиик достаточно ве- 
лик. Жираф может свободно в 
нем поместиться, если там нет 
никого другого. 

— Тогда, как и в предыду- 
щей задаче, достаточно трех 
операций — открываем холо- 
дильник, кладем жирафа, за- 
крываем. 

— Нет, неверио. На этот 
раз нужио проделать четыре 
операции, — сказал О. В. Дол- 
гов. И перечислил эти опе- 


спросил 


рации: 

1. Открываем  холодиль- 
ник. 

2. Вынимаем бегемота. 


3. Кладем жирафа. 

4. Закрываем — холодиль- 
ник. 

Надо ли что-то объяснять? 1 
Я забыл, что холодильник был 
занят! Носле первой задачи 
в холодильнике остался беге- 
мот. 

Затем мне была задана 


Задача № 3. Бегемот и жи- 
раф находятся на суше на рас- 
стоянии 1 километра ог берега 
реки. Кто из них быстрее добе- 
жит до воды? 


Когда решаешь такого ро- 
да задачи, думать бесполезно. 
Тем не менее, я Подумал и 
сказал: 

— Жираф быстрее добежит, 
у него ноги длинные. 

— Неправильный ответ, — 
сказал О. В. Долгов. 

— А какой ответ правиль- 
ный? 

— Скорее добежит до бере- 
га бегемот. 

— Почему? 

— Потому что жираф ос- 
тался в холодильнике... 
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Я засмеялся, и мие была 
предложена следующая зада- 
ча: 


Задача № 4. Сколько беге- 
мотов умещается в кузове пя- 
титонного грузовика? 


На этот раз я призадумал- 
ся, но Олег Владимирович не 
дал мне размышлять долго: 

— Вы не теряйте зря вре- 
мени, я вам сам подскажу 
ответ: умещается пять тонн 
бегемотов — полный кузов. 
А теперь сами решите зада- 
чу № 5. Только быстро. 
Итак... 


Задача № 5. Сколько по- 
местится жирофов в кузове 
пятитонного грузовика? 


— Тоже полный кузов, — 
сказал я неуверенно. 

— Неправильно. 

— А сколько же? 

— Ни одного жирафа. 

— Почему? 

— Потому что кузов до- 
верху иабит бегемотами. 

И в самом деле, после ре- 
шения четвертой задачи беге- 
моты так и остались в кузове 
грузовика. Никто их не снял 
оттуда. 

Задачи эти мне понрави- 
лись, я их запомнил и, придя 
домой. рассказал моей дочке 
Кате. Она тогда училась в 
шестом классе. К моему удив- 
лению, Катя мгновенно, одну 
за другой, их решила и сра- 
зу же задала мие 


Задачу № 6. Мальчик 
упал с четырех ступенек и сло- 
мал ногу. Сколько ног сломает 
мальчик, если он упадет с со- 
рока ступенек? 


Я неуверенно сказал: 

— Сорок ступеиек ... это в 
десять раз больше, чем четы- 
ре ступеньки. Значит, маль- 
чик сломает десять ног. Но, 


иаверное, это неправильный 
ответ? 

— Неправильный, — ска- 
зала Катя. 


— А какой ответ правиль- 
ный? 

— Мальчик сломает всего 
одну иогу. 

— Почему? 

— Потому Что одну ногу 
ои уже сломал, а у него их 
всего две... 

После мы с Катей реши- 
ли, что нехорошо загадывать 
эту задачу про мальчика, 
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жалко его — это ведь очень 
больно, когда человек ломает 
ногу. Мы решили загадать 
эту задачу не про мальчика, 
а про стул: стул падает с лест- 
ницы, и прн этом у него лома- 
ются ножки. Стул, конечно, то- 


же жаль, но меньше, чем 
человека. И, кроме того, зада- 
ча показалась нам очень ин- 
тересной. Одного стула не 
жалко на такую задачу. 

Вот и все известные мне 
задачи, расположенные по це- 


почке. Может быть, читатели 
знают и другие такие задачи? 
Тогда присылайте их в наш 
журнал. 


Б. М. Болотовский 
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(лмтикаоя 


ХШ Всероссийская 
олимпиада 
школьников 


По сложившейся традицин в дин весенних 
школьных каникул проходил заключнтельный, 
зоиальный этап Всероссийской физико-мате- 
матнческой и химической олимпиады школь- 
ников 8—10 классов. Ниже приводятся усло- 
вия задач по мвтематике и физике, предла- 
гавилихся на заключительном этапе, и фами- 
лии победнтелей ХИТ Всероссийской олимпив- 
ды школьников. 


Математика 

8 класс 

1. Найдите все пары целых чисел (х; у), 
удовлетворяющие уравнению ху—=20 —Зх-+ у. 

2. На числовой оси расположено множест- 
во М, которое может быть покрыто тремя от- 
резками единичной длины. Пусть М’ — мно- 
жество середин всевозможных отрезков, концы 
которых принадлежат множеству М. Докажн- 
те, что множество М’ можно покрыть шестью 
отрезками единичной длины. Всегда ли можно 
обойтись пятью отрезками? 

3. Три окружности имеют общую точку М, 
попарно пересекаются в точках Р, ©, В и рас- 
положены на плоскости так, как показано на 
рнсунке 1. Через произвольную точку А одной 
из окружностей, лежащую на дуге РФ, не со- 
держащей точку М, и точек Р и ©, в которых 
окружность пересекает две другие окружностн, 
проведены прямые, вторично пересекающие 
эти две окружности в точках В нС (см. рис. 1). 
Докажите, что точки В, С и В лежат на одной 
прямой. 

4. Дана бесконечная десятичная нелерио- 
дическая дробь. Докажнте, что можно переста- 
вить ее цифры так, что получится периодиче- 
ская дробь. 

5. Все углы выпуклого пятиугольника 
АВСРЕ равны. Все углы при вершинах +звез- 
дые АСЕВРА также равны. Докажите, что 
лятиугольник АВСОЕ является правильным. 

9 класс 

1. Найдите все значения п, прн которых 


Рис. 1. 
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число 144...4 является квадратом натурального 
—— 


а цифр 
числа. 


2. Среди 99 внешне одинаковых монет нахо- 
дится несколько фальшивых. Известно, что 
каждая фальшивая монета отличается по весу 
от настоящей монеты на нечетное число грам- 
мов и что суммарный вес всех данных монет 
равен весу 99 настоящих монет. Имеются двух- 
чашечные весы со стрелкой, показывающей 
разницу в граммах весов грузов, положенных 
на чаши. Докажите, что, осуществив только 
одно взвешивание на таких весах, про любую 
заранее выбранную монету можьо узнать, 
является она фальшивой или нет. 

3. Докажите, что если а, В, ? — углы тре- 
угольинка, то справедливо неравенство 


сов? а--с08? В соз >> : : 
4. Две окружности пересекаются в точ- 
ках М и М. Через точку М проведены прямые 
и р, образующие одинаковые углы с хордой 
ММ и пересекающие окружности, кроме точки 
М, еще в двух точках: / -- в точках А н В, 
{ — в точках Си Р. Докажите, что АВ=СР. 
5. Биллиардный стол нмеет форму правиль- 
ного треугольника. Докажите, что если шар 
после удара прошел через некоторую точку 
семь раз, то он пройдет через нее еще хотя бы 
один раз. 


10 класс 
1. Найдите все трехзначные чнсла абс, 
квадраты которых оканчиваются на абс. 


2. Докажите, что при всех хСсЁ справедливо 
тождество 


НН... Иж 2" | 2" |... 2|- Я |= 
=... Мх|- 11-1 |--..1 3. 
2741 — 1 единиц 
3. Докажите, что если сумму 
1 1 1 

12:8 14.56 | ^^ + 1984.1985.1986 
предстввить в виде несократимой дроби, то 
числнтель этой дроби будет делнться нацело 
на 1987. - 

4. Пусть { — длнна пространственной ло- 
маной, а, 6, с — длины ее проекций на коорди- 
натные плоскости. а) Докажите, что справед- 
ливо иеравенство (а-1-6--с)Л = 6. 6} Сущест- 
вует ли замкнутая ломаная, для которой вы- 
полняется равенство (а +6 ©) Л = 6? 

5. Чстверо правильно идущих часов лежат 
на столе вверх циферблатами так, что их цент- 
ры являются вершинамн квадрата. В некото- 
рый момент времени концы минутных стрелок 
часов оказались вершинами квадрата. Дока- 
жите, что и в любой другой момент времени 
четырехугольник с вершинами в концах минут- 
ных стрелок также является квадратом. (Тол- 
щиной часов пренебречь.} 


Физика 


Теоретический тур 

8 класс 

1. Автомат подает готовые детали на шеро- 
ховатую ленту трвиспортера. Скорость деталей 
перед попаданием на транспортер ис = м/с. 
Известно, что при скорости транспортера и = 
—2 м/с детали останавливаются на ленте ий 
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Рис. 1. 


расстоянии {== '/34 от края (рис. 2). Какую ско- 
рость должна иметь лента транспортера, чтобы 
деталн останавливались точно посередине? 

2. При` помощи нагревателя мощностью 
Р=100 Вт кастрюлю, в которую налит 
У=1 л воды, никак не удается довести до 
кипения. Выключим нагреватель. За какое вре- 
мя температура воды упадет на А1—1 градус? 

3. В собранной схеме (рис. 3) лампочка го- 
рит одинаково ярко как при замкнутом, так и 
при разомкнутом ключе К. Напряжение источ- 
ника 0—=54А В. Найдите напряжение на лам- 
почке. 

4. В момент времени 1—0 на частицу мас- 
сой т, движущуюся со скоростью. 5%, начинает 
действовать постоянная сила Р. Определите 
перемещение частицы (модуль и направление 
относительно заданных векторов Е и 5%) за вре- 
мя, в течение которого вектор скорости частицы 


повернулся на известный угол а, оставшись 
тем же по модулю. 


Рис. 2. 


3 класс 

1. Гантелька, представляющая собой длни- 
ную (длиной [} невесомую спицу с закреплен- 
ными на концах массивными шариками прене- 
брежимо малых размеров, движется посту па- 


тельно со скоростью 5. н скрывается за ширмой, 
где испытывает столкновение с неподвижным 
препятствием (при этом слышен звук двух 
последовательных ударов). В результате ган- 
телька вылетает из-за ширмы с прежней ско- 
ростью и по практически прежней траектории, 
но в перевернутом состоянин (рис. 4). Сколько 
времени гантелька находилась за ширмой? 
Ширина ширмы СЁ (. 

2. В схеме (рис. 5) #,=4%, %,=%, 
С =С.=С. Ключ К сначала находится в поло- 
жении *1ь, затем его переключают в положе- 
ние +2». Какое количество теплоты выделится 
на резисторе сопротивлением В; (В. = В.)? 

3. Какова должна быть мощность насоса, 
подннмающего 0,2 кубометра воды в секунду 
{/—=0,2 м/с) через трубу сечением 5 —=0,05 м" 
на высоту #—5 м? Что наменится, если нужно 
тюднимать такую же массу цементного раство- 
ра, у которого плотность в два раза больше, 
чем у воды? 

4. Высокий теплоизолированный цилиндр 
разделеи неподвижной теплопроводниой пере- 
городкой на две части. В верхней части под 


Я 
Я 


1 


(у) 





Рис. 5. 
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Рис. 3. 
поршнем находится у: ==1 моль гелия при тем- 
пературе Т, =420 К, в нижней части — у.= 


=1.5 моля гелия при Т.=-=400 К. Поршень 
может двигаться без трения, масса его М= 
—=100 кг. На сколько опустнтся поршень к 
моменту установлеиия теплового равновесня 
в сосуде? Какая температура прн этом уста- 
новится? Внешнее давление не учитывать. 


10 класс 

1. Предположим, что в результате сильных 
пожаров в верхних слоях атмосферы Земли 
возникнет сплошной тонкий слой сажи, погло- 
щающий практически все падающее на него 
солнечное излучение, за исключением инфра- 
красного. Какой стала бы при этом средняя 
температура Земли, если сейчас она составляет 
Т= 300 К? Учтите, что в состоянии теплового 
равновесия любое тело нзлучает с единицы 
поверхности поток энергии, который пропор- 
ционален четвертой степени его температуры 
(закон Стефана — Больцмана). Счнтать, что 
при температуре Т практически все излучение 
инфракрасное. Отражением пренебречь. 

2. При испытанин тонкостенных стеклянных 
шаров на прочность воздух последовательно 
накачивался в шары с внешними радиусами 
А, 2К и ЗА. Стекло, из которого сделаны шары, 
однородно, шары имеют стенки одинаковой тол- 
щины. Какой из шаров должен лопнуть пер- 
вым при одинаковом наименышем давлении 
воздуха внутри шара? Какое условие следует 
наложить на толщину стенок шаров, чтобы 
прн том же соотношенин внешних радиусов 
шары выдерживали практически одннаковое 
предельное давление? Ответы обоснуйте. 

3. Очень длииный соленоид в средней части 
окружен кольцевым проводящим обручем, ось 
которого совпадает с осью соленоида (рис. 6). 
Обруч составлен из двух полоцин, имеющих 
неизвестные рьзные сопротивления В; и В.. 
К, точкам А н В, в местах соединения половин, 
подключены три вольтметра с чисто активными 
внутренними сопротивлениями, прнчем провод- 
ник А—У,—В проложен строго по диаметру 
обруча, а проводникн А —\, —-ВнА—\.-В — 
произвольно по разные стороны соленоида. 
По соленоиду пропускают переменный ток. 
Оказалось, что при этом вольтметр У, показы- 


{Окончание см. на с. 63) 





Рис. 6. 





Призеры ХШ 
олимпиады 


Математика 


Дяпломы 1 степеня 


по 8 классам получилн 
Доброва Д. (Абакан, с. ш. № 20}, 
Межиров А. (Калинин, с. ш. № 37), 
Рагулин В. (Челябинск, с. ш. № 127), 
Скопенков А. (Саратов, с. ш. № 13); 


по 9 классам — 

Валииллин М. (Казань, с. ш. № 94), 
Вологодский В. Омск, с. ш. № 91), 
Гравит В. (Северодвинск, с. ш. № 2), 
Ким Г. (Хабаровск, с. ш. № 2), 
Шенкман П. (Саратов, с. ш. № 13); 


по 10 классам — 

Дынников И. (Жуковский, с. 
Ляндин В. (Белорецк, с. ш. № 14), 
Осолоткин А. (Петрозаводск, с. ш. № 29), 
Стыркас К. (п. Черноголовка Московской обл., 
с. ш. № 82), 

Топровер И. (Волгоград, с. ш. 
Черных А. (Краснодар, с. ш. № 40), 
Шанько Ю. (Красноярек, с. ш. № 10). 


Ш. № 1, 


№ 50, 


Дипломы П степени 


по 8 классам получили 
Кожевников А. (Калуга, с. ш. № 24), 
Кузнецова О. (Йошкар-Ола, с. ш. № 4), 
Подобреев А. (Волгоград, с. ш. № 31), 
Сапрыкин А. (Новосибирск, с. ш. № 110); 


по 9 классам — 

Безрукавников Р. (Калуга, с. ш. № 24}, 

Гагин В. (Уфа, с. ш. № 18), 

Калинин А. (Саратов, с. ш. № 13), 

Крикунов Ю. (г. Кировск Пенинградской обл. 
е. ш. № 2), 

Рот Ф. (Томск, с. ш. № 88); 


по 10 классам — 

Кальницкий В. (Калининград. с. ш. № 50), 
Когон Л. (Новокузнецк, с. ш. № 11), 

Нарский И. (Воронеж, с. ш. № 58), 

Тамаркин Д. (Горький, с. ш. № 17). 


Даоломы Ш степены 


ло 8 классам получили 
Вержбицкий П. (Ижевск, с. ш. № 11), 
Дулев В. (Орел, с. ш. № 21), 
Жуковец О. (Череповец, с. ш. № 27), 
Овчаренко А. (Норильск, с. ш. № 6); 


по 9 классам — 

Бессолицын М. (Киров, с. ш. № 30), 

Верховский А. (Магадан, с. ш. № 1), 
Пелевин О. (Кострома, с. ш. № 32), 

Шамов 3. (Махачкала, с. ш. № 39); 


по 10 классам — 

Бучин П. (Киров, с. ш. № 22), 

Струнин А. (Ярославль, с. ш. № 34), 
Узденский Д. (Ростов, с. ш. № 33), 
Чурашев К. (Новоснбирск, с. ш. № 180). 
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Куапетесте.ги 


Всероссийской 
школьников 


Физика 


Дипломы [ степеня 


по 8 классам получили 

Абрамов А. (Ростов-на-Дону, с. ш. № 56), 
Кузьма Н. (п. Нротва Калужской обл., с. ш. 
№ о, м 

Толкунов Е. (Хабаровск, с. ш. № 3), 
Шинкевич С. (Березники, с. ш. № 3, Т кл.); 


по 9 классам — 

Вихорев А. (Калинин, с. ш. № 17), 

Головин Д. (Тамбов, с. ш. № 29}, 

Жуков В. (Магадан, с. м. № 1), 

Мамаев А. (Заволжье, с. ш. № 17), 

Медведев М. (Горький, с. ш. № 40), 
Михабловский Н. (Красноярск. с. 11. № 20}; 


по 10 классам — 

Абдулазизов С. (Махачкала, с. ш. № 34), 
Бобылев С. (Березники, с. ш. № 3), 
Биудько Д. (Белгород, с. ш. № 3), 
Вихлинин А. (Рязань, с. м. № 20), 
Корстен В. (Новокузнецк, с. ш. № 11), 
Хайрутдинов И. (Миасс, с. ш. № 9). 


Дипломы П степени 

по 8 классам получнли 

Ермолов Э. (п. Леонидово Сахалинской обл., 
Леонидовская с. ш.), 

Кравцов Д. (Новокуйбышевск, с. ш. № 3), 
Самборский Д. (Истра, с. ш. № 2), 

Ханжин С. (Астрахань, с. ш. № 5); 


по 9 классам — 

Билибин А. (Боровичн, с. ш. № 1), 
Лутовинов А. (Мичуринск, с. ш. № 21), 
Смирнов А. (Челябниск, с. ш. № 31). 
Шпаков Д. (Красноярск, с. ш. № 101); 


по 10 классам — 

Даминов Н. (Братск, с. ш. № 18), 
Карпов С. (Горький, с. ш. № 40), 
Карякин А. (Тамбов, с. ш. № 29), 
Третьяков Г. (Новгород, с. ш. № 21), 
Щербаков А. (Обнинск, с. ш. № 10), 
Янович А. (Челябинск, с. ш. № 31). 


Дипломы Ш степени 


по 8 классам получнли 

Малков Р. (Саратов, с. ш. № 13), 

Пластов А. (Сарапул, с. ш. № 12), 
Цыдынжапов Г. (Новосибирск, с. ш. № 10), 
Янушко А. (Калининград, с. ш. № 24); 


по 9 клаесам — 

Гапоненко А. (ст-ца Динская Краснодарского 
кр., с. ш. № 4), 

Кириллов 9. (Комсомольск-на.Амуре, с. ш. 
№ 16), 

Рожков А. (Калининград, с. ш. № 17), 
Шиховцев О. (Верхняя Салда, с. ш. № 1); 


по 10 классам — 

Вязигин А. (Майкоп, с. ш. № 17), 

Гурарий В. (п. Черноголовка Московской 
обл., с. ш. № 82), 

Солнцев К. (Томск, с. ш. № 32), 

Терпигов В. (Томск, с. ш. № 50). 


{Начало см. на с. 60} 


вает напряжение и,—5 В, вольтметр У, — и; = 
= 10 В. Что показывает вольтметр У.? Магннт- 
ным полем вне соленоида, & также нндуктив- 
ностью контуров пренебречь. 

4. Из невесомых стержней, длина которых 
и 2, собрана конструкция в виде «гармош- 
киь (рис. 7}. Трения в шарнирах нет. В сред- 
нее звено вставили невесомую пружину, и кон- 
струкция приняла форму, характеризуемую 
углом а (см. рис. Т,а). Затем снизу подвесили 
некоторый груз, угол между стержнями стал 
равен В (см. рис. Т,6). Каким будет период 
колебаний, если толкнуть груз в вертикальном 
направленин? 


Экспериментальный тур 

8 класс 

3. В зчерном ящике» находятся три рези- 
стора. Нарисуйте возможную схему их соеди- 
нения. 

Оборудование: амперметр школьный, 
вольтметр школьный, источннк питания, рео- 
стат школьный, соединительные провода, ключ 
соединительный. 

2. Исследуйте процесс соударения двух мо- 
нет, иаходящихся на листе бумаги, расположен- 
ном на горизонтальном столе. Определите, вы- 
полняется ли закон сохранения механической 
энергии. 

Оборудование: лист миллиметровой 
бумаги, две пятикопеечные монеты, линейка 
ученическая, транспортир. 


9 класс 

1. Определите зависимость коэффициента 
усилення транзистора по току в схеме с общим 
эмиттером от силы тока в коллекторе в диапа- 
зоне токов 0-30 мА. 

Оборудование: — транзистор малой 
мощности типа МП41 или МП42, микроампер- 
метр ия 500 мкА, батарейка 4,5 В, переменный 
резистор 80 кОм, лист с приведенной на нем 
цоколевкой транзистора, миллиамперметр на 
50 мА. 

2. Определите завнснмость угла наклона, 
при котором капля начинает скатываться по 
стеклу, от массы капли. 

Оборудование: стеклянная пластии- 
ка, транспортир, лилетка, мензурка, сосуд с 
водой. 


10 класс 

1. Измерьте сопротивления 4-х резисторов. 

Оборудование: батарейка 4,5 В, мил- 
лиамперметр на 5 мА, вольтметр на 5 В, неиз- 
вестные резисторы, ключ, соединительные про- 
вода. 

2. Исследуйте зависимость давления насы- 
щенных паров воды от температуры. 

Оборудование: сосуд с водой, нагрева- 
тель (спиртовка, сухой спирт, электроплнтка), 
пробирка с делениями, термометр, барометр 
(один на класс), штатив с муфтой и лапкой. 


Публикацию подготовили Б. Б. Буховцев, 
Л. П. Купцов, О. Ю. Овчинников. 
С. В. Резниченко 


Куапетесте.ги 


Фр 
чан.) 


ее мия 


Конденсаторы с «избыточным» 

зарядом пластин 
1. АФ=(М — 0 942.5); эквивалентная схема 
изображена на рисунке 3,6 в сталъе. 
2. Сила направлена к пластине [, а ее модуль 
Р = 4? /(Взоб). 
$. Задача имеет два решения: 1) 4, =82= 85/2; 
2) Ч, — 4/2 — 2С%, 4. = 40/2 +2С# {4>4С%). 
4. А='/4еоб4Е®. 
5. @=4леьН И - '/еа. 


Калейдоскоп «Кванта» 

{см. «Квант» „№ 9) 

Вопросы н задачи 
1. Частицы дыма участвуют в броуновском 
движении н постепенно удаляются друг от 
друга, отчего плотность дыма уменьшается. 
2. Из-за ослабления броуновского движения 
капелек масла. 
$. Число ударов молекул жидкости о поверх- 
ность частнцы растет пропорционально пло- 
щади этой поверхности, масса же частицы 
пропорциональна ее объему. Поэтому с рос- 
том размеров частицы молекулам все труднее 
сдвинуть частицу. Броуновская частица также 
должна быть достаточно малой, для того чтобы 
удары молекул были нескомпенсированы. 
4. С ростом температуры увеличивается ско- 
рость диффузии. 
5. Частые соударения молекул приводят к 10- 
му, что пути. проходимые ими, намного про- 
тяженнее перемещеннй, движение происходит 
по зигзагообразным траекторням. 
6. Через пленку лака пары воды дяффунди- 
руют медленнее, дерево «просыхает» равно- 
мерно по всей толще, и шар не растрескива- 
ется. 
9. Из-за большой разрежеиности атмосферы 
число молекул в единице объема невелико для 
того, чтобы передать при соударениях со 
слутником заметное колнчество энергии. 
8. Если у Луны н была атмосфера, то за долгое 
время существования Луны она исчезла: сре- 
ди множества молекул, составлявших атмо- 
сферу, всегда присутствовали такие, у которых 
скорость теплового движения достигала вто- 
рой космической скорости для Луны. 
9. При сборке осколков практически невоз- 
можно расположнть поверхности трещин на 
таком расстоянии, когда силы притяжения мо- 
лекул станут заметными. 
10. При длительном плотном соприкосновении 
атомы гайки н болта из-за диффузии переме- 
шиваются на границе, приводя к соединению. 
11. Работа по изменению уровня жидкости 
в капилляре совершается за счет энергии 
взанмодействия молекул. 
12. Давление увеличилось бы. 
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Мнкроопыт 

Три струйки соединяются в одну. Это объяс- 
няется молекулярным притяжением струй, 
возникающем при их сближении. 


«Квант» для младших школьников 

см. «Квант» № 9) 
1. 45203+45203-=90406. 
2. Достаточно поместить термометр в хороший 
морозильник. В результате спирт сократится 
и весь втянется в колбочку. Потом при нагре- 
вании новый столбик спирта будет уже без 
разрывов. 
3. Раз доля Алеши составляет 25 копеек, то 
таковы же доли Колин и Вити. Значит, все 
5 пакетиков нрисок стоят Т5 копеек, а один 
пакетик — 15 копеек. Коля заплатил 45 копеек, 
значит, он должен получить 45—25=20 ко- 
пеек, а Витя 30—25=5 копеек. 
4. Раз часы ирннималнсь бить пять раз, то 
получасовых ударов было 2 или 3. Если их было 
3, то на два соседних часа приходится 8 уда- 
ров; но в одном случае будет четное число уда- 
ров, а в другом нечетное, т. е. в сумме 8 уда- 
ров быть не может. Если было 2 получасовых 
удара, то оставшиеся 9 ударов однозначно пред- 
ставляются в виде суммы трех последова- 
тельных чисел: 243-44. Анатолий Павлович 
ущел в 4 часа дня. 
5. Не может, так как сумма 0-12... 
+9—=45. Если бы степень двойки имела поровну 
нулей, еднниц и т. д. то сумма цифр У 
этого числа делнлась бы на 45 и, следова- 
тельно, на 9; значит, и само число должно 
делиться на 9, а оно может иметь делителями 
только степени числа 2. 


Шахматная страничка 

{см. «Квант» М 7) 
Задание 13 (В. Харли, 1926 г.). 1. Лаби 
Тема завлечения. 1...Кр:а5 2. Са2х, 1...К:а5 
2. Сазх. На 1...Кс4 следует 2. Фа4х, а других 
защит от 2. С42Х или 2. ЛЬ5Х у черных 
нет. 
Задание 14 {А. Максимовских, 1984 г.). 
1. Крс! #5! От лешки нужно срочно изба- 
виться. 2. С:{5 а1Ф-- 3. СЬ1 КрЬ7 4. па! — 
вперед должна двигаться, именно эта пешка. 
4..Крьб 5. 55 Краб 6. №6 Кра4 7. №7 а5. 
Патовая клетка подготовлена, но 8. В8С! 
Ф:Ь2-- 9. С:Ъ2 с выигрышем (8...КрЬЗ 9. Се5 
Кр:с4 10. 63-1). 
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КОМПЬЮТЕР В КОМПАНИИ 
ГРОССМЕЙСТЕРОВ 

Первые встречи за шахматной доской между 
человеком и машиной относятся к началу 
10-х годов. Понятно, что в эпоху зуниверса- 
лов. — компьютеров, занимающих огромные 
помещения, такне встречн приходилось спе- 
циально организовывать. Сейчас, когда ннтен- 
сивно развивается индустрия персональных 
ЭВМ, в том чнсле шахматных микрокомнью- 
теров, поиграть с машииой может каждый 
(У нас они тоже скоро поступят в продажу). 
Что касается гроссмейстеров, то к ним, как 
правнло, обращаются с просьбой провести сеанс 
одновременной игры протнв целой компании 
машнн; иногда автоматы включаются в число 
участников обычного сеанса. Впрочем, все чаще 
компьютеры играют в одних турнирах с шахма- 
тистами, причем в турнирах весьма 
престижных. 

Экс-чемпнон мира М. Таль недавно играл 
в международном турнире в Замиадном Берли- 
не, участником которого был н «Мефисто» — 
чемпион мира среди шахматных микрокомпью- 
теров. Жаль, что встречи между нимн не 
произошло, — швейцарская система ие свела их 
вместе. На этот турнир съехались 466 шахма- 
тистов из 177 стран, среди них 15 грос- 
смейстеров и 50 международных. мастеров. 
В состязании предусматривалось девять туров. 
Победителем вышел Таль, что и не удиви- 
тельно. А вот результат машины понстнне 
сенсационный: «Мефистое набрал 5,5 очков и 
разделил 63-е место, причем в одной компании 
с ним оказались гроссмейстеры Радулов, Геор- 
гиев и Лехтинский, а позади на пол-очка — 
гроссмейстеры ВБеллон, Трингов и Спасов. Ра- 
зумеется, «швейцаркае со своим неровным 
составом часто преподносит сюрпризы, но в 
любом случае тем, кто скептнчески относится 
к шахматным способностям компьютеров, 
есть повод засомневаться. 

Творческим шедевром турнира в Западном 
Берлине стала следующая партия между 
*Мефисто» и гамбургским игроком М. Фетте, 
обладателем мастерского рейтинга 2300. 

*Мефисто» — М. Фетте 


Защита Грюнфельда 

1. с Кб 2. КсЗ 95 3. с К:95 4. 44 26 5. 
е4 К:с3 6. №с СР7. Турнир проходил одновре- 
менно с матч-реваншем Каспаров — Карлов, 
в котором защита Грюнфельда была самым 
популярным дебютом. Правда, в настоящей 
партии соперники разыгрывают варнант, не 
встречавшийся в поединке за корону. 7. КЁЗ 
с5 8. СЬБ+- Ксб 9. 0—0 0—0 10. С:6 
11. Сез Ск4 12. Лс1. ЭВМ без особых претензий 
разыграла дебют, и сейчас черные могли быстро 
свести дело к ничьей: 12...С:13 13.Ф:{3 са 14. 
са С:44 15. С:94 Ф-а4 16. П:сб ит. д. Однако 
человек всегда стремится одолеть машину. 
12...Фа5 13. Фе? Л(48 14. Л(41 Фа4. Теперь 
угроза нешке 44 весьма серьезна. Белые 
выиуждены сыграть ©4 — о5, и позиционный 
перевес черных становится бесспорным. 15. еб 
с@ 16. са Сев 17. С25 Ла7 18. Ла2 №6 19. Сез 
ЛЬ8 20. Лас2 Са5 21. Ке!! 
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Консультярует — экс-чем- 
пяон мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет стра- 
ничку мастер спорта СССР 
по шахматам, кандидат тех- 
мических наук Е. Я. Гик. 


Конь направляется на пункт сб — прекрас- 
вый стратегический замысел. Удивительно, 
насколько хорошо играет компьютер в этой 
трудной ситуации. 21...1867 22. Каз ЛЬ! 23. 3 
КрЬ7Т 24. Фд2 е6 25. Л:51 Л:51+ 26. Крь2 
Се4 27. Лс5. «Мефисто» ставит хитрую ловуш- 
ку: 27...Ла1 28. КЬ2! Л:42 29. К:а4 Л:а? 30. 
Кс3. Варнант форснрованный, поэтому для 
компьютера совершенно элементарный. 

27...Фаб 28. Лс3З. Угроза Кс5 уже не шуточ- 
ная. 28...С45 29. а3 (С{8 30. (3. Ограничивая 
действия слона 45. 30...Фа4 31. Ке5 Фа. 
После размена на с5 в связи с разнопольиыми 
слонами на доске стояла бы битая ничья. 
Черные слегка нервннчают и ищут возможность 
переиграть солерника в эндшпиле. Но снтуация 
обостряется. 

32. Ф:41 Л:а1 33. Ка7 Се? 34. КрёЗ #5 
35. Кр!2 Криб 36. &4!? Белые берут под 
контроль поле #5, но ослабляют пешки #3 
и 83. 36...С4а8 37. К!8-- Крёт 38. К47. Машина 
пока согласна на ничью. 38...Са5 39. Лс5 Сей -- 
40. Кре? Лат 41. К!6. В поисках шансов на 
победу черные играют с огием. Теперь у «Ме 
фисто» в проекте появилась угроза Ли8хХ. 
ноэтому черный слон должен держать лоле а5 
(защищаясь от Ле5 — а5:а7), а ладья — само- 
го слона. Неприятный переплет! 

41...а5 42. 14 Ср2? (следовало взять на 14) 
43. Ги ВЕ 44. С{2. Интересно почему белые 
не побили пешку #5? После 44. С:85 С:13 
(44...Креб 45. 14 с идеей Кб 15—14) 
45. Л:сб у белых страшная угроза 1с@ — с8 — 
#8хХ. Неужели машина предусмотрела контр- 
шах 45...01! Тогда король должен брать 
слона: 46. Кр:11 С92-4- 47. Крез С:Е5 и не- 
смотря на отсутствие пешки перевес снова пере- 
ходил к черным: 48. Кл5-- Кррб 49. Лс3 Сс1. 

44...С:{2 45. Кр:2 Ла2-+ 46. Кре1 С95 
47. К:95. Последняя возможность поставить 
перед черными проблемы заключалась в 47. 
Л:а5. Теперь проигрывает 47...Л42 48. Ла8 
Л:94 49. ЛЕЗ+ КрНб с неизбежным матом. 
Спасение, по-видимому, состояло в 47...Ле2-- 
48. Крё1 ЛЬ? 49. Лэа8 ЛЬ1-- с вечным шахом, 
поскольку белый король не может ускользнуть 
через поле 4 ввиду сб — сб+. 

А7...с4 48. Л:а5 Ла? 49. Ла4 Ла1-- 50. Крь2 
Ла2--. Ничья, лишняя пешка не нмеет значе- 
ния. Партия, которой могут гордиться и черные! 


Конкурсные задания 





19, 20. Белые начинают и вынгрывают. 

Срок отправки решений — 25 декабря 

1987 г. с пометкой на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 19, 20г. 


Цена 40 коп. 
Индекс 70465 





Несколько пет назад неистощимый Эрнё Рубик 
придумал игрушку, в которой 11 фишек, рас- 
положенные в узлах квадратной решетки, при 
помощи трех кареток совершают «челночные 
рейсы» вниз — вверх (3 ряда по 3 фишки 
сразу] и влево — вправо (2 ряба по 4 фишки 
раздельно). Как обычно, задача играющего в 
том, чтобы после нескольких произвольных 
сдвигов восстановить исходный порядок фи- 
шек, показанный на рисунке 1 На этой 
головоломке мы еще раз продемонстрируем 
эффективность приемов, с которыми мы 


знакомили читателей в «Кванте» № 5. 
Первым делом посмогрим, как переставляются 
Фишки под действием различных коммутва- 






Рис. 1. 


78 9 — желтая — красная 3 > 2.-+-1-- 
—49-—7. Следующий шаг — рассмотреть ком- 
мутаторы операций А, В и С. Впрочем, 
можно обойтись только одним из них — 
К=АВ ' А! В. Он меняет местами фишки 
1 и Ги одновременно 5 и 6 (в исходном 
положении). Теперь мы сможем переставить 
любые две фишки, стоящие через одну, по 
периметру головоломки (при этом одновремен- 
но переставляютгся 5 и 6). Например, для 
фишек 1 и 3 это делается так: сдвигаем 
их с помощью С° на места 7 и 1, выполняем К 
в возвращаем назад. Операции такого вида 
(СКС "п, п=0, +1,+2,-3) позволяют полу- 
чить любую перестановку всех фишек, кроме 
5 и б; проверьте это! Но не случится ли, что 
все эти фишки попадут на свои места, а 5 
и 6 окажутся переставленными? Оказывается 
нет. Поясним это, опуская за недостатком 
места самое существенное — доказательства. 
Всякую перестановку можно представить по- 
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торов — операций типа «туда — сюда — отту- 
да — отсюда». Если «туда» — это вниз, а «сю- 
даз — влево («оттуда» ц «отсюда», естествен- 
но, — вверх и вправо). то в зависимости от 
того, какой из двух горизонтальных рядов 
сдвигается, верхний или нижний, получаются 
две операции — А и В (рис. 2). Обе опи 
переставляют фишки ицклически: А — по си- 
ним стрелкам, В — по зеленым. Есть еще 
третий вариант — двигать влево-вправо сра- 
зу обе горизонтальные каретки. Возникающая 
операция С переставляет фишки по пери- 
метру игрушки против часовой стрелки. Если 
сначала они стоят в исходном порядке, то 
после применения С переместятся так: 





В 


следовательностью попарных обменов, причем 
разными способами. (Например, цикл А полу- 
чится, если последовательно менять местами 
красную фишку с фишками 6, 5, 4, 1, 2, 3 или 
фишку 6 с 5, 1, 1,...). При этом число 
обменов либо всегда будег четным — тогда 
перестановка называется четиой, либо нечет- 
ным — тогда она нечетная. Если после несколь: 
ких сдвигов каретки вернулись в исходную 
позвцию, го каждая из них сдвигалась четное 
число раз. Отсюда выводится, что образовав- 
шаяся в результате перестановка будег чет- 
ной, а значит, получить ровно один парный 
обмен нельзя. Кстати, здесь же кроются и отве- 
ты на наши вопросы о головоломках из 5-го 
и 6-го номеров журнала. 


Уважаемые читатели! По редакционному ка- 
лендарю Новый год уже на носу, а наш запас 
головоломок еще далеко не исчерпан. Напиши- 
те, нравятся ли вам наши заметки о них? 
Надо ли продолжать эту серию? 


1—1 


Рис. 2. 
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Всенародный праздник 


К 70-летию Великого Октября 
Б. В. Гнеденко. О математике Страны Советов 
Достижения советских физиков 

*% $ & 
С. Р. Филонович. Великая книга Ньютона 
Математические работы школьников: 
Я. Ю. Карпов. Оптимальная кодировка почтового индекса 
А. Э. Лобковский. Математические узоры на плоскости 


Задачник «Кванта» 
Задачи М1071 — М1075, Ф1083 — Ф!087 
Решения задач М1051 — М\055, $1063 — Ф1066 


«Квант» для младших школьников 
Задачи 
А. ИН. Орлов. *Все+, 


«некоторые» и отрицание 


Калейдоской «Кванта» 


Школа в «Квантеь» 

Физика 8, 9. 10: 

Закон всемирного тяготения 

Расширение газа в пустоту 

Электромагнитная индукция и принцип относнтельиости 


Искусство программирования 
А. А. Дуванов. Ю. А. Первин. Язык Лого. Урок 2: 
Черепашья академия 


Практикум абитурнеита 
А. А. Болибрух. В. М. Уроев, М. И. Шабунин. Решенне 
систем тригонометрических уравнений 


Олимпиады 

В. В. Вавилов. С. В. Резниченко, А. М. Слинько. 

ХХ! Всесоюзная олимпиада по математике 

А.Р. Зильберман. ХХ! Всесоюзная олимпиада по физике 
Призеры ХХ Всесоюзной олимпиады школьников 


Ииформация 

1 Всесоюзная олимпиада школьников 
по информатике {30} 

Вииманию наших читателей (64) 


Ответы, указания, решения 
Шахматная страничка 
Геометрические темы (3-я с. обложки) 


ия боьсомела 


Картинки на первой и второй страницах обложки нарисо- 
ваны компьютером по программе школьника из Черного- 
ловки А. Лобковского. Подробности — на с. 81. 
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Всенародный праздник 


«Комсомольцы! Юноши и девушки! 
Овлайдевайте наследием великого Ленина! 
Учитесь работать высокозффективно, творче 
ски. активно!» 


Из призывов ЦК КПСС к 70-летию Великой 
Октябрьской социалистической революции 


Прошло 70 лет с того дия, когда вся власть в нашей стране 
перешла в руки народа. Трудио представить себе более тяжелые 
условия, чем те, в которых начиналось строительство нового 
общества. Разруха, голод, неграмотность, враждебное окружс- 
ние... Но Ленин и партия большевиков сумели сплотить народ 
на героическую борьбу. Советский Союз. первая в мире страна 
социализма, стал могучей индустриальной державой. 

Вместе со всей страной развивалась и крепла наша наука. 
И если, по словам выдающегося советского физика академика 
Л. А. Арцимовича, всех крупных физиков царской России 
можно было бы свободно усадить на одном диване», то сегодия 
у нас более сотни только физических научных центров. Совет- 
ские физики, математики, астроиомы и представители других 
естественных наук пользуются международным призианием. 
Физика и математика являются лидерами научно-техниче- 
ской революции. и наши ученые внесли фундаментальный 
вклад в развитне этих наук. Большую роль в строительстве 
социализма сыграла советская школа. 

Юбилей, как учил В. И. Ленин, это повод к критическому 
анализу прошлого. Проводя такой анализ, мы видим. что 
построенный в нашей стране социализм еще несовершенен, 
у него есть огромные резервы, которые необходимо до конца 
раскрыть и реализовать в короткий срок. Молодежи иногда 
кажется, что время революционных преобразований давно 
ушло в прошлое. Но жизнь опровергает эти представления. 
Революция продолжается. Именно она требует от нас громад- 
ногФ ускорения и грандиозной перестройки во всех сферах 
дсятельности. Предстоит упорная борьба, и участвовать в ней 
вам придется еше в школьные годы. 

Каждому из вас, дорогие читатели, необходимо сше раз 
внимательно изучить материалы ХХУП съезда КПСС и плену 
мов ЦК КИСС. документы ХХ съезда ВЯКСМ, вдумчиво пере- 
читать ленинские работы, созданные после победы революции. 
Сколько замечательных мыслей в одной только речи В. И. Ле- 
нина на И Всероссийском съезде комсомола! И далеко не 
все онн воплощены в жизнь. А ведь работы Ленина — это 
верный компас в сложиом и длительном процессе всесторон- 
иих преобразований, которые ждут вас как в школе, так и 
за ее порогом. 
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О МАТЕМАТИЕЕ 
СТРАНЫ СОВЕТОВ 


Академик АН УССР Б. В. ГНЕДЕНКО 


Великая Октябрьская социалистиче- 
ская революция явилась мощным 
толчком к прогрессу математики в на- 
шей стране, создала исключительно 
благоприятные условия для разви- 
тия абстрактных ее направлений и 
применения математических методов 
в естествознании, инженерном деле, 
организации производства. 

Так, в 1918 г. был издан декрет 
об организации ЦАГИ — Централь- 
ного аэрогидродинамического инсти- 
тута и о назначении Н. Е. Жуков- 
ского его директором. В том же году 
была создана Нижегородская радио- 
лаборатория. 

В 1921 году — разгар разрухи — 
по инициативе В. А. Стеклова был 
организован Физико-математический 
институт Академии наук. Впервые в 


истории нашей страны развитием тео-` 


ретической и прикладной математики 
стало заниматься специальное науч- 
ное учреждение. 

Даже краткое описание того, что 
сделали советские математики за ис- 
текшие семьдесят лет, потребовало бы 
многотомного сочинения и работы 
болышой группы специалистов. Поэто- 
му здесь мы вынуждены ограничиться 
лишь беглым обзором небольшой доли 
важных направлений научных иссле- 
дований. 

Пожалуй, самым крупным явлени- 
ем в математической жизни нашей 
страны следует считать возникнове- 
ние Московской математической шко- 
лы теории функций и теории мно- 
жеств. У ее истоков стояли два вы- 
дающихся математика и педагога — 
Д. Ф. Егоров и Н. Н. Пузин. 
С их именами связано широкое при- 
влечение студенческой молодежи к на- 
учным исследованиям. Многочислен- 
ные результаты, красивые построе- 
ния, постановка большого числа но- 
вых задач для дальнейших исследо- 
ваний, живое изложение — все это 
сумело увлечь математическую 


1 


молодежь идеями Лузина. Его пер- 
вые ученики — Д. Е. Меньшов, 
П. С. Александров и А. Я. Хин- 
чин. Первые их самостоятельные ра- 
боты были в кругу идей учителя — 
теория интеграла, сходимость триго- 
нометрических рядов, строение так на- 
зываемых борелевских множеств. Эти 
первые работы в значительной сте- 
пени определили дальнейшие интере- 
сы названных исследователей. Д. Е. 
Меньшов основные свои работы по- 
святил теории `тригонометрических 
рядов и рядов ортогональных функ- 
ций; А. Я. Хинчин —- метрической 
теории функций и ее ирименениям 
в теории чисел, теории вероятностей 
и статистической физике; П. С. Алек- 
сандров — теории множеств, а позд- 
нее — топологии. 

Уже первые приемы студентов в 
Московский университет после 1917 го- 
да дали второе поколение активных 
учеников Лузина. Лузин организовал 
семинар, на котором каждому участ- 
нику предлагалось прореферировать 
определенную монографию, затем уст- 
раивалось обсуждение реферата с по- 
становкой вопросов, с выявлением воз- 
можности упрощения и обобщения 
доказательств. 

В двадцатые годы ученики Лузи- 
на называли свой коллектив *Лу- 
зитанией»*). Этим подчеркивалось 
восхищение своим учителем, его науч- 
ными идеями, лекциями. Ученики Лу- 
зина гордились своей причастностью 
к группе, разрабатывающей его идеи, 
и стремились дать максимум того, 
на что они способны в науке. 

Конечно, каждое чрезмерное увле- 
чение несет в себе и отрицатель- 
ное начало. Лузитанцы были чрез- 
мерно заняты лишь одним направ- 
лением математического развития и 
некоторые из них несколько свысока 
относились к классическим областям 


*) См «Кванть, 1977, № 10. с. 13. 
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математики. Это нашло отражение в 
шуточных названиях ряда дисцип- 
лин: теория вероятностей называлась 
у них теорией неприятностей, урав- 
нения в частных производных — 
уравнениями с несчастными произ- 
водными, конечные разности — раз- 
ными конечностями и т.п. Однако 
эта недооценка других областей ма- 
тематики продолжалась недолго, по- 
скольку внутри самой Лузитании на- 
чался процесс расширения интересов. 
П. С. Александров и П. С. Уры- 
сон увлеклись проблемами теорезико- 
множественной топологии и вскоре 
положили начало существованию Мо- 
сковской топологической школы. А. Я. 
Хинчин в двадцатые годы начал ин- 
тересоваться проблемами метрической 
теории чисел, от нее подошел к во- 
просам теории вероятностей и к концу 
двадцатых годов целиком направил 
свою энергию на эти два направле- 
ния исследований. Теория вероятно- 
стей вскоре стала одной из сущест- 
венных частей интересов Московской 
математической школы. Создание Мо- 
сковской школы теории вероятно- 
стей является заслугой двух выдаю- 
щихся ученых — А. Я. Хинчина 
и А. Н. Колмогорова. 

Далее интересы московских мате- 
матиков обратились к классическому 
анализу. При этом выяснилось, что 
идеи теории функций дают возмож- 
ность серьезного продвижения. Ка- 
чественная теория’ дифференциаль- 
ных уравнений, дифференциальные 
уравнения в частных производных 
становятся объектом исследований 
москвичей. Среди представителей 
этого направления следует назвать 
В. В. Степанова и И. Г. Пет- 
ровского. 
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Не следует думать, что только 
Москва была центром математиче- 
ской мысли того времени. Перво- 
классные исследования в это время 
проводились на Украине — в Киеве 
и Харькове. В Киеве следует отме- 
тить, в первую очередь, исследования 
по абстрактной алгебре, культивируе- 
мые Д. А. Граве и его учениками. 
В начале революции один из его уче- 
ников О. Ю. Шмидт — разносто- 
ронний ученый и превосходный лек- 
тор — начал пропаганду новых 
алгебраических идей в Москве. О. Ю. 
Шмидт явился создателем Москов- 
ской алгебраической школы. В Харь- 
кове С. Н. Бернштейн развивал 
идеи П. Л. Чебышева в области 
наилучшего приближения функций 
полиномами и успешно работал в 
области теории вероятностей. 

В Ленинграде успешно развивались 
исследования в области математиче- 
ской физики и теории чисел. Оба 
эти направления исследований были 
традиционными для ленинградцев и 
берут свое начало от Л. Эйлера, 
М. В. Остроградского и П. Л. Че- 
бышева. По аналитической теории чи- 
сел замечательные результаты были 
получены И. М. Виноградовым. 
В 1934 г. И. М. Виноградову удалось 
почти полностью решить знамени- 
тую задачу Гольдбаха: всякое нечет- 
ное натуральное число представимо 
в виде суммы не более трех простых 
чисел. 

Новые университеты, образованные 
в ряде городов страны в первые 
годы революции, быстро превратились 
в значительные математические цент- 
ры. В первую очередь мы должны 
назвать здесь Тбилиси и Ташкент, 
которые славились своими исследова- 


ниями по математической физике 
(Тбилиси), нелинейным дифференци- 
альным уравнениям и математиче- 
ской статистике (Ташкент). Организа- 
торами Грузинской математической 
школы были Н. И. Мусхелишвили, 
Г. Н. Николадзе, А. М. Размадзе 
и А. К. Харадзе*). Создателем "аш 
кентской математической школы был 
В. И. Романовский. 

К началу Великой Отечественной 
войны советская математика завоева- 
ла огромный научный авторитет во 
всем мире. Своими исследованиями 
она охватила практически все направ- 
ления математической мысли. Многие 
математики принимали участие в ре- 
шении задач естествознания, техники 
и организации производства. 

Особенно значительными были ре- 
зультаты математиков в связи с проб- 
лемами, выдвигаемыми развитием 
авиации. Именно задачами полета в 
сжижаемой жидкости было вызвано 
построение теории квазиконформных 
отображений М. А. Лаврентье- 
вы м. Крупный успех накануне Вели- 
кой Отечественной войны был достиг- 
нут в построении математической тео- 
рии +*шимми» и «штопора», явив- 
шихся причиной гибели многих само- 
летов. Из математической теории, по- 
строенной М. В. Келдышем, удяа- 
лось сделать практические выводы, 
которые позволили радикально б0- 
роться как с *«ШиИМмМиИе, так и со 
*штопором». Позднее М. В. Келдыш 
занимался ракетной техникой, стал 
Главным теоретиком советской космо 
навтики. 

Великая Отечественная война не 


прошла мимо советских математиков: 
тысячи из них пошли на фронт, 
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многие переключились на решение 
задач, необходимых для победы. На 
фронтах сражались такие крупные 
ученые, как Ю. В. Линник, А. А. 
Ляпунов, М. В. Бебутов. К сожа- 
лению, не все вернулись с полей вой- 
ны, и советская математика потеряла 
многих талантливых ученых. 

Уже первые дни войны показали, 
что советская наука может быть 
действенным орудием борьбы. Были 
созданы таблицы бомбометания с са- 
молетов, обладавших малыми скоро- 
стями («кукурузников»). А. Н. Кол- 
могоров создал теорию искусственного 
рассеивания для увеличения `вероят- 
ности поражения цели. Эта теория 
нашла применение при минных ата- 
ках судов военного флота, а также 
при стрельбе зенитной артиллерии. 
М. А. Лаврентьев создал теорию дей- 
ствия кумулятивного заряда, идея ко- 
торого была известна горнякам и ис- 
пользовалась при подрыве горных по- 
род. Эта теория широко используется 
в мирной практике при строительст- 
ве плотин, каналов, разного типа на 
сыпей. 

В нериод Великой Отечественной 
войны не прекращались и теоретиче- 
ские исследования в области матема- 
тики. В ту пору было выполнено 
много превосходных исследований в 
области алгебры, топологии, теории 
вероятностей, функционального аня- 
лиза, теории функций и геометрии. 
Развитие теоретической математики 
было абсолютно необходимо для пос- 
левоенного развития как науки, так и 
всего народного хозяйства. Это созда- 
ло прекрасную базу для послевоен- 
ного развития атомной физики, созда- 
ния электронной вычислительной тех- 
ники, первых побед в освоении кос- 
мического пространства. 


М. В. Келдыш. 





С. Л. Соболев. 


Огромной важности математиче- 
ские задачи возникли и в связи с 
обеспечением высокого качества мас- 
совой промышленной продукции. Ин- 
дивидуальная проверка качества каж- 
дого изготовленного изделия требо- 
вала огромного числа контролеров. 
На это идти было нельзя, посколь- 
ку и без того был катастрофиче- 
ский недостаток рабочей силы. Имен- 
зо в это время возникла идея по- 
строения теории статистического конт- 
роля качества продукции. В ее соз- 
дании активное участие принял А. Н. 
Колмогоров. В настоящее время эта 
теория энергично развивается по двум 
путям: 1) проверка качества уже изго- 
товленных партий (приемочный конт- 
роль) и 2) управление качеством из- 
делий в процессе изготовления (те- 
кущий или оперативный контроль). 

Послевоенные годы характерны 
стремительным процессом математи- 
зации знаний и практической дея- 
тельности. Математика потребовалась 
для решения задач организации про- 
изводства и для исследования био- 
логических процессов, для продви- 
жения в области физики и при соз- 
дании технических систем, ‘для изуче- 
ния экономических вопросов и при 
рациональном размещении производ- 
ственных предприятий. Но этого мало. 
Оказалось, что математические мето- 
ды оказывают помощь археологу и 
историку, лингвисту и медику. Появи- 
лись новые направления математиче- 
ской мысли. Математическая логика 
приобрела несравненно большее зна- 
чение, чем до войны. В этом боль- 
шую роль сыграли электронные вы- 
числительные машины и вызванная 
ими потребность в тщательном ло- 
гическом анализе процессов при про- 
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граммировании для ЭВМ, а также при 
составлении математических моделей 
явлений. В теории вероятностей по- 
явились новые ветви, тесно связан- 
ные с экономикой и организацией 
производства, а также с задачами 
физики. 

Если прежде физика свободно об- 
ходилась привычным для математики 
общим понятием функции, то теоре- 
тическим построениям современной 
физики в этих рамках стало тесно. 
В конце сороковых годов физики 
все чаще и чаще стали допускать 
операции с объектами, которые не ук- 
ладывались в классическое понятие 
функции. В самом начале пятиде- 
сятых годов появились работы С. Л. 
Соболева и французского мате- 
матика Л. Шварца, в которых было 
положено начало широкому и про- 
дуктивному обобщению понятия 
функции — было введено понятие 
обобщенной функции и разработаны 
правила действий ‘с этими функция- 
ми. Несколько позднее И. М. Гель- 
фанд ввел в рассмотрение обобщен- 
ные случайные процессы, использо- 
вав для этой цели идеи обобщен- 
ных функций. Упомянем большое на- 
правление исследований, связанное с 
отысканием экстремальных решений. 
Важность этого рода исследований 
выявилась в полной мере только в 
последнее время: при нынешних мас- 
штабах народного хозяйства неудач- 
ное использование материальных ре- 
сурсов приводит к огромному пере- 
расходу, неудачный выбор направле- 
ния движения замедляет доставку 
пассажиров и грузов; неудачное рас- 
пределение работы с оборудованием 
влечет неполное использование стан- 
ков и аппаратуры. Первые задачи 


такого рода появились давно и были 
известны еще в Дневней Греции. 

Непосредственно перед Великой 
Отечественной войной Л. В. Канто- 
рович рассмотрел ряд новых задач 
на разыскание максимального и мини- 
мального значений, связанных с рас- 
пределением работ, раскроем материа- 
лов, организацией перевозок и т. п. 
Эти задачи послужили началом создяа- 
ния новой математической теории — 
линейного программирования, полу- 
чившей после войны быстрое разви- 
тие. Теперь эти первичные поста- 
новки задач получили общие форму- 
лировки, для них предложены методы 
решения, построена интересная тео- 
рия, эти результаты расиространены 
на более общие случаи (нелиней- 
ное программирование). 

Большое направление исследова- 
ний, вызванное необходимостью по- 
ручать автоматам управление тех- 
нологическими процессами, движе- 
нием самолетов, космических аппара- 
тов и т. д. было разработано Л. С. 
Понтрягиным и его учениками. 
Это направление получило наимено- 
вание теории оптимального управле- 
ния. Теория и выдвинутые в ней 
принципы немедленно получили мно- 
гочисленные практические примене- 
ния. | 

К новым задачам в теории случай- 
ных процессов привели такие задачи 
практики, как управление качеством 
продукции и определение момента на- 
ладки оборудования. На эти задачи 
обратил внимание А. Н. Колмогоров, 
направивший на них внимание ряда 
своих учеников. 

Один из крупнейших математиков 
современности Н. Н. Боголюбов, 
начав работать под руководством ака- 
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демика Н. М. Крылова, свой пер- 
вый результат опубликовал в семнад- 
цатилетнем возрасте. Его научные ин- 
тересы быстро расширялись, охватив 
математический анализ, дифференци- 
альные уравнения, вариационное ис- 
числение, теорию функций, математи- 
ческую физику, теорию вероятностей. 
Совместно с Н. М. Крыловым им были 
разработаны математические методы 
нелинейной механики. После Великой 
Отечественной войны Н. Н. Боголю- 
бов перешел почти исключительно на 
решение задач современной физики и 
в этой области добился крупных ус- 
пехов. 

Нельзя не упомянуть о математи- 
ке исключительно широкого профиля, 
результаты которого относятся к то- 
пологии, теории дифференциальных 
уравнений, математической физике, 
геофизике, вычислительной математи- 
ке, электродинамике — А. Н. Ти- 
хонове. В первую половину нашего 
столетия под влиянием взглядов за- 
мечательного французского матема- 
тика Адамара сложилось убеждение, 
что для физики и практики инте- 
ресны только так называемые кор- 
ректные задачи, решения которых, 
полученные при близких начальных 
данных, не могут расходиться между 
собой слишком сильно. Постоянный 
интерес к задачам практики убедил 
А. Н. Тихонова в ошибочности этой 
точки зрения. Оказалось, что много 
естественных задач физики, экономи- 
ки и других областей знания по 
существу являются некорректно по- 
ставленными. Тихоновым был разра- 
ботан подход к решению такого ти- 
па задач. 

Конец иятидесятых годов и шести- 
десятые годы явились периодом ин- 
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тенсификации математической жиз- 
ни в СССР. В это время еще ак- 
тивно и плодотворно работают ма- 
тематики старшего поколения, о кото- 
рых сказано выше, но теперь к ним 
присоединяется целая плеяда их ода- 
ренных учеников. 

Эта связь поколений наиболее ярко 
проявилась, пожалуй, при исследо- 
вании знаменитой ХИТ проблемы 
Гильберта о представлении функций 
многих переменных через функции 
одной переменной, полное решение 
которой было получено совместны- 
ми усилиями А. Н. Колмогорова и 
его ученика, тогда еще аспиранта, 
В. И. Арнольда. 

Из математиков молодого поколе- 
ния наибольшее признание получили 
москвичи С. П. Новиков, В. П. Мас- 
лов и ленинградец Л. Д. Фаддеев. 
Сергей Петрович Новиков, проис- 
ходяший из семьи профессиональных 
математиков (его отец — академик 
П. С. Новиков, логик и алгеб- 
раист, мать — Л. В. Келдыш, доктор 
физико-математических наук, топо- 
лог), очень рано получил ряд выдаю- 
щихся результатов по одной из наи- 
более важных в то время дисцип- 
лин — дифференциальной топологии. 
Эти результаты были высоко оценены 
не только у нас в стране, но и за 
рубежом: С. П. Новиков стал первым 
советским лауреатом премии Филдса, 
наиболее престижной международной 
математической премии. 

В.П. Маслов начинал как физик, 
но его первые значительные резуль- 
таты связаны с развитием идей со- 
временного математического анализа. 
Для его работ характерна, с одной 
стороны, глубина чисто математиче- 
ских обобщений, и, с другой 
внимание к прикладным вопросам, в 
частности, к математической физике. 

Л.Д. Фаддеев, тоже начинавший 
как физик и тоже происходящий 
из математической семьи (его отец — 
д. К. Фаддеев — алгебраист, член- 
корреспондент АН СССР), известен 
своими фундаментальными работа- 
ми по математической физике. Меж- 
дународный авторитет его работ зна- 
чителен: в настоящее время Л. Д. Фад- 


деев — президент Международного 
союза математиков. 
За эти годы советская математи- 


ческая школа заняла ведущие пози- 
ции во многих направлениях совре- 
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менной математической науки, полу- 
чила широкое международное при- 
знание. Это выразилось, в частности, 
в проведении Международного кон- 
гресса математиков в Москве в 
1966 году, прошедшего с большим 
успехом, в частности, для наших 
докладчиков. 

Другая характерная черта этого пе- 
риода — существенные изменения в 
математическом образовании моло- 
дежи. Меняются школьные програм- 
мы (1968 г.), возникают математи- 
ческие школы и классы, физико-ма- 
тематические интернаты (1965 г.), 
появляется и быстро завоевывает при- 
знание журнал «Квант» (1970 г.). 
Ярким примером результатов этих 
изменений может служить решение 
Х проблемы Гильберта, полученное 
в начале семидесятых годов Ю. Ма- 
тиясевичем, аспирантом ЛГУ, вы- 
пускником Московской ФМШ. 

Отсутствие места лишает нас воз- 
можности остановиться на чрезвы- 
чайно важном аспекте последних де- 
сятилетий: большом значении мате- 
матических приложений в науке и 
технике, в частности, в создании и 
эксплуатации ЭВМ, в космических по- 
летах, экспериментальной физике, 
экономике, оборонной промышлен- 
ности. Назовем лишь несколько соз- 
данных в эти годы и быстро завое- 
вавших ведущие позиции академи- 
ческих институтов — Институт при- 
кладной математики, Институт проб- 
лем управления, Центральный эко- 
номико-математический институт, 
Институт кибернетики, — и не- 
сколько фамилий выдающихся уче- 
ных-прикладников — С. А. Лебедев, 
А. А. Мельников, А. П. Ершов, 
Г. И. Марчук, Н. Н. Моисеев. 

Прогресс страны требует непрерыв- 
ного развития науки как в теорети- 
ческом, так и прикладном плане. 
Важно подготовить себя психологиче- 
ски к тому, что основным источни- 
ком математических теорий является 
практика, и что задача математики 
состоит не только в доказательстве 
новых теорем, но и в изучении яв- 
лений окружающего нас мира. Как 
правило, случается так, что явления 
природы и процессы экономики шире 
уже имеющихся средств математики. 
Это является вечным: стимулом для 
развития самой математики, ее поня- 
тий и теорий. 


К 70-летию Великого Октября 
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ДОСТИЖЕНИЯ 
СОВЕТСКИХ ФИЗИКОВ 


Советская физика очень молода. Но 
успехи, достигнутые за столь корот- 
кие сроки, убедительно свидетельст- 
вуют о ее огромной научной зрелости, 
способности решать сложнейшие про- 
блемы современного естествознания. 

В настоящее время в нашей стране 
имеется более сотни специальных фи- 
зических институтов Академии наук 
СССР, республиканских академий, а 
также некоторых ведомств. Среди 
них — всемирно известные Физиче- 
ский институт имени П. Н. Лебедева, 
Физико-технический институт имени 
А. Ф. Иоффе, Институт физических 
проблем имени С. И. Вавилова, Инсти- 
тут атомной энергии имени И. В. Кур- 
чатова, Объединенный институт ядер- 
ных исследований в Дубне. Советская 
наука имеет выдающиеся достижения 
во многих областях современной фи- 
зики. К ним принадлежат, например, 
ядерная физика, физика плазмы и уп- 
равляемых термоядерных реакций, 
физика полупроводников, физика низ- 
ких температур, квантовая электро- 
ника, физика высоких давлений. На- 
ши ученые успешно работают и в 
многочисленных пограничных облас- 
тях современной науки. Химическая и 
биологическая физика, физика Земли, 
атмосферы, космического пространст- 
ва, физика Мирового океана и астро- 
физика представлены в нашей стра- 
не многими учеными с мировыми име- 
нами. 

Советские физики выполнили так 
много фундаментальных научных 
исследований, что всякая попытка 
даже кратко рассказать о каждой из 
этих работ неизбежно привела бы к 
сухому перечню огромного количества 
отдельных фамилий и малопонятных 
для широкого круга читателей фак- 
тов. Поэтому мы расскажем здесь 
лишь о некоторых крупнейших дости- 
жениях наших физиков. 

Краткая хроника выдающихся от- 
крытий советских физиков включает, 
в основном, «именные» открытия. Ко- 


нечно, не каждое крупное открытие 
непременно приобретает впоследствии 
имена сделавших его ученых. Поэтому 
приведенный здесь список не охваты- 
вает даже самых крупных открытий, 
сделанных нашими учеными ‘в об- 
ласти физики. Но мы надеемся, что 
и краткий перечень «именных» откры- 
тий позволит нашим читателям по- 
чувствовать, как велик вклад со- 
ветских ученых в сокровищницу ми- 
ровой науки. о 


Общая теория относительности, соз- 
данная Эйнштейном, содержит урав- 
нения, характеризующие состояние 
Вселенной. Эйнштейн нашел стацио- 
нарное (не зависящее от времени} 
решение, описывающее замкнутую не- 
развивающуюся Вселенную. Вскоре 
профессор Александр Александрович 


Фридман получил два новых решения 


основного уравнения общей теории от- 
носительности. Оба они описывают 
Вселенную, которая непрерывно рас- 
ширяется. В дальнейшем «модель рас- 
ширяющейся Вселениой Фридмана» 
получила экспериментальное под- 
тверждение и теперь является об- 
щепризнанной. 


Известно, что прочность твердого тела, 
определяемая на опыте, во много 
раз меньше ее значения, вычисленного 
теоретически. Причину этой разницы 
первым раскрыл академик Абрам Фе- 
дорович Иоффе. Оказалось, что в 
преждевременном разрушевии мате- 
риалов повинны различные дефекты 
кристаллической структуры, которые 
не учитывались теоретиками, напри- 
мер микроскопические трецины на 
поверхности кристаллов. Погрузив 
кристалл каменной соли в воду и раст- 
ворив поверхностный слой, Иоффе до- 
стиг увеличения прочности в сотни 
раз. Упрочение кристаллов при раст- 
ворении поверхностного слоя получи- 


ло название «эффекта Иоффе». 
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А. Ф. Иоффе. 


Академик. Владимир Александрович 
Фок с момента возникновения кван- 
товой механики работал над ее разви- 
тием. Он обобщил основное уравнение 
этой теории на случай наличия маг- 
нитного поля и получил релятивист- 
ское уравнение квантовой механики, 
известное физикам как’ «уравнение 
Фока — Клейна». В дальнейшем ака- 
демик В. А. Фок независимо от 
английского физика Хартри создал 
метод расчета спектров атомов, содер- 
жащих большое количество электро- 
нов, и даже спектров сложных мо- 
лекул. Этот метод вошел в историю 
физики под именем *метода Хартри — 
Фока». До создания этого метода 
расчет сложных атомов был совершен- 
но недоступной задачей для квантовой 
механики. 
Г 


Академик Леонид Исаакович Ман- 
дельштам теоретически показал, что 
микроскопические неоднородности 
плотности вещества, возникающие в 
результате теплового движения мо- 
лекул, изменяют слектр рассеянного 
света, добавляя в него новые спе- 
ктральные линии, которые очень труд- 
но наблюдать. (Эти линии впервые 
были обнаружены членом-корреспон- 
дентом АН СССР Евгением Федоро- 
вичем Гроссом.) Явление, в результате 
которого они возникают, было названо 
«эффектом Мандельштама — Брил- 
люэна», так как несколько позднее 
аналогичное предсказание было сде- 
лано французским физиком Бриллю- 
эном. 

Исследуя рассеяние света в крис- 
таллах кварца, академики Леонид 


1%) 


Л. И. Мандельштам. 


п. Л. Калина. 


Исаакович Мандельштам и Григорий 
Самуилович Ландсберг обнаружили 
в спектре рассеянного света допол- 
нительные спектральные линии, не 
принадлежащие падающему на крис- 
талл свету. Эти спектральные линии 
возникают в результате взаимодейст- 
вия падающего света с отдельными 
молекулами, образующими кристал- 
лическую решетку. Несколько позд- 
нее аналогичное явление было обна- 
ружено индийским физиком Раманом 
при изучении рассеяния света в жид- 
ком бензоле. Оно получило название 
*эффекта Мандельштама — Ланд- 
сберга — Рамана» или «комбинаци- 
онного рассеяния света». Комбина- 
ционное рассеяние стало мощным 
средством изучения строения .моле- 
кул. 
® 


Академик Петр Леонидович Капица 
при помощи сконструированной им 
оригинальной установки для создания 
сверхсильных магнитных полей уста- 
новил, что в таких полях изменение 
электрического сопротивления метал- 
лов растет не пропорционально квад- 
рату магнитной индукции, как ожи- 
далось на основе существовавших тог- 
да теорий, а является линейной функ- 
цией магнитной индукции. Это неожи- 
данное явление, которое не удавалось 
объяснить около 30 лет, называют 
*законом Капицы». 

С именем академика П. Л. Капицы 
связано еще одно открытое им явле- 
ние. Изучая свойства жидкого гелия, 
он обнаружил, что при температуре 
ниже 2,19 К гелий течет сквозь узкую 
щель практически без всякой вяз- 


кости. В дальнейшем это явление 
было названо сверхтекучестью. Тео- 
рию этого явления создал академик 
Лев Давидович Ландау. В 1978 году 
за фундаментальные исследования в 
области физики низких температур 
П. Л. Капица был удостоен Нобе- 
левской премии. 


Профессор Лев Васильевич Шубников, 
работая в лаборатории голландского 
физика де Гааза, обнаружил, что 
электрическое сопротивление висму- 
та, помещенного в магнитное поле при 
температуре жидкого гелия, по мере 
увеличения магнитной индукции поля 
то возрастает, то убывает (как говорят, 
сопротивление висмута осциллирует). 
Этот «эффект Шубникова — де Гааза» 
широко используется для исследова- 
ния энергетического спектра электро- 
нов в металле. 
® 


Профессор Московского университета 
Анатолий Александрович Власов пер- 
вым вывел уравнение, описывающее 
поведение разреженного ионизован- 
ного газа (плазмы), в котором не про- 
исходит столкновений заряженных 
частиц. Оно вошло в науку под 
именем зуравнения Власова». 


Академик Лев Давидович Ландау те- 
оретически показал, что свободные 
электроны в металле под действием 
внешнего магнитного поля могут 
двигаться только по строго опреде- 
ленным (как говорят физики — 
квантовым) траекториям. Это означа- 
ет, что в магнитном поле возникают 
особые энергетические уровни, полу- 
чившие наименование «уровней Лан- 
дау». 

Из этой же теории следовало, что 
действие магнитного поля на свобод- 
ные электроны в металле приводит к 
возникновению дополнительного маг- 
нитного момента, направленного в 
сторону, противоположную внешнему 
магнитному полю. Такой момент на- 
зывается диамагнитным, а описанное 
явление *диамагнетизмом Ландау». 
Заметим, что эта же теория объяснила 
и эффект Шубникова — де Гааза. 


Лев Давидович Ландау показал так- 
же, что даже при отсутствии столкно- 
вений частиц плазмы распространя- 
ющиеся в ней электромагнитные вол- 
ны испытывают затухание. Это явле- 
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ние играет существенную роль в по- 
ведении плазмы. Физики всего мира 
называют его ззатуханием по Лан- 
дау». 

Вместе с чехословацким физиком 
Плачеком академик Л. Д. Ландау 
вывел формулу для определения отно- 
шения интенсивностей спектральных 
линий рассеянного света, которую на- 
зывают «формулой Лаядау — Плаче- 
ка». 

В 1962 году за разработку осново- 
полагающей теории конденсирован- 
ных сред, в частности жидкого гелия, 
Л. Д. Ландау была присуждена Но- 
белевская премия. 


Член-корреспондент АН СССР Яков 
Ильич Френкель первым ввел в оби- 
ход физиков особую зквазичастицу», 
которую теперь называют «экситоном 


Френкеля». Он указал на то, что 
возбужденное состояние атома или 
молекулы в кристаллической ре- 


плетке не локализовано. Возникнув в 
какой-либо ячейке кристалла, это воз- 
буждение перемещается по нему, по- 
добно своеобразной частице, которую 
Френкель назвал экеитоном. Сущест- 
вование экситонов было впервые до- 
казано в экспериментах члена-коррес- 
пондента АН СССР Евгения Федоро- 
вича Гросса. Экситоны играют боль- 
шую роль в физике твердого тела и в 
современной химии. 


Яков Ильич Френкель разработал 
электрокапиллярную Теорию тяже- 
лых атомных ядер, в которой ядра 
рассматриваются как капли заряжен- 
ной жидкости. Независимо от Френке- 
ля аналогичную теорию построил дат- 
ский физик Нильс Бор. В историю 
физики она вошла под названием 
*капельной модели ядра Бора — 
Френкеля». 


Некоторые металлы и сплавы при 
охлаждении до очень низких темпе- 
ратур нолностью утрачивают сопро- 
тивление протекающему по ним току. 
Это явление названо сверхпроводи- 
мостью. Академики Лев Давидович 
Ландау и Виталий Лазаревич Гинз- 
бург первыми построили феноменоло- 
гическую теорию сверхпроводимости, 
учитывающую квантовые эффекты в 
сверхпроводниках. Пользуясь этой 
теорией, члены-корреспонденты АН 





Л. Д. Ландац- 


СССР Алексей Алексеевич Абрикосов 
и Лев Петрович Горьков создали тео- 
рию сверхпроводящих силавов. Эта 
теория известна во всем мире как 
*теория ГЛАГ» (Гинзбург — Ландау — 
Абрикосов — Горьков). 
Микроскопическая теория сверх- 
проводимости, детально объяснившая 
механизм этого загадочного явления, 
была создана американскими физи- 
ками Бардином, Купером и Шриффе- 
ром и независимо от них академиком 
Николаем Николаевичем Боголюбо- 
вым. Она так и называется «теорией 
сверхпроводнмости Бардина — Куне- 
ра — Шриффера — Боголюбова». 


Академик Исаак Константинович Ки- 
коин совместно с М. М. Носковым 
открыл фотоэлектромагнитный эф- 
фект, показав в экспериментах, что 
при освещении полупроводника, на- 
ходящегося в магнитном поле, в нем 
возникает электродвижущая сила. 
Кванты света приводят к появлению 
носителей тока — свободных электро- 
нов и дырок, которые диффундируют 
вдоль направления падения света, а 
магнитное поле разводит их в противо- 
положных направлениях. Это явление 
давно уже называют «эффектом Ки- 
коина — Носкова». 


Академик Игорь Евгеньевич Тамм дал 
строгий вывод формулы, которая опи- 
сывает рассеяние света на свободных 
электронах. Она сыграла важную 
роль в разработке квантовой электро- 
динамики. В историю физики она 
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м, 
Н. К. Какоцн. 
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И. Е. Тамм. 


вошла под названием «формулы Там- 
ма — Клейна — Нишины». 

И. Е. Тамм развил метод расчета 
взаимодействия частиц, движущихся 
со скоростями, близкими к скорости 
света (релятивистских частиц), кото- 
рый вошел в теоретическую физику 
как метод «Тамма — Данкова», 

Академик Игорь Евгеньевич Тамм 
теоретически предсказал существова- 
ние на поверхности полупроводнико- 
вых кристаллов своеобразных энерге- 
тических состояний («ловушек»). Они 
вошли в науку под названием «по- 
верхностных уровней Тамма». 


Академики Сергей Иванович Вавилов 
и Павел Алексеевич Черенков откры- 
ли эффект чсверхсветового электро- 
на». Оказалось, что в жидких и 
твердых средах электроны могут дви- 
гаться со скоростью большей, чем 
скорость света в этих средах (но, 
конечно, не большей скорости света в 
пустоте!). Электроны могут обгонять 
испускаемый ими свет. Этот эффект, 
получивший название «эффекта Вави- 
лова — Черенкова», нашел ряд цен- 
ных практических применений, в 
частности для регистрации быстрых 
заряженных частиц (так называемые 
черенковские счетчики частиц). Тео- 
рия, объяснившая эффект Вавилова — 
Черенкова, была создана академика- 
ми Игорем Евгеньевичем Таммом и 
Ильей Михайловичем Франком. За 
открытие и объяснение этого явле- 
ния П. А. Черенкову, И. Е. Тамму`и 
И. М. Франку в 1958 году была при- 
суждена Нобелевская премия. 





С. И. Вавилов. 


Академик Владимир Иосифович Векс- 
лер открыл носящий его имя прин- 
цип автофазировки частиц, ускоряе- 
мых в циклических ускорителях. На 
нем основана работа всех современ- 
ных циклических ускорителей — син- 
хротронов, фазотронов и синхрофа- 
зотронов. Несколько позже, независи- 
мо от Векслера, этот же принцип 
открыл американский физик Мак- 
Миллан. За это открытие оба они были 
удостоены международной научной 
премии. 


Сложные молекулы органических 
веществ имеют слектры, состоящие из 
широких сплошных спектральных 


полос. Профессор Эдуард Владимиро- 
вич Шпольский показал, что, раство- 
ряя органические вещества в специ- 
ально подобранных растворителях и 
охлаждая полученные растворы до 
очень низких температур, можно по- 
лучить спектры поглощения, состоя- 
щие из очень тонких спектральных 
линий, однозначно связанных со стро- 
ением и свойствами молекул. Так 
была создана новая область молеку- 
лярной оптики. Это явление в научной 


литературе повсеместно называют 
«эффектом Шпольского». 


Полупроводники, так же как и другие 
вещества, могут поглощать свет, дли- 
ны волн которого заключены в опре- 
деленных пределах. Для света с боль- 
шими длинами волн они прозрачны. 
Таким образом, существует граница 
для длин волн, при которой полупро- 
водник перестает ‘` поглощать свет. 
Академик Леонид Вениаминович Кел- 
дыш теоретически предсказал, что под 
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действием внешнего электрического 
поля эта граница должна смещаться 
в сторону ббольших.длин волн. Анало- 
гичное предсказание сделал немецкий 
физик Франц. Вскоре профессор Вик- 
тор Сергеевич Вавилов получил экспе- 
риментальное подтверждение этого 
явления, известного теперь как *эф- 
фект Келдыша — Франца». 


Академик Сергей Николаевич Вернов 
и американский физик Ван Аллен 
при помощи научной аппаратуры, 
установленной на первых искусствен- 
ных спутниках, независимо откры- 
ли существование радиационных поя- 
сов Земли. Оказалось, что Земля 
окружена несколькими слоями с 
повышенной плотностью заряженных 
частиц. Эти зоны называют «радиа- 


ционнымн поясами Вернова — Ван 
Аллена». 
Академики Александр Михайлович 


Прохоров и Николай Геннадиевич 
Басов разработали основы новой об- 
ласти физики — квантовой электро- 
ники и создали первый квантовый 
молекулярный генератор на молеку- 
лах аммиака. За эти выдающиеся 
работы в 1964 году им, совместно с 
американским физиком Таунсом, бы- 
ла присуждена Нобелевская премия, 


Ученые всего мира, исследующие фи- 
зические процессы в горячей плазме, 
широко используют установки, наз- 
ванные необычным русским словом 
*ТОКАМАК». Так сокращенно назы- 
вают +*тороидальные камеры в маг- 
нитном поле» — советские термо- 
ядерные установки, разработанные и 
построенные в Институте атомной 
энергии имени И. В. Курчатова под 
руководством академика Льва Андре- 
евича Арцимовича. 

Хроника подготовлена В. А. Лешковцевым 
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ВЕЛИКАЯ КНИГА 


НЬЮТОНА 


{к 300-летию первого издания 


*Математических начал натуральной философии») 


Кандидат физико-математических наук 
С. Р. ФИЛОНОВИЧ 


Юбилей «Математических начал на- 
туральной философии» Исаака Нью- 
тона отмечается во всем мире как 
важнейшее событие культурной жиз- 
ни. Такой чести удостаиваются лишь 
немногие научные произведения, и 
один этот факт говорит об огромном 
значении сочинения Ньютона для раз- 
вития не только науки, но и всей 
цивилизации. 

Как создавались «Начала»? Каково 
содержание этой книги? Какую роль 
сыграла она в развитии естествозна- 
ния? Этим вопросам посвящена пред- 
лагаемая читателю статья. 


Начало «Начал» 


Историкам науки очень редко удается 
установить, когда именно и при ка- 
ких обстоятельствах у ученого возник 
замысел конкретной статьи или кни- 
ги. «Начала» составляют счастливое 
исключение. Мы знаем о создании 
этой книги очень многое и даже мо- 
жем указать событие, послужившее 
отиравиой точкой в работе Ньютона 
над ней. 

Время: август 1684 года. Место: 
Кембридж, Англия. Действующие ли- 
ца: Исаак Ньютон — член Лондон- 
ского королевского общества (Акаде- 
мия. наук Англии), профессор мате- 
матики и член Тринити-колледжа 
Кембриджского университета, и Эд- 
мунд Галлей — астроном и мате- 
матик, один из секретарей Лондон- 
ского королевского общества. 

В 1684 году, к моменту посещения 
его Галлеем, Ньютон занимал вид- 
ное положение в научном сообществе 
Англии. Он — признанный авторитет 
в вопросах оптики и математики. 
Одиако он жил и работал изоли- 
рованно от других ученых, изредка 
обмениваясь с ними письмами. 

Молодой Галлей (ему было в это 
время 28 лет) приехал к Ньютону 
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за советом. Его волновала задача, ко- 
торую не могли решить многие ис- 
кусные математики: по какой тра- 
ектории будет двигаться планета, если 
со стороны Солнца на нее будет по- 
стоянно действовать сила, обратно 
пропорциональная квадрату расстоя- 
ния? Галлей уже обсуждал эту проб- 
лему со своими коллегами по Лон- 
донскому королевскому обществу 
Р. Гуком и К. Реном, и Гук даже 
утверждал, что знает ее решение. Од- 
нако Гук знал (точнее, предчувство- 
вал) не решение, а ответ — траек- 
тория будет эллипсом, но представить 
соответствующее „доказательство не 
смог. Гук, видимо, рассказал Галлею, 
что несколько лет назад он перепи- 





Исаак Ньютон 


в возрасте #6 лет. 


сывался на эту тему с Ньютоном. 
Может быть, Ньютон может дока- 
зать эту заколдованную теорему? И 
вот Галлей в Кембридже. На его пря- 
мой вопрос Ньютон дал столь же пря- 
мой ответ: он уже доказал, что тряа- 
екторией планеты будет эллипс. Прав- 
да, Ньютону не удалось тут же найти 
в своих бумагах доказательство, но 
он пообещал Галлею прислать его че- 
рез некоторое время в Лондон. Вско- 
ре короткая работа Ньютона была пе- 
редана с оказией Галлею. Прочитав 
ее, Галлей пришел в сильнейшее 
возбуждение и вновь отправился в 
Кембридж, на этот раз — чтобы 
убедить Ньютона опубликовать ре- 
зультаты, содержавшиеся в этой ко- 
роткой работе. Дипломатический дар, 
которым, по словам современников, 
обладал Галлей, сделал свое дело: 
Ньютон согласился подготовить рабо- 
ту к печати. Королевское общество 
обещало помочь в издании книги. 


«... Я стоял на плечах гигантов» 


Называя Ньютона творцом классиче- 
ской механики, мы отдаем должное 
его гению, но одновременно допуска- 
ем некоторое преувеличение. В дейст- 
вительности Ньютон выполнил слож- 
нейший труд по обобщению и систе- 
матизации открытий своих предшест- 
венников, дополнив их множеством 
оригинальных результатов. Стоит пе- 
речислить хотя бы основные факты, 
которыми располагал Ньютон. 

В начале ХУП века Кеплер уста- 
новил главные закономерности дви- 
жения планет, поставив тем самым 
задачу их рационального объяснения. 
Примерно в это же время Галилей 
проводил исследования движения тел 
по наклонной плоскости и при сво- 
бодном падении. Важнейшими ито- 
гами его работы стали принцип от- 
носительности движений и идея о 
возможности движения тел без внеш- 
них воздействий (по инерции). В 
трудах Декарта и других ученых эта 
последняя идея приобрела форму со- 
временного представления о прямо- 
линейном и равномерном движении 
по инерции. Важные результаты были 
получены Гюйгенсом при изучении 
колебаний маятников, а также при 
исследовании проблемы удара. Им же 
было изучено равномерное движение 
тел по окружности. Догадки о харак- 


Куапетсесте.ти 


тере силы, действующей на планеты 
со стороны Солнца, о ее зависимо- 
сти от расстояний высказывались Ре- 
ном, Гуком и Галлеем. Таким обра- 
зом, Ньютон был во многом прав, 
когда писал: «Если я видел дальше 
других, то потому, что стоял на пле- 
чах гигантов». 

На долю Ньютона выпала очень 
сложная задача приведения в систему 
накопленного к тому времени теоре- 
тического и экспериментального ма- 
териала. Он блестяще справился с этой 
задачей, обогатив механику своими 
собственными достижениями. 


Подготовка «Начал» 


Подготовка первого издания «Начал» 
длилась’ примерно два с половиной 
года. Если учесть, что часть этого 
времени заняли поездки в Вулс- 
сторп и что было написано несколь- 
ко вариантов работы, то нельзя не 
удивиться огромной работоспособно- 
сти Ньютона. Сохранились воспоми- 
нания молодого человека, однофа- 
мильца ученого, служившего у него 
секретарем, о том, как работал созда- 
тель «Начал»: 

«В это время [1685—1686 гг.— 
С. Ф.] он писал свои “Рипела“, 
по его распоряжению я переписывал 
это великолепное произведение, преж- 
де чем послать его в печать. После 
напечатания сэр Исаак послал меня 
с книгами для подарков начальст- 
вующим лицам в колледж и своим 
знакомым; кое-кто из них ... сказал, 
что надо лет семь учиться, прежде 
чем что-нибудь поймешь в этой книге. 

Сэр Исаак в это время был очень 
любезным, спокойным и очень скром- 
ным, и, по-видимому, никогда не впа- 
дал в раздраженис; за исключением 
одного случая я никогда не видел, 
чтобы они смеялся ... Завятиями он 
увлекался настолько, что часто забы- 
вал обедать ... Спал он всегда 4 или 
5 часов ... Думаю, его немало печа- 
лила необходимость тратить время на 
сон и еду. Хотя у него была боль- 
шая библиотека, он редко справлялся 
в книгах ... 

Он не позволял себе никакого от- 
дыха и передышки, не ездил вер- 
хом, не гулял, не играл в кегли, не 
занимался спортом; он считал поте- 
рянным всякий час, не посвященный 
занятиям. Редко уходил он из своей 
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комнаты, за исключением тех случаев, 
когда ему надо было читать лекции...» 

Интересно, что при подготовке «На- 
чал» Ньютон многие результаты, 
к которым он пришел, используя 
дифференциальное и интегральное ис- 
числение (в терминологии Ньюто- 
на — метод флюксий), получил за- 
ново, применяя так называемый «син- 
тетический» метод, основанный на 
комбинации геометрических построе- 
ний и динамических соображений. 
Для читателей ХХ века такая форма 
представления материала очень за- 
трудняет чтение книги. Сделано же 
это было ... чтобы облегчить понима- 
ние ее содержания современниками. 
Даже много лет спустя после первого 
издания «Начал» Ньютон писал, что 
«в наше время для неискушенных 
людей восприятие Анализа [т. е. мето- 
да флюксий — С. Ф.], с помощью 
которого были найдены эти положе- 
ния, затрудиительно». 

Большую помощь в подготовке +«На- 
чал» к печати оказал все тот же 
Галлей. Он не только устранил мно- 
жество описок, но и позаботился о 
том, чтобы улучшить оформление кни- 
ги. По традиции того времени, если 
в книге было много иллюстраций, 
то они выносились из текста на 
отдельные листы — так было пооще 
изготавливать клише для печати. 
Галлей настоял на том, чтобы ри- 
сунки помещались прямо в тексто, что, 
конечно, облегчало чтение. Заметим, 
что это повысило стоимость издания, 
а ведь Галлею пришлось печатать 
«Начала» на свои средства, поскольку 
Королевское общество испытывало в 
это время финансовые затруднения. 

Наконец, в середине 1687 года не- 
ликая книга Ньютона  РАПозор а 
пафига!1$ риперла татетайса” уви- 
дела свет. 

Познакомимся вкратце с ее содер- 
жанием. 


Ло страницам «Начал» 


«Начала» открывались предисловием 
автора, в котором он пояснил стояв- 
шую перед ним цель: применение 
математики к натуральной филосо- 
фии, т. е. к физике. Далее шли Оп- 
ределения величин и понятий, на ко- 
торых строится последующее изложе- 
ние. Заметим, что выработка этих 
определений была делом совсем не 
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Э9мунд Галлей (1656 


1743). 


простым. Так, например, Определение 
ПЕзвучит следующим образом: 

«Врожденная сила материи есть 
присущая ей способность сопротив- 
ления, по которой всякое отдельно 
взятое тело, поскольку оно предостав- 
лено самому себе, удерживает свое 
состояние покоя или равномерного 
прямолинейного движениях. 

С одной стороны, очевидно, что 
здесь Ньютон говорит о важнейшем 
свойстве тел — инертности, и следо- 
вательно, это определение отражает 
реальность. С другой стороны, в этом 
месте Ньютон приписывает всем телам 
«врожденную» силу инерции, сущест- 
вующую независимо от системы от- 
счета. Такой взгляд на силы инерции 
в дальнейшем не был принят физика- 
ми. Мы же привели это определе- 
ние для того, чтобы показать, с ка- 
ким трудом рождались основные 
представления механики: даже вели- 
кий Ньютон при их формулировке 
допускал неточности. 

В Поучении к Определениям Нью- 
тон говорит о понятиях абсолютного 
пространства и абсолютного време- 
ни: 

«Абсолютное, истинное математиче- 
ское время само по себе и по са- 


мой своей сущности, без всякого от- 
ношения к чему-либо внешнему, 
протекает равномерно ... 

Абсолютное пространство по самой 
своей сущности. безотносительно к че- 
му бы то ни было внешнему, ос- 
тается всегда одинаковым и’ непод- 
вижным». 

Введение понятий об абсолютном 
пространстве и абсолютном времени 
было связано с общими взглядами 
Ньютона на устройство мира: он счи- 
тал, что существует неподвижный 
центр Вселенной и даже предлагал 
эксперименты для доказательства это- 
го предположения. В то же время 
использование этих понятий позволи- 
ло в первом приближении правиль- 
но и, что немаловажно, просто решать 
многие задачи механики. Стоит отме- 
тить, что при первой формулировке 
последовательной теории движения 
тел такие представления о про- 
странстве и времени были неизбеж- 
ны. Лишь спустя два столетия, в ре- 
зультате развития физики, ученые в 
рамках теории относительности при- 
шли к представлениям о пространстве 
и времени, более полно отражающим 
реальность. 

Далее идут ‹Аксиомы или законы 
движения». Вот как формулирует их 
Ньютон: 
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ЗАКОН Т. Всякое тело продол- 
жает удерживаться в своем состоя- 
нии покоя или равномерного и пря- 
молинейного движения, пока и по- 
скольку оно не понуждается прило- 
женными силами изменять это состоя- 
НИЕ. : 

ЗАКОН Ш. Изменение количества 
Овижения пропорционально прило- 
женной движущей силе и происходит 
по направлению той прямой, по ко- 
торой эта сила действует. 

ЗАКОН ПГ. Действию всегда есть 
равное и противоположное противо- 
действие; иначе: действия двух тел 
друг на друга между собою равны 
и направлены в противоположные сто- 
роны». 

На этом заканчивается вводная 
часть «Начал» и начинается изложе- 
ние основного материала. Он разде- 
лен на три книги (части). 

Книга первая под названием «О 
движении тел» начинается с рассмот- 
рения математических теорем, на ос- 
нове которых строится дальнейшее 
изложение. Вслед за математическим 
введением приводятся решения мно- 
жества задач, связанных с движе- 
нием тел под действием так назы- 
ваемых центральных сил, т. е. сил, 
действующих по’ прямой, соединяю- 


щей тело с некоторым центром. Боль- 





Тринити-колледж Кембриджского университета (гравюра ХУИ в.). Комнаты. Ньютона располага- 
лись между Главными воротами и церковью Св. Троицы (справа внизу). 
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шинство задач имеет самое непо- 
средственное отношение к небесной 
механике. Задачи рассматриваются в 
строгой последовательности, так что 
результаты, полученные ранее, ис- 
пользуются при решении следующих 
задач. Из-за этого трудно проследить 
за рассуждениями Ньютона, выбрав 
какую-нибудь теорему из середины 
книги. Это относится, например, к 
задаче 1Х, которую Ньютон обсуж- 
дал с Галлеем; «Предполагая, что 
центростремительная сила обратно 
пропорциональна квадратам расстоя- 
ний мест до центра и что абсолют- 
ная величина этой силы известна, 
требуется найти кривую, которую 
опишет тело, выходящее из задан- 
ного места с заданной скоростью». 


Чтобы читатель мог составить пред- 
ставление о методе изложения, ис- 
пользованном Ньютоном, мы приве- 
дем доказательство теоремы [ из от- 
дела П +*О нахождении центростре- 
мительных сил», важной для обосно- 
вания второго закона Кеплера (закона 
площадей). Ее формулировка такова: 
«Площади, описываемые радиусами, 
проводимыми от обращающегося тела 
к неподвижному центру сил. лежат 
в Одной плоскости и пропорциональ- 
ны временам описания их». 

Доказательство теоремы. 

«Разделим время на равные проме- 
жутки, и пусть в течение `первого 
из них тело по инерции описывает 
прямую АВ. Если бы оно не под- 
вергалось никакому действию, то, 
продолжая идти по прямой, оно при- 
шло бы в с (по закону Т), пройдя 
путь Вс, равный АВ, и тогда опи- 
санные радиусами А5, В5, с5, про- 
веденными к центру сил 8, площади 
АЗВ и В5с равны. В действитель- 
ности же, когда тело пришло в В. то 
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‚ как и первая, *«О 
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пусть на него подействовала центро- 
стремительная сила одним, но зато 
большим натиском, вследствие кото- 
рого тело отклонится от прямой Аси 
будет продолжать свой путь по пря- 
мой ВС. Проведем прямую сС па- 
раллельно В5 до встречи в точке Сс 
ВС. тогда к концу второго проме- 
жутка времени тело (по следствию 
Т законов) *) придет в точку С, лежа- 
щую в одной плоскости с треуголь- 
ником АЗВ. Проведем $5С; по парал- 
лельности 5В и Се площади треу- 
гольников ЗВС и 5Вс будут равны 
между собою, а следовательно, они 
равны и площади треугольника ЗАВ. 

Рассуждая подобным же обра- 
зом, увидим, что если центральная 
сила действует последовательно в точ- 
ках С, О, Е ит. 09. и застав- 
ляет тело описывать прямые СО, ОЕ, 
ЕР и т. 0., то все эти прямые будут 
лежать в одной плоскости, и площади 
треугольников 5СР и ЗВС, РЕ и 5СО, 
ЕЕ и ЗОЕ будут между собою рав- 
ны. Следовательно, в равные времена 
описываются равные площади, распо- 
ложенные в неподвижной плоскости. 
Слагая. получим, что какие угодно 
суммы этих площадей, как 5АО$ и 
ЗАР$, будут относиться как времена 
их описания. Увеличивая затем число 
треугольников и уменьшая их высоту 
бесконечно, получим, что в пределе 
периметр АШР будет кривою линией 
и центральная сила, которою тело 
отклоняется все время от касатель- 
ной к этой кривой. действует не- 
престанно, площади же 5АО5$ и 
5АЕ5, описываемые радиусом, оста- 
ваясь постоянно пропорциональными 
временам их описания, будут и в 
пределе этим временам пропорцио- 
нальны.» 

В таком стиле рассматривается за- 
дача за задачей. В последнем разде- 
ле первой книги представлены эле- 
менты корпускулярной оптики, в част- 
ности, на основе законов механики 
обсуждается закон преломления све- 
та. 

Вторая книга «Начал» называется, 
движении тел». 
Знакомство с ней мы отложим до 
следующего номера журнала. 











*) Это следствие гласит: «При силах совокуп- 
ности [т. е. при действии двух сил — С. Ф.] тело 
описывает диагональ параллелограмма в то же 
самое время. как его стороны — при раздельных». 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
РАБОТЫ ШКОЛЬНИКОВ 


Здесь приводятся две небольшие заметки, на- 
писанные десятиклассниками Ярославом Кар- 
повым из Ленинграда (школа № 239) и Алек- 
сандром Лобковским из Черноголовки Москов- 
ской области (школа № 82) па совершен- 
но разные темы. Их объединяет то, что обе 
статьи — зкомпьютерно-математические»: в 
них математические рассуждения позволяют 
получить интересные наблюдения только после 
подключения к работе ЭВМ. 


Оптимальная 
кодировка 
почтового 
индекса 


Я. Ю. КАРПОВ 


Передо мной встал вопрос: почему 
на конвертах используется именно та- 
кой набор цифр (рис. 1)— ведь эти 
кодировки можно заменить другими. 
Посмотрим, сколько различных набо- 
роз можно придумать (таблица 1). 


Всего 2х4хзх2х2ж2х3Зх2=1152 


вариантов. 

Чтобы из этих наборов отобрать 
лучший, нужно сначала выбрать кри- 
терий, по которому мы будем сравни- 
вать наборы. Как известно, коды, ис- 
пользуемые на конвертах, проверяют- 
ся машиной. Поэтому критерий опти- 
мальности набора должен заключать- 
ся именно в том, что при этом наборе 
машина будет делать меньше ошибок 
в сортировке, чем при других наборах. 

Для характеристики различий ко- 
дировки цифр введем термин — рас- 
стояние между двумя кодировками. 
Расстояния должны удовлетворять 
таким условиям: 

1) Чем больше расстояние между 
двумя кодировками, тем меньше ве- 
роятность того, что автомат примет 
одну кодировку за другую. 

2) Расстояние от кодировки А до ко- 
дировки В должно быть равно расстоя- 
нию от кодировки В до кодировки А. 

Этим условиям удовлетворяет рас- 
стояние Хемминга. В нашем случае — 
это количество «‹несовпадающих» сим- 
волов в кодировках, т. е. количество 
несовпавших палочек. 
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Пример: Найдем расстояние 
между кодировками 5 и 2 (рис. 2). 
Расстояние между этими кодировка- 
ми равно 5, так как у этих коди- 
ровок 5 несовпадающих палочек. 

Обозначим через р базовую вероят- 
ность ошибки, т. е. вероятность при- 
нятия автоматом палочки за знепа- 
лочку» или наоборот. Тогда вероят- 
ность правильного распознавания од- 
ной палочки равна 1—р. 

Найдем, например, вероятность 
принятия цифры 6 за 0 (рис. 3). Для 
этого нужно, чтобы 8 палочек и два 
пробела были поняты автоматом пра- 
вильно, а одна палочка была принята 
за пробел. Вероятность этого события 
равна р(1— р}. | 

Вообще, при распознавании авто- 
матом любой цифры вероятность то- 
го, что эта нифра будет принята за 
другую, равна р’(1— р)” ', где г — 
расстояние между этими двумя коди- 
ровками по Хеммингу. 

При распознавании автоматом од- 
ной конкретной цифры {Е вероятность 
того, что ее ошибочно примут за лю- 
бую другую, равна 

\ р"“! (1 р : 
где г., — расстояние между цифра- 
мии }. 


РЕ} 


м 
ТТИ 
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ПЕРНАРИНИНЕЕНАНЕНЕНИНА 
ПР Г 2 Е Г КРИ ЕНЕЕЕЕЕ 





Табл. 1 


РЕАЕАВАВЕНАНАРААЕЕАНАЯ 
РГР 
ЕНЕРЕЫ 


Предположим, что все цифры встре- 
чаются одинаково часто на любом из 
мест. Тогда средняя вероятность не- 
правильного распознавания какой-то 
цифры равна 


9 
Ё1утх 
ыы ь 97+ (1—Р} СА 


10:0; 


(*) 


Эту вероятность мы и будем исполь- 
зовать в качестве критерия качества 
набора: чем она меньше, тем ‹лучше» 
набор. 

Основанный на этом критерии пере- 
бор всех 1152 вариантов кодов был по- 
лучен на ЭВМ ЕС-1035. Программа пе- 
ребора была составлена на языке Фор- 
тран. В программе все варианты за- 
писей цифр кодировались в виде мас- 
сивов, состоящих из 1 и 0, по следую- 
щему принципу (рис. 4): если в записи 
цифры присутствует палочка на дан- 
ном месте, то в кодировке на месте 
с номером, указанном на схеме, будет 
записана 1, если нет — то 0. 

Пример: Закодируем цифру 2, 
заданную в обычном виде (как на кон- 
вертах): 

бы ов Нь Ча 

Варианты кодировок цифры # запи- 
сывались в матрице Е, сде количест- 
во строк равно 9, а количество столб- 
нов совпадало с количеством вариан- 
тов кодировок. 

Для каждого значения базовой вс- 
роятности ошибки р перебирались все 
1152 варианта наборов, их качество 
оценивалось по формуле (+), из них 
выбирался лучший и второй по каче- 
ству. Для этого для каждого набора 
формировалась матрица расстояний, 
которая выводилась для лучшего на- 
бора. Так как кодировки 8 и 0 имеют 
только по одному вариаиту, эти циф- 

-ры не перебирались, и в выводе не 
участвовали. 

Получились следующие результа- 

. При вероятности базовой ошибки 
в пределах 


20 


0=р=< 0,3 
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наилучшей кодировкой оказалась та 
самая, которая используется на кон- 
вертах (см. рис. 1). Так как реальная 
вероятность ошибки распознающего 
автомата на почте заведомо лежит 
в этом пределе, то данный набор явля- 
ется наилучшим. 

Второй по качеству в этом проме- 
жутке является набор, показанный 
на рисунке 5. Второй набор отлича- 
ется от первого всего в двух местах, 
и вероятность ошибки при этом набо- 
ре ненамного больше, чем при 
лучшем. 

При р=0,4 эти наборы меняются 
местами. 

При увеличении вероятности до 0,5 
все вероятности становятся равными, 
поэтому очевидно, что все наборы ста- 
нут одинаковыми. 

Конечно, мне было бы приятнее, 
если бы моя программа выявила не 
принятый на почте набор, я другой: 
я тогда смог бы предложить заменить 
принятый набор на свой — лучший. 

Увы! Наверное, когда на почте от- 
бирали оптимальный набор, задачу 
оптимизации решали так же, как и я. 


От редакции. К своим материа- 
лам, опубликованным выше, Я. Кар- 
пов приложил распечатки программ 
(ка языке Фортран), реализующие ал- 
горитмы, описанные в статье. Распе- 
чатки дают представление о доста- 
точно высокой программистской куль- 
туре автора статьи. № ним имеются 
ясно сформулированные коммента- 
рии, позволяющие легко читать про- 
граммы. Однако недостаток места, а 
также неудачный выбор языка (Фор- 
трая ве входит в школьный курс ин- 
форматики) не позволили нам опубли- 
ковать эту часть материала. 

Авторов статей, рассчитанных на 
использование ЭВМ, мы просим обяза- 
тельно присылать свои листинги; же- 
лательно, чтобы программы были со- 
ставлены на языке Бейсик (или Ра- 
пира)- 


Математические 
узоры на плоскости 


А. Э. ЛОБКОВСКИН 


В последнее время в прикладной ма- 
тематике появились работы, связан- 
ные с исследованием картин, возни- 
кающих на экране дисплея, если каж- 
дую точку плоскости по некоторому 
правилу окрасить в тот или иной цвет. 
Правила окрашивания могут быть са- 
мые разнообразные. 

Алгоритм, рассмотренный здесь, до 
того прост, что его легко может реали- 
зовать на компьютере начинающий 
программист. Выглядит он так: для 
точки плоскости (х; у) вычисляется 
величина с =[} (х, у)], где Р(х, у) — 
выбранная функция координат, а 
квадратные скобки обозначают це- 
лую часть числа; если число с нечет- 
ное, точка закрашивается, если чет- 
ное, то нет. 

Вся плоскость при этом разобьется 
на конечные одиноцветные области. 
Размер областей уменьшается при 
удалении от начала координат. По- 
этому на компьютере, у которого раз- 
меры точки на экране могут быть 
больше размеров таких областей, не 
всегда можно точно воссоздать реаль- 
ную картину. На самом деле в нашем 
алгоритме вся плоскость разбивается 
на клетки, и каждая клетка закраши- 
вается тем же цветом, что и ее центр. 
Поэтому, если на территории клетки 
было несколько различных областей, 
то полученный рисунок будет отли- 
чаться от истинного. Уменьшая раз- 
мер клетки, т. е. увеличивая масштаб 
изображения, мы улучшаем точность 
воспроизведения. Соответствующая 
программа на языке Бейсик для экра- 
на ХЖХУ выглядит так: 

10 МРОТ 5 

20 РОВ х=0 ТО Х 

30 РОВ у=0 ТО У 

40 ТЕ (ПУТ(Их,.у)/$)) тод 2=1 ТНЕМ 
РОТ (х, у) 

50 МЕХТ у 

60 МЕХТ х 

Роль масштаба здесь играет величи- 

на $5. 

На рисунках, показанных на второй 
странице обложки, вы видите узоры, 
получившиеся при разных 5 для 
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1(х, у) == х? -- у? (рис. 1, а—в), #(х, у) = 
=ху (рис. 2, а—8), [(ху=х фу 
(рис. 3, а— в). 

Ярко выраженная периодичность, 
которую можно увидеть при малых 
$ на всех графиках, как ни странно, — 
издержка нашего метода воспроизве- 
дения. Период на всех картинках ра- 
вен 5 при четном би 25 — при нечет- 
ном. Докажем это на примере 
#(х, у\=<х”--у?. Действительно, цвет 
точки 

(хз уй=(х + А; у 15) 
(Ё,{ — целые числа) 
определяется выражением: 
ху _ (2489 4,4157 
зай обода: а ыь 


НИ 4$ (28421-75425). 








Видно, что д ные части чисел 
(х1-4 9)/$ и (х-у’)/$ совпадают, и 
поэтому при четном 5 цвет точки 
{хзу, (1. е. четность выражения 
(21+ и1)/ $] ) совпадает с цветом точки 
(х; у) при любых Ё и ра при нечет- 
ном 5 только при Ё и { одной четности. 
Тот факт, что этот период наимень- 
ший, мы предлагаем доказать чита- 
телю. 

На всех представленных графиках 
число 5 — четное. Вы можете сами 
убедиться, что при нечетном 5 черные 
и белые круги будут чередоваться. 


Можно без конца любоваться раз- 
нообразием, возникающим при таком, 
казалось бы, примитивном методе по- 
строения рисунка. Для [(х, у) = 
=? -| у", кроме ярко выраженного се- 
мейства окружностей с периодом Т, 
можно увидеть еще много (более 10) 
менее контрастных семейств окруж- 
ностей, расположенных в узлах квад- 
ратной решетки с периодом Т/2, Т/З, 
Т/А, Т/5, Т/Т, Т/Э и даже Т/11. Ин- 
тересно было бы ответить на такие 
вопросы: почему возникают «вторич- 
ные» окружности, каковы периоды их 
решеток (если они вообще периодич- 
ны) ит. п. 

Все сказанное относится также и к 
графикам с И(хИ-хи и [(х, у = 
—=х‘— у?, с той разницей, что на этих 
рисунках мы видим семейства ги- 
пербол, 

В заключение хотелось бы поже- 
лать читателям успеха в исследовании 
этой интересной проблемы, экспери- 
ментировании с различными [(х, И), 
например х--у’ или агсёв (хи). 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер е момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачн нестан- 
дартны, но для их решения не 
требуется знаний, выходящих 
за рамки школьной програм- 
мы. Наиболее трудные зада- 
чи отмечаются звездочкой. 
После формулнровки задачи 
мы обычно указынаем, кто 
нам ее предложнл. Разумеет- 
ся, ие все эти задачн публику- 
ются впервые. 

Решения задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
нее 1 февраля 1988 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
Решения задач из разных но- 
меров журнала или по разным 
предметам (математике н фн- 
зяке}) присылайте в разных 
конвертах. На конверте в гра- 
фе «Кому» напишите: з*За- 
дачиик «Кванта» № 11 — 871» 
и номера задач, решения ко- 
торых вы посылаете, напри- 
мер «М1071» или +Ф1ОВ4ь. 
В графе *..адрес отправите- 
ля» фамилию и имя просим 
инсать разборчиво. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным на нем вашим адресом 
{в этом конверте вы получите 
результаты проверхи реше- 
ний). 

Условие каждой орнгиналь- 
ной задачн, предлагаемой для 
публикацин, присылайте в от- 
дельном коиверте в двух эк- 
земплярах вместе с вашим ре- 
шением этой задачи (на кон- 
верте пометьте: +«Залачник 
«Кванта», иовая задача по фи- 
зикех илн +..новая задача по 
математике»). 

В начале каждого письма 


проснм указывать помер шко- 
лы н класс, в котором вы учн- 
тесь. 

Задачи М1071 — М1075 пред- 
лагались в 1987 году на Ле- 
нинградской городской олим- 
пиаде. 
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задачи 


М1071—М1075, Ф1083—Ф1087 


М1071. На доске нарисовано поле для игры в «цифры»: 
(Ся) д) о) 
Двое играющих ходят по очереди. Первый игрок на- 
чальным ходом записывает на месте первого (самого 
левого) пробела (__) какую-нибудь цифру. Каждый даль- 
нейший ход состоит в том, чтобы записать цифру на 
месте очередного пробела и заменить стоящую слева 
звездочку {*) на знак сложения или умножения; при 
этом ни одна цифра не должна встречаться дваж- 
ды. В конце игры вычисляется значение полученного 
выражения. Если это четное число, то выигрывает пер- 
вый игрок, нечетное — второй. Кто выигрывает при 
правильной игре? 

С. А. Генкин 


№М1072. Разложите на простые множители число 
989 : 1001 - 1007320. 
С. В. Фомин 


М107Т3. В шестиугольнике А, А.А.А,А-А: нашлась точка 
О, из которой все стороны видны под углом 60°. 
Докажите, что если ОА; >ОАз;>ОА. и ОА>ОА.>ОАь, 
то ААА. А.А.-+А,А.АА. ААА. А.. 

А. С. Меркурьев 


М10714. Дана стопка из 2п-{-1 карточек, с которой раз- 
решается производить следующие две операции: 
{А) сверху снимается часть карточек и переклады- 
вается вниз с сохранением порядка; 
{(Б) верхние п карточек с сохранением порядка 
выкладываются в п промежутков между нижними л- 1 
карточками. 
Докажите, что с помощью указанных операций из ис- 
ходного расположения карточек в стопке нельзя по- 
лучить более 2п(2п-1) различных расположений кар- 
точек. р 

Д. В. Фомин 


М1075. Найдите наибольшее натуральное число, в де- 
сятичной записи которого каждая цифра (кроме 
крайних) строго меныше полусуммы двух соседних с 
ней цифр. 

С. Е. Рукшин 


$1083. Однородный кирпич АВСОА’В’С’Р' (рис. 1) обла- 
дает следующим свойством: если разрезать его произ- 
вольной плоскостью, проходящей через ребро АА’, 
то каждая из двух частей кирпича, поставленная 
на новую грань АБЕ’А’ (рис. 2), не падает. Найти 
соотношения между размерами кирпича, при которых 
это возможно. 

С. Б. Шлосман 


Ф1 084. Если к обмерзшему стеклу на незначительное 
время прижать пятак, то вдоль края пятака на стекле 
протаивает кружок. Почему? 

Я. А. Ашкинази 


Ф1085. На рисунке 3 изображен процесс, совершаемый 
над идеальным газом и переводящий его из состояния 
А в состояние В. Найдите на графике участки про- 
цесса, где температура газа повышается (понижается). 

И. Ю. Потеряйко 





р 
А 
В 
У 
Рис. 3. 
\Уе Вауе ееп ри &вти 


Куан? $ солей ргоШетз суегу 
топ гот Ше уегу И г 
1331е 0Г ошг таразше. ТНе 
ргоетз аге попз{апдаг4 опез, 
Быё ЧНехг зоиИол гедийке$ по 
шРогтайол ои$14с {Те <соре 
оГ Те 0558 эесопдаку зсНоо| 
зуНаЪиз. ТБе тоге аИбсий 
ргоЫеи: аге тшагкеё зи 
а Чаг (*). АЦег {Ве зёжетеге 
о’ {Фе ргоШет, ме изцаПу 
1пасае мВо ргорозей 14 1ю цз. 
{ коез \ИБошШ зауми {Ра 
поё а! \1Тезе ргоету аге 
г рибИсайоп$. ТНе зош- 
Нопх ог ргоШетз$ {гот И 
1330е (т Кизмап ог м Епя- 
Н5В) тау Бе ромей по ]щег 
{Пап Ребгиагу 15 1988, ю 
{Ве ГоЦо\ушя аддгезз: 9558, 
Мочсом, 103006. Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1. «Квант». 
Р1еаье чспа фе зошиоп$ ОГ 
рву$1с3 ап@ таТетайс$ ргоб- 
1етз, аз меЙ аз ргоШетз {гот 
ЧИГегепе 1534653, ипдег зера- 
гафе соуег; оп (Ме епуе@оре 
угЦИе Че мог4с: “КУАМТ"$ 
РКОВЕЕМУ” ала {Ве питБегз 
о а Ше з@уед ргоетз: т 
уошг ]еМег епс!озе ап илфат- 
ред зеКГаа@гсчьсЯ спуфоре — 
зе зНаЦ изе $1 {ю зелй уоиц Ше 
сотгесНоп гезц! $. Аё (те еп 
оГ {Ве асадетие уеаг \е зат 
ир {Ше гезий$ об {фе Куаш 
ргоЫет сое. Ш уоц Вауе 
ап опа! ргоШели {0 ргорозе 
Гог руибЙсайол, реазе 5еп@ И 
40 цз ипдег зерагайе соуег, т 
фио сор!ез (т Визчай ог т 
ЕоНзН), поа@ашя Фе зош- 
Чоп. Оп Ше епу@оре утие 
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Ф1086. Суммарная напряженность электрического по- 
ля, создаваемого двумя точечными зарядами, в точке А 
равна нулю, а в точке В модули напряженностей по- 
лей этих зарядов одинаковы. Показать, что в точке В 
напряженность результирующего поля направлена 
вдоль прямой АВ. 

В. Т. Каролетян 


Ф1087Т. Математический маятник совершает колебания. 
Угол максимального отклонения от положения рав- 
новесия и,<л/2. Укажите углы а; и о>, при которых 
ускорение груза принимает наименьшее и наиболь- 
шее значения. Нарисуйте графики зависимости а; и 
я От @ь. 

О. А. Седлецкий 


РгоШетз 
№мМ1071—М1075, Р1083—Р1087 


М1071. ТВе Ъоагд Гог раутя 1Не рате саПеа “Физ” 1оок5 
Ике 41а: (((((((( =_=) ) )= }_) 8 
Тпе ‘о р!ауегз таке Фей тоуез т Имп. ТАе Йг5ё рЛауег 
Бейлз Бу мор Ме Фи ой 51$ сВосе ш Те Йгз% зрасе {__) 
тот Ме 1. т ‘Ме ГоПНомше тоуез 1Ме етрЪУ зрасеё аге 
эиссезуу@у (гот Пе 10 гии тер!асей Бу @ЯИя воа ‘Ме 
зфагз (=) Бу ааа Шоп ог пирИсайой 81из (еас тоуе сопз133 
Ш мпое а “вп ао Ше Чек плтоефееу 40 Из меЪУ; ло 
Чи тау арреаг \\/ке. А+ {Те епа оГ {Пе кащте 1}е ехргеззюп 
о аллей 1% саюшаа. ТЕ {1е гези!% 15 ап еуеп питБег, Ме Йгае 
р!ауег м1тз, обнегуйзе {1е зесоп@ опе 4оез. У/по м тз И Бот 
рИауегз Чо фНеш 6е51? 

5. А. бепвп 


№1012 Ехртезх 3пе ГоМомщя мотмЪехг аз а рго4ис% ой рутез 
989 - 1001 . 1007-4320. 
5. У. Ропал 


М1073. АП Ше з14е5 ог Ме Нехакоп А,А.А.А.А-Ас аге воеп 
{Тготт $ 1ппег рой О ипаег ап апёе оЁ 60°. Ргоуе а% 


ОЛ,:->ОА:>ОА; апй ОА.>ОА.->ОА; 


тру АА.--+А. А. А.А. А,А, А.А А А,. 
А, $. Мегкимег 


м1074. ТВе ГоПоулай орегайопз тау Фе регРогте@ оп а збасЕ 
оГ 2п--1 саг95: 

(А) а семат питьЪег оЁ саг@з аге тетоуеё {гот Ме юр ой 
{Ве з4асК ап@ р!асеё цо4ег И, от4ег Беше ргезегуец; 

(В) Ше тор п саг@з аге зПррей БасЕ шо {Пе засК, т ог@ег, 
Ъебмвеп \е п--1 БОМот сагдв. 

Ргоуе {Маф по тоге \Тап 21(2п--1) аНТегеп® аггапкетепт; о? 
сатфв \т З№е засК тау Фе оматей (гот а уе опе изшя 
{Пезе орегаЙопз. р. У. Ротал 


№1075. ЕшЯ те 1атрез пафига! пишЪег ш \Лозе Чесита! 
ехрапзюп еасп АщИ (ехсерф {Ме Йгз ап 4Ве 1а50) 13 с1еНу 
}е83 (Мап {Ме паМ-зот оЁ Из мо лещПооига. 

5. Е. Пиз 


Р1083. А зиМогт Буск паз Ме ХоНомитя рторег&у (зее Явихе 
рис. 1): И # Б сё Бу апу рапе АВСРА’В’С’О’ раззти 
{Игоияй Ме еде АД’ {Меп еасВ оё 4Ме (мо раз оашед 
Зоез ис{ ГаЙ М расеб оп {\е пех Тасе АБЕ’А” (ее рис. 2). 
Ема +пе геамопз Бебмееп (Те шеазигетепа$ о 4Те БСК Гог 
\Н1сй 18 18 розз1Ые. 

$. В. ЗЭМозтап 
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врянеые га 





МЕМ’ РКОВЕЕМ 1\ РНУ$[С$ 
(ог МАТНЕМАТЕ$). Р]еазе 
рг!п{ уоиг пате ап@ а@@гсз$ 
м ВОСК ТЕТТЕВ5. 


М1051. В левый нижний 
угол шахматной доски 
8.8 клеток поставлено в 
форме квадрата З3ЖЗ де- 
вять фишек. Фишка может 
перепрыгнуть через лю- 
бую другую фишку. симж- 
метрично отразившись от 
нее. если соответствующее 
поле свободно. Можно ли 
несколькими такими хода- 
ми собрать все фишки в ви- 
де квадрата ЗЖЗ 

а) в левом верхнем углу? 
6) в правом верхнем углу 
доски? 


№1052. Докажите, что из 
п четырехугольников, от- 
секаемых от выпуклого 
п-угольника диагоналлие. 
не более п/2 могут ока- 
заться описанными около 
окружности. Приведите 
пример 8-угольника, у ко- 
торого таких четырех- 
Угольников 4. 
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Р1084. Га (1уе КоресК сот 13 Ве!а БлеПу акатзь (г03е соуеге4 
р1азз, а сте арреагз а1опу {Ме гии оГ {Те сот. \”Ву? 
т. А. АзпЕтая 


Р1085. Ргиге рис. 3 (р. 23) зло\мз а ргосезз мен Бнпрз те 
3е ай раз Ггот 5446 А №0 зав В. Госме ЗТе рагёз ой Те ргарв 
\Пеге {Пе раз 1етрегафиге 1псгеазез (4есгеазе$). 

1. Уи. Рогегуа Ко 
Р1086. Тие гезшипя 1е050оп оГ \е в@есиле Я@а сгеяжеа Бу 
мо ротё сНагвез а® Пе рощ Л 18 тего, \уИИе а Ме рот В 
тне абзойце уашез оЁ {Пе И@@з; оЁ (Ме хо спатисз аге едца|. 
ЭНом (ПаЕ Ме хоз пе Не аё 1Ме рошф В 13 Чшесе@ эопи 
не Васе АВ. 

У. Т. Кагареёцап 
21087. А таТетейса] репашит озсШа&ез. ТВе тахфтит 
20=е амау (гот Те едоЪгит розой 15 и=1/2. Рша- 
апя!ез а, ао › мНеге Зе уешнНУ$ ‘ассеегаИоп аззитез 
163 Пагиез ап Из зтаШезф уааез. Р]оф {Пе Черепдаосев о! 
с: 209 сз оп че 

О. А. Зее 


Решения задач 
№М1051 — М1055, Ф1063 — Ф1066 


В обоих случаях ответ отрицательный. Чтобы убе- 
диться в этом, окрасим доску по горизонталям: пер- 
вую горизонталь — в черный цвет, вторую — в белый, 
третью — снова в черный и т. д. (см. рисунок). Очевид- 
но, что при прыжке фишка всегда попадает на поле 
того же цвета, поэтому в начальном и конечном квад- 





———< 


рате 3Х3 должно быть одинаковое число, скажем, чер- 
ных полей. Но в нижнем квадрате их 6, а в верхнем — 
левом или правом — 3. 

Задачу а) можно точно так же решить и с обычной 
шахматной раскраской. 


я 


Усли бы можио было отсечь больше п/2 описаиных 
четырехугольников, то среди них нашлось бы два со- 
седних, — имеющих две общие стороны. Обозначим 
их АВСЛ и ВСРЕ (рис. 1). У каждого из них суммы 
противоположных сторон равны: 
АВ--СР=ВвВС- АО, ВСЬРЕ=СРО ВЕ. 

Отсюда получаем, что 

АВ+ШРЕ=—=АР-| ВЕ. (+) 
Исходный п-угольник выпуклый, поэтому его диаго- 
нали АР и ВЕ пересекаются в некоторой точке Р. По 


Я. Е. Брискин 
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А, 4 


Рис. {. Рис. 2. 


неравенству треугольника 
Ар ВЕ=АР-+ВР--РР-+-РЕ>АВ- ОБ, 
что противоречит (*). 

Чтобы построить нужный 8-угольиик, опишем около 
окружности равнобокую трапецию А,4›АзА. с углами 
а 45° при основании А.А, а затем достроим ее до 
8-угольника А,4....А, как показано на рисунке 2. Ана- 
логично строится п-угольник, от которого можно отсечь 
диагоналями [п/2] описанных четырехугольников. 


Н. М. Седрокян 


№М1053. Докажите, что в Пусть и. — последовательность Фибоначчи: ио=1, 
последовательности чисел и, =\1, 
Фибоначчи 1, 1. 2. 3, 5, ина ыа Е Ив 1. (1) 


8, 13. .... где каждое число — Цим понадобится следующая простая оценка отноше- 


И у преды- НИЯ Ги, 1/и. соседних чисел Фибоначчи: начиная 
ущих, при т>22 встре с из/и›=3/2, отношение г, не меньше 3/2—1,5 и не 
2 
тится не менее 1 и не 6бо- больше 5/3 =1,66...= 1.7 
—=1,66... УТ. 


лее $ т-значных чисел. и ы 
Ее легко доказать методом математической индук- 


— 48 —(— 1 ции. В силу (1) р . 
и о, к. И 


ь 1 
п И» 


Ги-1 


Е 











1+5 Поэтому, если 





З 5 
я << з’ (2) 


т. е. 2/3 > 1/г._, 23/5, то г, оценивается сверху чис- 
лом 1-|-2/3—5/3, а снизу — числом 1-+13/5—=8/5 > 3/2. 
А поскольку оценка (2) верна для п—=3, она верна и 
для всех п>3. 

Пусть ие — наименьшее т-значное число Фибоначчи, 
т>2. Тогда ик > 10"-', шь,, > 1,5 ил, 

МАИ Е и 22,0 и, 

Мичз {2,5 - 1,5) и, —=4и,, 

И! +2 (4 -|-2,5) ик =6,5иа, 
и потому и; >10,5и, >10" — уже не менее, чем 
(т Г П-значное число. Таким образом, т-значных чи- 
сел Фибоначчи не более 5. 

С другой стороны, и„_,<10”-', ш<17ш_, и ана- 
логично предыдущему мы получим, что ира 1,Ёиь < 
< 10”. Следовательно, т-значных чисел Фибоначчи 
не менее 4. 

Можно решить эту задачу иначе, воспользовавшись 
явной формулой для чисел Фибоначчи *), приведенной 
на полях. 

Н..Б. Васильев 


*} См.. например, книгу «Эвоцные математические олныпнадые, 


М.: Наука, 1987, зазача 6-11. 





№м1054. Докажите, что 
шесть точек попарного ка- 
сания четырех сфер всег- 
да лежат на одной сфере 
или на одной плоскости. 


Рис. 1. м 


Если РТ — касательная к $. 

РТМ = ИРА, Г. слебова- 
тельно, АРТМ-АРА Г и 
РМ : РТЕРТ : РА’. 


№М1055. На окружности 
имеется 21 точка. Докажи- 
те, что среди дуг с конца- 
ми в этих точках не менее 
100 дуг, не превосходящих 
120°. 
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‘точек хотя бы две соединены. 
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Если центры сфер лежат в одной плоскости, то и все 
точки их попарного касания лежат в этой плоскости. 

Пусть центры не лежат в одной плоскости. Обозна- 
чим сферы через 8, 5» 5, 5., точку касания сфер 
5; и 5; — через А., а их общую касательную плоскость, 
проведенную через А;, — через ‘а, (13:<1<4). До- 
статочно доказать, что точка О, в которой пересекаются 
три из этих плоскостей, касающиеся сферы $., ха, 
24 И @&3 — лежит и на трех других плоскостях (су- 
ществование точки О вытекает из того, что центры 
данных сфер не лежат в одной плоскости). Действи- 
тельно, в таком случае каждый отрезок ОА. лежит 
в плоскости о.» т. е. касается сфер 5; и 5. ледоин- 
тельно, точка О равноудалена ог всех точек Ани явля- 
ется центром проходящей через них сферы: например, 
отрезки ОА и ОА». равны как касательные к 5., ОД 
и ОА, — как касательные к 5, ит. д. 

Докажем, что через точку О проходит плоскость и 
(“23 и оз рассматриваются аналогично). Заметим, что 
касательные из Ок 5; и 5, равны (ОА, .—=ОЛ..). Теперь 
остается воспользоваться тем, что 

Геометрическое место точек, касательные из которых 
к сферам 5: и 5. равны, есть плоскость ого. 
(Очевидно, что все касательные из любой точки Р плос- 
кости ар к 51 и $2 равны РА... Если же Р не лежит 
в этой плоскости, и прямая РА, пересекает сферы 
З: и 5., кроме Ан», еще в некоторых точках.М и №, то 


касательные к 5: и $, равны УРАи2- РМ и \РА,,.РМ, 
но РМ -РМ — см. рис. 1). 

Наше рассуждение годится и в случае, когда все 
сферы лежат одна вне другой, и когда три из них лежат 
внутри четвертой. Нетрудно убедиться, что в первом 
случае сфера, проходящая через точки А., ‹полувпн- 
сана» в тетраэдр с вершинами в центрах данных сфер, 
т. е. касается всех его ребер (в точках А‚). Аналогич- 
ное верно и во втором случае. 

Упомяпем еще одно решение, использующее иивер- 
сию в пространстве (см. статью В. М. Уроева «Инвер- 
сия» в «Кванте» № 5 за 1984 г.). При инверсии с 
центром А, сферы 5, и $5 перейдут в параллельные 
плоскости, а 53 и 5. — в сферы, касающиеся ‘этих 
плоскостей и друг друга (рис. 2). Очевидно, что 5 точек 
касания, возникающие на преобразованной конфигура- 
ции, лежат в одной плоскости. Рассматриваемая инвер- 
сия превращает эту плоскость в сферу (или плоскость), 
проходящую через А„». `^ 

В. Н. Дубровский. Ю. К. Коба 





Очевидно, что среди трех дуг с концами в любых трех 
точках окружности хотя бы одна не превосходит 120°. 
Поэтому, если соединить отрезком каждую пару дан- 
ных точек, определяющую дугу величиной не больше 
120°, получится граф, в котором среди любых трех 
Этой информации уже 
достаточно, чтобы доказать утверждение задачи, т. е. 
на языке графа, что число проведенных отрезков не 
меныше 100. 

Цусть А, — точка, из которой выходит наименьшее 
число отрезков; обозначим их АА, Аду... А.А. Из 
каждой точки А, 2=1,....й выходит не менее Ё—1 от- 
резков, поэтому число всех таких отрезков не меньше 
Е (Е —1)/2 (при подсчете каждый отрезок может быть . 
учтен дважды). Любые две из остальных 21— точек 
должны быть соединены, иначе между этнми двумя 
точками и А; вообще не будет отрезков, что противо- 


ян» 
т 
1 
1 
- 
[ 
1 
| 
1 
} 
ныне 


Ф1 063. Пешеходу необхо- 
димо в кратчайшее время 
попасть из точки поля А 
в точку поля В, расстояние 
между которыми 1300 м. 
Поле пересекает прямоли- 
нейная дорога так, что 
точка А находится от нее 
на расстоянии 600 м, а точ- 
ка В — на расстоянии 
4100 м. Скорость переме- 
щения пешехода по полю 
равна 3 км/ч, а по доро- 
ге — 6 км/ч. Какой путь 
Эолжен избрать пешеход? 
Чему равно минимальное 
время? Рассмотреть слу- 
чаи, когда точки А и В ле- 
жат по одну сторону от до- 
роги и когда они лежат по 
разные стороны от дороги. 
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речит нашему условию. Это дает еще не меньше чем 
(21—^)(20—№)/2 отрезков. Итак, общее число отрезко 
в графе ие меньше 5 


ЕП . (1—8) (20— №) 
_ И в 1 +210>100 


(при целых #); минимум достигается при Ё=10 или 
Е=11. Эта оценка неулучшаема, как видно из распо- 
ложения, показанного на рисунке: 10 точек вблизи 
одного конца диаметра и 11 — вблизи другого. 

В общем случае п точек на окружности число 100 
нужно заменить на п(л—2)/4 при четном п и 
(п—1)?/4 — при нечетном; доказательство сохраняется. 


В. Н. Дубровский, А. Ф. Сидоренко 


Для решения задачи построим фронт области достижи- 
мости — границу той области, в любой точке которо 
можно оказаться за данный промежуток времени.*) 

Будем строить эту границу для того момента времени, 
когда она проходит через точку В (рассмотрим случай, 
когда точки 4 и В лежат по разные стороны от дороги). 
Для этого случая проведем через точку В (см. рисунок) 
прямую, образующую с дорогой угол ф такой, что 
т ф-=Ь/и, где и — скорость движения по полю, и — 
скорость движения по дороге. Из данных задачи сле- 
дует, что зт ф==1/2, ф=л/б. Пусть эта прямая пере- 
секает дорогу в точке 2. Из точки А проведем окруж- 
ность, касающуюся прямой ВО. Из данных задачи сле- 
дует, что точка В лежит между точкой касания Си 
точкой ШО. 

Итак, в момент прохождения фронтом точки В инте 


ресующий нас участок фронта представляет собой час 
окружности радиусом АС и отрезок  касатель- 
ной СШ. **) Теперь легко понять, что оптималь- 
ной траекторией из А вВ будет ломаная АРСВ, при- 
чем СРр=ВСР=л/2—ф=л/З. 

Аналогично, если точки А и В(В’) лежат по одну сто- 
рону от дороги, то оптимальной траекторией будет ло- 
маная АЕКВ’, причем ВКО —=п/2—ф—л/3З. Отметим, 
что при другом взаимном расположении точек А, Ви 
дороги (при других расстояниях) оптимальная траек- 
тория может представлять собой отрезок прямой без 
участков дороги (в этом случае точка В лежит на 
участке фронта, являющемся частью окружности радиу- 
сом АС). 

Теперь найдем минимальное время движения из точ- 
ки А в точку В. Если точки лежат по разные стороны 
от дороги — . 

АЕ РС 

па — 5 ая Е =я = 223,5 мин. 



















































+ 


Если точки А и В(В’) лежат по одну сторону от 
дороги — 


ДР ЕК КВ‘ 
1 ит == а -|- т | — 2224,6 мин. 
С. С. Кроте 


*) О принципе построения фроига области достижимости под- 
робно рассказывалось в статье *Об оптимальных траекториях 
движенияь в +Кввнтеь № 6 з8 1982 год. 

**) Весь фронт симметричен относительно перлендикуляра 
дороге, проходящего через точку А; левая верхняя его часть — 
прямолинейный участок от точки Р до пересечения с окружностью 
радиусом АС, составляющий угол ф=л/6.с дорогой, и часть окруж- 
ности радиусом АС. 
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Ф1064. Нить прикреплена 
к ободу тяжелого обруча и 
намотана на него. Если 
другой конец нити прикре- 
пить к потолку в отпус- 
тить обруч, то он, вра- 
щаясь и разматывая нить, 
будет двигаться вниз. 
Пусть три таких обруча 
соединены «последова- 
тельно», Т. е. конец нити 
следующего обруча при- 
креплен к оси предыду- 
щего (рис. 1). Все обручи 
одновременно отпустили, и 
они пришли в движение. 
Определить, с каким уско- 
рением движется верхний 
обруч. 

С каким ускорением будет 
двигаться верхний обруч, 
если число последователь- 
но соединенных обручей 
очень велико? 

Считать, что масса обруча 
равномерно распределена 
по его ободу, спицы неве- 
сомы, нити невесомы и не- 
растяжимы, трение отсит- 
ствует. 





Рис. 1. 





Рис. 2- 
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Пусть система содержит № последовательно соединен- 
ных обручей, как это показано на рисунке 2. Пронуме- 
руем их сверху вниз. На обруч под номером А: вверх 
действует сила натяжения А-й нити, а вниз — сила 
тяжести и сила натяжения (А: \1)-й нити. Запишем 
для #-го обруча уравнение движения: 

тя +Ть., — Ть==та,, (1) 
где а: — проекция ускорения центра масс обруча на 
направление движения, т — масса обруча, Тк и Ту, — 
силы иатяжения нитей. 

Аналогичное уравнение можно записать для любого 
обруча. При этом Т»_,=0, так как нити (№М- 1) просто 
нет. Таким образом, уравнения (1), записанные для 
Е =1-М, представляют собой систему № уравнений с 
2№ неизвестными а, и Т,. 

Еще М уравнений можно получить, воспользовавшись 
законом сохранения энергии. 

За время { после начала движения Ё-й обруч, дви- 
гаясь с ускорением а‹, опустился на расстояние 3:, при- 
обретя скорость поступательного движения и» и угло- 
вую скорость вращения вокруг оси обруча ‹ь. Эти вели- 
чины связаны соотношениями 

8» =’ /2, Ока в В = бк к (2) 
где Я — радиус обруча. Вычислим кинетическую энер- 
гию обруча, которую он приобрел к моменту времени {.° 
Для этого выберем дза маленьких кусочка обруча оди- 
наковой массы Ат, расположенных на одном диаметре 
(рис. 3). Скорость каждого из кусочков складывается 
из скорости и, его поступательного движения и линей- 
ной скорости вращательного движения вокруг центра 
обруча (ии —щ, и-=е. 8). Суммарная кинетическая 
энергия этих кусочков равна 

Ат (06+ ий /2 + Ат 0, — иР/2 =2 Ат /2 + Ати" / 21. 
Кинетическая энергия всего обруча равна сумме энер- 
гий всех таких пар, т. е. равна 

ти /2--т (кВ) /2. 
Эта энергия равна работе всех сил, действующих на 
обруч. Работа сил тя и Т.,;, положительна и равна 
(та-Т, но 3». Работа силы Т, отрицательна и равна 
({—Т,) 3%, (так как точка приложения силы переме- 
стилась вниз на расстояние $, _,). Поэтому 
то /2 т (в\ ЕЁ /2 = (тя + Те} к — ТьЗл 1. 

Из этого уравнения с учетом (1) и (2) после преобразо- 
ваний получим: 

ТЕ=т (а — а, Е=1--М. (3) 

Уравнение (3), выражающее силу натяжения нити 
через ускорения, справедливо для любой нити, и сле- 
довательно, (3), каки (1), представляет собой систему № 
уравнений с 2№ неизвестными. Подставив из этой си- 
стемы выражения для сил натяжения в систему уравне- 
ний (1), окончательно получим: 

— + ‚+ Зах — ве у, =8, Е —1-—М. (4) 
В этой системе уравнений следует считать а, =0, так 
как это ускорение точки подвеса первого обруча, 
а,_.=ах, так как Ту. ,=0 ((М--Т)-й нити нет). 

Запишем теперь в развернутом виде систему уравне- 
ний (4) для трех обручей (№=3): 


За, —а? =8, 
—а-3а.—@аз=а, 
-а2 + 2аз= в. 
Решая эту систему, получим 
8 . 2 ла 12 
а, — 132 Пт 13 8; @аз= 13 8. 





$1065. Кастрюлю, в кото- 
рую налит 1 л воды, никак 
не удается довести до ки- 
пения при помощи нагре- 
вателя мощностью 100 Вт. 
Определить, за какое вре- 
мя вода остынет на один 
градус, если отключить на- 
греватель. 


Ф1056. Предположим, что 
в результате сильных по- 
жаров в верхних слоях ат- 
мосферы возникнет слой 
сажи, поглощающий прак- 
тически все падающее на 
него солнечное излучение. 
Какой станет при этом 
средняя температура Зем- 
ли, если сейчас она состав- 
ляет 300Е? 
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Заметим, что система (4) может быть решена при 
любом конечном значении №. Ясно, что при увеличе- 
нии М «трудность» вычислений нарастает. Как же быть, 
если М№—00? Вот тут мы проведем рассуждения, кото- 
рые справедливы именно для случая М-—оо. 

Предположим, что ускорение первого обруча равно 

@1—5 48, (5) 
где х — некоторое число, которое нам и нужно опреде- 
лить. Перейдем теперь в систему отсчета, движущуюся 
с ускорением а,. В этой системе описание движекия 
всех обручей, начиная со второго, — задача, аналогич- 
ная нашей исходной, с той лишь разницей, что движе- 
ние происходит в поле тяготения с 

8'’=&8—а=8 (1—х) 
и общее число обручей уменьшилось на единицу. Так 
как обручей по-прежнему очень много, естественно 
считать ускорение верхнего (второго) обруча равным 
ат==иЕ’. 

Следовательно, в неподвижной системе отсчета ускоре- 
ние второго обруча равно 
а=а а =х8’ + 8 = 

=; (8 а) =х(8(1—>х-8)=8 (2-х). (6) 
Подставив выражения (5) и (6) для а, и а. в первое 
уравнение системы (4), найдем х: 
6—1 

5—. 

Таким образом, ускорение первого обруча при до- 
статочно большом М равно 
5—1 

. и 

—8 (2) 

Заметим, что уже при М№=3 выражение (7) справедли- 


во с точностью 0,5%, а для М№=1Ю — с точностью 
10° %. 


ж-к—1=0 = х= 





а, = 





Е. Н. Юносов. Н. В. Яминский 


Это совсем простая задача — из условия ясно, что мощ- 
ность нагревателя равна мощности. уходящей от каст- 
рюли с водой в окружающее пространство (температура 
воды со временем не меняется). Значит, если нагрева- 
тель выключить, то отдаваемая мощность составит 
100 Вт и ка один градус вода остынет за время 


ст. &Т _ з Дж к _ 
р = 4.2 10 ие т 1 кг тоо в; = “2 ©. 


А.Р. Зильберман 


Приближенно можно считать, что современное значе- 
ние средней температуры Земли является результатом 
равновесия двух тепловых потоков: от Солнца к Земле 
и от Земли в окружающее пространство. В случае обра- 
зования слоя сажи поток солнечной энергии останется 
прежним, но сам слой, обладая двумя поверхностями, 
будет излучать половину этого потока наружу — в кос- 
мос, а половину — внутрь. Следовательно, поверкность 
Земли станет получать тепла вдвое меньше, чем сейчас, 
и после установления равновесия вдвое меньше тепла 
будет излучать обратно, в сторону слоя; т. е. 9, =24а» 
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где аи 9> — потоки испускаемого Землей тепла соот- 
ветственно до и после пожара. 

Учитывая тот факт, что излучаемый нагретым телом 
поток тепла а пропорционален четвертой стелени темпе- 
ратуры тела: 9-Т* (закон Стефана — Больцмана), по- 
лучаем, что средняя равновесная температура Земли, 
окутанной тонким слоем сажи, равна 

Т.—=Т,/\ =300/4!2 = 250 К = —20 °С. 
Такого порядка температура установится по всей пла- 
нете спустя некоторое время после возникновения 


ядерной войны — 
ная зима». 


обои 


Т Всесоюзная 
олимпиада 
школьников 

по информатике 


В 1988 году Министерство 
просвещения СССР совместно 
с ЦК ВЛКСМ, Министерством 
высшего и среднего специаль- 
ного образования СССР, Госу- 
дарствениым Комитетом СССР 
по вычислительной технике и 
информатике, Академией на- 
ук СССР и Всесоюзным обще- 
ством *+Знание» проводит Все- 
союзную олимпиаду школьни- 
ков по информатика. 

Всесоюзная олимпиада 
пкольников По математике, 
физике и химии в 1988 году 
будет’ проводиться в 22:й раз, 
формы се проведения и при- 
мериая тематикв задач устоя- 
лись. Олимпиада по ииформа- 
тике проводится впервые. По- 
этому при ее организации це- 
лесообразно использовать 
формы, опробованные в сорев- 
нованиях по другим предме- 
там (насколько это возмож- 
но), и тематику задач, опробо- 
ванную в различиых соревно- 
ваниях школьников по ин- 
форматике. 

В тех союзных реслубли- 
ках, где ммеютсен соотнет- 
ствующие условия, могут про- 
водиться районный (город- 
ской) и областной этапы олим- 
пиады. К соревнованиям до- 
пускаются учащиеся всех воз- 


30 


растов, творчески освоившие 
школьный курс информатики. 

Республиканские олим- 
пиады будут проводиться в 
мартовские каникулы. Паке- 
ты заданий рекомендательно- 
го характера для олимпиад 
республиканского этапа будут 
составлены методической ко- 
миссией по информатике Цен- 
трального оргкомитета. Эта 
комиссия будет осуществлять 
функции, аналогичные функ- 
циям предметных методиче- 
ских комиссий Центрального 
оргкомитета Всесоюзной 
олимпиады школьников по 
математике, физике и химии, 
т. е. методическое обеспечение 
олимпиад республиканского, 
союзного и международного 
уровней (составление, отбор 
и разбор звдач олимпиадного 
характера). 

По итогам республикан- 
ской олимпивды формирует- 
ся комаида школьииков на 
Заключительный этап олим- 
пиады по информатике. 

Заключительный этап 
олимпиады будет проведен в 
Свердловске с 15 до 22 апре- 
ля 1988 г. Выбор Свердловска 
в качестве места проведения 
Заключительного этапа не 
случаен — там объединенны- 
ми усилиями местных партий- 
ных и советских органов, об- 
ластного и городского органов 
народного образоввиия, Ин- 
ститута математики и меха- 
ники Уральского отделения 
АН СССР и вузов во всех шко- 
лах города реализован ма- 
шинный вариант (в объеме 


наступит так называемая з‹ядер- 


А. Л. Стасенко 


102 ч.} курса основ информа- 
тики и вычислительной тех- 
ники. Это стало возможным 
благодаря энергии и энтузиаз- 
му многих людей, в первую 
очередь — члена Президиума 
Уральского отделения АН 
СССР академика Н. Н. Кра- 
совского и заведующего ка- 
федрой информатики и вычис- 
лительной техники Свердлов- 
ского пединститута В. Г. Жи- 
томирского. 

Заключительный этап 
Олимпиады, в котором при- 
мут участие команды от каж- 
дой союзной республики и го- 
родов Москвы, Ленинграда и 
Свердловска (как города — 
устроителя Олимпиады), бу- 
дет проводиться в два тура. 

В первом (теоретическом) 
туре будут предложены 2—3 
задачи; решение которых не 
предполагает использования 
вычислительной техники. Во 
втором (машинном) туре бу- 
дут предложены два задания, 
для выполнения которых обя- 
зательно использование ком- 
пьютеров. 

В заключение сриведем за- 
дачи,  предлагавилиеся —нв 
Г Международной олимпиаде 
по программированию, кото- 
рая состоялась в ЧССР в авгу- 
сте 1987 г. {В ией участвовали 
и советские школьники, под- 
робно об этой олимпиаде бу- 
дет рассказано в журнале 
«Информатика и образова- 
ниее.} 


{Окончание см. на с. 56/ 
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Задачи 


1. После окончания шахматного 
турнира в один круг (каждый сыграл 
друг с другом по одному разу) все 
пять его участников А, Б, В, Г, Д, пере- 
численные здесь в порядке занятых 
мест, обменивались впечатлениями. 
` — Не думал, что лишь я один не 
испытаю горечи поражения, — ска- 
зал Б. 

— А вот мне единственному не уда- 
лось одержать ни одной победы, — за- 
метил Д. 

Попробуйте по этим данным восста- 
новить турнирную таблицу: как каж- 
дый сыграл с остальными участни- 
ками. 

2. Почему в морозный день снег 
скрипит под ногами? 

3. Расшифруйте числовой ребус 
ДЕДКА-+БАБКА--РЕПКА—= } 

—=СКАЗКА, 
в котором одинаковым буквам соот- 
ветствуют одинаковые цифры, раз- 
ным — разные и ДЕДКА-БАБКА_> 
>РЕПКА. 

4. Из набора гирек с массами в 
1г 2 г, ..., 101 г потерялась гирька 
массой 19 г. Можно ли оставшиеся 
100 гирек разложить на две кучки 
по 50 штук в каждой так, чтобы массы 
кучек были одинаковы? 

5. В равнобедренном треугольнике 
отмечены середины боковых сторон и 
их проекции на основание. Через от- 
меченные точки проведены две пря- 
мые (см. рисунок). Покажите, что из 
полученных частей можно сложить 
ромб. 

Эти задачи нам предложили 


С. Г. Губа. 4. Н. Савим, А. М. Домашенно, 
В. В. Произволов, В. Д. Вьюн 
















ЛВАКА + БАБКА 
-РЕНКА = СКАЗКА 
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«НЕКОТОРЫЕ» 
И ОТРИЦАНИЕ 


О 


Был у меня недавно интересный 
разговор с шестиклассииком Аликом, 
центральным нападающим футболь- 
ной команды нашего двора. 
— Что, Алик, бежишь на трени- 
ровку? Зимой, небось, сменищь свой 
футбол на хоккей? 
— Ни за что на свете! — восклик- 
нул ‘Алик обиженно.— Зимой надо 
заниматься, а не бегать за шай- Глички не РЕНО. Как 
бой. Все хоккеисты плохо учатся,— значит ЛИ это, что 
футболисты учатся гораздо лучше! {в 
— Почему ты так решил? — = Н-нет,— пробормб 
— А что? Все так считают в нашей Уверенно. Не обязател 
команде, не я один. | ’ чит только, что там ест? 


— А не кажется ли тебе, что т , сх 
рассуждаешь сейчас, как печалью быть, и все там учатся на. 
известные обезьяны из книги Киплин- Нет, не знаю. я ведь не был. 
та «Маугли»? Помиишь, они кричали — А что же означает такая. 
на весь лес: «Мы велики! Мы 4в0- за: «Неверно, что ‘среди ребят 
бодны! Мы достойны восхи т двоечники»? Сия 
Мы все так говорим, значит" — Это как в первом доме — все 

правдё! ... < учатся без двоек. 

— Это кто же ‘обезьяна?! — оз — Значит, одно из двух, — 
тился Алик. й ’ я удовлетворенно.— ` Либо все у 

— Я не хотел обидеть те 
но ссылкой на мнение многий ‘нельзя один двоечник. А_ 
ничего доказать. Земля круфлая, а в зать о любителях ша 
древности почти все думали] что она И тут выяснило 
плоская. Индейцы племени сиу, как жет, подумавши, р 
пишет их вождь Мато Нажия, ечи-  вильно. 
тали даже, что Земля четырохуголь- -— Верно одно из дв 
ная, а было это уже в Х веке ... хоккеисты плохо уча" 

Так лочему же все хокке сты плохо 

учатся? — хорошо. ' Е 

7 Ну-у, вот р кушкин. Он — Но даже в твоем классе, № 
все время играет в хоккей и все я знаю троих отлич ‹01 

время получает двойкь м. любят гонять шайбу. 

— Ты р ждае: н второе: бывают хоккеи 

хорошо учатся. . 
— Ну, конечно! 





пример © Сережей. Кукушкиным? 

Алик задумывается. 

— Что не все хоккеисты 
‘учатся... — 

Итак, попробовав В ло- 


хорошо 


‚гично, Алик сам пришел к правиль-_ 


`пому. выводу. 

/С двоечниками и хоккеистами мы 
разобрались сравнительно быстро. По- 
’иробуем понять, как следует рассуж- 

дать в более сложных случаях. Пер- 
вый пример — с разноцветными 
‚шарами. Представим себе, что в урне 
(вебольшом ящике) могут лежаль, ска- 
жем, белые и красные шары. Все 
шары одинакового размера и нераз- 
личимы на ощупь. Кто-то опускает 
руку в урну и вынимает шар. Шар 
оказывается, к примеру, красным. 
Что можно сказать о цвете шаров, 
лежащих в урне? 

Некоторые скажут: «Все шары 
красные». На самом деле это невер- 
но: можно лишь- утверждать, что 
некоторые (необязательно все) 
шары красные. Могут быть и белые 
шары. Может быть и так, что вы- 
нутый шар — единственный крас- 
ный среди белых. 

Вых вынут красный шар. Значит, 
неверно утверждение: «Все шары бе- 
лые». А что верно? — *+Некоторые 
(по крайней мере один) шары крас- 
ные». Давайте потренируемся. Пусть 
каждое из следующих утверждений 

еверно. 


‚1. Все шары в урне красные. 
2. Некоторые шары в урне красные. 
: ‚Некоторые шары в урне белые. 
° Все равнобедренные треуголь- 
явллются прямоугольными. 
Все ученики: класса были на соб- 


Некоторые девочки были на 
ши. . 
мулируйте верные утвержде- 


ерь общая схема решения 


добных задач — наше «вол- 
о Пусть у нас есть 
во - М каких-то объектов 
в быть несколько шаров, 
ько книг, или все ученики 

\ класса). Каждый из эле- 
го множества может об- 
может и не обладать не- 
рйством А. Например, шар 
красным, а может и не 

— быть или не быть 


‘Закон такой: верно может быть ли- 
бо утверждение, либо его отрицание. 
Одно и только одно из двух! 
(В логике этот закон называется 
законом исключенного третьего.) 
Каждое утверждение, которое мы 


`’используем, либо верно, либо невер- 


но. 

Либо верно утверждение В, либо 
его отрицание (т. е. утверждение: 
«Утверждение В` неверно»). Либо все 
хоккеисты плохо учатся (обладают 
свойством А). Если же это неверно, 
то хотя бы один хоккеист учится хо- 
рошо (не обладает свойством А). 

Итак, вот наша схема: 

Утверждение 

1. Все предметы из М обладают свойством Д. 

2. Некоторые предметы из М обладают 
свойством А. 

Его отрицание 

1. Хотя бы один предмет из М не об- 
ладает свойством А. 

2. Все предметы из М не обладают свой- 
ством А. 

Обратите внимание на то, что ут- 
верждения «некоторые предметы об- 
ладают свойством Аь и зхотя бы 
один предмет (а может быть, и все) 
обладает свойством А» означают в 
нашей схеме одно и то же. 

А теперь — задачи. 

„Постройте отрицания следующих утвержде- 
нии; . 

7. Все углы данного шестнугольника тупые. 


8. Для любого х из множества А выпол- 
нено неравенство х’>4. 


9. Некоторыс люди х- дели. 

10. По крайней мере для одного х из 
множества А будет х'—2х--1е=0. 

11. Все мужчины выше 2-х метров. 

12. Все простые числа — нечетные. 

13. Для любого простого р число 2Р—1 
тоже простое. 

ЗВернемся к урне, в которой лежат шары, 
веразличимыс на ощупь. Шары могут быть 
белого, красного, синего, черного цветов. 

14. Известно, что ие все шары в урне бе- 
лые. Верно ли, что там есть красный шар? 

15. Известно, что не все шары одного цве- 
та. Верно ли, что в урне ость хотя бы 
один не белый шар? . 

16. В урне 10 белых, 8 красных, 11 чер- 
ных шаров. Сколько из них надо вынуть, 
чтобы навёрняка попался белый шар? Чтобы 
попались шары всех трех цветов? 

И еще одна задача — чуть посложнее. 

17. В классе 5 отличников, 20 «хороши- 
стов» и 10 троечииков. Отличник может 
получить за ответ только 5, «корошисть — 
4 или 5, троечник — 3, 4 или 5. В класс 
пришел новый учитель, он не знает никого 
из учеников. Сколько человек ему достаточно 
вызвать к*доске, чтобы наверняка была по- 
ставлена м одна пятерка? 


бам эта статья была опубликована в фев- 
ральском номере «Кванта» в 1916 году. ` 





Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Закон всемирного 
тяготения» предназначена восьмиклассникам, 
«Расширение газа в пустоту» — девяти- 
кяассникам, «Электромагнитная индукция и 
приннип относительности» десятиклассни- 
км, 


Закон всемирного 
тяготения 


Есть люди, чья жизнь и деятельность 
служат настоящим водоразделом в 
истории человечества. Именно таким 
человеком был великий английский 
мыслитель Ньютон, открывший в 
1667 году закон всемирного тяготе- 
ния. Попробуем воспроизвести соот- 
ветствующие рассуждения Ньютона. 

Сначала несколько слов о том, что 
предшествовало открытию. Кеплер, 
изучая на протяжении ряда лет таб- 
лицы движения планет, завещанные 
ему его учителем Тихо Браге, в начале 
ХУП века формулирует три необык- 
новенно компактных и изящных за- 
кона (которые теперь называют зако- 
нами Кеплера): 
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1. Все планеты движутся вокруг 
Солнца по эллипсу, в одном из фоку- 
сов которого находится Солнце. 

2. Радиус, проведенный от Солнца 
до планеты, «заметает» равные пло- 
щади в равные промежутки времени. 

3. Квадраты периодов двух планет 
(Т, и Т.) относятся как кубы больших 
полуосей их орбит (В, и В.): Т?/Г:= 
—=В/ В} (или, иначе, Т1/В! = соп8ё для 
всех планет). 

Уже из этих законов чувствуется, 
что Солнце играет какую-то особую 
роль в «планетной жизни». Однако 
сам Кеплер, несмотря на мучитель- 
ные попытки, не смог до конца по- 
нять эту роль. 

Приблизительно в то же время, ког- 
да Кеплер открывает законы движе- 
ния планет, Галилей формулирует за- 
кон инерции, утверждающий, что,если 
на тело ничего не действует, оно будет 
двигаться с постоянной скоростью и 
по прямой. 

Вот с этого уровня и стартовал 
Ньютон. Прежде всего, развивая идеи 
Галилея, он задается вопросом: если 
телам внутренне присуще свойство 
сохранять свою скорость;- то за счет 
чего же все-таки она может меняться? 
Отвечая на этот вопрос, он формули- 
рует закон, известный-сегодня любо- 
му школьнику (второй закон Ньюто- 


на): для того чтобы изменить скорость 
тела, надо подействовать на него си- 
лой. При этом изменение скорости за 
единицу времени (т. е. ускорение а) 
прямо пропорционально силе (Ё) и 
обратно пропорционально массе (т) 
тела: а=Е/т. Из закона, открытого 
Ньютоном, видно, что чем больше мас- 
са тела, тем неохотнее оно меняет 
свою скорость. В этом смысле говорят, 
что масса тела — это мера его инерт- 


ности. 
Гениальность Ньютона состояла, в 


частности, в том, что, рассматривая 
какое-то конкретное физическое явле- 
ние (например, движение тела под 
действнем силы), он всегда имел в ви- 
ду весь мир в целом. Естественно по- 
этому, что Ньютон пытается приме- 
нить сформулированные им законы 
динамики к описанию движения пла- 
нет. Вывод напрашивается сам собой: 
никакой силы, подгоняющей планеты 
в их движении по орбите, не нужно. 
Наоборот, нужна сила, не позволяю- 
щая планетам улететь по прямой ли- 
нии (в соответствии с законом инер- 
ции) и заворачивающая их каждый 
раз на круговые или близкие к круго- 
вым орбиты. Другими словами, на 
планеты должна действовать сила, на- 
правленная не вдоль, а поперек дви- 
жения. А раз так, то не остается ни- 
чего другого, как предположить, что 
источником этой силы является 
Солнце. 

Дальше все было просто. Ускорение 
планеты при ее движении по круго- 
вой орбите равно а=е? В =4л?А/Т? 
(обычное центростремительное уско- 
рение). Подставляя это выражение в 
свой собственный закон (а=йЁ/т), 
Ньютон получает 





4п- Р 
—В= -. 
т т 
Здесь Г — та самая сила, которая 
действует на планету со стороны Солн- 
ца, а т — масса планеты. Используя 


третий закон Кеплера, Ньютон прихо- 
дит к выводу, что величина Р/т — 1/8? 
и не зависит от характеристик пла- 
неты, т. е. сила, действующая на пла- 
нету со стороны Солнца, 


Е — сопз%- на С 
В? 


Размышляя о том, от чего бы могла 
зависеть величина входящей в это вы- 
ражение константы, Ньютон постули- 
рует, что она определяется только 
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массой Солнца (М). (Почему? Да про- 
сто так ему казалось естественным.) 
Вот так и возникло знаменитое и одно- 
временно столь привычное сегодня вы- 
ражение 


Величина коэффициента С ни от чего 
не зависит и является мировой кон- 
стантой (она получила название гра- 
витационной постоянной). 


Дальнейший анализ движения пла- 
нет показал, что при такой силе авто- 
матически выполняются и первые два 
закона Кеплера. Это уже был большой 
успех. Воодушевленный им, Ньютон 
пытается описать движение Луны во- 
круг Земли и, хотя и с некоторыми 
приключениями, получает превосход- 
ное согласие своих расчетов с экспе- 
риментом. 

И тут Ньютон решается на потря- 
сающее по своей силе обобщение. Он 
утверждает, что открытая им сила 
никоим образом не связана со специ- 
фикой небесных тел, а является уни- 
версальным свойством любых объек- 
тов природы. Так был сформулирован 
закон всемирного тяготения: сила, 
действующая между двумя любыми 
телами с массами п и ть, 

Е = т 


т» 
А? ` 





Вопрос о том, почему те самые мас- 
сы, которые характеризуют стремле- 
ние тел сохранять свое движение 
(т.е. являются мерой их инертности), 
одновременно определяют и взаимное 
притяжение тел друг к другу, волно- 
вал много поколений ученых и явился 
впоследствии отправной точкой для 
построения Эйнштейном общей теории 
относительности. 

Коль скоро закон всемирного тяго- 
тения применим к любым телам, по- 
явилась возможность  эксперимен- 
тально измерить величину гравита- 
ционной постоянной С. Она оказалась 
невероятно малой: 

С—=6,67.10-''Н.м?/кг?". 

Это означает, что гравитационные си- 
лы очень слабые. Именно поэтому мы 
совершенно не замечаем гравитацион- 
ного притяжения между окружающи- 
ми нас телами. Эта сила становится 
заметной только тогда, когда хотя бы 
одно из тел очень большое (такое, 
как Земля, Солнце и т. п.). 


Строго говоря, выражение для силы 
тяготения в написанном нами виде 
справедливо только для материаль- 
ных тойек (т. е. для тел, размеры кото- 
рых много меньше расстояния между 
ними). Ну, а если это не так? Тогда 
каждое из тел надо мысленно разбить 
на маленькие элементики (приблизи- 
тельно точечные), вычислить силу 
взаимодействия между такими эле- 
ментиками, а потом все силы геомет- 
рически сложить. (В общем случае 
это довольно громоздкая процедура, а 
выражение для результирующей силы 
может оказаться столь сложным, что 
его попросту невозможно записать в 
виде конечной формулы.) 

Дальнейшие 150 лет были годами 
настоящего триумфа ньютоновской 
картины мира. Стали понятны причи- 
ны океанских приливов и связь уско- 
рения свободного падения с плот- 
ностью залегающих в данном месте 
пород. Были объяснены тончайшие де- 
тали в движении планет, их спутни- 
ков, да и любых других небесных тел. 
На настоящее чудо было похоже чисто 
теоретическое предсказание существо- 
вания восьмой планеты Солнечной 
системы — Нептуна (1846 г.). Причем 
англичанин Адамс и француз Ле- 
веррье не просто предсказали ее су- 
ществование, но и вычислили, в какое 
время и куда надо направить теле- 
скопы, чтобы ее увидеть. И все произо- 
шло в точном соответствии с их расче- 
тами. Такая же история произошла и 
с открытием девятой планеты — Плу- 
тона (1930 г.) Движение двойных 
звезд и форма звездных скоплений, 
структура галактик и их взаимодей- 
ствие друг с другом — все подчиня- 
ется открытому Ньютоном закону все- 
мирного тяготения. 

Успехи были столь велики, что воз- 
никла иллюзия, будто все в мире опи- 
сывается с помощью законов Ньюто- 
на. К сожалению (а может, наоборот, 
к счастью), действительность оказа- 
лась гораздо богаче. Научная рево- 
люция ХХ века привела к созданию 
новой картины мира, в которой зако- 
ны Ньютона нашли свое точное место 
среди других фундаментальных зако- 
нов природы. 

Е. Е. Городецкий 
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Расширение 
газа в пустоту 


Спросите кого угодно, что произойдет 
с температурой идеального газа, кото- 
рый расширяется в замкнутом сосуде 
без теплообмена с окружающей сре- 
дой, и почти все вам ответят, что газ 
охладится. Не верьте! Это не всегда 
так. 

ВЗообразим такой мысленный экспе- 
римент. Пусть одна половина тепло- 
изолированного сосуда занята идеаль- 
ным газом с давлением р! и темпера- 
турой Т., а другая — пуста (рис. 1). 
В некоторый момент уберем перего- 
родку между половинами сосуда. Газ, 
естественно, будет расширяться, при- 
чем в пустоту, и после многочислен- 
ных столкновений его молекул со стен- 
ками и между собой установится но- 
вое равновесное состояние. Ясно, что 
теперь объем газа вдвое больше: 
У.=21И,. А каковы его давление р› 
и температура Т.? 

С одной стороны, так как процесс 
адиабатический, точки, соответствую- 
щие начальному и конечному состоя- 
ниям газа, должны лежать на адиаба- 
те 1—2’ (рис. 2). Адиабата, как изве- 
стно, падает круче изотермы, поэтому 
температура газа должна уменьшать- 
ся: ТТ. 

С другой стороны, посмотрим, что 
говорит первый закон термодинамики. 
Количество теплоты @, подведенное 
к газу, идет на увеличение его внут- 
ренней энергии АМ и на работу по 
расширению 4: 

Э—=Хо-А. 

В нашем случае @—=0 (по условию 
адиабатичности). А какая работа со- 
вершается газом? Да никакой, пото- 
му, что он расширяется в вакуум, со 
стороны которого не встречает проти- 
водействия. Значит, и сила, и работа 
равны нулю: А—=0. Следовательно, и 
изменение внутренней энергии тоже 
равно нулю: АЙ=0. Но поскольку 
в случае идеального газа внутрен- 
няя энергия зависит только от темпе- 
ратуры, температура не изменится: 
Т2=Т, и давление станет равным 
р2==2р'/2. Это означает, что точки, со- 
ответствующие начальному и конеч- 
ному состояниям, будут лежать на 
изотерме 1—2. 
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Рис. 1- 


Рие. 8. 


А что происходит между этими со- 
стояниями? К сожалению, школьная 
термодинамика ничего об этом ска- 
зать не’может. Почему? Да потому, 
что вся она верна только для очень 
медленных (так называемых квази- 
статических) процессов, которые про- 
исходят со скоростями, много мень- 
шими тепловой скорости движения 
молекул. В нашем же случае как 
только мы уберем перегородку, газ 
буквально бросится в вакуум со ско- 
ростью порядка тепловой скорости 
молекул и даже еще быстрее, потому 
что в газе есть отдельные молекулы, 
скорость которых намного больше теп- 
ловой. А тут термодинамика просто 
неверна. Вот почему на рисунке 2 мы 
изобразили неизвестный нам процесс 
штрихами, а не сплошной линией. 

Все наши рассуждения справедли- 
вы для случая идеального газа. А если 
газ не идеальный? Тогда его молеку- 
лы взаимодействуют друг с другом, и 
внутренняя энергия газа складывает- 
ся из кинетической энергии движения 
молекул и потенциальной энергии их 
взаимодействия. 

На рисунке 3 изображена зависи- 
мость потенциальной энергии П взаи- 
модействия двух молекул от расстоя- 
ния г между ними. Там, где потен- 
циальная энергия минимальна (точ- 
ка го), вещество конденсируется, т. е. 
переходит в жидкое состояние. Так 
как, по условию, мы имеем в началь- 
‘ный момент газ, то среднее расстояние 
между молекулами соответствует точ- 
кег, > Го. После удвоеиия объема сред- 
нее расстояние между молекулами 
станет равным го== г! \/2 >> г,. Получи- 
лось, как будто в результате расши- 
рения газ слегка ‹вытащилиь наверх, 
по склону потенциальной ямы. Но кто 
поработал над тем, чтобы увеличить 
потенциальную энергию на АП? Ни- 
кто. И сам газ тоже ни над кем не 
работал. Поэтому остается признать, 
что увеличение потенциальной энер- 


Рис. 3. 


гии произошло за счет уменьшения 
кинетической энергии движущихся 
молекул. Значит, и температура — 
мера средней кинетической энергии 
молекул газа — в результате расши- 
рения слегка упадет. Но это верно 
только в случае реального газа. 

А. Л. Стасенко 


Электромагнитная 
индукция и принцип 
относительности 


В 1831 году Фарадей открыл явление 
электромагнитной индукции. Он обна- 
ружил, что изменение магнитного по- 
тока через поверхность, ограниченную 
замкнутым контуром, приводит к воз- 
никновению в нем электрического то- 
ка. Опыты Фарадея убедительно дока- 
зали, что сила индукционного тока 
(а значит, и величина ЭДС индукции) 
совершенно не зависит от того, по ка- 
кой причине меняется магнитный по- 
ток. Можно менять внешнее магнит- 
ное поле, оставляя контур неподвиж- 
ным, — для этого надо либо переме- 
щать источник поля (катушку с током, 
постоянный магнит), либо менять си- 
лу тока в катушке, создающей поле 
(например, как Фарадей, размыкать 
и замыкать цепь катушки). Но можно 
поступить иначе: не меняя магнитно- 
го поля, добиться изменения магнит- 
ного потока перемещением самого 
контура или его деформацией (как, на- 
пример, в генераторе переменного то- 
ка, где ЭДС индукции возникает в 
проволочной рамке при ее вращении 
в неизменном магнитном поле). В лю- 
бом случае индуцированная ЭДС ока- 
зывается пропорциональной скорости 
изменения магнитного потока (закон 
Фарадея), а направление индукцион- 
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ного тока определяется правилом Лен- 
ца («Физика 9», 5 92, 93). 

Сэмому Фарадею казалось совер- 
шенно естественным, что оба вариан- 
та описываются одним и тем же зако- 
ном. Однако внимательный анализ 
показывает, что такая ситуация явля- 
ется далеко не очевидной. Попробуем 
разобраться в этом вопросе ноподроб- 
нее. 

При перемещении контура в маг- 
нитном поле, которое не изменяется 
со временем, роль сторонней силы, по- 
рождающей ток в цепи, играет сила 
Лоренца, которая действует со сторо- 
ны магнитного поля на любой движу- 
шийся заряд. Напомним известный 
вам пример («Физика Ф», $ 95). Пусть 
в однородное магнитное поле с иидук- 


цией В номещен прямоугольный кон- 
тур, плоскость которого перпеидику- 
лярна линиям индукции (рис. 1). Одна 
из сторон контура представляет собой 
перемычку со скользящими контак- 
тами. Если перемещать перемычку со 
скоростью о, то в ней возникнет ЭДС 
ннлукции # = Вы (1 — длина пере- 
мычки). Действительно, на свободный 
заряд 4 в движущейся перемычке дей- 
ствует сила Лоренца Ё == д0оВ (направ- 
ление силы указано стрелкой); соот- 
ветствующая этой сторонней силе ЭДС 
— те —=Вы., 
9 9 9 

где А — работа сторонней силы на 
ллине перемычки. Сравним этот ре- 
зультат со скоростью изменения маг- 
нитного потока: 

УР | м = | а м 

\! Ем 


\ 
Легко также проверить, что знак воз- 
никшей ЭДС соответствует правилу 
Лениа. 

Разобранный пример показывает, 
что в случае движения проводников 
и постоявном магиитном поле возиик- 
новение индукционного тока не пред- 
ставляет собой принципиально нового 
физического явления. 

Совсем другая картина получается 
в случае неподвижного контура, по- 


| 


— че 
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мещенного в изменяющееся со време- 
нем магнитное поле. Так как свобод- 
ные заряды в проводнике изначально 
неподвижны (разумеется, хаотичное 
тепловое движение мы не учитываем), 
магнитное поле на них не действует и 
поэтому не может вызвать их направ- 
ленного перемещения. Следовахельно, 
индукционный ток может появиться 
только под действием электрического 
поля. Как оно возникает и какими 
свойствами обладает? 

Ясно, что во многом это электриче- 
ское поле отличается от известного 
электростатического поля. Например, 
оно создает ЭДС в замкнутом контуре, 
значит, его работа по перемещению 
зарядов по замкнутому пути не равна 
нулю. Это поле вихревое, т. е. его сило- 
вые линии имеют вид замкнутых ли- 
ний. Ит д. 

Мы видим, что анализ ситуации, 
возникающей в случае неподвижного 
контура в переменном магнитном по- 
ле, приводит к широкому кругу совер- 
шенно новых физических явлений, 
указывающих на прямую взаимосвязь 
электрического и магнитного полей. 
Так Максвелл в 1860 году пришел к 
выводу, что переменное во времени 
магнитное поле всегда порождает вих- 
ревое электрическое поле. Далее, сле- 
дуя внутреннему ощущению симмет- 
рии физических законов, он постули- 
рует факт, не подкрепленный в то 
время никакими экспериментами: пе- 
ременное во времени электрическое 
поле всегда, в свою очередь, порож- 
дает магнитное поле. Придав этим фи- 
зическим утверждениям математиче- 
ски симметричную форму (уравнения 
Максвелла), он завершил построение 
единой теории электромагнитного 
поля. 

После всех этих рассуждений мо- 
жет показаться, что закон электро- 
магнитной индукции описывает два 
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совершенно разных физических явле- 
ния. В постоянном магнитном поле 
индукционный ток в движущемся кон- 
туре вызывается самим магнитным 
полем, а изменяющееся магнитное по- 
ле порождает вихревое электрическое 
поле, которое и заставляет заряды 
двигаться вдоль неподвижного конту- 
ра. Так почему же закон электромаг- 
нитной индукции для этих случаев 
один и тот же? Что это — удивитель- 
ное совпадение? Оказывается, в этом 
«совпадении» проявляется глубокая 
связь теории электромагнитного поля 
со специальной теорией относитель- 
ности, в основе которой лежит прин- 
цип относительности Эйнштейна. (Ос- 
новные идеи специальной теории от- 
носительности были сформулированы 
Эйнштейном в 1905 году.) Согласно 
этому принципу все явления природы 
(не только законы механики, как это 
следует из принципа относительности 
Галилея) должны происходить одина- 
ково во всех инерциальных системах 
отсчета. Важное следствие этого прин- 
ципа заключается, в частности, в том, 
что нельзя однозначно, вне зависимо- 
сти от системы отсчета, сказать, какие 
поля существуют в окружающем про- 
странстве. 

Рассмотрим в качестве примера 
взаимодействие двух электронов с точ- 
ки зрения двух наблюдателей (рис. 2). 
Наблюдатель А утверждает, что дви- 
жущиеся заряды создают вокруг себя 
как электрическое, так и магнитное 
поле, и кроме кулоновского отталки- 
вания между ними действует магнит- 
ное притяжение (как между парал- 
лельными токами). Наблюдатель Б 
не согласен с ним и утверждает, что 
магнитного поля нет, раз заряды по- 
коятся, и между электронами дейст- 
вует только кулоновское отталкива- 
ние. Принцип же относительности 
примиряет обоих наблюдателей, 
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что оба они 


утверждая, правы, по- 
скольку нонятия электрического и 
магнитного полей являются относи- 
тельными, зависящими от системы 
отсчета. Оба эти поля выступают как 
части единого целого — электромаг- 
нитного поля. 

Вернемся, однако, к закопу Фарадея 
и представим себе следукиций мыслен- 
ный эксперимент. Будем сближать по- 
стоянный магнит и замкнутый прово- 
дящий контур (рис. 3). Гальванометр, 
включенный в контур, зафиксирует 
индукционный ток. Отклонение стрел- 
ки гальванометра увидят как наблю- 
датель А, который стоит нэ магните, 
так и наблюдатель Б, сидящий на кон- 
туре. «Все ясно, — скажет наблюда- 
тель А, — контур движется в постоян- 
ном поле моего магнита, па заряды 
в контуре действует сила Лоренца -— 
вот и течет ток!». Наблюдатель Б ска- 
жет иное: «Магнит приближается к 
моему неподвижному контуру. Изме- 
няющееся магнитное поле порождяет 
вихревое электрическое поле оне и 
создает ток в контурс!. Но, по Эйн- 
штейну, оба наблюдателя правы. Оба 
они видят одно и то же отклонение 
стрелки гальваномстра, т. ©. один и 
тот же результат проявления закона 
Фарадея. А это озназает, ито и сам 
закон Фарадея, конечно же, должен 
быть одинаковым для обоих рас- 
смотренных случаев. 





А.И. Червоиццен 
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Язык Лого 


Урок 2: Черепашья академия 


А А. ДУВАНОВ. Ю. А. ПЕРВИН 


Арифметика Лого. 


ЭВМ, конечно же, должна уметь вы- 
числять. Мы можем набрать на кла- 
виатуре команду ВПЕРЕД 10-20. 
Машина сложит 10-20 и пошлет 
Черепаху на 30 шагов вперед. 
Во всех ранее введенных командах 
вместо конкретного числа шагов или 
градусов поворота можно использо- 
вать арифметическое выражение. Ма- 
шина выполнит указанные в нем 
действия, округлит результат до 
ближайшего целого числа и будет ис- 
пользовать это число как параметр 
команды. Так, движения испол- 
нителя будут совершенно одинаковы 
при выполнении команд 
НАЗАД (100-+20)/5 и НАЗАД 24 
ВПРАВО 30—200/(2-3) и ВПРАВО —10 
ВЛЕВО 20/3 и ВЛЕВО 1. 

В языке Лого в качестве знаков 
арифметических операций использу- 
ются: 
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—-- операция сложения; 

— операция вычитания; 

Ж операция умножения; 

/ операция деления. 
Круглые скобки служат, как обычно, 
для управления порядком действий. 
Выражения должны быть чвытяну- 


ты» в строку: (2-7)/5, а «много- 
этажные» записи типа = недопу- 


стимы. Это ограничение связано с тем, 
что на клавиатуре ЭВМ все символы 
выражения можно набирать только 
последовательно. Все знаки в ариф- 
метическом выражении должны быть 
явно указаны. Запись вида ВПЕРЕД 
(3-7) (40-30) заставит машину при- 
знаться: 
НЕПОНЯТНО ЧТО ТАКОЕ (3-7) (40430) 
Правильно следует писать: ВПЕРЕД 
{ЗЕ Т) к (40-30). Десятичные дроби 
в Лого записываются как обычно, 
но вместо запятой для отделения дроб- 
ной части используется точка. 

Черепаха одинаково среагирует на 
команды: 
ВПЕРЕД 2 ж(48+3)/2. 5 и ВПЕРЕД 40 
ВПРАВО 180/3. 14 и ВИРАВО 57 

Все эти, не совсем привычные, пра- 
вила записи арифметических выраже- 
ний не имеют никакого откошения 


к самому предмету программирова- 
ния и связаны лишь с несовершенст- 
вом нынешних машин, но в силу это- 
го становятся суровой необходимо- 
стью, когда действительно нужно за- 
дать программу реальной ЭВМ. 
Коль скоро ЭВМ может считать, 
естественно, что она умеет выводить 
на экран результаты своих вычисле- 
ний. Для того, чтобы заставить. ма- 
шину напечатать на экране резуль- 
тат деления 25 на 4, достаточно дать 
ей команду: 
пиши 25/4 


Выполняя команду, ЭВМ зажигает 
на экране результат: 6.25. Заметьте, 
без округления! Дело в том, что 
округляются только параметры 
команд, заставляющих Черепаху пе- 
ремещаться. И в самом деле, ведь 
единицей перемещения является чис- 
ло «шагов» — точек экрана, которое 
должно быть целым. Машина же уме- 
ет вычислять (и выдавать) результат 
с весьма высокой точностью. 


Задача 1 (на тренировку записи выра- 
жений). а) Запишите команду НАЗАД без 
знаков операций. выполняющую то же дейст- 
вие, что и команда НАЗАД (42ж5/7—15)/7; 
6) Заставьте машину сосчитать арифметическое 
выражение . 


5 21 6 
= Се + 


6 ‘0,56 "19. 21.31). 


Так необходимые имена 


.. Мою подругу зовут Валентина. 
Правда, красивое имя? 

-.. Кис-кис! Феропонт, котик, иди сю- 
да. 

-.. Величина, именуемая х, не может 
принимать нулевое значение, когда 
она является знаменателем дроби 1/х. 

Имена служат удобным средством 
для идентификации людей, живот- 
ных, предметов, понятий, явлений, 
т. е. для выделения конкретного 
объекта среди других, однотипных с 
ним. В языках программирования 
имена так и называются — иден- 
тификаторы. Как и в математике, они 
обозначают переменные величины. 
Идентификатором в Лого может быть 
произвольное слово, такое как 21, 
СТОРОНА или ВАСЯ. Идентификато- 
ром, как ярлыком, помечается неко- 
торая область в памяти ЭВМ, где 
хранится значение переменной. Что- 
бы различить, когда идет речь об 
именуемой области памяти, а когда 
о ее содержимом, в Лого в первом 
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случае перед идентификатором пере- 
менной ставят кавычку, а во втором — 
двоеточие. Так, запись ‹Х означает 
имя переменной Х, а запись :Х — 
значение этой переменной. 

В Лох существует специальная 
команда СДЕЛАЙ, называемая 
командой присваивания, при помощи 
которой переменным можно присваи- 
вать значения. Например, при выпол- 
нении команды 
СДЕЛАЙ +Х 1 


ЭВМ запишет в область памяти, от- 
веденную переменной Х, числовое зна- 
чение 1, а выполнение следующей за 
ней команды у 
СДЕЛАЙ «Хх :Х-Е 
приведет к увеличению значения пе- 
ременной Х на 1, так что Х получит 
значение 2. | 

Итак, в команде присваивания — 
три части: обязательное (ключевое) 
слово СДЕЛАЙ, идентификатор пере- 
менной и выражение. По этой коман- 
де сначала вычисляется арифмети- 
ческое выражение. Если в нем 
есть переменные, то эти значения из- 
влекаются из соответствующих обла- 
стей памяти и подставляются в вы- 
ражение. Результат вычислений ста- 
новится значением переменной, иден- 
тификатор которой располагается не- 
посредственно за словом СДЕЛАЙ. 
Вот пример: 
СДЕЛАЙ «ВАСЯ 2 
СДЕЛАЙ «ВАСЯ :ВАСЯ ж :ВАСЯ +1 
(переменная ВАСЯ получает значение 
5)- Рассмотрим другой пример, свя- 
занный уже с геометрией. 





Рис. Г. 
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СДЕЛАМ СТОРОНА 100 СДЕЛАИ +УГОЛ 180 
ПОВТОР 4 {В СТОРОНА ЦП :УГОЛ/2] 
ПОВТОРИ 4 [В :СТОРОНА/2 П :УГОЛ/2] 
(нарисованы два вложенных друг в 
друга квадрата, с совмещенным ле- 
вым нижним углом). 

Задача 2. Составьте программу, вычис- 


ляющую объем ангара, изображенного на ри- 
сунке 1. 


Процедуры с параметром 


Занимаясь арифметикой и рассуждая 
об именах, мы совсем забыли нашу 
Черепаху, которая весьма умело чер- 
тит ... если ею правильно унрав- 
лять. Давайте научим Черепаху ри- 
совать вот такую «пирамиду» (рис. 2). 
Задача решается при помощи вызо- 
ва процедуры ПИРАМИДА, описание 
которой имеет вид 
ЭТО ПИРАМИДА 
ПРЯМОУГОЛЬНИК 1 
НР В 10 п 90 В 20 ЛОР 
ПРЯМОУГОЛЬНИК? 
НР В1ОП 90 В 10 Л90Р 
ПРЯМОУГОЛЬНИК 
НР В 101090ВБЛУэУОР 
ПРЯМОУГОЛЬНИКА 
КОНЕЦ 
Здесь использованы четыре ‹прямо- 
угольных» процедуры: 
ЭТО ПРЯМОУГОЛЬНИК1 
ПОВТОРИ 2 [В 10 П 90 В 80 П 90] 
КОНЕЦ 
ЭТО ПРЯМОУГОЛЬНИК? 
ПОВТОРИ 2 [В 10 П9ОВчО п 90] 
КОНЕЦ 
ЭТО ПРЯМОУГОЛЬНИКЗ 
ПОВТОРИ 2 [В 10190 В 201 90] 
КОНЕЦ 
ЭТО ПРЯМОУГОЛЬНИК 
ПОВТОРИ 2 [В 10 П 90 В 10П 90] 
КОНЕЦ 
Они очень похожи друг ны друга. 
В таком случае можно записать 
всего одну процедуру с параметром, 
вынесенным в заголовок описания 
процедуры и названным, например, 
СТОРОНА. Тогда в описании процеду- 
ры вместо размера стороны прямо- 
угольника будет фигурировать имя 
СТОРОНА, обозначающее значение 
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из таким образом поименованной 

области памяти. 

ЭТО ПРЯМОУГОЛЬНИК :СТОРОНА 
ПОВТОРИ 2 [В 10 П 90 В СТОРОНА 
П 90] 

КОНЕЦ 


Параметр процедуры, представляю- 
щий собой имя переменной, называ- 
ется параметром описания процедуры, 
или ее формальным параметром. 

Наша процедура вызывается к ис- 
полнению при помощи команды 

ПРЯМОУГОЛЬНИК о, 
где « — арифметическое выражение 
(в частности, число), называемое 
фактическим параметром процедуры, 
или параметром вызова. Вызов про- 
исходит так: формальному параметру 
СТОРОНА выделяется область сво- 
бодной памяти (возможно при каждом 
вызове разная); вычисляется факти- 
ческий параметр и его значение поме- 
щается в выделенную для формаль- 
ного параметра область; выполняются 
команды тела процедуры; после этого 
область памяти, временно отведенная 
под параметр, объявляется свободной. 

Переменная, для которой место в 
намяти отводится каждый раз зано- 
во в момент вызова процедуры, на- 
зывается локальной переменной этой 
процедуры. Формальные параметры 
процедуры в Лого — это локальные 
переменные. 

Даже если несколько процедур ис- 
пользуют одинаково поименованные 
формальные параметры, это не опасно 
для программы, вызывающей эти 
процедуры. Действительно, формаль- 
ные параметры локальны, и значит, 
будучи занятыми во время выпол- 
нения некоторой процедуры, соответ- 
ствующие области памяти освобожда- 
ются к ее завершению и могут быть 
использованы под любым (и в том 
числе, тем же самым) именем в дру- 
гих процедурах. Таким образом, ло- 
кальность формальных параметров 
позволяет распределять составление 
сложной программы, включающей не- 
сколько процедур, между целым кол- 
лективом программистов. В следую- 
щем примере 


ЭТО А :-Х :У 

ВПЕРЕД :Х ВПРАВО :У ВПЕРЕД :Х 
КОНЕЦ 
СДЕЛАЙ +Т 45 


А :Т :Тжа 
переменные Х, У — формальные, а 
выражения :ГТ и :ТЖ?2 — фактиче- 


ские параметры процедуры А. Соот- 


120} 601 30] 1 


Рис. 3- 


ветствие между формальными и фак- 
тическими параметрами — позицион- 
ное: первый формальный параметр 
соответствует первому фактическому, 
второй — второму и т. д. 
Вернемся теперь к нашей пирамиде. 

ЭТО ПИРАМИДА 

ПРЯМОУГОЛЬНИК 80 

НРВ 100 90 В 20 Л590Р 

ПРЯМОУГОЛЬНИК 40 

НР В 10090 в 10 Л90Р 

ПРЯМОУГОЛЬНИК 20 (1) 

НРВИП90ВБЬЛУР 

ПРЯМОУГОЛЬНИК 10 
КОНЕЦ 

Задача 3. В программе (1) четырежды 

повторяется вызов процедуры ПРЯМОУГОЛЬ- 
НИК, правда. с разным, но закономерно 
изменяющимся фактическим параметром. Про 
анализировав закономерности программы, со- 
ставьте описание процедуры с параметром ПИ- 
РАМИДА:ОСНОВАНИЕ, где вызов процедуры 
ПРЯМОУГОЛЬНИК осуществлялся бы внутри 
цикла. Предложите, по крайней мере. два 
вариаита такой программы. Объясните, какой 
из них и почему, по вашему мнению, лучию. 
Используйте вашу программу для рисова- 
ния пирамиды с основанием 120. 


Программисты стараются всегда, 
когда это возможно, сделать свои про- 
граммы универсальными. 


Задача 4. Расширьте возможности преды- 
дущей программы, описав процедуру, которая 
рисует пирамиду с произвольной высотой 
кольца. Нарисуйте с помощью вашей новой 
программы рисунок, составленный из двух 
пирамид (рис. $3). 


Правильные многоугольники 


Рисуя правильные многоугольники с 
тремя, четырьмя, пятью, ... сторонами 
(рис. 4), легко убедиться, что с воз- 


Рас. 4. 
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Риге. 5. 
растанием числа сторон фигура ста 
новится все более «круглой». На пра- 
вильном шестиугольнике уже виолне 
можно ехать, как на колесе, если 
он достаточно мал (рис. 5)1 
Угол правильного п-угольника ра 
вен 180—360/п градусов. Значит, 
Черепаха после отрисовки каждой 
стороны донжина поворачиваться на 
дополнительный угол, равный 360 п 
градусов. Вот описание процедуры 
для построения произвольного пра- 
вильного п-угольника: 
ЭТО ПРАВИЛЬНЫЙ :№ СТОРОНА 
ПОВТОРИ :М№М [В СТОРОНА И 350/№] 
КОНЕЦ 
Вызов 
ПРАВИЛЬНЫЙ 4 100 


нарисует на экране квадрат со еторо 
ной 100, а вызов 
ПРАВИЛЬНЫЙ 8 20 


— правильный восьмиугольник го 
стороной 20. Наконец, рисунок пра 
вильного 360-угольника 0 сторо 
ной | — это вызов 

ПРАВИЛЬНЫЙ 360 1 


Это наилучшее приближение чи: 
ружности, созданаемое Черенахой, 
которая не умеет поворачиватьея на 
углы, меньше ] градуса. и переме 
щаться на расстояния, меньше | че- 
репашьего шага. Длина этой окруж 
ности 360 шагов, а радиус К 
—360/2 д, т. е. приблизительно 57 ша 
гов. Увеличить ее радиус можно, гс- 
ли при обращении к процедуре 
ПРАВИЛЬНЫЙ будет увеличена сто 
рона. А вот уменынить радиус мож- 


но, только уменьшив число сторон 
многоугольника. 
Звдача 5. Придумайте процедуру 


ОКРУЖНОСТЬ с одним нараметром РАДИУС. 
Она должна рисовать нзилучциее нозможное 
приближение к окружности заланног» радиуса. 
Точку расположения Черепихи на экране 
используйте в качестве центри окружнютти, 
в которую исполнитель должен  вервутьел 
после завершения рисоцания. 
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Орех 


Решение систем 
тригонометрических 
уравнений 


Кандидат физико-математических наук 
А. А. БОЛИБРУХ, 

кандидат физико-математических наук 
В. М. УРОЕДВ, 

профессор М. И. ШАБУНИН 


В данной заметке на примерах задач, предла 
гавшихся в разные годы на вступительных 
экзаменах в МФТИ {письменных и устных), 
приведены некогорые способы решения систем 
тригонометрических уравнений. 


Напомним определения, относящиеся 
к любым, не обязательно тригономет- 
рическим, системам. Если каждое ре- 
шение одной системы является реше- 
нием другой системы, то вторая систе- 
ма называется следствием первой. 
Если первая система является след- 
ствием второй, а вторая — следствием 
первой, то такие системы называются 
равносильными. 

Укажем некоторые преобразования 
систем, в результате которых полу- 
чаются системы, равносильные ис- 
ходной. 

1. Любое уравнение системы можно 
заменить равносильным ему уравне- 
нием. 
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2. Любое уравнение системы можно 
заменить уравнением, которое полу- 
чается сложением данного с другим 
уравнением системы. 

3. Значение неизвестного, найден- 
ное из некоторого уравнения систе- 
мы, можно подставить в любое дру- 
гое уравнение той же системы. 

4. К системе можно добавить урав- 
нение, являющееся следствием данной 
системы. 

5. Если система содержит уравне- 
ние /.-&—0, где функции ри= 
определены на одном и том же мно- 
жестве, то она равносильна совокуп- 
ности двух систем, в одной из которых 
уравнение /{-&—0 заменено урав- 
нением /—О0, а в другой — урав- 
нением в = 0. 

Приступая к решению системы три- 
гонометрических уравнений, целесо- 
образно вначале проверить, нельзя ли 
непосредственно из какого-либо урав- 
нения системы выразить одно из не- 
известных через другие. 

Задача 1 (МФТИ, 1983). Решите 
систему уравнений 


ЧЕХ ву=1 ху (1) 
| эт 2у— 2 зт х=1. (2) 
Решение.. Исходная система име- 


ет смысл лишь в случае, когда опреде- 
лены функции хи № у, т.е. выпол- 


няются условия 
20$ х 5= 0, созыи = 0. {3) 
Рассмотрим первое уравнение. Есте- 
ственно было бы разделить обе его 
части на | — Шшх- Шуи восполь- 
зоваться формулой тангенса суммы. 
Тогда уравнение (1) можно было бы 
переписать в виде 


в (ху =; (4) 
но при этом мы можем потерять те 
решения системы (1), (2), для которых 

1 — шх- шиуи=о. (5) 
Однако легко убедиться в том, что 
система (1), (2), (5) не имеет решений. 
В самом деле, если бы существовали 
решения этой системы, то из уравне- 
ния (1) следовало бы, что $ х и = 
= 0. Но тогда уравнение (5) приняло 
бы вид 1-1 4’ у= 0, и следователь- 
но, оно бы решений не имело. 

Таким образом, исходная система 
при условии (3) равносильна систе- 
ме (2), (4). 

Из уравнения (4) находим х | и = 
— л/4 -{ лм, т. е. 

у= л/4 Рлп—х, п61. (6) 
Теперь найденное для у выражение 
подставим в уравнение (2) исходной 
системы: 
эт (л/2 — 2х + 2лп) — 2 зтх = 1. 
Полученное уравнение приводится к 
виду эт х (2 зтх -| 2) = 0, откуда 

а) зтх =0, х= шт, те, 

6) зш х = —-/2/2, 

х = (—1)* *'л/4 | лЁ, ЕЕХ. 

По формуле (6) определяем соот- 
ветствующие значения у. Для серии а) 


у = л/4 | л(п`— т) п,теЕ 7; (7) 
для серии 6) 
у= я/4 — (—1)* 1 'л/4  лп — Е), 
п, ЕЕ 2. (8) 


Значения (х, и) из формулы (7) 
удовлетворяют условию (3). Для се- 
рии (8) требуется дополнительное 
исследование. Если зап х = —1/2/2, то 
с03 х = 0, так что первое неравенство 
условия (3) заведомо выполнено. Вто- 
рое неравенство соз и = 0 выполняет- 
ся не всегда. 

Если Е — четное число, т.е. Ё = 2р, 
где ре, то по формуле (8) находим 
у = л/2 + л(п — 2р). Для этих значе- 
ний у условие (3) не выполняется. 
Если же нечетное число, 
т. е = ар — 1, где рей, то у= 
=л (п — 2р +1) и условие (3) вы- 
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полнено. Соответствующие значения х 


находим по формуле б6): = 
— —31/4 + 2пр. 
Ответ: (лт; л/4  л(п — т)), 


{—3л/4 + 2лр; л(п — 2р + 1)), м, л, 
РЕ 7. 

Целочисленные параметры, входящие в за- 
пись решений системы, нельзя обозначать од- 
ной буквой. Это означало бы, что они обязаны 
принимать одинаковые значения, в то время 
как в действительности онн прииимают какие- 
угодно целые значения — одинаковые или 
разные. 


В дальнейшем #{, Ё, м, п, р, г, 3, &, 
если не оговорено противное, ирини- 
мают все целые значения. 

Задача 2. Решите систему урав- 
нений 

эт х- с05у = —1/2, 
созх. эти = 1/2. (9) 

Решение. Сложив уравнения си- 
стемы (9), а затем вычтя из второго 
уравнения первое, получим систему, 
равносильную системе (9): 

зщ (х + у) = 6, 
{ эт (и —х) = 
откуда последовательно находим 
х{у=лл, у — х= л/а |2 лЕ, 
х = л(п/2 — Е — 1/4), 
и = л(п/? Е Е- 1/4). 

Ответ: (п (п/? — Е — 1/4); 
я (п/2- Е- 1/4)). 

Так же, как систему (9), можно 
решить любую систему вида 

элх- зту—а, 
с0$5 Хх. с0з у = 6. 

К таким системам приводятся, на- 

пример, системы 


эх ‹ эту=а, 
{ 4х ШУ=Ь, 
этх. созу=а, 
{ {Ех - севу = 6. 


Если система содержит только две 
комбинации тригонометрических 
функций либо приводится к таковой, 
то, обозначив эти комбинации функ- 
ций за новые неизвестные, можно све- 
сти исходную систему к алгебраи- 
ческой. 

Задача 3. Решите систему урав- 
нений 


с05х — зтх = 1 - с0зу — эту, 
| Зэт 2х — 2зт ау = 3/4. {10} 
Решение. Воспользуемся тожде- 
ством 
(т х — соз х)? =1 — зт2х 


и обозначим 


со х — зтх=ыи, с05у — зту=ь; 
(11) 
тогда 
эт 2х = 1 — и?, эзт2у=1-— и", 
и система (10) сводится к алгебраи- 
ческой системе 
{ и= фо, 


Зи? — 2? = 1/4. (12) 


Система (12) имеет два решения: 
и, = — 9/2, в, = —11/2 и из = 1/8, 
о2 — —1/2. 
Рассмотрим вначале значения и, и. 
Возвращаясь к исходным перемен- 
ным, по формулам (11) получаем: 


{> х — зтх = — 9/2, 

с0$ у — ап у = —11/2. (13) 

Но уже первое уравнение систе- 

мы (13) решений не имеет, так как 
с08 Хх — зв х = 3/2 соз (х + л/4) > 
>—\/2> 9/2. 


Следовательно, система (13) решений 
нс имеет. 

Рассмотрим теперь значения из ио-. 
Вновь по формулам (11) получим 


Аа х — зшх = 1/2, 

с0$ и — пу = —1/2. 

Для первого уравнения находим 
совх. 1/\/2 — зтх- 1/2 = 
—=1/2-/2, соз (х +- 1/4) = 1/2\/2, 

х + л/4 = + агссоз(1/2-/2) -+ 2лл, 
х = —п/4 + агссоз (1/2-/2) | 2лл. 
Точно так же получаем 


у = —л/4 -Е агссоз (—1/2\/2) + 2лт. 


Таким образом, найдем следующие ре- 
шения исходной системы: 

(—л/4 = агссоз (1/2\/2) + 2лл; 
—л/4 + агссоз (—1/2/2) + 2лт) 
(знаки выбираются независимо друг 

от друга). 
В некоторых случаях систему удает- 
ся привести к виду 
те х = Ку), 
соз х = &(и), (14) 
откуда в силу основного тригономет- 
рического тождества эт? х -[ со$? х = 
—1 получаем уравнение /?(у) 
+ 2(у) = 1, содержащее лишь одно 
неизвестное. 
Если система приведена к виду 
ты х = Ки), 
сё х = &(у), 
то неизвестное х исключается пере- 
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множением уравнений: вх. 
= 1, откуда Ку). в(у) = 1. 
При таких способах решения необ- 
ходимо внимательно следить за тем, 
чтобы не потерять решений и не при- 
обрести посторонних решений. 
Задача 4 (МФТИ, 1918). Решите 
систему уравнений 
4 9пх — 2 эми == $3, 
о м (15) 
Решение. Систему (15) можно 
привести к виду (14). Сделав это, по- 
лучим равносильную систему 
ты 3/4 | 1/2 - зщ уи, 
с0$ х = 1/2 - с0$ у. (16) 
Возводя почленно уравнения систе- 
мы (16) в квадрат и складывая, полу- 
чаем уравнение, являющееся слелд- 
ствием системы (16): 


__® $: 1.2 1 2 
1 = тату у т У + = с03 у, 


сх = 


или 


зп и = 1/4, (17) 


откуда 
у = (—1)" агсзт 1/4  лл. (18) 

Из первого уравнения системы (16) 

с учетом (17) находим взтх == 7/8, 
х = (—1)” агсот 7/8 | лт. (19) 

Поскольку при решении систе- 
мы (15) могли появиться посторон- 
ние решения (использовалась оперяа- 
ция возведения в квадрат), необходи- 
мо произвести отбор, подставив най- 
денные значения (18), (19) во второе 
уравнение этой системы. 

Легко видеть, что при четных т 
и л в формулах (18), (19) соответ- 
ствующие значения с0$ х и с0$ у поло- 
жительны, а при нечетных т и п 
эти значения отрицательны. Таким об- 


разом, |соз х|= \Л — эт? х= \15/8, 
|с0$ и|= \15/4, так что для выпол- 


нения второго уравнения системы (16) 
требуется только, чтобы знаки созх 
и с0$ у совпадали. Отсюда получаем 


х = агсет с -- 2х, 
1 
О 
у агсзт а -+ 2л (20) 
= — агсзт и + (26 + ул, 


| у = — агсят 1 + (21+ Пл. 


Обе полученные серии (20) можно 
объединить и ответ записать в сле- 
дующем виде. 


Ответ: 


((— 1)? агсат т + др, 


{— 1)? агсаш + а (р -+ 2"). 


При решении тригонометрических 
систем часто бывает непросто сделать 
первый шаг, найти «ключ» к реше- 
нию задачи. Какие-то общие рекомен- 
дации здесь дать нельзя. Можно лишь 
посоветовать стараться применять та- 
кие преобразования уравнений систе- 
мы, которые приводят к появлению 
тригонометрических функций одного 
аргумента или хотя бы не увеличи- 
вают число функций с разными аргу- 
ментами. 

Задача 5 (МФТИ, 1982). Решите 
систему уравнений 

3 с0$ 3х = зщ (х + 25), (21) 
{ 3 эш (2х + у) = — созЗу. 

Решение. Если выразить члены 
уравнений через синусы и косинусы 
аргументов хи у, то получится до- 
вольно сложная система. Поэтому сле- 
дует избрать другой способ решения. 

Заметим, что сумма аргументов ко- 
синусов в уравнениях системы, рав- 
ная 3х -- Зу, совпадает с суммой аргу- 
ментов синусов. Учитывая это, пере- 
множим уравнения системы (21) 
«крест-накрест», т. е. умножим левую 
часть одного уравнения на правую 
часть другого. Получим уравнение 

—с05 Зх с0$ Зу = 
= эт (х + 2у) эт (2х Ни), (22) 
являющееся следствием системы (21). 

Заменим в уравнении (22) произ- 
ведения тригонометрических функций 
соответствующими суммами (разно- 
стями); получим после приведения по- 
добных сов (х — и) - соз (3х — Зи) = 
— 0, откуда 2 с0$ (х — у) - со0з (2х — 
—2у) = 0. Это уравнение распадается 
на два уравнения: 

с08 (х — у) = 0, (23) 
соз (2х — Зи) = 0. (24) 
Следовательно, система (21) равно- 
сильна совокупности систем (21), (23) 
и (21), (24). 
а) Из уравнения (23) следует, что 
х =у-фл/2 + лп. (25) 
Подставляя х из (25} в систему (21), 
получаем: 


3 с0$ (Зу + 3л/2 + Злп) = 
— эм (Зи - л/2 + лм), 
Зат (Зу Ел - 241) = —соз Зи. 
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Оба уравнения этой системы приво- 
дятся к виду 3 зп Зу == соз Зу, откуда 
= з атс и = [= . Из (25) нахо- 
дим соответствующие значения х. 
6) Рассмотрим теперь систему (21), 
(24). Из уравнения (24) находим 
х =у-+ л/4 + лЁ/2. Подставляя ‘это 
значение в систему (21), получаем: 
3 соз (Зуи - 3л/4 - ЗлЕ/2) = 
{ — зат (Зу + л/4 + лЁ/?), (26) 
Защ (Зу + л/2 + лЕ) = —соз Зу. 
Далее воспользуемся формулами при- 
ведения. Из второго уравнения систе- 
мы (26) следует, что созЗу = 0, 
т. е. у = л/б + лр/З. Подставляя это 
значение в первое уравнение, полу- 
чаем 
3 сов (пр + л/2 + 3л/4 + 3ЗлЕ/2) = 
= 11 (пр -- 31/4 -- лЁ/2), 
откуда (3 (—1* + эт (3/4 + 
+ =^/2) = 0. Последнее равенство не 
выполняется ни при каких целых #, 
поэтому система (26) несовместна, и 
в случае 6) решений нет. 


1 1 л лт 
ы — ат — — НН 
Ответ (аш ++” + 
1 1 лт 
+ хп; Загсы 5 +"). 
Упражнения 
Решите системы уравнений: 


1 (МФТИ, 1982). 
Чу ША х- щУ 
{ со82 у + \3 с08 2х = --1. 
2 (МФТИ. 1978). 
6 с05 х -{ 4 созу = 5, 
{ З зщ х -- 2 зщ у = 0. 
3 (МФТИ, 1982). 
2 сов (3х + у) = зш (х — в), 
{ 2 эщт (х - у) = соз {3х — и). 
4 (МФТИ, 1982). 
з1т (2х --у} 4-81 {2х — у) 
| 9х л/8)- соз у * и. 
5 (МФТИ, 1981). 
соз 2у - 1/2 == (© у — 1/2) (1 +- 2з1т 2х), 
{ ат уе? х -- с? х) = З с у. 
6 (МФТИ, 1976). 
эх + сов у: вщх = с08 2у, 
{ соб 2х -- вм 2у = в? у -- 3 соБу - эх. 
7 (МФТИ, 1978). 
у { ам х.- зтпу = созх, 
25тх. су +1= 0. 
8 (МФТИ, 1986). 
4х - эту + 2 с х с03 и = 3/51, 
{ 2х. зту—Шх. созу= 5/2. 
9 (МФТИ, 1982), Найдите все решения си- 
стемы уравнений 
| чех. яп у--2 а х- с08 у=-!5/2, 
2 ск х- зту- 4х: сов у=\/5/2. 
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ХХГ Всесоюзная 
олимпиада 
по математике 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. ВАВИЛОВ. 

кандидат физико-математических наук 
С. В. РЕЗНИЧЕНКО, 

кандидат физико-математических наук 
А. М. СЛИНЬКО 


Заключительный этап ХХЕТ Всесоюз- 
ной математической олимпиады 
школьников проходил в апреле 1987 
года во Фрунзе. В нем приняли 
участие 29 команд: 14 команд союз- 
ных республик, команды четырех 
зон РСФСР, Москвы и Ленинграда, 
а также 8 команд специализиро- 
ванных физико-математических школ 
и команда Фрунзе. Всего в олимпиаде 
участвовало 162 школьника: 3 семи- 
классника, 43 восьмиклассника, 58 де- 
вятиклассников и 58 десятикласени- 
ков (семиклассники решали задачи, 
предложенные для восьмиклассни- 
ков). 

Торжественное открытие олимпив- 
ды состоялось 12 апреля в здании 
филиала музея В. И. Ленина, а неза- 
долго до него участники олимпиады 
возложили цветы к памятнику 
В. И. Ленину. С теплыми словами при- 
ветствия, пожеланиями успешного 
выступления и честного соперничест- 
ва к участникам олимпиады при 
ее открытии обратились министр 
просвешения Киргизской ССР М. Б. 
Базаркулов, заведующий отделом 
школ, науки и учебных заведений 
ЦК КП Киргизии А. А. Акаев, 
старцтий методист Ученого методиче- 
ского совета Минпроса СССР Т. А. Са- 
рычева, заведующая отделом школь- 
ной молодежи ЦК ЛКСМ Киргизии 
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Л. М. Скудина, председатель жюри 
академик АН УССР Б. В. Гнеденко, 
зам. председателя жюри зам. директо- 
ра института математики АН Кир- 
гизии доктор физико-математических 
наук А. Н. Боташев и другие. С пись- 
менным приветствием к участникам 
олимпиады обратился министр про- 
свещения СССР С. Г. Щербаков. 

С первых минут пребывания на 
гостеприимной земле Киргизии и 
на протяжении всей олимпиады уча- 
стники были окружены теплотой и 
вниманием хозяев, превративших 
олимпиаду в настоящий праздник 
юных математиков. В программу 
олимпиады входили ставшие тради- 
ционными вечер дружбы народов 
СССР, встреча с учеными и передо- 
виками предприятий республики, по- 
сещения театров и экскурсии. Надол- 
го запомнится участникам экскурсия 
в Ала-Арчинское ущелье, где на- 
ходится Всесоюзный альплагерь. 

Заключительный этап олимпиады 
по традиции проводился в два тура, 
состоявшиеся 13 и 14 впреля. На 
каждом из них школьникам было 
предложено по четыре задачи, на ре- 
шение которых отводилось по пять 
часов. Циже приводятся условия всех 
задач олимпиады с указанием автора, 
предложившего задачу (звездочкой 
отмечены задачи, наиболее понравив- 
шиеся участникам и вошедшие в За- 
дачник «Иванта»). 

После проверки работ жюри олим- 
пиады оценило каждую задачу в 


= ы Е 


Таблица 1 


Г [зи [ты 
З 9 14 
(54—60) | (30—46) | (20—28) 


И оЯ РСЯ 
(39—45) | (31—37) 
о [о [т 

(54—56) | (45—50) 
итого [и || #2 | 


Таблица 2 





баллах (см. таблицу 1); наивысший 
балл получала задача, с которой спра- 
вилось наименьшее число участников. 
Затем на итоговом заседании жюри 
были выработаны критерии, на осно- 
вании которых присуждались [, Пи 
ИТ премии участникам олимпиады 
{см. таблицу 2, в которой в скобках 
указано число баллов). Наиболее 
трудными задачами оказались задачи 
второго дня в 9 классе: последнюю 
(восьмую) задачу не решил полностью 
ни один участник олимпиады. 

В программу олимпиады входили 
также Математический бой между ко- 
мандой участников и командой, сос- 
тавленной из членов жюри. На этот 
раз в упорной борьбе победила коман- 
да членов жюри, которую возглавлял 
победитель многих школьных олим- 
пиад преподаватель МГУ С. В. Коня- 
гин. Очень интересно и увлекательно 
прошли «компьютерные игры». 

13 апреля состоялась встреча участ- 
ников олимпиады с членами редкол- 
легии журнала «Квант»: зам. глав- 
ного редактора журнала Ю. П. Со- 
ловьевым, членами редколлегии А. П. 
Савиным и В. В. Вавиловым и чле- 
ном редакционного совета Г. Н. Яков- 
левым. На этой встрече участники 
получили ответы на интересующие 
их вопросы и высказали соображения 
о содержании уже опубликованных в 
журнале материалов, а также неко- 
торые предложения по тематике ста- 
тей и оформлению журнала в буду- 
щем. 

Быстро и незаметно пролетели во- 
семь дней олимпиады, но добрую па- 
мять о ней ребята сохранят на дол- 
гие годы. 


Задачи 

Первый день 

8 класс 

1. Десять спортсменов участвовали в тур- 
нире по настольному теннису. Каждые два из 
них сыграли между собой ровно одну партию. 
Первый игрок одержал в ходе турнира х. побед 
и потерпел у, поражений, второй одержал х2 
побед и потерпел у. поражений н так далее. 
Докажите, что 


и. хе. + и. 
А. Анджанс 


2. Известно, что с помощью набора из 6 гирь 
можно уравновесить 63 груза, веса которых 
являются последовательными натуральными 
числами. Найдите все такие наборы. 


А. Слинько 


3. Дан правильный семиугольиик А.А....Ат, 
Докажите, что 
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И Е 
А.А. Ад: Г А,А,` 
М. Розенберг 


4. Игра «Морской бой» происходит в квад- 
рате 7ТЖТ клеток. Какое наимекьшее число 
выстрелов необходимо сделать, чтобы навер- 
няка ранить четырехпалубный корабль, если 
известно, что он 


а) имеет вид [|||]? 


6) состоит из четырех клеток, примыкаю- 
щих друг к другу сторонами? 
А_ Холодов 


3$ класс 
1. Докажите, что ни при каком натураль- 
ном п число 
11987 {| 21987 |. 0987 
не делится на л{ 2. 


д. Митькин 
2. Какое наименыцее число фигур вида 


Н- нужно разместить в квадрате 8х 8 клеток, 
чтобы в него нельзя было больше поместить 
без наложения ни одной такой фигуры? 

А. Берзиньш 


3. Параллельно сторонам треугольника про- 
ведены три прямые. Каждая из прямых уда- 
лена от стороны, которой они параллельны, 
на расстояние, равное длине этой стороны. При 
этом для каждой стороны треугольника пя- 
раллельная ей прямая и противолежащая этой 
стороне вершина расположены по разные сто- 
роны от нее. Докажите, что точки пересечения 
продолжений сторон треугольника с тремя аро- 
веденнымн прямыми лежат на одной окруж- 
ности. 

Б. Чиник 


4.* На плоскости даны две замкнутые ло- 
маные, каждая с нечетным числом звеньев. 
Все прямые, содержащие звенья этих ломаных, 
различны, и никакие три из них не пересека- 
ются в одной точке. Докажите, что из каждой 
ломаной можно выбрать но одному звену так, 
чтобы они были противоположными сторонами 
некоторого выпуклого четырехугольника. 

А. Сердюков, Д. Фласс 


10 класс 
1. Найдите такой иабор из пяти различных 
натуральных чисел, в котором любые два числа 
взаимно просты, а любые несколько чисел 
дают в сумме составное число. 
Н. Агаханов 
2. Докажите, что если в выпуклом пятн- 
угольнике АВСРЕ имеют место равенства 
и АВС=ЕАРЕи { АЕС-=Х АБВ, то Х ВАС-= 
= АЕ. 
И. Сергеев 
$. Найдите все значения а, для каждого из 
которых последовательность 
со а, с08 2, с08 4, соз 8%, ... 


состоит только из отрицательных чисел. 
В. Салихов 


4. В квадрате из 1987хХ 1987 клеток выре- 
зана одна произвольная клетка. Докажите, что 
оставшуюся часть всегда можно’ разрезать 


на трехклеточные «уголкиь вида Н-. 
Р. Стадья 
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8 класс 

5. Положительные числа а, 6, с, А, В, С удов- 
летворяют условиям а -А=Ь-ЕВЕС+ЬС-АЕ. 
Докажите, что 


аВ-ЬС-+СА- К". 
д- Флаае 


6.* В каждой клетке квадратной таблицы 
1987 Х 1987 написано число, не превосходящее 
по модулю 1. В любом квадрате 2х2 данной 
таблицы сумма чисел равна 0. Докажите, что 
сумма всех чисел в таблице не превосхо- 
дит 1987. 


А. Меркурьев 


1. Вершина В угла АВС лежит вне окруж- 
иости, а лучи ВА и ВС ее пересекают. Из 
точки К пересечения луча ВА и окружности 
перпендикулярно биссектрисе угла проведена 
прямая, пересекающая окружность в точках 
КирР, а луч ВС — в точке М. Докажите, что 
отрезок РМ вдвое длиннее перпендикуляра, 
опущенного из цеитра окружности на биссек- 
трису угла АВС. 

в С Дужин 


8.* Два игрока поочередно выписывают на 
доске натуральные числа, не превосходящие р. 
Правилами игры запрещается писать на доске 
делители уже выписанных чисел. Проигрывает 
игрок, который не может сделать очередной ход. 

а) Выясните, что из игроков имеет выиг- 
рышную стратегию для р=10, и укажите ее. 

6) Выясните, кто из игроков имеет выигрыш- 
ную стратегию для р—=1000. 

Д. Фомик 


9 классе 
5. Дядька Черномор каждый вечер из 33 бо- 
гатырей назначает на дежурство 9 или 10 по 
своему усмотрению. Через какое наименьшее 
число дней может оказаться, что каждый из 
богатырей выходил на дежурство одинаковое 
число раз? 
Б. Ивдев 


6.* На цедочисленной решетке отмечено 
непустое множество узлов. Кроме того, задан 
конечный набор ненулевых векторов с целыми 
координатами. Известно. что если от любого 
отмеченного узла отложить лесе заданные век- 
торы, то среди нх концов будет больше отме- 
ченных узлов, чем неотмеченных. Докажите, 
что отмеченных узлов бесконечно много. 

Д. Флаае 


7. Выпуклый р-угольник (р>5)} разрезан 
по всем диагоналям. Докажите, что среди по- 
лучившихся при этом частей найдутся части 
разной площади. 

А. Анджанс 


8. Множество То состоит из всех чисел вида 
{2^1, где #==0, 1, 2,... При каждом значении 
р=1.2...., 1987 множество Т, получается до- 
бавлением к множеству 7, _, всех чисел, пред- 
ставимых в виде суммы нескольких различ- 
ных чисел из Т›_,. Докажите, что хотя бы 
одно натуральное число не принадлежит: мно- 
жеству Тноз?. 

С. Конягик 

10 классе 

5. См. задачу 8 для 8 класса. 

6.* График функции у-=/(х), определеиной 
на всей числовой прямой, переходит к себя 
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при повороте на угол 1/2 вокруг начала 
координат. 
а) Докажнте, что уравнение /1х)=х имеет 
ровно одно решение. 
6) Приведите пример такой функции. 
А. Клюшин 


Ч. Все грани выпуклого многогранника явля- 
ются треугольниками. Докажнте, что каждое 
ребро этого многогранннка можно покрасить 
в красный или синий цвет так, чтобы в итоге 
из любой его вершины в любую другую можио 
было попасть, двигаясь только по красным 
ребрам, а также только по синим. 

О. Ляшко 


8. Докажите, что при любом натуральном 
значении л справедливо неравенство 


Эпир {21пи"-- (2—1. 
Ю. Нестеренко 


ХХЕ Всесоюзная 
олимпиада 
по физике 


А. Р. ЗНЛЬБЕРМАН 


В этом году заключительный этап 
Всесоюзной олимпиады школьников 
по физике проходил в городе Таллине 
с 15 по 21 апреля. Торжественное 
открытие олимпиады состоялось 16 
апреля, а уже на следующий день 
участники писали теоретический тур. 
Вот условия теоретических задач {как 
обычно, часть этих задач опублико- 
вана в Задачнике «Кванта» в двух 
предыдущих номерах журнала): 

8 класс 

1. Маленький упругий мячнк отпускают с 
высоты Н=1 м над полом, а иа его пути 
закрепляют твердую пластинку, от которой он 
отскакивает. Какля скорость будет у мячикя в 
момент удара о пол? Как нужно расположить 
пластинку, чтобы мячик ударился о пол как 
можно дальше от начальной точки? Чему равно 
это максимальное расстояние? 

2. Папа Карло сделал для Буратино колпак 
из тонкой жести. Колпак имеет форму конуса 
высотой Н=20 см е углом а-=60? при вершине. 
Будет ли этот колпак держаться на голове у 
Буратино, если его голова — гладкий шар 
диаметром 4=15 см? 

3. Выполняя лабораторную работу, сту- 
деит опустил в сосуд с водой кипятильник, 
включил его в сеть и стал каждые 3 минуты 
записывать температуру. Данные этого опыта 
таковы: 

25,2° — 26,4° — 27,6° — 28,1° — 29,4° — 

30,6° — 31,5° — 32,3° — 33,1°. 

Затем он охладил воду, положив в сосуд 
небольшой металлический образец, и вновь 


провел опыт. Вот результаты этого опыта: 
22.6? — 23,8 — 25,0° — 26,0° — 27,0° — 
28,0° — 28,9 — 29,8° — 30,6°. - 


Определите но этим данным тенлоемкость об- 


разца. Напряжение сети И==35 В, ток через 
кипятильник 1=0,2 А, температура в комнате 
+= -+- 20 °С. я 

4. Для исследования солнечной батареи 
используется многопредельный вольтметр (он 
состоит из чувствительного микроамперметра и 
набора добавочных резисторов). Подключив 
его к батарее ня пределе 1 В, мы получаем 
показание И, =0,7 В. Переключив вольтметр на 
предел 1© В, мы получим (.—=2,6 В. Что получи- 
лось бы на пределе 100 В? Известно, что при 
неизменном освещении солнечная батарея ведет 
себя как обычный источник, последовательно к 
которому подключен резистор большого сопро- 
тивления. 


9 класс 

1. Длинная топкая нить с грузом на конце 
`переброшена через блок и привязана к носу 
модели лодки, которая может плыть по длин- 
ному прямолинейному каналу с водой (рис. 1). 
Лодку отпускают, а се скорость (в см/с) запи- 
сывают каждую секунду. К сожалению, со- 
хранился только конец этой зайнси: 

5,65—6,44—6,96—7,31—1,54—7.410 

—1.80—7.86 —71.91—7.94—7.96—7.97. 
Определите но этим данным скорость лодки 
через 0,1 секунды после того, как ее отпустнлн. 

2. Если полностью открыт кран холодной 
воды, а кран горячей воды закрыт (рис. 2). 
то ванна наполняется за т.=8 мин, а если при 
этом на выходное отверстие насадить шланг с 
душем на конце, то это время увеличится до 
т2=14 мин. Когда кран холодной воды закрыт, 
а кран горячей открыт полностью, время напол- 
нения ванны т;3=12 мин. То же, но с душем на 
конце, дает т.—=18 мин. За какое время напол- 
нится ванна, если полностью открыты оба кра- 
на? А если при этом насажен шланг с душем? 

3. Тонкостениый сосуд непрерывно откачи- 
вают насосом, однако из-за наличия микро- 


трещин в стенке сосуда в нем устанавлива-” 
ется неизменное давление ру—=0,001 мм рт. ст. 
Снаружи атмосферное давление нормальное — 
р.—=760 мм рт. ст., относительная влажность 
воздуха ‹=80 %. Найдите давление паров воды 


в сосуде. Давление насыщенных паров воды 
при данной температуре р,—=17,5 мм рт. ст. 

4. Для очисткн воздуха от пыли, которая 
в обычных условиях оседает очень медленно, 
можно использовать тот факт, что пылинки 
заряжены. В первом опыте стеклянный цилиндр 
(высотой Н-=1 м и радиусом основания Н= 
=0,1 м) с ныльным воздухом помещают в 
электрическое поле напряженностью Ё,= 
=—=1- 10° В/м, направленное вдоль оси цилннд- 
ра. Через время 1=2 мин вся содержавшаяся 
в цилиндре пыль осела на дно. Во втором 
опыте вдоль оси цилиндра натягивают тонкую 
проволоку и соединяют ее с источником высо- 
кого напряжения. Язвестио, что в этом случае 
напряженность поля Е— 1 /г, гдег — расстояние 
до оси. Напряжение источника подбирают так, 
чтобы ияапряженность электрического поля у 
стенок цилнидра была, как и в первом опыте, 
Е. Считая пылинкя одинаковыми, а заряды 
пылинок равными, определнте время оседания 
всей пыли на стенки цилиндра во втором 
опыте. Пылн в воздухе немного, так что объем- 
ным зарядом можно преиебречь. 

5. В схеме, приведсниой на рисунке 3, 
эмперметр показывает 7/,=20 мА. Если бата- 
рейку # . включить наоборот, ток увеличится до 
[- =35 мА. Какой ток потечет в исходной схе- 
ме, если лампочку замкнуть накоротко? Воль- 
тамперная характеристика лампочки приведе- 
на на рисунке 4. 


10 класс 

1. Но одной из гипотез звезды образуются 
из межзвездной среды (космическая пыль) 
путем сжатия под действием гравитационных 
сил. Оцените время образования звезды из 
гигантского сферического облака космической 
пыли плотностью @=2- 10—20 г/сы’. Можно 
считать, что при сжатии частицы не обгоняют 
друг друга. Гравнтационная постоянная 
С=6,67- 10-Й Н- м/км. 

2. В одном из научио-фантастических ро- 
манов описяиа ситуация, когдя фотонная ракета 
полностью потеряла скорость в окрестностях 
массивной звезды. Залас горючего достаточен 
лишь для того, чтобы при одиократном за- 
пуске двигателя выйти на круговую орбиту 
вокруг звезды. Но космонавтов это не устраи- 
вает. Они применяют такой маневр: за малое 
время расходуют три четверти горючего и раз- 
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гоняют корабль, переходя на орбиту, которая 
касается поверхности звезды. Затем они еще 
раз включают двигатель на короткое время. 
На каком расстоянии от центра звезды корабль 
находится в момент начала маневра, если 
горючего в обрез хватило для выхода из поля 
тяготения звезды? Радиус звезды Я. 

3. См. задачу 3 для 9 класса. 

4. В схеме, приведенной на рисунке 5, 
замыкают ключ К. Найдите максимальный ток 
через катушку Г. Найдите также максималь- 
ное напряжение ия конденсаторе С+. Нендеаль- 
ностью элементов схемы можно пренебречь. 

5. Лампочку накаливания подключают к 
сети переменного напряжения (220 В. 50 Ги) 
последовательно с резистором сопротивлением 
А = 00 Ом, а параллельяо лампочке присоеди- 
няют диод. Считая днод идеальным, нарисуйте 
график зависимости тока через лампочку от 
времени. Найднте мощность, выделяемую на 
лампочке. Вольтамперная характеристика лам- 
почки, енятая на постоянном токе, приведена 
на рисунке 6. 


При подборе задач методическая 
комиссия обычно старается сделать 
так, чтобы вариант содержал задачи 
различной трудности — от довольно 
простых до весьма сложных. (Не всег- 
да это в полной мере удается — мне- 
ния участников по поводу сложности 
задач порой не совпадают с мнением 
комиссии, причем комиссия чаще 
склонна преувеличивать сложность 
задач. Впрочем, бывает и наоборот.) 

На этот раз, как и предполагалось, 
более сложными для участников ока- 
зались задачи 8.2, 9.2, 9.4, 10.1, 10.4 
и 10.5. Относительно простыми были 
задачи 8.1, 8.4, 9.1, 9.5 и 10.3. 

Порядок проведения олимпиады 
практически не изменился по сравне- 
нию с прошлым годом, поэтому мы 
не будем подробно описывать работу 
жюри (прочесть об этом можно в 11 
номере «Квантаь за прошлый год). 

В воскресенье 19 апреля состоялся 
экспериментальный тур. Участникам 
были предложены задачи, подготов- 
ленные хозяевами олимпиады — уче- 
ными Эстонии. Хочется отметить две 
из них, не требующие сложного обо- 
рудования. Их можно повторить не 
только в физическом кабинете, но и 
дома. 


Первую делали восьмиклассники. 
Им были даны вырезанные из листа 
металла неправильные многоугольни- 
ки, и нужно было без весов опреде- 
лить отношение их масс. Пользовать- 
ся можно было линейкой (деревян- 
ной), бумагой и карандашом. Попро- 
буйте это сделать сами. Любопытно, 
что точность можно получить очень 
хорошую — до 1—2 %_. 
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Ккуапетесте.ги 


Вторая задача была предложена де- 
вятиклассникам. Довольно широко 
известна задача о длинной веревке, 
переброшенной через блок и сложен- 
ной бухтами по обе стороны от блока 
на подставках, расположенных на 
различных высотах. В этой задаче 
требуется определить скорость устано- 
вившегося «перетекания» веревки че- 
рез блок. Экспериментаторам же было 
предложено определить не только эту 
скорость (и зависимость ее от перепада 
высот), но и минимальную длину ве- 
ревки, при которой движение успевает 
установиться, и время установления. 
Если вы будете делать работу самосто- 
ятельно, то возьмите тонкую белье- 
вую веревку длиной 5—10 метров, 
блок не обязателен — стальной стер- 
жень вполне его заменит, если тре- 
ние невелико. Самое интересное в этой 
задаче — объяснить большие рас- 
хождения между теоретически выве- 
денным ответом о = \/&Н и результа- 
тами эксперимента. 

Кроме решения задач теоретическо- 
го и экспериментального туров, участ- 
никам было предложено множество 
интересных мероприятий: очень весе- 
лый концерт после церемонии откры- 
тия олимпиады (он наверняка запом- 
нился многим участникам и членам 
жюри), театральное представление, 
концерт ансамбля «Машина време- 
ни», вечера отдыха в школах, ин- 
тересные экскурсии по городу и ок- 
рестностям, спортивные состязания, 
встреча с выпускниками и студентами 
МГУ и МФТИ, которые сами в прош- 
лом были участниками и победите- 
лями таких олимпиад (известно, что 
участники всесоюзных олимпиад ста- 
новятся, как правило, хорошими 
студентами — а хорошие студенты 
нужны нсем, отсюда и интерес к ним 
со стороны солидных вузов), и еще 
многое — в том числе церемония 
закрытия олимпиады и награждение 
победителей. 


Список призеров олимпиады, полу- 
чивших дипломы [, Ти {Ш степени, 
вы можете прочесть в этом номере 
журнала. Но призы получили не толь- 
ко они — жюри присудило также 
немало специальных призов. По дав- 
ней традиции приз получил участник, 
прибывший из самой отдаленной (от 
Таллина) точки нашей страны — 
Э. Ермолов из Сахалинской области. 
Специальный приз получил и самый 


молодой из участников — В. Ким из 
города Ангрен. Было еще много при- 
зов, среди которых отметим специаль- 
ный приз имени академика И. К. Ки- 
коина — его получил семиклассник 
из города Березняки С. Шинкевич, 
занявший [ место среди восьмиклас- 
сников. Еще один специальный 


Призеры 
ХХТГ Всесоюзной 
олимпиады школьников 


Математыка 

Дипломы {Г степени 

по 8 классам получили 

Виро А. (Ленинград. ФМШ № 45 при ЛГУ), 
Иванов Д. (Москва, с. ш. № 57), 

Иванов С. (Ленинград, с. ш. № 533); 


по 9 классам — 

Берлов С. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Румынин Д. (Новосибирск, ФМШ М№ 165 при 
НГУ), 

Хохлов Ю. (Ленинград, с. ш. № 30); 


по 10 кляесам — 

Апситис К. (Рнга, ФМШ № 1), 
Борисов Л. (Минск, с. ш. № 19), 
Каринский А. (Москва, ФМШ № 
МГУ), 

Озолс Д. (Рига, ФМШ № 1), 
Черных А. (Краснодар, ©. ш. № 40). 


18 при 


Дипломы Н степени 


по 8 классам получили 

Гольднер В. (Кишинев, с. вл. № 40), 
Дубнов Б. (Минск, с. ш. № 107), 
Звайгзне В. (п/о Зелтыни Алуксненского рай- 
она ЛатвССР, с. ш. № 1), 

Кулик А. (Кнев, с. ш. № 145), 

Рагулин В. (Челябинск, с. ш. № 127), 
Рогинская М. (Ленинград, с. ш, № 344), 
Семенцов В. (Смолеиск, с. ш. № 26), 
Симановскис Р. (Рига, ФМШ № 1), 
Скопенков А. (Саратов, с. ш. № 13); 


по 9 классам — 

Анисов С. (Харьков, с. ш. № 142), 

Баран А. (Минск, с. ш. № 6), 

Валиуллин М. (Казань, с. ш. № 94), 
Гороховский А. (Киев, с. ш. № 79), 

Гравит В. (Северодвинск, с. 31. № 27), 
Грыние Р. (Львов, с. ш. № 62), 

Жарков И. (Свердловск, с. ш. № 130), 
Кокорее И. (Ленинград, ФМИГ № 45 при 
ЛГУ), 

Никоноров Ю. (с. ш. им. Муратбаева с. Ми- 
хайловка Джамбульской области КазССР), 
Пелевин О. (Кострома, с. 1. № 32), 

Процак В. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Слитинский В. (Киев, с. ш. № 206), 

Туляков Д. (Жданов, с. ш. № Т), 


Куапетесте.ти 


приз — подшивку журнала «Квант» 
за 1986 год с автографами членов ред- 
коллегии — получил самый молодой 
среди участников-хозяев олимпиады 
Л. Тоомет из города Тарту. 

Мы желаем успехов всем участни- 
кам ХХЕ Всесоюзной олимпиады 
зикольников по физике. 


Филонов Н. (Ленинград, с. ш. № 30), 
Христенко О. (Караганда, с. ш. № 63}; 


по 10 классам — 

Борисов А. (Минск, с. ш. № 19), 
Гринберг М. (Харьков, с. ш. № 27), 
Дынников И. (Жуковский, с. ш. № 1), 
Павлов С. (Черновцы, с. 11. № 4), 
Пухов И. (Москва, с. ш:. № 57), 
Шанько Ю. (Красноярск, с. ш. № 19). 


Дипломы И! стелени 


ло 8 классам получили 

Бачурин А. (Стерлитамак, с. ш. № 2), 
Биутвина С. (Киев, ФМШ № 2 прн КГУ), 
Вержбицкий П. (Устинов, с. ш. № 11), 
Верченко М. (Армавир, с. ш. № 12), 
Доброва Д. (Абакан, с. ш. № 20), 
Калустов Г. (Ашхабад, с. ш. № 15), 
Кожевников А. (Калуга, с. ш. № 24), 
Лаба М. (Львов, с. ш. № 79), 

Лапуста Н. (Терасполь, с. ш. № 3), 
Межиров А. (Калинии, с. 11. № 37), 
Подобряев А. (Волгоград, с. ш. № ЗИ, 
Сапрыкин А. (Новосибирск, с. ш. № 110), 
Хасидовский М. (Ташкент, с. ш. № 110), 
Яконскии В. (с. ш. с. Бабин Гощанского района 
Ровенской области); 


по 9 классам — 

Бессолицын М. (Киров, с. ш. № 30), 
Войвадс А. (Рига, ФМИ № 1), 
Варшавский Я. (Харьков, с. ш. № 27), 
Вологодский В. (Омск, е. ш. № 91), 
Вольфович Л. (Бельцы, с. ш. № 16), 
Мищейките Р. (Вильнюс, с. ш. № 41), 
Мороз В. (Гродно, с. ш. № 1), 
Степанянц А. (Ереван, ФМШ прн ЕрГУ), 
Сарканс (Алуксне, с. ш. № 1), 
Терехов А. (Алма-Ата, РФМИ); 


по 10 классам — 

Биндер ИН. (Ленинград, с. ш. № 239), 

Когон Л. (Вовокузнецк, с. 1. № 11), 
Мельцер А. (Ленинград, ФМШ № 45 при 
ЛГУ), 

Меркулов Б. (Куйбышев, с. ш. № 11), 

Пушня В. (Харьков, с. ш. № 27), 

Райтумс И. (Рига, ФМШ № |, 

Смирнов С. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Стыркас К. (п. Черноголовка Московской обл., 
с. ш. № 82). 


Физика 


Дноломы | степени 

по 8 класеам получили 
Шинкевич С. (Березники, с. ш. № 3); 
по 9 классам — 

Головин Д. (Тамбов, с. 11. № 29), 
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Дробышев М. (Новосибирск, ФМШ № 165 при 


НГУ), 


Кравченко Ю. (Москва, с. ш. № 820), 
Мадкин А. (Ленинград, с. ш. № 30). 
Мороз В. (Ленинград, ФМШ № 45 при ЛГУ); 


по 10 классам — 


Глущенков Д. (Ленингрвд, с. ш. № 239), 
Гольдин А. (Кнев, ФМШ № 2 при КГУ). 


Дипломы И степени 
по 8 классам получили 


Жданов А. (Ленинград. с. ш. № 30), 
Мороз М. (Киев, с. ш. № 145), 
Павлов С. (Владивосток, с. ш. № 58), 
Фалькович Д. (Москва, с. ш. № 57); 


по 9 классам — 


Кияшко К. (Коммуиарск, с. ш. № 7), 
Мазуренко А. (Минск, с. ш. № 50), 
Новоселов А. (Минск, с. ш. № 137), 
Панафидин С. (Ленинград, с. ш. № 30), 
Пенанен К. (Одесса, с. ш. № 63), 

Пушкин А. (Москва, с. ш. № 57), 

Сагайдак Р. (Черкасская обл.. Матусовская 


с. ш.), 


Тодощенко И. (Пермь, с. ш. № 16); 


цо 10 классам — 


Анисимов А. (Киев, ФМШ № 2 прн КГУ). 
Гурарий В. (п. Черноголовка Московской обл., 


с. ш. № 82), 


Оводов И. (Москва, ФМ № 18 при МГУ). 


Дипломы НТ степени 
по 8 классам получили 


Дубина Ю. (Каменец-Подольский, с. ш. № 9), 


Т Всесоюзная 
олимпиада 
школьников 

по информатике 


{Начало см. на с. 30) 


1 Международная олимпиада 
по программнрованню 


Братислава, 23—30 аагу- 
ста 1987 г. 

1 тур 

Задача 1 (СССР). Для иа- 
туральных чисел Х и У будем 
говорить, что Х входнт в У, 
если двоичную залнсь Х мож- 
но получить из двончной запи- 
си У вычеркнванием нулевого, 
единичиого или большего ко- 
лнчества цифр. (Например: 
Х=101Ю входит в У= 
—=1001100). Постройте алго- 
ритм, который для двух дан- 
ных натуральных чисел А и 
В найдет максимальное чис- 
ло С, входящее как в А, так 
ив В. 

Задача 2 (ЧССР). Даны п 
карточек, занумерованных 
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Кузьма Н. 
с. ш. № |, 


Ккуапетесте.ги 


Коршков А. (Мозырь, с. ш. № 8), 


Протва Калужской  обл., 


Самборский Д. (Истра, с. ш. № 12), 
Свинаренко А. (ст. Калининская Краснодар- 


ского кр., с. ш. № 1), 


Тервитс Г. (Рига, с. ш. № 1), 
Терещенко В. (Киев, с. ш. № 145}, 
Тоомет Л. (Тарту, с. ш. № 1); 


по 9 классам — 
Анспер А. (п. Ныо ЭССР, с. ш. № 1), 


Афонин А. (Брест, с. ш. № 14), 


Вихорев А. (Калинин, с. ш. № 171). 


с. ш. № 4), 


Вольфбейн П. (Киев, с. ш. № 145), 
Гапоненко А. (ст. Динская Краснодарского кр., 


Жуков В. (Магадан, с. ш. № 1), 
Зароченцев А. (Москва, ФМШ № 18 при МГУ), 
Кириллов 9. (Комсомольск, с. ш. № 6), 
Мамаев А. (Заволжье, с. ш. № 13), 

Медведев М. (Горький, с. ш. № 40), 

Смирнов А. (Челябинск, с. м1. № 31), 
Смирнов Р. (школа МПС), 

Степанов С. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Шакенов К. (Алма-Ата, РФМИ]), 
Шиховцев С. (Верхняя Салда, с. 


шт. № 1; 


ло 10 классам — 
Белиц А. (Гомель, с. ш. № 24), 


Бибиков А. (Москва, ФМШ № 18 прн МГУ), 


Будько Д. (Белгород, с. ш. № 3), 


Вилькялис Г. (Вильнюс, с. ш. М 45), 
Карасев Д. (Москва ФШМ № 18 прн МГУ), 
Пащенко В. (Черновцы, с. ш. № 2), 


числами 1, 2, 3, ... п (каждый 
номер встречается только 
один раз). Постройте алго- 
ритм, который для произ- 
вольной последовательности 
А, А», А., ..., А; из этих кар- 
точек найдет наименьшее чис- 
ло перестановок, необходи- 
мых для того, чтобы располо- 
жнть карточки в порядке воз- 
растания их номеров. Под пе- 
рестановкой понимается еди- 
ничный обмен местами любых 
двух карточек. Пример: Для 
последовательности 1, 5, 3, 
2, 4 необходимы две переста- 
новки: № 5 и № 2, а затем 
22 4н № 5, после чего полу- 
чается упорядоченная после- 
довательность 1, 2, 3, 4, 5. 


2 тур 

Задача 3 (НРБ). Построй- 
те алгориты, который распре- 
деляет первые М’ натураль- 
ных чисел (№2) в М групп 
так, что одновременно выпол- 
няются следующие три усло 
вия: 

1) каждая группа содер- 
жит ровно М чисел; 

2) каждое число принад- 
лежит только одной группе; 

3) сумма чисел в каждой 
группе одинакова для всех 
групп. 


Рейаль А. (Таллин, с. ш. № 1). 


Задача 4 (ЧССР). Рас- 
смотрим еледующую игру. 
Для заданного фиксированно- 
го натурального числа М> 1 
игрок А выбирает натураль- 
ное число Х, не превосходя- 
щее М. Цель игрока В — уга- 
дать число Х при помощи во- 
просов вида «Число Х больше 
илн равно К?», где К — неко- 
торое натуральное число. На 
каждый вопрос игрока В иг- 
рок А отвечает честно и не 
меняет числа Х. Игрок В пла- 
тит игроку А за каждый от- 
вет: 2 руб. за ответ «ДА» и 
1 руб. за «НЕТ». Определите 
для данного М наименьшую 
сумму денег Р(М), достаточ- 
ную для гарантированного 
угадывания любого числа Х 
от 1 до М. Постройте алгоритм, 
по которому игрок В задаст 
вопросы таким образом, что 
угадает чисяо Х и при этом 
заплатит не более Р(М) рублей 
(т. е. алгоритм, который опре- 
деляет значения К в задавае- 
мых вопросах). 

Р. М. Шакиров, 
Ученый секретарь секции 
ло основам информатики 

и вычислительной техники 
Ученого методического совета 
прн Министерстве просвещения 

СССР. 






Ш «Все», «некоторые» и отрицанне 


1. Есть хотя бы один белый шар. 

2. Все шары — белые. 

3. Все шары — красные. 

4. Некоторые равнобедренные треугольники не 
являются прямоугольными. 

5. Некоторые ученики класса не были на 
собрании. 

6. Ни одной девочки не было на собрании. 
1. Некоторые углы данного шестиугольника — 
прямые или острые. 

8. По крайней мере для одного х из А 
х’ не препосходит 4. 

9. Все люди — не дети. 

10. Для всех х из А х^—2х-- 1-20. 
11. Некоторые мужчины че вышке 
ров. 

12. Некоторые простые числа четны. 
13. По крайней мере для одного простого 
числа р число 2Р—1 не является простым. 
14. Неверно. Может быть один белый шар. а 
остальные — синие. 

15. Верно. 

16. Чтобы наверняка попался белый шар, надо 
вынуть, по крайней мере 20 шаров. Мень- 
шего числя может не хватить, ибо первыми 
могут быть вынуты красные и черные шары — 
их 19. Чтобы наверняка попались шары всех 
трех цветов, надо вынуть как минимум 
22 шара; 21 может на хватить, если пер- 
выми вынуты все белые и черные шары: их 
как раз 21. 

17. Надо вызвать 31 человека. Меньше нель- 
зя — может случиться, что к доске выйдут 
лишь троечники и хорошисты (их 10-20= 
—=30) и каждый ответ не более, чем на 4. 
Если же вызвать 31 человека, то, по крайней 
мере, один из пих окажется отличииком и 
ответнт на 5. 


Решенне систем 
тригонометрических уравнений 


\. {—5л/ЛА3 д; —я/® 4 пп). 


2-у мех- 


2. о Е: 4-21; Фатссоз ты а 
4 8 
3. (л/а + лк/2; 1/4 ли/2 - агови 2 пп). 


$. (1/8 -Р лй; п + 2лдп). (л/8 - лк; 





= агссоз 


-+ 217). 


№5 — 
7 





Рис. 1. Рис. 2. 





Б. (1/4 + лЕ; + л/3 -- 220, 


{ —17лу2 Е + 217/2; Е агссо$_ \/ А 
т (= ты п. У -- хр/2; 
2 3 
ЕЯ 
2 — агссо8 5 + 214]. 


6- {(— 1 =" луа аи; —л/а т к 


(1—1 17 1* агсат км Ел: агся — т аи). 
№5 


7. (пл (бп 1)/3; д (бт —1)/33, 

1д (бл — 1/3; л (бт + П/Зь 

8. (Ел/24а-Рлп/А--2л8; + л/48-лп/8\ 
{Одновременно берутся либо верхние, либо ниж- 
ние о. 


9. (55/4; итовон №). 
1 


( атс 2; л—атссов Иа. ). 
%10 


№ Всесоюзная олимпиада по математике 


8 класс 

1. Указание. Воспользуйтесь тем, что х, | 
и = х› + уг = ... = хю + ую = 9, причем 
х +х. +... + Хо= м № уз ..- 4 Ук 

2. Ответ: 1, 2, 4, 8, 16. 32. Указание. Если 
х1 < Хх =... = хь — массы гирь, то каждая 
масса, которую можно уравновесить с помощью 
этих гирь, записывается в виде в:х, - езх. 
-- -..-- вх» где в; = 0,1 и не все #, = 0. Таких 
сумм всего 63. Поэтому все они должны быть 
различны. Ясно, что хх = 1, Х.2= 8, х: = 4. 
Пусть доказано, что х;) = 2 —1, тогда наиболь- 
шая масса. уравновсниваемая с помощью гирь 
х...Ха. равна х, -Р хе + -ь 4 ха = 2^—1. По- 
этому хи = 2%. 

3. Пусть А. А,А,...А; — данный семиугольник, 


В — точка пересечения прямых АА. и 
А.А., АА, =Хх, АА. = у. А.А. = 2. Треуголь- 
ник ВА.А, — равнобедренный (АВА, = 


== / ВА.А, = 31/7), а треугольники АВА: и 
А:ВА; подобны (А.А, А.А). Отсюда сразу 
их х То 


= = нли — == --: 
= Хх у 





получаем, что Е 


4. а) Ответ: 12 выстрелов. Решение. В квад- 
рате 7 Х 7 корабль может стоять в одной из 
12 позиций, показанных на рисунке 1, поэтому 
необходимо сделать не меныше 12 выстрелов. 
На рисунке 2 показано, что 12 выстрелов доста- 


точно. 








Рис. 4. 


Рис. 5. 


'5) Ответ: 20 выстрелов. Указание. Как сле- 
дует из рисунка 3, 20 выстрелов достаточно. 
С другой стороны, так как в квадрате 7 ЖТ 
можно без наложений расположить четыре 
прямоугольника размером 3 Х 4 (см. рис. 1), 
достаточио доказать, что в каждый такой пря- 
моугольник необходимо сделать по крайней ме- 
рс 5 выстрелов. 
5. Решение следует из равенства 
к = а + ЛЖБ+ Вс + ©) = 

= абс Г АВС -- ав] ЬС + вА). 
6. См. решение задачи М1056 (+«Кваить», 1987. 
№ 12). 
7. Пусть 2 — точка пересечения отрезка КР 
с биссектрисой угла АВС (рис. 4). Очевидно, что 
К7. = ЬМ. Обозначим длину перпендикуляра, 
опущенного из центра окружности на бнссек- 
трису угла АВС. через 4. Параллельно этой 
биссектрисе и на таком же расстоянии от 
центра, но ло другую сторону от него, проведем 
примую [ри пусть № — точка се пересечения 
с КР. Тогда МР = КГ, = [М и РМ = [№ = 24. 
Если лучи ВА и ВС поменять местами, полу- 
чится картина, немного отличная от рисунка 6. 
Мы рекомендуем разобрать этот случай само- 
стоятельно. 
8. См. решение задачи М1057 (+Кванть, 1987, 
№ 12). 


9 класс 
1. Указание. Пусть 2= 197-209 ., 
{1198 Тогда За. =2-+ (2% п“) а 


„(987 4-2°971) З2-Ь,, но Ь, делится на 
па. 

2. Ответ: 11 фигур. В каждом квадрате 2х 2 
должно быть покрыто по крайней мере две 
клетки. Разбивая квадрат 8Х 8 на 16 квад- 
ратов 2.2, получаем, что надо. покрыть по 
крайней мере 2 Хх 16 = 32 клетки, для чего по- 
надобится по крайней мере 11 фигур. Тре- 
буемое размещение 11 фигур в квадрате 
%Х 3, показано на рисунке 5. 

3. Пусть А;. А», В, В» С,, С, — точки пересече- 
ния продолжений сторон с данными прямыми. 


Тогда (рис. 6) де- — эт с. Это значит, 
с 2 


АА, 
что ДАЛА, Л, сФДАВС. причем А, А, == 





— 
т а 

— 2А, где А — радиус окружности, описанной 
около ДАВС. Аналогично, С;С. = В.В. = 2В, 
так что трапеция А,А.С,С, равнобедренная. По- 


скольку ЛА.В.С. = ГАС. = ДА.В.С, = 
= А.А.С, = р, точки В, и В- лежат на 
окружности, описанной ‘около трапеции 
А.А.С,С.. 

4. См. решение задачи М1060 («Квант», 
1987, № 12). 

5. Ответ: 7 дней. Пусть № — число дней, 


когда дежурили 9 богатырей, а { — число дней, 
когда дежурили 10 богатырей, и каждый из 60- 
гатырей дежурил т раз. Тогда Эй + 101 = 33т. 
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Рис. 6. 


При т = 1 это уравнение решений не имеет. 
а при т=2 имеет единственное решение К = 4. 
{ = 3. Итак, А -- [> 7: Заметим, что организо- 
вать дежурстпо в теченне 7 дией так, чтобы 
каждый отдажурил 2 раза, можно: для этого 
следует занумеровать богатырей и отправить 
на дежурство в первый день всех с номерами 
с Т по 9, во второй — с 10 по 17, в третий — 
с 18 по 27, в четвертый — с 28 до ЗЗис 1 до 3. 
В оставшиеся 3 дня отправлять по 10 богаты- 
рей, начиная с 4-го. 
6. См. решение задачи М1058 («Квант», 1987, 
№ 12). 
7. Предположим противное: выпуклый р-уголь- 
ник разрезан по всем диагопалям па части 
одинаковой плодади. Проведем диагонали 
А.А», Л.А.. АА». ЛА, _, и обозначим через 
В, В», В. В. точки их попарных пересечений 
(рис. 7); в случае р. 5 точки В. и Д, совпа- 
дают). Рассмотрим треугольники А.В.В, и 
А.В-А-. По предположению их площади рав- 
ны. значит, В: В, = В.А,. Аналогично получаем, 
что А.В, = В.В». Следовательно, четырехуголь- 
ник А, А,В.В, является параллелограммом, 
и поэтому прямые А.А. и А;А „_., параллель- 
ны. Получили противоречие. 
8. Пусть п — натуральное число. Рассмот- 
рим множество Т, (п) Т, и состоящее из всех 
чисел, меныших (27)! Так, множество Гу (п) со- 
стоит из п чисел (2%) (2')1...., (27), а мно- 
жество Т, (®} состоит ив чисел вида 

0.(2")! 4+ «(2 -.. На, (2' 
где м; 6 |0; |. . 
Пусть далее Мр {п) — количество чисел в 
Т, (2). Мы должны доказать, что Млов: (п) < 
= {2”!—1. . 
Образуя суммы чисел из множества Г, (п) и 
приводя подобные члены прн (2')} мы можем 
всякое число из Т’, (п) записать в внде В-(2°)! + 
В+. ЕЁ, 2") Пусть А › (п)—1 — 
максимальное значение коэффициентов среди 
всех чнеел из Т,(п). Тогда для любого (2)! 
коэффициент при (2’! принимает не более, 
чем А„(п) различных значений. Поэтому 


№, (п) = (Ат. 





Теперь доказательство можно получить из 
следующих лемм. 
А, р 
[5 
С 
Ар 
А; 
В ГА 
Арт ... ”” А4 
Рис. 7. Рис. 8. 





Пемма 1. 
= (А, (п))" +. 
Лемма 2. Ап) 24а 
Лемма 3. 12410” < ("1 
тором п. 

Лемма 4. (2")! >22" при п > 2. 

Лемма 5.2" >> (п + 1)"*' при некотором п. 


Ал") < А, (п) - Мп) < 
и” 


при неко- 


10 класс 

1. Рассмотрим набор из п чисел: а={. п! + 
+ 1, #=1,2,... п. Тогда сумма любых #й чисел 
из этого набора нмеет вид т: п'-ЕЁ (тЕМ) и 
делится на й, так как число п = 1...й..п крат- 
но Ё. Любые два числа а, на, при {> / не могут 
иметь общих простых делителей, отличных от 
простых делителей из разности а; — а, = (#1 — 
— Лт, т. е. от делителей числа п! (ибо 0< 
<! — } < п), взаимно-простого с числами а, 
Положив п == 5, получаем набор: 121. 241. 361, 
481, 601, удовлетворяющий всем. условиям за- 
дачи. 

2. Пусть Р — точка пересечения днагоналей 
ВР и СЕ (рис. 8). Так как 2 АЕЁР = ДГ АБЕ, 
точки А, ЕЁ, О, Е лежат на одной окруж- 
ности. Следовательно,  АВС=( АРЕ=Д АРЕ 
и ДАВС - Д АРС — 180°, поэтому точки А, В, 
С.Р также лежат на одной окружности. Таким 
образом, ВАС = (ВЕС = КОРЕ = (КРАЕ, 
что и требовалось доказать. 


3. Ответ. а = + 26л. №слин а удовлетво- 
С 1 
ряет условию задачи, то соб е = — нм (иначе 


1 
со8 29 = 2 с03?а —1 < - — и с0з 4 = 


= 2с03°2а —1>>0. 8 
По той же причине для любого натурального 


п имеем со 2" —1. откуда получаем 
оценку 


1 З 
[ сов 2"а — 5 | 24. 
Учитывая, что 
1 1 
[со$ 2и + ох м 2[605 «— 5 [05 и- 5 > 
> > [сов “Е = 
получнм 


1 2 1 
[сов и 5 | < 3 [693 2+ 5 |= 
= (2 ев 4+ 515 (2 а 518 


2 \п-1 
<(?) ’ при любом пЕМ. Отсюда следует, 
1. 
что сов а= —-—. 


4. 1987 =6- 331 | 1. Докажем утверждение 
задачи для квадратов размером (бп -- 1)(6а 
+ П`индукцией по п. Сначала заметим, что 





Утьерждемие справедлиео при п = 1, т. ©. для 
квадрата 7 Х 7. Действительно, из соображе- 
ний симметрии следует, что достаточно рас- 
смотреть. только случаи, когда вырезанная 
клетка лежит н одном из квадратов разме- 
ром 2Х 2, заштрихованных на рисунке 9, где 
показано, как разрезать оставшуюся часть. 
Пусть утверждение уже доказано при некото- 
ром значении л. Докажем его для квадрата 
размером (бп -1- 7) Х (6п + 7). Для этого в од- 
ном из углов данного квадрата поместим 
квадрат размером (бп -- )Х (бп + 1). покры- 
вающий вырезанную клетку и удовлетворяю- 
щий предположению индукцни. Оставшуюся же 
часть разрежем на прямоугольники разме- 
ром 2Х 3, а затем и на уголки. 

6. См. решение задачи М1059 («Квант», 1987. 
№ 12). . 

т. Возьмем какую-нибудь вершину и все грани 
многогранника при этой вершине. Раскрасим 
ребра этой части многогранника так, как пока- 
зано на рисунке 10 (ребра одинакового цвета 
изображены сплошными линиями одинаковой 
толщины). Тогда для вершин раскрашенной 
части требуемое в задаче условие будет вы- 
полнено. 

Будем последовательно добавлять к раскра- 
шенной части по одной грани, имеющей с этой 
частью общее ребро, и раскрашивать ее ребра 
следующим образом: если у добавляемой грани 
уже покрашены два ребра, то ее третье ребро 
красим в любой цвет (на рисунке 10 пунктир- 
ное ребро грани «), а если уже покрашено 
только одно ребро, то два остальных ребра кра- 
сим в разные цвета (см. на рисунке 10 пунк- 
тирные ребра гранн В). В любом случае для 
вершин раскрашенной части требуемое условие 
будет выполнено, причем в конечиом счете 
все ребра будут раскрашеиы. 

8- Докажем равносильное неравенство 


(1+ р: Е м 


Из тождеств (1 + х)" = Е + их + ах ах = 





Рис. 10. 
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1 
5. следует, что 


где а; > 0, при х = 55 


(14-х) + (1 — х)"— 2пх = 205+ В 
42а; 4+... 20. 
колеклоскои «Кванта 
см. «Квант» № 10) А 


. Головоломки 


1. См. рис. 11. 
2. См. рис. 12 и 13. 


==. для младших школьников 
{см. «Квант» № 10} 

1. Соединим две соседние верстины звезды, ив- 
пример А ин Е (рис. 14). Так как у тре 
угольника АМЕ и ВМО углы при вершине М 
равны, сумма углов при вершинах В н Д тре- 
угольника ВМР равна сумме углов при вер- 
шинах А и Е треугольника АМЕ; но тогда 
сумма углов прн вершинах звезды равна сумме 
углов треугольника АСЕ, т. е. 180°. 

2. Таких чисел два: 41312432 и 23421314. 
3. Решение, единственное с точностью до 
енмметрии, изображено на рисунке 15. Сна- 
чала определяется, что в центральных круж- 
ках стоят числа Ти 8, так как они соеди- 
нены с 6 кружками каждый; затем одно- 
значно определяются положения чисел 2 и 7; 
затем — числа 3 и всех остальных. = 

4. Часы идут точно, ио минутная стрелка 
плохо закреплена на своей оси. Она может 
свободно отклоняться от правильного поло- 
жения на --2 минуты. Часы висят на стеие 
и под действием силы тяжести стрелка 
располагается ниже своего нормального поло- 
жения. В правой части циферблата это при- 
водит к опережению на две минуты а в ле- 


АА 





Рис. 14. 





Рис. 16. © 


вой — к отставанию. Нужно закрепить ми- 
нутную стрелку. 

5. Если провести через выбранную точку еще 
три прямые, параллельные сторонам треутоль- 
ника, то образуются пары равных разно- 
цветных треугольников (рис. 16). 


ХИТ Всероссийская олимпиада 

школьников 

(см. «Квант». № 10) 
Математика 
8 класс 
1. Ответ: (2:14), (0; —20), (18; —2), 
{—16; —4). Указание. Данное уравнение 
равносильно уравнению (х—1){и-3)== 117, по- 
этому либо х—1=-1, иу--3 = 17, либо 
х— 1 = 11, и = 1. 
2. Указание. Достаточно рассмотреть мно- 
жество М, являзотдееся объединением трех от- 
резков единичной длины: А ==[а: В], №=- 
==[а45; 65], и Аз =[аз; 6]. Если точки х и у при- 
надлежат какому-нибудь из этих отрезков 
[а.. 6, ], то и точка (х-++у)/2 тоже принадлежит 
этому отрезку, если же точка ха. 6], а 
УЕ[а:, 6+], то 


а: @» хи о.-Е Вь 
7 2 2 


н отрезок 
а; а: : Ь.-Е бь 


м |[ ть =] 


имеет единичную длину. Поэтому все множе- 
ство М покрывается шестью отрезками А. А», 
Аз» А» Ал» Ааа, 

Если М =[1: 2И15; 6] 117; 18}, то М’ покрыва- 
ется в точности шестью отрезками [1; 2], [3; 4], 
[5; 6], [9; 10], (11; 12}, [17; 18]. 

3. Четырехугольник ВРМА вписан в окруж- 
ность, поэтому /ВРМ-- ВЕМ = 1807 (рис. 17). 
Отсюда и из равсиства СВРМ | ( МРА ==180° 
следует, что / ВВМ = /МРА. Аналогичио по- 
лучаем, что / СЁМ == / МОА. Так как четырех- 
угольник АРМО вписан в окружность, то 
ИМРА-ИМОА = 180°. Следовательно, 
/ВЕМ- ССВМ = 1807 и, значит, точки В, Си 
Е лежат на одной прямой. } 
Замечание. Утверждение задачи остается 
верным и при других расположениях окруж- 
ности и выборе точки А (разберите возможные 
случаи самостоятельно). 

4. Каждая цифра встречается в записи данной 
десятичной дроби либо конечное, либо бесконеч- 
ное количество раз. Возьмем все цнфры, встре- 





чающиеся конечное число раз и выпишем их 
перед запятой в любом порядке. После запятой 
сначала запишем по одной все цифры, встре- 
чаюкдиеся бесконечное количество раз, затем 
опять выпишем по одной и в том же порядке 
те же цифры и т. д. Получится бесконсчная 
периодическая дробь. 

5. Пусть Ав, Вь, С:, р, Е, точки пересечения 
днагоналей пятиугольника, а — величина угла 
при вершине «звезды» АСЕВОА (рис. 18). Тогда 
рАВ, = РВ, А, =25 как внешние углы тре- 
угольников ВА.Би АВС. Следовательно, сумма 
углов треугольника А‚ОВ, равна 5а и, значит, 
а= 36”. 

Если В=(ВСА, у=ИОСЕ, то а В-у= 
=  ВСО = 108°, т. е. В у-=172°. С другой сто- 
роны, ЕЛА С=2х =12°. Следовательно. 
С А.РС= БВ. Аналогично получаем, что ( РЕС== 
=/ЕАО=АВЕ=В и, значит. СДАДРЕ= 
== ( ВЕА = Г САВ-=-/ ОВС -==у. Ч 
Таким образом, треухольиики АВС, ВСП. СРЕ, 
ДЕА и ЕАВ подобны. Из подобия этих тре- 
угольников следует, что 


`АВ _ ВС _ СР _ ГЕ _ АЕ _, 
и ВО РЕ ^ АВ- В: 
Перемпожая эти отношения, получим, что 


&°=1, то есть В=1, это означает равенство 
всех сторон пятиугольника. . 


9 класс 
1. Ответ: 2 и 3. Указание. Если М№= 
—=14...4, где п2>4, то №/4 =3611...1 не мо- 


п в—® 
жет быть квадратом ни четиого, ни нечетного 
числа. 
2. Указание. Из условия легко следует, что 
число фальшивых монет четно. Отложим лю- 
бую из моист и разделим остальные 98 на 
2 группы по 49 монет и положим эти группы 
на чашки весов. Если стрелка весов покажет 
четное число граммов, то отложенная монета 
настоящая, если нечетное, то фальшивая. 
3. Преобразуя данное неравенство, получнм 
равносильное ему неравенство 4 со («Е В)Х 
Ж(1 —со3 (& —В < 1. 
Так как Аху< (ху при любых х н у» то 
4 соз (> Е ВХЕ — соз (© — В) = {1 — 2 ат © зт В)", 
но ОФ 2зтаезтшВо? и поэтому (1— 
— 2 зт а эм В} < 1. 
Замечание. Даниое неравенство точное: 
левую часть можно сделать сколь угодно 
близкой к 3/4: достаточно взять у==2л/3, а а 
близким к л/3. 


4. Указание. Через точку № проведем пря- 
мую #11:. Возможны два случая: 1) точки К 
и Г, лежат по разные стороны от точки № 
(рис. 19); 2) точки К и Ё лежат по одну сторону 


от точки № (рис. 20). В обоих случаях четырех- 
угольник АВЬК параллелограмм (для дока- 
зательства этого воспользуйтесь тем, что 
АММК и МВЬЫМ — равнобедренные трапеции). 
Поэтому АВ=КЬ. Осталось заметить, что 
прямые [. и [1 симметричиы относительно ли- 
нии центров даиных окружностей. 


`5. Указание. Докажите, что биллиардный 


шар, пущенный из какой-либо точки, может 
двигаться после отражений от сторон треуголь- 
ника лишь по шести направлениям, завися- 
щим, конечно, от направления, по которому 
он начал двигаться. Поэтому, если шар через 
некоторую точку пройдет 7 раз, то по крайней 
мере дважды он прошел в одном направлении. 
С этого момента его движение станет перио-. 
дическим. 


10 класс 
1. 376 и 625. Указание. Если А число, 
удовлетворяющее условию, то А?— А = АГА 


— 1) делится на 1000=8-125. Числа Аи А—1 
взаимно просты. Поэтому одно из них делится 
на 125, а другие — на 8. Осталось разобрать 
возможные случан. 

2. Назовем функцию [ (х] пилой длины ли вы- 
соты А, если ее график имеет вид, показанный 
на рисунке 21 (все прямолинейные участки 
образуют угол 45” с осью абсцисе). Если 
{х} — пила длины п и высоты й, то \Йх)— В! — 


1 
пила длины п--] и высоты й, а|Ях)— > к, 


р 
пила длины 2п и высоты >. Заметим, что 


|х|—а| — пила длины 2 и высоты а. Опре- 
делим функции 


а и 
л рыл 
ан 51-21 


После сделанных замечаний легко доказать 
по индукции, что РДх) — пила длины пи ре 


© ‹(х) = 


соты 1.9. (х) — пила длины 2""' и высоты 5 
Отсюда следует, что функция, стоящая в ле- 
той чахли тождества (вто @„.о(х)) — миль длм- 
ны 2"*' и высоты 1. Также и правая часть 
тождества (это Ро--(х)} — пила длины 2"*' 
и высоты 1. Поскольку графнки обеих функ- 
ций симметричны относительно оси Оу, они 
совпадают. 

3. Указание. Складывая одинаково отстоя- 
щие от коицов суммы слагаемые (их число 
четно). получаем дроби, числители которых 
делятся на 1987. Сумма таких дробей также 
будет дробью, числитель которой делится на 
1987 (1987 — простое число!). Утверждение 





Рис. 18. 


Рис. 19. 





Рис. 20. Г 


задачи верно для любой суммы 
1 1 1 
о Рив 


р=6А 1 — простое число. 

4. а) Пусть х, у» 2 а. В» с; — проекции гго 
звена ломаной соответственно на оси коорди- 
нат Ох, Оу, Ог и координатные плоскости Оуг, 


Охг, Оху соответственно, а {1 — длина этого 
звена. 

р в е а 
Тогда а’ = 21, =, си. [== 


вв Ни 52! == ое, но ‘&Ь+ 
+ = ас +2аы-+2ас +26с. < 
= За! + ЗЫ -- Зе? =6И. 

Итак, а Вс. 1,6. 

Сложив все полученпые неравенства, получим 
требуемое. 

6) Замкнутая ломаная, для которой а-- 6 + е= 
=—={\/6 существует. Для этого достаточно, чтобы 
каждое ее звено было параллельно одной из 
диагоналей единичного куба, причем проек- 
цни различных звеньев на координатные пло- 
скости не должны иметь общих отрезков. При- 
мером может служить шестизвеиная ломаная 
с вершинами 10, 0, 0}, (1, 1,1), (2,2, 0, (3.1, — 1, 
(2.0, —2)}, 1, —1,%Х). 

5. Пусть АД.А.А., ВВ.ВзВ. и СбЮХ.С: — 
такие е три четырехугольника на плс плоскости. что 


А,А) = ВВ, В.В: +С.С; С., А-А,= В-ВУС:С: С... 


АзА == ВВ. +С.Сь АА, = В.В. +С.С. (1) 
Тогда справедливо следующее утверждение: 
если два из данных четырехугольников яв- 
ляются квадратами, вершины которых пере- 
числены пс (иротив} часорой стрелке, то 
и третий четырехугольник также является 
квадратом. вершины которого перечислены 

(против) часовой стрелке. Действительно, 
если, например. А.А›А А, и В,В.В.В. — квад- 
раты, причем векторы А.А: и В, В, получают- 
ся, соответственно, из векторов А.А. и В:В, 
поворотом на угол 90° по часовой стрелке, то 
вектор С.С: == А Аз — В.Вз получается из век- 
тора С.С, =А.А, ВВ, указанвым поворо- 
том. Аналогично, последукицими поворотами 
на угол 90° по часовой стрелке получаются 
векторы С;С+ и С.С,. 





а а-+в а+2и @+3в 


Рис. 21. 
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Пусть теперь В.В.В.В, — квадрат, образован- 
ный центрами часов, перечисленными, для 
определенности, по часовой стрелке, 
А,А.-А,А. — квадрат, образованный в ука- 
занный момент времени концами минутных 
стрелок соответствующих часов (также перс- 
численными по часовой стрелке). Перенесем 
все часы параллельно так, чтобы их центры 
совпали. Пусть Су, С», С., С, — концы их ми- 
нутных стрелок в этом положении. Тогда, 
очевидно. соотношение (1) выполнено. Следо- 
вательно, четырехугольник С;С.С.С. — квад- 
рат. Так как все данные часы являются пра- 
вильно идущими, отсюда следует, что концы 
их минутных стрелок в их новом положении 
булут образовывать квадрат и в любой другой 
момснт времени. Но тогда нз тех же сообра- 
жений концы их минутных стрелок и в пер- 
воначальном положении в любой момент вре- 
мени образуют квадрат. 


Физика 


Теоретический тур 


8 класс 

1. 0’=3,2 м/с. У казание. Задачу удобио ре- 
шать в системе отсчета, связанной с лентой 
транспортера. 

2. См. решение задачи 41065 из «Задачника 
«Кванта», которое будет опубликовано позже. 
3. См. решение задачи Ф1071 из +«Задачника 
«Кванта», которое будет опубликовано позже. 
4. з=(тоз зто/ЕР; 81. Указание. Дви- 
жение данной частицы аналогично движению 
тела, брошенного под углом а/2 к горизонту 
(рис. 22). 


9 класс 

1. Судя по всему, гантелька за ширмой стал- 
кивается одним из своих шариков с очень 
тонкой абсолютно упругой стенкой, повора- 
чивается на 180° вокруг остановнвшегося цент- 
ра масс О (рис. 23) с угловой скоростью «= 
=00/(Ё/2) и сталкивается со стенкой во вто- 
рон раз другим шариком, после ‘чего продол- 
жает двигаться практически в прежнем (в ме- 
ру малости. шариков) направлении в пере- 
вернутом виде. Время нахождения за ширмой 





= кА ы 
го 2: _ 
2. Согласно закону сохранения энергии, 
ыы ‘си! 


+4—с#)= 25 +20, 


где С (2 ы — энергия конденсатора 2 до пе- 
рсключения ключа, (--С#?) — работа источ- 
ника 2, С&*/2 — энергия конденсатора 2 пос- 
ле переключения, @ — колнчество теплоты, 
выдслившееся на каждом резисторе. Отсюда 
@=С8*/4. 

3. Мощность насоса М=рУяй-РоГь*/2 (ско- 
рость потока жидкости о можно найти из ус- 
довия 55А!=Ум№. Для воды №^211.6 кВт, 
для цементного раствора №’== 10,4 кВт. 


а+(п-Е Хх 





Рис. 22. Рис. 233. 


4. Сосуд теплоизолирован, поэтому изменение 
внутренней энергии газа равно совершенной 
поршнем работе : 


р В + УТ — > ВТ РГ=А, 
тде 
А= ЕТ, 
Отсюда находим 
АЯ 50,08 м. 


—Т)=МаАй. 


10 класс 

1. См. решение задачи Ф1066 из «Задачника 
«Кванта», которое будет опубликовано новже. 
2. При испытании первым должен лопнуть 
шар раднусом ЗВ. Если изменять толщину ша- 
ров таким образом, чтобы @./П,= сопзё (1= 
—=1,2, 3\, то шары будут выдерживать одина- 
«овое предельное дазлемме. 

3. Так как в соленоиде протекает перемен- 
ный ток, возникающая в контурах ЭДС ин- 
дукцин также переменная. Однако можно 
ограничиться рассмотрением мгновенных зна. 
чений ЭДС, напряжений и токов в некоторый 
фикснрованный момент времени. 

Прежде всего нужно учесть, что ЭДС индук- 
ции, наводимая в любом замкнутом контуре, 
складывается из ЭДС, возникающих ина от- 
дельных участках контура. Пусть ЭДС индук- 
ции, наведенная в обруче, имеет в расемат- 
риваемый момент времени величину Ко и по- 
ложительна по отношенню к обходу по часо- 
вой стрелке. Тогда из соображений симметрии 
ясно, что на участках В В. Аи А-_в,_В 
ЭДС одинаковы и равны #о/2 (рис. 24). Рас- 
смотрим далее контур А — \, — В — Е, — А. 
Полная ЭДС в этом контуре равна нулю, т. к. 
отсутствует изменяющийся магнитный поток 
через площадь контура. Отсюда следует, что 
на участке В—\У,-—-А возникает ЭДС, также 
равная 9/2. Аналогично на участке 
А—У.— В ЭДС также равиа #с/2. На участке 
А—У —В, лежашем в плоскости симметрии 
соленоида, ЭДС индукции не возникает. Запи- 
шем закон Ома для всех участков цепи между 
точками А и В: 


ФА—Ча=АЙу,, ФА— Фвта */2—1И., 
Фв—ФА= #“‹/2 — Г.К, Флд—Ф8= 1/2 -- ИВу, 
фв— Фл== #,/2—1:Ву, 
Учитывая, что ИАу. =, 
получим 


Г.В у == и, РВ у. = изо 


и=8ш и, =20В. 
Из системы уравнений вытекает, что 

и, =1Аь и›= АЯ. 
Найденное решение получено в предноложе- 
нии, что в рассматриваемый момент времени 
потенциал фл больше фз (ток Го течет от А 
к В). Это имеет место, если А› >В, (в нашем 
случае А/В. =(и.ГИ/(и 2) > 2). 


К м 
о о 
.- , 





Рис. 24. 


Если же окажется, что К› меньше К., то при 
указанных на рисунке 24 янаках ЭДС ток [а 
должен быть направлен в другую сторону — 
от ВкА, ау < в. Система уравнений для 
этого случая дает 
из: — Рио-=0. 

Так как и›=7,В., то этому. рынению отвёчает 
условие Д.==0 (Ви = 0). 
Поскольку в условии задачи величииы В, 
и В, не оговорены, то необходимо учитывать 
оба решения: 

1) и. =20 В, 2) из ==0. 
4. Обозначим разность высот нижней точки ` 
гармошки (см. рис. 7, @ и б в статье) через й 
и найдем его значение: 


}— ба =. + — вып а (1) 


Если подвесить груз к иижней точке гармошки 
и отпустить сего, то возникнут колебания 
с амплитудой, равной й- Скорость груза мак- 
симальна в момент прохождения положения 
равновесия и равиа 

Ош —йе. (21 
Работа равнодействующей силы над грузом 
при перемещении из положения а) в ноложс- 
нне 6) равна тяй/2 (сила линейно изменяетея 
от значения тя до 0). Приравняв эту работу 
максимальной кинетнческой энергии, находим 


= ИВ. (3 
Решив совместно уравнения (1), (2) и (3), по- 
лучим 


Те -6; Е (вт быт “.). 


Я Шахматная страничка 

(см. «Квант» -М 8) 
Задание 15 (Л. Куббель, 1896 г.). 1. Феа--- 
Крс5 2. 93 Феб 3. 44-- Кре4 (54) 4. 95+ 
Кре5 5. Фес} (5. 4е? ват) 5..Кр:95 6. Ф3 
(а2)-- и 7. Ф:еб. Любопытно, что вскрытое 
нападение, отражаемое черными посредством 
патовой ловушки, привело к геометрическому 
выигрышу ферзя. 
Задание 16 (Г. Каспарян, 1969 г.). 1. ФИ 
Кра7 2. $2141 Кра8 3. аб ЛЬ2 4. Фаа ль8 
5. Фс5! И в этом этюде белые избегают па- 
товой комбинации. Если 5. а7?, то 5..ЛЪ4а-! 
6. Кр:Ъ4 с5+ Т. Ф:е5 Сет 8. Ф:е7 пат. или 
7. Кр:с5 СЪб+ 8. Кр:5б пат. 5...с6!. 6. ат! 
Лс8 7. Ф!5 Лес? 8. Фе5 Лс8 9. Феб Лет 10. 
Фаб Ле8 11. Фат. и феозь справилля се пвумя 
фигурами соперника. 
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Вниманию 
наших читателей 


Принимается подписка на фундаментальное 
научно-справочное издание в пяти томах 
«Физическая энциклопедия» 

(издательство «Советская экциклопедия»). 


Энциклопедия рассчитана на научкых 
сотрудников. инженеров, преподавателей 

и аспирантов. работающих в различных 
областях физики; может быть полезной 
студентам старших курсов физических 

и инженерно-физических факультетов 
университетов и втузов, учителям физики 
средней школы, ею заинтересуются также 
астрономы, химики, биологи. математики. 
6000 расположенных в алфавитном порядке 
статей содержат обзоры по отдельным 
разделам физики, материалы о важнейших 
физических теориях, физических законах, 
явлениях и понятиях, основных объектах 
исследований в физике, методах исследования, 
важнейших установках, приборах, 

единицах физических величин. 

Главный редактор — один из основоположников 
квантовой электроники, лауреат 

Лекинской. Государственной и Нобелевской 
премий, дважды Герой Социвлисгического 
Труда академик А. М. Прохоров. 

Нервый том выйдет в 1988 году. 
Ориентировочная стоимость тома 7 риб. 80 коп. 


Подписка принимается книжными магазинами, 
распространяющими подписные издания. 

При подписке вносится задаток 5 руб.. 
который засчитывается при получении 
последнего тома. 
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Ордеме Трудового Красного Знамени 
Чеховский полиграфический комбинат 
ВО «Союзполиграфиромь 
Государствьемного комитета СССР 

го делам издательстт, полиграфин 

н книжной торгован 

142300. г Чехов Московской области 


103006 Москва К-6, ул. Горького. 32/1. оКрайтеь, 


тел. 25 9- 33-54 


ПАрзьмаминио. 9 слуфани КА— 


Консультирует — экс-чемпи- 
он мира по шахматам, меж- 
дународный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР шо 
шахматам, кандидат техниче- 
ских наук Е. Я. Гык. 


ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ТЕМЫ 


Многие шахматные задачи 
имеют геометрическую осно- 
ву, все как бы строится на 
пересечении линий. 

Бристольская тема (тема 
прокладки пути). Эта тема 
открыта английским пробле- 
мистом Хили и заключается 
в освобождении линии. 





ХФ. Хили, 1864 г. 
Мат в 3 хода. 

1. ЛЬ11 Черные в цугцван- 
ге, конь неподвижен из-за 
2. 296. на любой ход слона 
следует 2. ФЬ! и, поскольку 
ладья заблаговременно усту- 
пила место ферзю, 3. Фё1х. 

Антибристольская тема. 
На сей раз дальнобойная фи- 
гура закрывает путь другой 
фигуре. 





0. Коппинг, 1961 г. 
Мат в 3 хода. 

1. Фе2! с угрозой 2. $13 -- 
Ке4 3. Ф:е4 хх . Черные вынуж- 
дены привлечь своего ферзя: 
1..Фс8 2. К:ЬТ, 1..ФАА 2. 
Кр:с7, 1...Фе5 2. КЕТ — вся- 
кий раз с иеизбежным матом 
3. КЬбХ или 3. КеХ. От 
обоих матов в исходной пози- 
ции защищало 2...СЁб, теперь 
мешает свой ферзь. 


Клапан (тема ближе к фи- 
зике) образуется двумя черны- 
ми фигурами, одна из кото- 
рых, открывая линию дейст- 
вия второй, одновременно пе- 


рекрывает ее по другой линин. 


Если одна из фигур, откры- 
вая линию действия второй, 
одновременно — перекрывает 
третью, то это — двойной 
клаиэн. 





Я. Исаев, С. Левман, 1928 г. 
Мат в 2 хода. 

После 1. Кя5, зашищаясь 
от угрозы 2. КебЖ, чериый 
конь 45 должен отступить 
(1..2 2. С:е5х), открывая 
дорогу своему ферзю. В трех 
вариантах конь перекрывает 
ферзя по другим линиям: 
}...Ко4 2. КЪЗХ, 1...КеЗ 2. 
Лазх, 1...Кез 2. К#Зх — 
простой клапан; в трех других 
вариантах перекрывается 
путь другим фигурам: 1...Ке? 
2. Сеэх, 1..КсТ 2. Фебх, 
1...КГ4А 9. Фе4х — двойной 
клапан. 

Коиевое колесо — меха- 
низм восьмикратной игры 
одного из коней, расположен- 
ного в центральной части 
доски. 





М \ 


К. Мэнсфилд, 1958 г. 
Мат в 2 хода. 

В распоряжении белого 
коия восемь возможностей, 
но семь из них тонко опро- 
вергаются ходами черного 
ферзя: 1. КЁ1 Фа?! 1. Ка1 
Фс8! 1. Кс2 Фа, 1. Кс4 Фа5!, 
1. Ка5 Фе8!, 1. КГБ Фа8! и 
1. КЕа ФЬ8! Решает самый 
странный ход 1. Кя2! с не- 
избежным матом. Тема коне- 
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вого колеса оригинально воп- 
лощена в ложных следах. 

Крест — механизм  четы- 
рехкратной игры короля, фер- 
зя или ладьи на одинаковые 
расстояния по горизонтали и 
вертикали. звездочка — ака- 
логичная игра по днагоналям. 
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В. Руденко, 1980 г. 
Мат в 3 хода. 

Е. К@5! с угрозой 2. КЬб -- 
Кре8 3. Л6Ж. 1...Саб 2. 
Л:с5+  Креб 3. К:и5х, 
1...С48-- 2. ЛЬб Крс8 3. 
Кабх, 1...СГ8 2. Л96{ Крс8 
3. Ла8хХ и 1...С16 2. Ле7-- 
Креб 3. К#АхХ. Ладейный 
крест в ответ на звездочку 
слона! 

Фокальная тема — устра- 
нение контроля черного фер- 
зя (ладьи) над одним из двух 
защищаемых им по разным 
линиям полей, называемых 
фокальнымн. 








В. Гольпгаузен, 1909 г. 
Мат в 3 хода. 

Белый конь готов объявить 
мат с 67 или Ъ3. 1. Се4 
опровергается путем 
1...Ф{3! — ферзь вновь берет 
под прицел оба фокальных 
поля. Белые предварительио 
играют 1. ©4№и только после 
1...4с (1...ФГЗ 2. С4З' прово- 
дят основную идею 2. Сс4! 

Ковкурсные задания 

21. Белые: Кра1, 793, 
348, Ке7?, СЁ3 СЬ4; черные: 
Креб, Ла7?, КЬ5, пн. аЗ, Ь7, 
С7, еб, #4, Г5. ВТ. Мат в 3 хода. 

22. Белые: КрИ8, Ле8, ЛЬТ, 
Ка4, КЬЗ, СЪ, пп. 65, с2; 
черные: Краб, ЛЬ4, пп. а5, 
Ь6. 43, #5. Мат в 3 хода. 


Срок отправки решений — 
25 января 1988 2. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта». задания 
21. 22%. 


Цена 40 коп. 
Индекс 70465 


«Чертову бочку» изобрел Гумпей Иокои — 
менеджер японской Фирмы, производящей 
игральные автоматы. Ее общий вид показан 
справа, слева — схематическая развертка. Эта 
головоломка вкешне напоминает хорошо из- 
вестные «варикон» и евавилонскую башню» 
(см. «Квант» № 6), но перемещение шариков 
осуществляется здесь иначе. Разрешается: 
1) с помощью двих барабанов поворачивать 
сразу по два «слоя» шариков; поворот нижнего 
барабана на 1/5 полного оборота по стрелке 
на схеме обозначим и, верхнего — в; 2) сдвигать 
сразу три длинных вертикальных ряда шари- 
ков (по 5 штук) ка один шарик — вкиз, если 
три «лишних» шарика вверху, и вверх. если 


они внизу; эти сдвиги будем обозначать стрел- 
ками }11.К этому описанию остается добавить, 
что расположение шариков. показанное слева. 
считается «правильным». Его и нужно научить: 
ся получать из произвольной расстановки. 

Поищем операции, помогающие решить эту 
задачу. В прошлых номерах мы не раз уже 
видели. что особенно удобны «пары обменов» 
{(устроенные так: а++ 6, сч+* 4) ц «3 - циклы» 
{а--Ь--с—а), а искать их надо среды ком- 
мутаторов — операций вида ХУХ-—1У-*, 
Действие двух простейших коммутаторов — 
А={в—Чви В=|н_Чн — показано. соответ- 
ственно. красными и синими стрелками слева. 
Каждый из них порождает два кезависимых 





цикла (из Ги из 5 элементов), т. е. перемещает 
одновременно 12 шариков. Это много. Но 
из них составляются более простые пере- 
становки. ВАВ-\ Например, коммутатор 
К=А-! передвигает только 7 шариков: он по- 
рождает З-цикл 5 -+ 4 -* 7 -» 5 ц пару обме- 
нов 1+— 2, 3-> 6 (цифры — это номера шари- 
ков на схеме). Теперь самое время познако- 
миться еще с одним полезным приемом кон- 
стриирования хороших операций — повторе- 
нием. Если выполнить К дважды. то, очевидно. 
обмены 1-- Ри 3++ 6 исчезнут, а останется 
только З-цикл 4 -- 5 + 7 = 4. А при тройном 
повторении, наоборот, исчезнет З-цикл, пара 
обменов же останется. Аналогично мы могли 
бы избавиться от одного из двух циклов 
в операции А иль В: проверьте, что АЗ — 


это 7-цикл, а А’— 5-цикл и посмотрите. как 


действуют АВА В-8, 
А’ВА ТВТ. 
Внимательный читатель мог заметить. что 
операции А цы В по существу совпадают 
с одкоименными операциями из прошлого 
номера «Кванта», которые использовались 
для плоской головоломки, вивлогичной вчерто- 
вой бочке» (сравните их схемы!). Но «бочка» 
все-таки предмет круглый и образовать циклы 
в ней можно просто крутнув барабан. Это 
не слишком хитроумное соображение ‹рабо- 
тает» в следующих двух операциях: 
ив Чв-1 
(1<+ 2,5. 7.8 - 6—4 + 3; ср. с К) и 
фе [в 24-2 
(1-4. 5+- 7). Как видим, экономия в числе 
ходов немалая! 


коммутаторы 


15$ М 0130 - 2221 


Научно-популярный 
физико-математический 


журнал 





Куапетсесте.ти 


ЗУ $ЗТЕМ ЕРТТОМ1СЬ Тома аовех 
ибо ой Дл ЛЕлгиль Равсцая. Солеегиму 6 


абтне 


бя», 


Ал к Фут 
Ваза А < 4. 29 м. 
Зри ирея дм 
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В этом номере мы продолжаем знакомство 
с «Математическими началами натуральной 
философии» Ньютона (см. статью 
«Великая книга Ньютона»). 

Эта книга оказала огромное влияние 
на развитие науки и человеческой мысли. 
Построенная Ньютоном механика 
позволила проанализировать и обобщить 
многие весьма сложные явления, 

в том числе и астрономические. 
Воспроизведенная здесь 

«Схема Солнечной системы», изданная в 1724 

английским ученым В. Висгоном 

{который после Ньютона занял 
профессорскую должность в Кембридже), — 

попытка представить 
«ньютоновскую систему мира», 
осковываясь на сформулированных 
в «Началах» законах движения 
‹ ы законе всемирного тяготения. 
а м 
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В номере: 


И. 3. Пирогов, И. А. Тюлина. Мехматовцы МГУ в битве 
за Москву 
В. С. Эдельман. Эта простая теплоемкость 


С.Р. Филонович. Великая книга Ньютона 


В. И. Арнольд. Второй закон Кеплера и топология 
абелевых интегралов 


Задачиик «Кванта» 

Задачи М1076 — М1080. Ф1088 — 21092 

Решения задач М1056 — М1050, Ф1067 — Ф1072 
Список читателей, приславших правильные решения 


*Квант» для младших школьников 

Задачи 

А. И. Буздын, С. С. Кротов. Как однажды Жак-звонарь 
головой сломал фонарь... 


Лаборатория «Кванта» 
В. В. Майер. Р. В. Майер. Наблюдение злектроствтической 
индукции 


Искусство программирования 
А. А. Дуванов. Ю. А. Первин. Язык Лого. Урок 3: 
Рекурсии, функции 


Новости науки 
Самый далекий квазар 


Практикум абитуриеита 
В. А. Нахшин. Уравнения думают за нас 


Олимпнады 

В. В. Вавилов. Ю. П. Соловьев. А. А. Фомин. 

ХХУШ Международная математическая олимпиада 
С. С. Кротов. ХУПТ Международная физическая 
олимпиада 

Избранные задачи Ленинградской городской олимпиады 
то математике 


Информация 
Заочная физико-техническая школа при МФТИ 


«Квант» улыбается (с. 55) 

Ответы, указания, решения 
Шахматная страничка 

Метод треугольника {3-я с. обложки) 


“ии ббеощееа_/ 


На главной площади вашего города стоит новогодняя 
елка? Посмотрите на нее в вечернее время издалека. 
и вы увидите, что она... красная, хотя освещают ее 
разноцветные лампочки. Почему? На этог вопрос вы 
сможете ответить, прочитав статью «Как однажды Жак- 
звонарь головой сломал фонарь...» (с. 32). 


С Иэлетельство «Наука». Главнан редакция физихо-математической литературы. »Кванть, 1987 
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Двадцатого октября 1987 года закончился 
жизненный путь великого ученого, круп- 
нейшего математика современности Анд- 
рея Николаевича Колмогорова. 

Место А. Н. Колмогорова в истории 
математики уникально — ему принадле- 
жат фундаментальные открытия почти во 
всех областях этой науки и ее приложе- 
ний. Но помимо собственного математиче- 
ского творчества, в жизни Андрея Ни- 
колаевича огромное значение имело 
стремление служить Просвещению, слу- 
жить воспитанию подрастающего поко- 
ления. 

А. Н. Колмогоров родился 25 апреля 
1903 года в Тамбове. Его редкостное и 
разностороннее дарование проявилось 
рано: в семь лет он самостоятельно пере- 
открывает представление квадратов целых 
чисел в виде суммы простых, в двенадцать 
начинает изучать высшую математику, 
затем увлекается историей Новгорода (где 
делает важное открытие), серьезно интере- 
суется металлургией. Поступив на физи- 
ко-математический факультет Московско- 
го университета в 1920 году, он оконча- 
тельно связывает свою жизнь с матема- 
тикой и с университетом. Уже в 19 лет 
ему удается построить пример «почти 
всюду расходящегося тригонометрическо- 
го ряда», принесший ему мировую извест- 
ность. В 1931 году А. Н. Колмогоров 


становится профессором Московского уни-. 


верситета, где он возглавлял в разное 
время три кафедры и создал несколько 
научных школ. Нет возможности даже пе- 
речислить здесь те области знания, где 
Андрей Николаевич сделал важнейшие 
открытия. Отметим лишь создание основ 
теории вероятностей и статистики, реше- 
ние (при участии В. И. Арнольда) 
ХИТ проблемы Гильберта. 

В те же годы, когда Андрей Николаевич 
делает свои первые открытия, он стано- 
вится школьным учителем и несколько лет 
работает в общеобразовательной тзколе. 
Начиная с 30-х годов, он читает много- 
численные лекции школьникам и студен- 
там, активно участвует в становлении 
школьных математических олимпиад, 
сначала Московских, а затем Всероссий- 
ских и Всесоюзных. В шестидесятые годы 
он создает физико-математическую шко- 
лу-ивтернат при МГУ (которую все сразу 
окрестили *зколмогоровской»), много сил 
вкладывает в усовершеиствование школь- 





ных программ и учебииков. В 1970 г. он 
вместе с И. К. Кикоиным создает журнал 
«Квант» и остается до самых последних 
своих дней его автором и активным руко- 
водителем. 

Андрей Николаевич как-то сказал одно- 
му из своих учеников, что человечество 
представляется ему в виде блуждающих 
в тумане огней, которые лишь смутно 
чувствуют свет, рассеиваемый другими. 
Но эти слова невозможно отнести к нему 
самому: он был не только великим уче- 
ным, не только великим учителем, но и ве- 
ликим Просветителем. Андрей Николае- 
вич принадлежал к числу тех несравнен- 
ных гениев, которые высветляют жизнь 
уже самим фактом своего существования. 
Человек, обладающий столь совершенным 
разумом и столь бескорыстной душой, не 
нуждается в похвале потомства — его 
труды продолжают воздействовать на нас, 
его имя не будет забыто. 
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МЕХМАТОВЦЫ МГУ 
В БИТВЕ ЗА МОСЕВУ 


Кандидат физико-математических наук 
И. 3. ПИРОГОВ. 
кандидат физико-математических наук 
И. А. ТЮЛИНА 


Когда меня спрашивают. что больше всего 
запомнилось из минувшей войны. я всегда 
отвечаю: битва за Москву. 

Г. К. Жуков 


Из тринадцати Героев Советского Союза — 
воспитанников Московского университета — 


семь человек — с механико-математического 
факультега®). 
Авторы этой статьи — доценты мехмата 


(механихо-математического факультета) МГУ 
Иван Зиновьевич Пирогов и Ирина Александ- 
ровна Тюлина — были в числе тех, кто защищал 
Москву осенью сорок первого года. 

И. 3. Пирогов перед войной работал в Восточ- 
ком Казахстане. Несмотря на «свинцово-цинко- 
вуюз бронь**)18 августа 1941 года ок получил 
направление во Фрунзенское пехотное училище, 
из личного состава которого вскоре была сфор- 
мирована одна из особых курсантских стреяко- 
вых бригад. В конце октября 34-я бригада, где 
служил И. 3. Пирогов, была направлена в Под- 
московье. В составе 49-й армии эта бригада 
вступила в бой под Серпуховом в конце ноября, 
а 6 декабре эти части вели бои под Тарусой. 
20 декабря Иван Пирогов был тяжело ранен. 
Пройдя нелегкий путь поэтапной эвакуации, 
летом 1942 :. он оказался на излечении в 
Свердловске, где в это время был в эвакуации 
мехмат МГУ. Еще в госпитале Нирогов стал 
серьезно готовиться и вскоре поступил на мех- 
мат, с которым неразрывно связана вся его 
дальнейшая жизнь. И. 3. Пирогов награжден 
орденами Отечественной войны }! степени, Крас- 
ной Звезды и медалями военного и мирного 
времени. 

Студентка 3-го курса мехмата И. А. Тюлика 
в июне сорок первого года поступила, а к осени 
окончила двухмесячные курсы медсестер. Ее 
военная дорога была долгой: началась в Туле, 
протянулась на гысячи километров через Ка- 
лужекую область, Белоруссию, Польшу, По- 
меранию до Эльбы (весной сорок пятого). Сна- 
чала Н. А. Тюлина была санинструктором 
330-й стрелковой дивизиц, а затем — старшей 
операционной сестрой и парторгом медсанбата. 
Возвратилась на мехмат летом 1945 2г.; окончив 
мехмаг и его аспирантуру, преподает гам же 
историю механики. Награждена двумя орде- 
ками Отечественной войны НП степени, медаля- 
ми, Почегной грамотой Верховного Совета 
РСФСР. 


*} О Героях Советского Союза, учившихся на ме- 
ханико-математическом факультете МГУ. см.: 
«Квант», 1977. № 11, с. 38—40 и 1980, М 65, 
с. 10—17, а также журнал «Математика в школе», 
1985, № 2, с. 71—13. 

*%*) Рабочие, занятые в производстве свинца и 
цинка, освобождались от военной службы. 


}* 


В конце 1941 г. на Москву была 
брошена треть всех пехотных и две 
трети танковых и моторизованных сил 
Восточного фронта гитлеровской Гер- 
мании. По Ленинградскому, Рогачев- 
скому, Дмитровскому, Волоколамеко- 
му, Минскому, Варшавскому шоссе на 
Москву обрушились танковые тараны 
фашистов. Москвичи включились в 
оборонные работы. К, осени сорок пер- 
вого года были сформированы 15 
стрелковых дивизий народного опол- 
чения; из них 12 уже в июле заняли 
боевые рубежи. 

Сотни студентов, аспирантов и со- 
трудников Московского университета 
вместе с рабочими Краснопресненско- 
го района, студентами консерватории, 
артистами театра Революции (теперь 
это театр им. В. Маяковского) и дру- 
гих организаций записывались в 8-ю 
стрелковую Краснопресненскую диви- 
зию. В отличие от регулярных войск, 
подавляющее большинство подразде- 
лений ополчения было укомплектова- 
но при менее тщательном возрастном 
и медицинском отборе. Поэтому туда 
попали люди сугубо мирных профес- 
сий, так называемые ‹белобилетни- 
Ки». Военная учеба ополченцев была 
очень краткой. 

В 8-ю Краснопресненскую дивизию 
народного ополчения Москвы записа- 
лось 213 мехматовцев. Большинство 
студентов, аспирантов и преподавате- 
лей мехмата направили в 975-й арт- 
полк этой дивизии. 

В августе 8-я Краснопресненская 
дивизия заняла рубеж на Ржевско- 
вяземском направлении. Боевая под- 
готовка сочеталась с напряженными 
оборонительными работами. К, сентяб- 
рю были созданы противотанковые за- 
граждения, огневые точки, минные 
поля. 

Однако противник внес резкие изме- 
нения в ход ожидаемых событий. В на- 
чале октября обстановка на Ельнин- 
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ском направлении быстро осложни- 
лась: враг бросил сюда свежие войска, 
во много раз превосходящие наши си- 
лы в танках, стволах и в личном со- 
ставе. В связи с этим командование 
Резервным фронтом передало 8-ю 
Краснопресненскую дивизию из 32-й 
в 24-ю армию, поставив перед красно- 
пресненцами новую боевую задачу. 
Нужно было молниеносно сняться с 
подготовленных надежных позиций и 
передислоцироваться в район деревни 
Уварово Смоленской области, что не- 
сколько южнее Ельни. 

В осенней распутице обозы с бое- 
припасами и продуктами отстали, но 
бойцы 975-го артполка, как и всей 
8-и дивизии, выполнили свою задачу, 
задержав рвущегося к Москве врага 
на несколько дней. Ополченцы мно- 
гих районов Москвы сражались здесь 
бок о бок с кадровыми частями Со- 
ветской Армии. Оккупантам эти бои 
под Ельней стоили больших потерь: 
около 45 тысяч солдат и офицеров. 
Наши потери также были велики: бо- 
лее трети ополченцев 8-й Краснопрес- 
ненской дивизии погибли или попали 
ранеными в плен. Среди погибших и 
пропавших без вести было много моло- 
дых ученых — аспирантов мехмата: 
С. С. Кудашев, А. И. Герчиков, 
С. Я. Карнов, М. Е. Глезерман, 
М. И. Песин, А. И. Вихров, В. Н. За- 
сухин, М. Д. Брогинский, Х. М. Миль- 
штейн, Г. Н. Алексеев и другие. 


Многие выпускники мехмата сорок 
первого года были распределены в 
конструкторские бюро и на предприя- 
тия оборонного значения, предостав- 
лявшие бронь. Однако и они почти все 
добровольно пошли на фронт; многие 
вступили в ополчение. Среди них был 
и Михаил Иванов, уже имевший 
тогда несколько рабочих специально- 
стей. Всюду он вел активную комсо- 
мольскую и партийную работу. 
В 1936 г. имея большой трудовой 
стаж, М. И. Иванов поступил на мех- 
мат Московского университета и в на- 
чале войны окончил его с отличием. 
Михаил Иванович Иванов был зачис- 
лен в 915-й артполк в звании капи- 
тана. Из кровопролитных боев под 
Ельней в начале октября сорок пер- 
вого года он не вернулся. Погибли там 
же и его товарищи, только что окон- 
чившие мехмат: Мстислав Долгов, 
Олег Сорокин, Евгений Павлов, Петр 
Соколов и студенты ГУ курса Алек- 


д. 
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сандр Сивков, Владимир Муранов, 
Виктор Подьячев и многие другие. 

Среди тех, кто возвратился из этих 
жесточайших боев под Ельней, был 
Горимир Горимирович Черный, ныне 
академик, директор Института меха- 
ники МГУ. 

Вместе со студентами и аспиранта- 
ми мехмата пошел в ополчение доцент 
Николай Борисович Веденисов. Лю- 
бовь к точным наукам привил ему 
отец Б. Н. Веденисов, выдающийся 
строитель и ученый, член-корреспон- 
дент АН СССР, лауреат Государствен- 
ной премии. В 1922 г. Н. Б. Веде- 
нисов поступил на физико-математи- 
ческий факультет Московского уни- 
верситета, Он учился вместе с А. Н. Ти- 
хоновым, В. В. Немыцким, Л. А. Ту- 
маркиным, А. Н. Черкасовым, в буду- 
щем известными математиками. Со 
второго курса эти математики вошли 
в семинар по топологии, организо- 
ванный П. С. Урысоном и П. С. Алек- 
сандровым. 

По окончании учебы в университете 
Н. Б. Веденисов преподавал матема- 
тику в Московском государственном 
педагогическом институте, одновре- 
менно работая в Московском универ- 
ситете. В годы, предшествующие Ве- 
ликой Отечественной войне, он был 
доцентом военной Артиллерийской 
академии. Всюду у него были учени- 
ки; в топологическом семинаре МГУ 
он руководил работой дипломников и 
аспирантов. 

Вместе с сотнями студентов меха- 
нико-математического факультета, де- 
сятками аспирантов и сотрудников 
Н. Б. Веденисов записался в 8-ю Крас- 
нопресненскую ополченскую диви- 
зию. За несколько лет до войны он 
повредил позвоночник и врачи реко- 
мендовали ему остаться в тылу. Ни- 
колай Борисович отвечал всем лако- 
нично: я должен быть там. где мои 
ученики — на фронте. Как и боль- 
шинство ополченцев мехмата, он был 
направлен в 975-й артполк 8-й Крас- 
нопресненской дивизии. В боях под 
Ельней Н. Б. Веденисов был ранен, 
захвачен в плен и умер в октябре 
1941 г. 


Тяжелые испытания вынали на 
долю тех, кто был захвачен в плен. 
Об их судьбе можно прочитать в книге 
«Без вести пропавшие» С. Ц. Злобина, 
перенестиего четыре года в лагерях 
для военнопленных в Германии. 


Доброволец с мехмата Владимир 
Муранов был на ГУ курсе, когда гря- 
нула война. Он записался в народное 
ополчение и был направлен в 975-й 
артполк. В октябре 1941 г. пропал без 
вести. Почти 40 лет искали его следы 
четыре сестры Володи. И вот наконец 
пришло сообщение из Общества Крас- 
ного Креста, что В. П. Муранов ногиб 
27 декабря 1941 г. в фашистском шта- 
лаге № 324 в Гродно. За три года 
*хозяйничанья» в окрестностях Грод- 
но оккупанты расстреляли и заму- 
чили в лагерях смерти 33 тысячи 
мирных жителей и военнопленных. 

Долгие годы ничего не было извест- 
но о судьбе Андрея Павлова и его 
друга — мехматовца Ивана Лелехина. 
Оба оканчивали аспирантуру; у 
Андрея была подготовлена большая 
часть диссертации, когда началась 
война. По призыву Московского коми- 
тета партии Андрей и Иван были на- 
правлены на переподготовку под Сер- 
пухов (в военкомат Краснопреснен- 
ского района Москвы оба явились доб- 
ровольно 28 июня). В июле они были 
прикомандированы к 48-му полку 
38-й стрелковой дивизии на Смолен- 
ское направление. Андрей Павлов был 
назначен командиром взвода 120-мм 
минометной батареи. Осенью сорок 
первого он оказался на самом опасном 
направлении осеннего натиска фа- 
шистов — под Ярцево. К.. К.. Рокоссов- 
ский отмечал в своих воспоминаниях 
38-ю стрелковую дивизию как самую 
стойкую. После некоторой стабилиза- 
ции линии фронта на этом участке 
обстановка вновь осложнилась в’няа- 
чале октября. Началась операция гит- 
леровцев «Тайфун». 38-й дивизии при- 
шлось взять на себя сдерживание на- 
тиска сильнейших ударных сил фа- 
шистов, прикрывая отход 16-й армии. 
Оставитиеся в заслоне части 30-Й ди- 
визии вели бой до последней гранаты. 
Теперь на месте октябрьского сра- 
жения 1941 г. построен грандиозный 
мемориал в память бойцов и коман- 
диров, задержавших стремительный 
напор танковых и механизированных 
колонн врага на подступах к Москве. 


жж * ж 


С первых дней Великой Отечествен- 
ной войны Государственный комитет 
обороны уделял особое внимание за- 
щите нашей столицы. В сложней- 
шей проблеме жизни прифронтово- 
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го города самое активное участие при- 
нимали ученые, студенты, аспиранты 
и сотрудники МГУ, в том числе меха- 
нико-математического факультета. 

Приказом по МГУ от 12 июля 
1941 г. была организована Местная 
противовоздушная оборона (МПВО) 
МГУ. В составе 1-Й роты рядовыми 
бойцами были крупнейшие ученые 
факультета: И. Г. Петровский, 
П. С. Александров, С. Л. Соболев, 
Б. В. Булгаков, А. А. Ильюшин, 
Н. А. Слезкин, А. А. Космодемьян- 
ский, Д. Е. Меньшов, А. Г. Курош 
и другие. Кто не вошел в состав МПВО, 
использовался по линии МПВО на 
подсобных и других оборонительных 
работах. 

Занятия в университете начались 
1 августа 1941 г.; сроки обучения 
сокращались, интенсивность обучения 
сильно возросла, многие студенты бы- 
ли на спецработах. 13 октября, в связи 
с эвакуацией основного состава МГУ 
в Ашхабад, занятия в Москве прекра- 
тились. 


Москва готовилась к отражению на- 
ступления врага с воздуха. Ученый- 
геометр Н. А. Глаголев успешно ре- 
шал задачу об оптимальном размеще- 
нии зенитных батарей и аэростатов 
заграждения вокруг Москвы, С. В. Ба- 
хвалов (тоже геометр) в самом начале 
войны разработал теорию приборов 
управления артиллерийским огнем 
(кстати, в годы гражданской войны 
он был артиллеристом). Специалист 
по механике Х. А. Рахматуллин про- 
водил теоретические и эксперимен- 
тальные работы по изучению аэроди- 
намики привязных аэростатов и ра- 
счет тросов при поперечном ударе. Он 
же интенсивно проводил работы по 
исследованию аэродинамики пара- 
шютов. 

С первых же дней войны коллектив 
кафедры теории вероятностей под ру- 
ководством А. Н. Колмогорова провел 
ряд исследований по разработке тео- 
рии артиллерийской стрельбы. За ко- 
роткое время была решена задача о 
наивыгоднейшем рассёивании снаря- 
дов при стрельбе по площадям. Особо 
важной в этот начальный период вой- 
ны была разработка таблиц бомбоме- 
тания для малых бомбардировщиков 
типа ПО-2. Эту задачу также решили 
на кафедре теории вероятностей. Дру- 
гая важная задача — задача низкого 
торпедирования с самолетов — была 
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решена учеными кафедры гидромеха- 
ники Л. И. Седовым и Н. А. Слезки- 
ным. Задача о влиянии несоос- 
ности снаряда и канала ствола ору- 


дия на отклонения при стрельбе была 
решена Н. А. Слезкиным; он же рас- 
сматривал вопросы теории бронепро- 
бивания и удара снаряда о броню. 

В тяжелых оборонительных боях 
часто приходилось перебазировать са- 
молеты на временные неблагоустроен- 
ные аэродромы по земле. При этом 
возникла проблема устойчивости та- 
ких движений. Эту проблему разре- 
шили ученые мехмата А. А. Космо- 
демьянский, Н. Г. Четаев, Н. Д. Мои- 
сеев. 

При грандиозных масштабах воен- 
ных действий исключительное значе- 
ние имела служба времени ГАИШ, 
обеспечивавшая бесперебойную пере- 
дачу радиосигналов точного времени 
для нужд фронта. Этой работой руко- 
водил Н. Д. Моисеев. 

К началу войны на мехмате было 
несколько лабораторных установок; 
часть из них была расположена в под- 
вальных помещениях факультета. На 
этих установках проводились важные 
исследования оборонного значения. 
Особенно интенсивные исследования 
проводились коллективом кафедры 
теории упругости под руководством 
А. А. Ильюшина. Эти исследования 
велись несмотря на воздушные налеты 
врага. Лишь после бомбардировки 
29 октября, когда фашистский бом- 
бардировщик сбросил 200-килограм- 
мовую фугасную бомбу перед зданием 
мехмата, работы в лабораториях тео- 
рии упругости были временно прекра- 
щены. Но уже в начале 1942 г. рабо- 
ты в этих лабораториях продолжа- 
лись. Важнейшим результатом этих 
экспериментально-теоретических ис- 
следований явилось доказательство 
возможности изготовления снарядов 
из вязких сталей без термообработки 
и из сталистых чугунов. А это зна- 
чительно удешевляло и упрощало 
производство снарядов. Исследуя во- 
прос об устойчивости вязко-пластиче- 
ских течений, было определено число 
осколков и их разлет при разрыве 
снарядов, а эти результаты позволили 
дать рекомендации 0б оптимальном 
проектировании снарядов. 

В осажденной Москве и блокадном 
Ленинграде разрабатывалась фанта- 
стическая идея построения дороги по 
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льду Ладожского озера (Дороги жиз- 
ни). Активнейшее участие в решении 
задачи о прочности ледового покры- 
тия принял ученый кафедры теории 
упругости М. М. Филоненко-Бородич. 

В предвоенные годы Б. В. Булгаков 
занимался теорией гироскопов. Нака- 
нуне войны он интенсивно разрабаты- 
вал теорию гироскопических систем, 
в частности автопилотов. Во время 
войны А. Ю. Ишлинский, Б. В. Бул- 
гаков, Я. Н. Ройтенберг работали над 
совершенствованием гироскопических 
приборов и приборов управления ар- 
тиллерийским огнем на кораблях 
Военно-морского флота. 

В начале 1942 г., после декабрьского 
разгрома немцев под Москвой, мно- 
гис ученые стали возвращаться в Мо- 
скву из эвакуации. В феврале 1942 г. 
возобновились занятия в Московском 
университете. Хотя враг был отброшен 
от Москвы, условия для занятий и 
научно-исследовательских работ были 
очень трудными. Как и прежде, рабо- 
тали команды МИВО, студенты заго- 
тавливали дрова для столицы и в то 
же время восстанавливали лаборато- 
рии, сдавали зачеты и экзамены. Вес- 
ной 1943 г. возвратилась из Сверд- 
ловска большая часть механико-мате- 
матического факультета и библиотека, 
особенно ценнейшая ее математиче- 
ская часть — кабинет математики и 
механики Московского математиче- 
ского общества. Но здание мехмата 
было разрушено, занятия проходили 
в разных помещениях, подчас в дале- 
ких от центра города. Усилиями 
строителей и студентов помещение 
мехмата на Моховой было восстанов- 
лено. Среди студентов появились 
фронтовики, демобилизованные по ра- 
нению, началась кипучая мехматов- 
ская жизнь: заработали кружки, се- 
минары — учебная жизнь мехмата 
входила в свой нормальный ритм. 

Самоотверженный труд ученых 
мехмата был высоко оценен прави- 
тельством: большинство плеречислен- 
ных работ было отмечено Государ- 
ственными премиями, а их авторы на- 
граждены орденами и медалями. 

Мы попытались отразить лишь не- 
большую часть значительного вклада 
в дело обороны столицы и окончатель- 
ного разгрома врага, который внесли 
ученые, студенты, аспиранты — весь 
коллектив механико-математического 
факультета МГУ. 
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ЭТА ПРОСТАЯ 
ТЕПЛОЕМЕОСТЬ 


Доктор физико-математических наук 
В. С. ЭДЕЛЬМАН 


Я уверен, что многие читатели, взгля- 
нув на заголовок этой статьи, только 
пожмут плечами: а что в этом инте- 
ресного? Да, есть такая величина, 
нужная для того, чтобы подсчитать 
количество теплоты, затрачиваемой 
на нагревание того или иного тела. 
Для техники это, конечно, важно, а по- 
сему нашлись люди, которые, потра- 
тив уйму времени, измерили удель- 
ные теплоемкости разных материалов. 
Измерения эти в принципе не такие 
уж и сложные — даже в школьном 
практикуме есть задача по калоримет- 
рии. Потом были составлены справоч- 
ники, таблицы, любой может ими 
пользоваться, и нечего больше об этом 
думать. В общем, казалось бы, дело 
нехитрое и скучное. Однако... 

Если полистать самые солидные на- 
учные журналы, то все время будут 
попадаться работы, в которых иссле- 
дуется теплоемкость, и вовсе не обяза- 
тельно теплоемкость новых, только 
что синтезированных веществ, а за- 





Рис. 1. 


частую вполне обыденных, разве что 
в не обыденных условиях. В чем же 
секрет, почему в эпоху лазеров, фи- 
зики высоких энергий, микроэлектро- 
ники, термоядерного синтеза и т. п. 
не угасает интерес физиков к такому, 
казалось бы, рутинному вопросу? Де- 
ло в том, что теплоемкость тесно свя- 
зана со строением вещества и ‘дина- 
микой движения частиц, его состав- 
ляющих, и иной раз именно измере- 
ние теплоемкости позволяет хоть 
что-то узнать о природе вещей, когда 
пасуют самые современные методы. 

Чтобы воочию убедиться в такой 
связи, не надо ходить далеко за при- 
мерами. Посмотрите иа рисунок 1: 
так меняется теплоемкость обычной 
воды при изменении температуры. Ко- 
нечно, первое, что бросается в глаза, — 
это скачок при 0 °С, т. е. при темпе- 
ратуре перехода воды из одного агре- 
гатного состояния в другое. Но это 
не все: и в твердой фазе, и в жидкой 
теплоемкость сложным образом зави- 
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Таблица 1 


Теплоемкость газов при комнатной температуре я постоянном объеме 








Газ Не Аг Хе Н, м. о. со, мн, сн, 
Суд Дж/г.К) 3,15 0,31 0.096 10.26 ОА 0.66 0.65 1.62 1.68 
сит от температуры. И это у воды, таблице нетрудно. Вспомним, что 


которая еще не так давно служила 
эталоном тенлоемкости! 

Современная наука может объяс- 
нить, что происходит с водой, но нам 
за это дело браться не стоит. Лучше 
начать с самого простого, что извест- 
но,— с идеальных газов. 


Идеальные газы 


Строго говоря, этот заголовок не со- 
всем точен, потому что речь все-таки 
пойдет о реально существующих га- 
зах, идеальных только в одном смыс- 
ле: для них при комнатной темпе- 
ратуре с высокой точностью справед- 
лив закон 


ри == МЕТ, 
и энергия поступательного движе- 
ния Е, молекулы газа равна 

Е = > ЕТ 
{здесь, как и обычно, р, "У, Т — давле- 
ние, объем и абсолютная температура 
газа, М — число молекул, ззапертыхь» 
в объеме И, ак == 1,38 - 10 Дж/К — 
константа Больцмана). 

Выпишем из справочника значения 
удельной теплоемкости с,, при по- 
стоянном объеме, измеренные для не- 
скольких газов (см. таблицу 1). На 
первый взгляд, трудно усмотреть в 
этих числах какую-либо закономер- 
ность. Но не будем торопиться, а по- 
пробуем представить эти же величины 
в несколько ином виде. Дело в том, 
что один грамм разных газов содер- 
жит разное количество молекул. 
А только что приведенная формула 
для Е, подсказывает, что надо бы срав- 
нивать величины, приходящиеся на 
одну молекулу. Пересчитать числа в 


моль любого вещества содержит одно 
и то же число молекул — 6,02- 10? 
(это №, — число Авогадро). Тепло- 
емкость одного моля — молярную 
теплоемкость — найти нетрудно: 
<, = сы, где и — молярная масса 
вещества. Следовательно, теплоем- 
кость, приходящаяся на одну моле- 
кулу,— 


ЕЕ 1 
Сис = С, 4 к 

Эта величина, естественно, очень ма- 
ла, и нам удобнее будет сравнивать 
между собой значения с... =с,./Ё 
(легко убедиться, что величины с, 
безразмерны — это просто числа). 

Вычислим значения с... для тех же 
газов, для которых мы выписали в 
таблице 1 значения с,,, и посмотрим, 
что получилось (см. таблицу 2). Сра- 
зу бросается в глаза, что для всех 
одноатомных газов с,., одно и то же. 
Иными словами, молекулярная тепло- 


емкость с... всех одноатомных газов 
одинакова и равна точно 1,5й,т. е. йа 


Но ведь это очень уж знакомое число: 
именно коэффициент 3/2 фигурирует 
в приведенной выше формуле, описы- 
вающей среднюю энергию поступа- 
тельного движения молекул идеально- 


то газа. А так как теплоемкость 
ее то и получим 3 Е = 
= ат, У кт 
З 
== 2 Е == Сиаз- 


Замечательный получился резуль- 
тат: для гелия, неона, аргона все теп- 
ло, подводимое к ним, без остатка пре- 
образуется в энергию поступательного 
движения атомов. Мысленно можно 


Таблица 2 





Газ Не Аг Хе 








Н. М о, со: МН сн: 
суд. Дж (г - К) 3,15 0,31 0,096 10.26 0.74 0.66 0.65 1,62 1,68 
Сол = бмол/Ё 1,50 1,50 1,50 2,45 2.49 2,53 3,42 3,30 3.23 
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представить, что атомы могут еще и 
вращаться, но на это движение, как 
видно, подведенного тепла уже не 
остается, и никакой теплоемкости, 
связанной с вращением, нет. Вывод 
этот, вообще-то говоря, верен только 
при умеренных температурах, при ко- 
торых и получены результаты, пред- 
ставленные в таблицах 1 и 2. При 
очень высоких температурах (в ты- 
сячи градусов) все уже не так просто, 
и, как показывают опыт и теория, вра- 
щение может возбудиться. Но не бу- 
дем пока усложнять себе жизнь. И без 
того возникают вопросы, стоит лишь 
взглянуть на теплоемкость газов, мо- 
лекулы которых состоят из двух или 
большего числа атомов. В их тепло- 
емкостях кое-что остается сверх 
хе А. Любопытно, что для двухатом- 


ных газов -—- водорода, кислорода, 
азота — остаток, приходящийся на 


.. 1 
каждый атом, почти точно равен й. 


Но для многоатомных газов ситуация 
сложнее: соответствующие остатки 
равны —0,65Е/атом для СО. и всего 
—-0,34Е /атом у СН;. Так что, но-види- 
мому, дело не просто в числе частиц. 

Подойдем к этому вопросу с другой 
стороны — посмотрим, какие различ- 
ные типы движений возможны для 
молекул. Двухатомную молекулу 
можно представить так, как на ри- 
сунке 2а, — атомы, соединенные пру- 
жинкой. Поступательное движение 
молекулы может быть описано как 
движение ге центра масс по трем 
взаимно перпендикулярным осям Х, 
У, 7 (см. рисунок 2а). Молекулу мож- 
но поворачивать вокруг осей У и &, 
перпендикулярных пружинке, соеди- 
няющей атомы. Вращение молекулы 
вокруг оси Х, проходящей вдоль пру- 
жинки, надо, пожалуй, исключить — 
это, по существу, то же самое, что 
вращение каждого атома самого ло 
себе, а как мы только что видели 
на примере одноатомных газов, тепло 





п} 
Рис. 24. 
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на это не расходуется. Наконец, сами 
атомы могут колебаться вдоль оси Х 
навстречу друг другу. 

Итак, для двухатомной молекулы 
возможных типов движения — их еще 
называют «степенями свободы», — 
с учетом поступательного движения 
ло трем осям координат, всего шесть. 
Для трехатомной молекулы типов 
движения всего девять, так как ее 
можно поворачивать уже вокруг трех 
осей и есть три различных типа коле- 
баний (см. рисунок 26). Если моле- 
кула составлена из пл атомов и п>3, 
то подобную картинку нарисовать уже 
трудно, но есть простое правило, поз- 
воляющее подсчитать число степеней 
свободы: их полное количество, вклю- 
чая поступательное движение (три 
степени свободы) и три поворота во- 
круг трех взаимно перпендикулярных 
осей, равно числу координат атомов, 
составляющих молекулу, т. е. рав- 
но Зл. 

Воспользовавшись этим рецептом, 
сосчитаем число возможных движе- 
ний для разных газовых молекул и, 
помня о трех степенях свободы, при- 
ходящихся на поступательное движе- 
ние, добавим к таблице 2 еще пару 
строк (таблица 3). Присмотримся те- 
перь к многоатомным газам СО., МН+, 
СН.. Каждую из этих молекул можно 
вращать вокруг трех осей, но число 
возможных типов колебаний для этих 


молекул разное: для СО. — три, для 
МН, — шесть, а для СН. — целых 
девять. А теплоемкости этих газов 


почти одинаковы! Разумно предполо- 
жить, Что при тепловом движении 
энергия, сообщаемая молекуле, тра- 
тится на поступательные и враща- 
тельные движения, а колебания ато- 
мов не возбуждаются. Иными слова- 
ми, колебания не дают вклада в теп- 
лоемкость. Но тогда столь же разумно 
не учитывать колебания и у двухатом- 
ных молекул, а считать, что добавка 
{по сравнению с одноатомными моле- 
кулами) к ИЕ теплоемкости связана 





Таблица 3 

















Газ Не Аг Хе Н, № © Со: мн, СН. 
с,» ДжДг- К) 3,15 0,31 0,096 10,26 0,74 0,66 0.65 1,62 1.68 
ТА 1,50 1,50 1,50 2,45 2,49 2,53 3,42 3,30 3,23 
Число поворотов молекулы [1 [и 0 2 2 2 з 3 З 
Число возможиых колебаний 0 о 0 1 1 1 З 6 9 





исключительно с поворотами. Для 
двухатомных молекул, как видно из 
таблицы 3, при комнатной темпера- 
туре эта добавка почти точно равна 


1 . 
= Е на каждый поворот. Если принять 


такое же правило для многоатомных 
молекул, то для них полная тепло- 
емкость должна быть равна ЗА. Фак- 
тически она несколько больше, но не 
будем пока обращать на это внима- 
ния. 

Мы пришли к интересному резуль- 
тату: на каждое из возможных дви- 
жений молекулы как целого — будь 
то перемещение по одной из осей ко- 
ординат или поворот вокруг одной 
из трех осей — приходится одинако- 


1 
вая теплоемкость, равная =. Это за- 


ключение физики называют «законом 
равнораспределения». 


Колебания — вне закона? 


Но если это закон, то почему он не 
универсален, почему сделано исклю- 
чение для колебаний? Конечно, мож- 
но сказать, что «лишняя» теплоем- 
кость у многоатомных молекул свя- 
зана с колебаниями, но вклады от ко- 
лебаний для СО> (0,15 на каждое 
колебание) и для СН, (0,0252 на коле- 
бание) столь различны, что о равно- 
распределении говорить не прихо- 
дится. 

Еще запутаннее ситуация стано- 
вится, если посмотреть на громадную 
«супермолекулу» — частицу твердого 
тела. В твердых телах все составляю- 
щие их молекулы расположены в Уз- 
лах кристаллической решетки и не 
могут двигаться поступательно или 
вращаться. Единственный возможный 
вид движения, если не считать дви- 
жения предмета как целого, это коле- 
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бания атомов около своих положений 
равновесия. Поэтому вся теплоемкость 
твердых тел связана с возбуждением 
колебаний. И теплоемкость эта от- 
нюдь не мала. Так, почти все кри- 
сталлы, составлеиные из атомов, 
имеют при обычных условиях почти 
одинаковую молярную теплоемкость, 
близкую к 25 Дж/(моль - К). Это пра- 
вило известно как закон Дюлонга и 
Пти. К примеру, теплоемкость алю- 
миния равна 24,4 Дж/(моль - К), се- 


ребра — 25,2 (в тех же единицах), 
меди — 24,6, золота — 26,5, свин- 
ца — 26,6. Легко вычислить, что на 


каждый атом в твердом теле прихо- 
дится в среднем теплоемкость ЗК, 
т. е. на каждое колебание (а их число, 
напомню, для моля вещества равно 


3^,) приходится не г Е, а вдвое боль- 


шее значение! Но попробуйте каждо- 
му колебанию в молекуле СН. припи- 
сать вклад в теплоемкость, равный 
ТА, и вы получите громадное расхож- 
дение с экспериментом. 

Чтобы разобраться, в чем дело, надо 
посмотреть на результаты опытов. 
В первую очередь, было бы неплохо 
узнать, зависит ли от температуры 
теплоемкость газов, а если зависит, 
то как? Приведем такую зависимость 





Рис. 3. 


для нескольких газов: для гелия, во- 
дорода и кислорода (рисунок 3). Пер- 
вое, что сразу видно, — у одноатом- 
ного газа гелия в интервале темпе- 
ратур от близких к 4,2 К (темпера- 
тура ожижения гелия) и до тысяч 
градусов Кельвина теплоемкость не- 
изменна. А вот поведение теплоем- 
кости водорода совершенно иное. При 
низких температурах она, как и у ге- 
лия, равна точно 1,5 — в этой об- 
ласти температур водород ведет себя 
как одноатомный газ. При Т = 70 К 
начинается рост теплоемкости, и при 
Т = 250 К она выходит на новое, поч- 
ти постоянное значение с„. = 2,52. 
Но где-то около 1000 К, начинается 
новый подъем, и при 2000 К тепло- 
емкость водорода становится больше 
ЗЕ. При дальнейшем росте темпера- 
туры теплоемкость продолжает уве- 
личиваться, но не будем забираться 
в эту область, так как слишком много 
явлений разыгрывается в газе, когда 
он сильно нагрет. 

Посмотрим лучше, как ведет себя 
в том же температурном интервале 
кислород. Для него измерить тепло- 
емкость в газовой фазе при темпе- 
ратурах, заметно меньших 100 К, 
нельзя, так как кислород перестает 
быть газом. Однако если бы это было 
не так, то при низких температурах 
теплоемкость газообразного кислоро- 
да тоже была бы равна 1,58; а так 
кривая сразу начинается с уровня 
2,5к, но зато к 2000 К теплоемкость 
успевает вырасти до значения 3,52. 

Какие выводы можем мы сделать 
по приведенным экспериментальным 
данным? 

1. Поступательное движение моле- 
кул газа есть всегда, и связанная с ним 
теплоемкость не зависит от темпе- 


ратуры. 
2. Вращения и колебания при низ- 
ких температурах исчезают — они, 


как говорят, «вымерзают». При этом 
обычная комнатная температура по- 
падает в такую область, когда вра- 
щение уже есть (для молекул водо- 
рода, например, оно «звымерзает» при 
Т = 100 К), а колебания еще «замо- 
рожены». 


И, наконец, 

3. У молекулы кислорода есть толь- 
ко один тип колебаний, а теплоем- 
кость при его «размораживании» вы- 


1 
растает не на >, а на 1Ё. Значит, 
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теплоемкость, приходящаяся на каж- 
дое «размороженноеь колебание, рав- 
на 1#. 

Но это число мы уже встречали — 
именно такая теплоемкость приходит- 
ся на каждое колебание в твердом 
теле! Как же понять эти результаты? 


На помощь приходит квантование 


Оказывается, все дело — з кванто- 
вании. И показать это нам поможет 
аналогия с одним из первых ставшим 
известным квантовым явлением — 
эмиссией электронов из металла. Фо- 
тоэмиссия — испускание электронов 
из металла под действием света — 
происходит лишь тогда, когда энер- 
гия кванта света Ах больше работы 
выхода электрона из металла. Но есть 
и другое явление — термоэлектрон- 
ная эмиссия, которая итироко исполь- 
зуется в технике для создания элект- 
ронных пучков, например в телеви- 
зионныхк трубках. В этом случае элект- 
роны покидают металл, когда он на- 
грет до высоких температур, таких, 
что энергия теплового движения —#Т 
становится сравнимой с работой вы- 
хода. Можно сказать, что эмиссия 
*«заморожена» при низких температу- 
рах и «размораживаетсяе» при нагре- 
вании. Другими словами, «вымора- 
живание» движения происходит тог- 
да, когда для его возбуждения надо 
приложить какой-то определенный 
квант энергии. И это верно всегда, 
а не только для эмиссии электронов. 

Отсюда следует: поскольку колеба- 
ния и вращения «вымораживаются», 
то, значит, эти движения квантуются! 
Такое заключение кажется особенно 
неожиданным, когда речь идет о вра- 
щении, — трудно представить, что мо- 
лекулы нельзя поворачивать с любой, 
как угодно малой, скоростью. Но в 
квантовой механике это непреложный 
факт, и молекулы либо не вращаются 
вовсе, либо уже сразу так, чтобы их 
кинетическая энергия, поделенная на 
постоянную Больцмана Е, стала равна 
примерно десяти — ста градусам 
Кельвина (точные числа, конечно, за- 
висят от физических характеристик 
молекул конкретного вещества). Ну, 
а когда речь идет о газе, содержащем 
громадное количество молекул, то 
в нем всегда найдутся такие, которые 
не вращаются, — их доля подавляю- 
ще велика при низких температурах; 
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Рис. 4. 


есть и такие, которые вращаются, и их 
становится все больше и больше по 
мере нагревания газа. Итак, чисто 
квантовое явление влияет на такую, 
казалось бы, сугубо классическую ве- 
личину, как теплоемкость идеально- 
го газа. 

"То же самое, что о вращении, можно 
сказать и о колебаниях. И теперь по- 
нятно, что различие между вкладом 
колебаний в теплоемкости твердых 
тел и газов при комнатной температу- 
ре не носит принципиального харак- 
тера, а связано с численным разли- 
чием характеристик веществ. Для 
молекулы водорода или кислорода 
квант колебаний в шкале температур 
равен тысячам градусов Кельвина, 
а для твердых тел — только сотням. 
И действительно, именно при таких 
температурах теплоемкость твердых 
тел тоже начинает быстро изменяться 
(рисунок 4). И это различие чисел 
тесно связано с тем, что плавление 
твердых тел происходит при темпе- 
ратурах порядка тысячи градусов 
Кельвина, а заметная диссоциация 
молекул кислорода и водорода — при 
десятке тысяч градусов. А ведь меха- 
низм обоих процессов один и тот же — 
это тепловая раскачка колебаний до 
такой амплитуды, при которой «рвут- 
ся» связи, и чем меньше температура, 
при которой наступают колебания, 
тем меньше и температура «разрыва» 
связей. 

Вот какая красивая картина тепло- 
вого движения получена нами из ана- 
лиза теплоемкости. Для полной гар- 
монии не хватает одного штриха: как- 


то надо уложить в одну схему ЧЕ 


для теплоемкости, связанной с посту- 
пательными или вращательными сте- 
пенями свободы, и 1 — для колеба- 
ний. Оказывается, и здесь есть пре- 
красный выход. В самом деле, обра- 
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1 
тите внимание, что 5 ноявляется там, 


где движение характеризуется толь- 
ко кинетической энергией. Но при 
колебаниях есть еще и потенциальная 
энергия, и если полная энергия коле- 
баний равна ЁТ (т. е. теплоемкость 
равна 1#), то это значит, что система 
периодически переходит из состояния 
с нулевой кинетической и с макси- 
мальной потенциальной энергией, 
равной ЁТ, в состояние с нулевой по- 
тенциальной и максимальной кинети- 
ческой энергией, тоже равной КТ. 
А в среднем по времени кинетиче- 
ская энергия в точности равна по- 
тенциальной и, очевидно, обе они рав- 
1 #1 
ны — ЕТ — и мы вернулись к поло- 
винке. 

Итак, окончательные выводы: при 
заданной температуре возбуждаются 
те виды движения, энергия кванта 
которых сравнима с АТ или меньше 
этой величины. При этом и кинетиче- 
ская, и потенциальная энергия (если 
она есть!), приходящаяся на каждую 
степень свободы, одна и та же и равна 


Т 
> Эти выводы прекрасно согласуют- 


ся со многими экспериментами и под- 
тверждаются строгой теорией, осно- 
ванной на квантовой механике. 


Конечно же, рассмотренный здесь 
случай — простейший из возможных. 
Мы можем заглянуть и глубже: вы- 
числяя степени свободы, мы считали 
атом единой частицей, но ведь это 
не так. И у каждого атома есть свои 
внутренние степени свободы движе- 
ния электронов атомных оболочек от- 
носительно ядер. Однако для их ‹раз- 
мораживанияе требуются уже десят- 
ки и сотни тысяч градусов. Собствен- 
но, физика плазмы и изучает газы, 
в которых «разморожено» движение 
электронов. Можно пойти и дальше — 
и ядра составлены из отдельных эле- 
ментарных частиц, да и сами эти ча- 
стицы совсем не элементарны. Но что- 
бы возбудить такие тепловые движе- 
ния, нужны уже миллионы и мил- 
лиарды градусов, а то и много больше, 
и тут начинается тропа, ведущая в 
историю рождения звезд, галактик да 
и самой Вселенной. А первая веха 
на этой тропе — идеальные газы 
со своими законами. 
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ВЕЛИКАЯ ЕНИГА 


НЬЮТОНА 


(К 300-летию первого издания 
*Математических начал 
натуральной философии») 


Кандидат физико-математических наук 
С. Р. ФИЛОНОВИЧ 


В предыдущем номере журнала мы 
познакомились с первой книгой «На- 
чал». Сегодня мы откроем вторую кни- 
гу. Называется она так же, как и пер- 
вая, — «О движении тел» — и посвя- 
цена, говоря современным языком, 
механике сплошных сред. В ней 
рассматриваются задачи, связанные с 
движением тел в средах с сопротив- 
лением, когда сила сопротивления 
зависит от скорости. Обсуждаются 
различные виды движения: прямоли- 
нейное, криволинейное, колебания 
маятников. Наконец, здесь же ре- 
шаются задачи о распространении 
движения через жидкости и о движе- 
нии самих жидкостей в различных 
условиях. 

Может возникнуть вопрос: зачем 
Ньютону понадобилось так подробно 
обсуждать задачи, не имеющие столь 
фундаментального значения, как 
уроблемы небесной механики, состав- 
ляющие основу первой книги? 

Вероятно, Ньютон хотел продемон- 
стрировать эффективность ностроен- 
ной им механики для решения еще од- 
ного класса задач. Однако главная 
причина состояла в том, что Нью- 
тон стремился опровергнуть теорию 
тяготения Декарта, объяснявшую за- 
кономерности движения планет вок- 
руг Солнца с помощью представления 
о вихрях всепроникающей жидко- 
сти — эфира. Рассмотрение Ньютона 
убедительно показало, что теория Де- 
карта не совместима с законами ме- 
ханики. Наконец, есть и @це одно 
обстоятельство, которое, возможно, 
повлияло на выбор задач для второй 
книги «Началь. Дело в том, что Нью- 
тон был не только гениальным 
теоретиком, но и блестящим экспери- 
ментатором, для которого опыт являл- 


Окончание. Начало см, в «Кьонтех № 11. 1987. 


ся главным критерием истинности фи- 
зической теории. Поэтому там, где 
это было возможно, Ньютон на опыте 
стремился получить подтверждения 
своих теоретических выкладок. При- 
менительно к движению тел под дейст- 
вием центральных сил поставить на- 
турный эксперимент очень трудно. 
Применительно же к задачам второй 
книги «Начал» открывался широкий 
простор для опытной проверки, чем 
Ньютон и воспользовался. Он провел 
и описал много интересных механиче- 
ских экспериментов, дополняющих 
теоретическое обсуждение задач. 

Приведем в качестве примера отры- 
вок из второй книги. 

«Есть миение, что существует неко- 
торая чрезвычайно тонкая эфирная 
среда, свободно проникающая через 
поры и промежутки между части- 
цами всяких тел; от такой среды, 
при течении ее через поры тел, 
должно было бы ‘происходить со- 
противление. поэтому я произвел 
испытания, чтобы определить, сосре- 
доточено ли полностью сопротив- 
ление, испытываемое телами при 
движении, на их наружной поверх- 
ности или же внутренние части тел 
претерпевают заметное сопротивле- 
ние. Опыт, который я придумал, со- 
стоял в следующем: к достаточно 
прочно укрепленному стальному крю- 
ку, при помощи стального кольца, 
я подвесил на нити длиною в 11 фу- 
тов [1 фут=0,3048 м.— С.Ф.] круг- 
лую еловую кадочку, чтобы получить 
маятник сказанной длины. Крюк свер- 
ху был на своей впалой поверхности 
хорошо заострен, так чтобы кольцо, 
налегая верхнею своею частью на это 
острое ребро, могло двигаться совер- 
шенно свободно, к нижней же части 
кольца была привязана нить. Я откло- 
нял маятник таким образом устроен- 
ный, приблизительно на 6 футов от 
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отвеса в плоскости, перпендикуляр- 
ной к заостренному ребру крюка, 
чтобы кольцо при качаниях маят- 
ника не скользило взад и вперед, ибо 
точка подвеса, в которой кольцо ка- 
сается крюка, должна оставаться не- 
подвижной. Я точно замечал началь- 
ное отклонение, сообщаемое мною 
маятнику, затем, пустив маятник, я 
замечал еще три других его откло- 
нения, которые маятник имел после 
первого, второго и третьего размаха. 
Я повторял это многократно, чтобы 
определить эти отклоненил как можно 
точнее. Затем я наполнял кадочку 
свинцом и более тяжелыми из имев- 
шихся под рукою металлами; перед 
тем я взвесил порожнюю кадочки вме- 
сте с тою частью нити, которою она 
была обмотана. и половиною осталь- 
ной части, заключенной между крю- 
ком и подвешенной кадочкою, ибо 
нить, когда маятник отклонен от пря- 
мого положения. действует на него 
половиною своего веса. К этому весу 
я прибавил вес воздуха, заполнявше- 
го кадочку. Полный вес порожней ка- 
дочки составлял приблизительно 1/78 
веса кадочки, наполненной металла- 
ми. Так как кадочка; наполненная 
металлами. растягивая нить, увеличи- 
вала ее длину, то я укорачивал нить 
настолько, чтобы при качаниях маят- 


Исаак Ньютон (1643—1727). 
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ника длина ее была такою же, как 
и раньше. Отведя затем маятник до 
первого из замеченных. как сказано, 
отклонений, я его пускал и насчиты- 
вал около 77 качаний, пока маят- 
ник имел отклонение, равное второму, 
затем еще столько, пока оно станови- 
лось равным третьему, и наконец, 
еще столько же. когда оно станови- 
лось равным четвертому. Отсюда я 
заключаю, что все сопротивление за- 
полненной кадочки имеет не большее 
отношение к сопротивлению порож- 
ней, как 78 и 77. Ибо. если бы оба 
сопротивления были равны, то запол- 
ненная кадочка, масса которой в 
78 раз больше массы порожней кадоч- 
ки. должна была бы сохранять и во 
столько же раз дольше свое колеба- 
тельное движение и. следовательно. 
по совершении 78 размахов приходить 
8 замеченные. как сказано выше, по- 
ложения. Она же приходила в них 
через 77 размахов... При этих опытах 
я воспользовался сперва недостаточно 
прочным крюком, тогда заполненная 
кадочка замедлялась значительно 
сильнее; изыскивая причину, я заме- 
тил, что крюк, поддаваясь весу за- 
полненной кадочки, следовал за ее 
колебаниями и гнулся взад и вперед; 
я изготовил затем более прочный 
крюк, чтобы точка подвеса оставалась 
неподвижной, после чего все шло, 
как описано выше.» 

На основе полученных результатов 
Ньютон пришел к выводу, что сопро- 
тивление, действующее на внутренние 
частицы кадочки (т. е. возможное 
сопротивление эфира), по крайней 
мере в 6000 раз меньше, чем сопро- 
тивление, действующее на внешнюю 
поверхность кадочки (сопротивление 
воздуха). Конечно, с позиций совре- 
менной науки, отрицающей существо- 
вание эфира, результаты этого опыта 
объясняются иначе. (Справедливости 
ради отметим, что и сам Ньютон по- 
нимал условность своей интерпрета- 
ции данных.) Однако из этого приме- 
ра видны удивительная изобретатель- 
ность Ньютона в постановке опытов, 
его внимание к деталям и добросо- 
вестность описания результатов, кото- 
рая не позволяет умолчать... даже о 
своих исправленных ошибках,— од- 
ним словом, все то, что составляет 
талант экспериментатора. Тщатель- 
ность описания свидетельствует также 
о значении, которое Ньютон придавал 


своим опытам. Стоит подчеркнуть, 
что повторение опытов Ньютона с 
маятниками, проведенное в 1915 году 
по инициативе переводчика «Начал», 
выдающегося математика и корабле- 
строителя А. Н. Крылова, показало 
их высокую точность. 

Апофеозом «Начал» является 
третья книга, озаглавленная +*О си- 
стеме мира». Здесь Ньютон проде- 
монстрировал всю мощь построенной 
им механики, анализируя многие, в 
том числе и весьма сложные астро- 
номические явления с помощью сфор- 
мулированных им законов движения 
и закона всемирного тяготения, рас- 
смотренного в начале третьей книги. 
Ньютон строит изложение таким обра- 
зом, что закон всемирного тяготения 
как бы выводится на основе обоб- 
щения результатов наблюдений. При- 
вычная нам формулировка этого зако- 
на следует из теоремы УП («Гяготение 
существует ко всем телам вообще 
и пропорционально массе каждого 
из них») и следствия 2 из нее 
(«Тяготение к отдельным равным 
частицам тел обратно ‘пропорцио- 
нально квадратам расстояний мест до 
частиц»), а также третьего закона ди- 
намики. В этой части Ньютон обсуж- 
дает особенности движения планет и 
Луны, строит теорию приливов и тео- 
рию движения комет. Он смело объе- 
диняет «земную» и .небесную» мека- 
нику, демонстрируя тем самым позна- 
вательные возможности науки. 

Следует отметить, что и в построе- 
нии, и в содержании этой части 
«Началь особенно отчетливо прояви- 
лась неприязнь Ньютона к изобре- 
тению гипотез (его выражение +«Нуро}{- 
Без1$ поп Нряо» — «Гипотез не из- 
мышляю» — стало почти афоризмом). 
С этой чертой творчества ученого 
связано отсутствие каких-либо объяс- 
нений механизма передачи тяготения 
на расстояние. Поэтому в ХУПЕ и 
ЖХ веках учение Ньютона о тяготе- 
нии обычно рассматривалось как об- 
разец теории дальнодействия. Однако 
сам Ньютон прекрасно понимал не- 
завершенность своей теории тяготе- 
ния. Уже после выхода в свет «На- 
чал» он писал одному из своих кор- 
респондентов: «Что тяготение должно 
быть врожденным. присущим и необ- 
ходимым свойством материи, так что 
одно тело может взаимодействовать 
с другим на расстоянии, через пусто- 
ту, без участия чего-либо посторон- 
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Первое постоянное здание Лондонского коро- 


левского общества, приобрегенное по настоянию 
Ньютона в 1710 году. 


него, при посредстве чего и через что 
их действие и сила могли бы пере- 
даваться от одного к другому, — это 
мне кажется столь большим абсиур- 
дом, что я не представляю себе, что- 
бы кто-либо, владеющий способностью 
компетентно мыслить в области вопро- 
сов философского характера. мог к 
этому прийти.» 

Эти соображения Ньютона были из- 
вестны Фарадею и Максвеллу, они 
вдохновляли их на разработку важ- 
нейших представлений теории элект- 
ромагнитного поля. Так даже нере- 
шенные Ньютоном проблемы способ- 
ствовали прогрессу науки. 

Завершаются «Начала» подробным 
анализом астрономических законо- 
мерностей, известных в конце ХУП ве- 
ка. Здесь Ньютону удалось свести мно- 
жество разрозненных наблюдений и 
фактов в единую систему, что яви- 
лось наилучшим — доказательством 
достоинств построенной им механики. 


«И всюду свет разлился» 


Английский поэт А. Поп написал о 
Ньютоне строки, ставшие хрестома- 


тийными: 


«Природы строй, ее закон 

В извечной тьме таился, 

И бог сказал: «Явись, Ньютон!» 
Й всюду свет разлился». 


Эти строки отражают восхищение 
гением Ньютона человека ХУШ века. 
А как восприняли книгу кембридж- 
ского профессора его современники 
сразу после ее появления? 

Рецензенты в целом высоко оце- 
нили «Начала». Однако того восхи- 
щения, которого она заслуживала 
(с нашей, современной точки зрения), 
не было. Почему? Причин было не- 
сколько. Прежде всего, сказалось 
влияние авторитета Декарта и его 
теории вихрей. Именно поэтому с 
большим вниманием изучали гидро- 
динамику «Начал», чем теорию тяго- 
тения. 

Значение теории тяготения бы- 
ло осознано позднее, после того как 
усилиями Эйлера, Клеро, Даламбера, 
Лагранжа и Лапласа небесная ме- 
ханика была превращена в наиболее 
развитую отрасль естествознания. 
Другое обстоятельство, наложивзшее 
отпечаток на восприятие «Начал», 
было связано с «синтетическим» мето- 
дом изложения, о котором уже го- 
ворилось .в первой части статьи 
(см. «Кванть № 11, 1987). Когда-то 
было сказано: «с легкостью делать то, 
что затрудняет других,— талант; 
делать же то, что недоступно талан- 
ту, — гениальность». С этих позиций 
«Начала» — свидетельство гениаль- 
ности Ньютона. Но ведь у любой науч- 
ной работы есть и другая задача — 
помочь последователям пойти дальше 
автора. Метод решения задач меха- 
ники, использованный Ньютоном, за- 
труднял продвижение вперед. Это 
прекрасно пояснил великий Эйлер: 
«Хотя читатель и убеждается в истин- 
ности выставленных положений, но он 
не получает достаточно ясного и точ- 
ного их понимания, так что если 
чуть-чуть изменить те же самые воп- 
росы, он едва ли будет в состоянии 
разрешить их самостоятельно... Хотя 
мне казалось, что я достаточно ясно 
понял решение многих задач, однако 
задач, чуть отступающих от них, я 
уже решить не мог». Механика 
Ньютона начала «работать» в науке 
после того, как она была переведе- 
на на язык дифференциального и ин- 
тегрального исчисления и дифферен- 
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циальных уравнений. Основной вклад 
здесь принадлежит Эйлеру. Даламбе- 
ру и Лагранжу. 

И все же «большое видится на рас- 
стоянии». История показала, что нью- 
тоновские +Началаь действительно 
можно считать началом новой науки. 
В этой книге впервые была построена 
система анализа физических (точнее, 
механических) явлений, основанная 
не на качественных рассуждениях, 
а на их математическом описании. 
Важнейшей чертой «Начал» является 
последовательное использование дан- 
ных опыта для построения теории. 
«Начала» дали пример беспрецедент- 
но широкого охвата явлений — от 
перемещения тел на Земле до движе- 
ния планет, их спутников и комет. 

Всякая поистине значительная 
научная книга интересна и важна не 
только решенными в ней задачами. 
Она дает направление дальнейшему 
развитию науки и своими нерешен- 
ными проблемами. В «Началах» бы- 
ла намечена целая научная програм- 
ма, которая осуществлялась учеными 
ХУПШ — первой половины ХХ века. 
Упоминание об этой программе можно 
найти уже в предисловии Ньютона 
к первому изданию «Начал»: 


«Было бы желательно вывести из 
начал механики и остальные явле- 
ния природы, рассуждая подоб- 
ным же образом, ибо многое застав- 
ляет меня предполагать, что все эти 
явления обусловливаются некоторы- 
ми силами, с которыми частицы тел, 
вследствие причин покуда неизвест- 
ных, или стремятся друг к другу и 
сцепляются в правильные фигуры, 
или же взаимно отталкиваются и уда- 
ляются друг от друга. Так как эти 
силы неизвестны, то до сих пор по- 
пытки философов объяснить явления 
природы и оставались бесплодными. 
Я надеюсь, однако, что или этоми 
способу рассуждения, или другому, 
более правильному, изложенные здесь 
основания доставят некоторое осве- 
щение». 


Действительно, законы динамики 
послужили базой для реализации 
ньютоновской программы. Творению 
Ньютона предстояла долгая. жизнь, 
полная интересных событий, привед- 
ших в середине ХХ века к форми- 
рованию механической картины миряа. 


Куаптссте.ги 


ВТОРОЙ ЗАКОН 
КЕПЛЕРА И ТОПОЛОГИЯ 


АБЕЛЕВЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


(по Ньютону) 


От редакции. На страницах книг великих уче- 
ных порой встречаются незамеченные современ- 
никами и последователями глубокие идеи, зна- 
чение которых становится понятным лишь мно- 
го позже. Расшифровку с современных позиций 
двух таких удивительных страниц книги Нью- 
тона Рипейра предпринял автор предлагаемой 
статьи. Редакция понимает, что не всем чита- 
телям будет доступна очень смелая трактовка 
хода мысли Ньютона, написанная современным 
математическим языком, однако мы надеемся, 
что эта статья позволит если не понять, то хогя 
бы прочувствовать связь между идеями Ньюто 
на и современной математикой. 


В. Н. АРНОЛЬД 


Это учение [о степенных рядих] находится 
в таком же отношении к алгебре. как учение 
о десягичных дробях к обыкновенной ариф- 
метике. 


И. Ньютон, Метод флюксий 


1. Математика и физика. Перели- 
стывая Р/лсра («Математические 
начала натуральной философии») 
Ньютона в связи с исполняющимся 
в этом году трехсотлетием этой вели- 
кой книги, заложившей основы теоре- 
тической и математической физики, я 
наткнулся на две чисто математиче- 
ские страницы, содержащие удиви- 
тельно современное топологическое 
доказательство замечательной теоре- 
мы о трансцендентности абелевых ин- 
тегралов. 

Затерянная среди небесно-механи- 
ческих исследований, эта теорема 
Ньютона, видимо, не обратила на себя 
внимания математиков. Возможно, это 
произошло потому, что топологиче- 
ские рассуждения Ньютона обогнали 
уровень науки его времени на пару 
сотен лет. 


Доказательство Ньютона в сущности основа- 
но на исследовании некоторой очень современ- 
ной по духу конструкции (эквивалента рима 
новых поверхиостей для алгебранческих кри- 
вых). поэтому оно непонятно как с точки зрения 
его современников, так и для воспитанных на 
теории множеств и теории функций действи- 
тельного переменного математиков двадцатого 
века, боящихся многозначных функций. 


2 Квант № 12 


2. Формулировка теоремы Ньютона. 
Кривая на плоскости называется алге- 
браической, если она удовлетворяет 
уравнению Р(х.у)-==0 (Р — ненулевой 
многочлен). Например; окружность 
х’у’=1 — алгебраическая кривая. 
Алгебраическими кривыми являются 
эллипсы, гиперболы, лемниската (не 
Бернулли) и’=х’—х' (рис. 1). Сину- 


соида — неалгебраическая кривая 
(почему?). 

Функция называется алгебраиче- 
ской, если ее график — алгебраи- 


ческая кривая; это определение отно- 
сится как к обычным (однозначным) 
функциям, так и к многозначным 
функциям (Т. е. таким функциям, как 
а . 
уУ=-\у1—х или у Агсзш х). Напри- 
р 
мер, и=*`1—х° — двухзначная ал- 
гебраическая функция. 

Рассмотрим алгебраический овал 
(замкнутую выпуклую алгебраиче- 
скую кривую). Овал называется алге- 
браически квадрируемым, если пло- 
щадь любого его сегмента выражается 
аягебраически. Иными словами, пло- 
щадь 5 сегмента, отсекаемого прямой 





Рис. 1. Лемниската — алгебраическая кривая 
у’-=х'--х’. Так выглядит линия уровня энер 
вии на фазовой плоскости частицы. движущей- 
ся в силовом поле. задаваемом многочленом 
третьей степени.с двумя симметричными по- 
тенииальными ямами. 
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Рис. 2. Площадь $ сегмента, отсекаемого от 
овала прямой ах-- бу=с, является функцией от 
(а. В, с): площадь сектора — фиункишй от 
Эвух прямых. Такие функции. построенные по 
алгебраическоми овалу. называются абедевыми 
интегралами. 






3$ 





Рис. 3. Заметенная радиус-вектором площадь не 
может быть алгебраической функцией от тан- 
генса 1 его угла наклоне. так как она при- 
нимвет при одном и том же # бесконечно много 
значений. 


ах фу=с (рис. 2), должна быть ал- 
гебраической функцией от прямой, 
т. е. должна удовлетворять алгебраи- 
ческому уравнению Р($; а. 6, с) =0, 
где Р — ненулевой многочлен от че- 
тырех переменных. 

Замечание. Если овал алгебраи- 
чески квадрируем, то и площадь сек- 
тора, отсекаемого от него углом с ле- 
жащей внутри овала вершиной, явля- 
ется алгебраической функцией от пря- 
мых, образующих угол. Ибо площадь 
треугольника, отличающего сектор от 
сегмента, алгебраична. 

Ньютон поставил себе целью найти 
все алгебраически квадрируемые ова- 
лы. Его результат таков: 

Теорема. Всякий алгебраически 
квадрируемый овал имеет особые точ» 
ки*): все гладкие овалы алгебраиче- 
ски не квадририемы. 


*) Точка криной назьшается особой, если вблизи 
этой точки кривая не яндяется графиком беско- 
иечное число раз дифференцируемой функции. 
Примеры : точка самопересечения (рис. 4). точка 
возврата (рис. 8). 
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Пример. Эллипс алгебраически 
неквадрируем. Отсюда следует, что 
уравнение Кеплера, определяющее по- 
ложение планеты на кеплеровом эл- 
липсе как функцию времени (в соот- 
ветствии со вторым законом Кеплера, 
по которому площадь, заметенная ра- 
диус-вектором, пропорциональна вре- 
мени) — трансцендетное, т. е. не мо- 
жет быть решено в алгебраических 
функциях. 

Этот пример и привел Ньютона к 
его общей теореме. У дивительна теоре- 
ма потому, что на первый взгляд меж- 
ду алгебраической квадрируемостью и 
особыми точками не видно никакой 
связи. 


Замечание. В совремеиных обозначениях 
уравнение Кеплера имеет вид х—езшт х=1. 
Это уравнение сыграло большую роль в истории 
математики. Со времеи Ньютона решение х 
искали в виде ряда по степеням эксцентрисите- 
та е. Ряд сходится при | с| < 0, 6627434... 

Исследование происхождения этой загадоч- 
ной коистанты привело О. Коши к созданию 
комплексиого анализа. Такие фундаменталь- 
ные математические поиятия и результаты, 
как функции Бесселя, ряды Фурье, топологи- 
ческий индекс векторного поля и +приицип 
аргумента» теории функций комплексного пе- 
ременного, также впервые появились при иссле- 
довании уравнеиия Кеплера. 


3. Доказательство Ньютона. Выбе- 
рем точку О внутри овала и будем по- 
ворачивать выходящий из нее луч 
у={х. Если овал алгебраически квад- 
рируем, то площадь сектора, заметае- 
мая радиус-вектором точки овала 
(рис. 3) должна быть алгебраической 
функцией от тангенса + угла наклона 
луча к оси х. 

Заставим луч обегать овал снова и 
снова. При каждом обороте заметен- 
ная площадь будет увеличиваться на 
всю величину площади, ограниченной 
овалом. Следовательно, заметенная 
площадь, рассматриваемая как много- 


У 


Ри‹. {. Локально алгебраически квадрируемый 
овал с одной особой (угловой) точкой. 


значная функция от Е, имеет для одно- 
го и того же положения луча беско- 
нечно много различных значений. 

Но алгебраическая функция не мо- 
жет быть бесконечно многозначной, 
так как число корней ненулевого мно- 
гочлена не превосходит его степени. 

Следовательно, заметенная пло- 
щадь — не алгебраическая функция, 
а потому овал алгебраически не квад- 
рируем. 

Ньютон замечает, что такое же рас- 
суждение доказывает и неалгебраич- 
ность длины дуги овала. 

4. Примеры алгебраически квадри- 
руемых овалов. Итак, алгебраически 
квадрируемые овалы не существуют? 
Нет, Ньютону уже были известны при- 
меры овалов, площади сегментов кото- 
рых выражаются алгебраически, и он 
упоминает о них при обсуждении сво- 
ей теоремы в Рипепрла. 

Простейший пример доставляет 
овал на рисунке 4, у?=х?— х*. Обозна- 
чим через { тангенс угла наклона секу- 
щей у=фх. Тогда #?=1]—х, откуда по- 
лучается параметрическое представ- 
ление овала: 

х=1—1?, ур в. 


Из этого представления видно, что 
интеграл площади, } удх — многочлен 
относительно #. Поэтому площадь лю- 
бого сегмента, отсекаемого от этого 
овала прямой, вычисляется алгебраи- 
чески, т. е. овал на рисунке 4 алгебраи- 
чески квадрируем. 

Хотя построенный овал не гладкий, 
рассуждение Ньютона к нему тоже 
применимо. Оно показывает, что пло- 
щадь, заметенная радиус-вектором, не 
выражается в целом единой алгебраи- 
ческой функцией. Нет ли здесь проти- 
воречия? Нет. Дело в том, что каждый 
раз, когда луч проходит через особую 
(угловую) точку овала, алгебраиче- 
ская функция, выражающая заметен- 
ную площадь, скачком заменяется: на 
новую алгебраическую функцию. 


5. Глобальная и локальная алгебраиче- 
ская квадрируемость. Предыдущий пример по- 
казызает, что функция может быть локально 
алгебраической, не будучи алгебраической в 
целом (рис- 5). В этом смысле наш овал (п. 4) 
можно назвать локально алгебраически квад- 
рируемым.*) 


®*} Овал казывается локалько алгебранчески 
хвадрируемым, если площадь сегмента, отсека- 
емого от него прямой, — локально алгебраическая 
функция от прямой: кнымн словамн, для любой 
прямой ах--Бу=е, близкой к данной, площади $ 
всех частей, отсекаемых прямой от овала, удовлет- 
воряют уравненню Р($; о, $, с):=0, где Р — много- 
член. 


2* 
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Рис. 5. График локально алгебраической. но 
неалгебраической функции. Такая функция мо- 
жег иметь в одной точке бесконечное число 
значений. 





Рис. 6. Локально алгебраически квадрирусмый 
овал. Всякий многочлен. равный нулю в точках 
овала. обращается в нуль и на бесконечных 
ветвях. 


Практически локальная алгебраическая 
квадрируемость почти столь же полезна, как 
ия настоящая, глобальная. Поэтому у Ньютона 
естественно возник вопрос: может ли гладкий 
@лгебраический овал быть локально ‘алгебраи- 
чески квадрируемым? То есть может ли пло- 
щадь $5 сегмента, отсекаемого прямой ах у 
`==с, быть алгебраической функцией от (а. Ь. с) 
в окрестности каждой точки? 

Чтобы методом п. 4 построить локально 
алгебраически кзадрируемый овал, всюду 
имеющий касательную, достаточно подобрать 
подходящую пару многочленов. Например, мно- 
гочлены х=(1?— 1)", у=Е- задают овал, по- 
казанный на рисунке 6, притом соответствую- 
щая функция х==х(у} дважды непрерывно диф- 
ференцируема в нуле. Таким образом, мы по- 
лучили совершенно гладкий на вид овал, кото. 
рый локально алгебранчески квадрируем (гло- 
бальная алгебраическая ивадрируемость и 
здесь нсключается рассуждением Ньютона). 

Задача. Постройте локально алгебраиче- 
скн квадрируемый овал © одной особой точкой, 
являющийся в окрестности особой точки графи- 
ком функцин, нмеющей 1987 непрерывных про 
изводных (а в окрестностях остальных точек — 
графиком неограниченное чнсло раз дифферен- 
цируемой функции). 

6. Теорема Ныютона © локальной иеал- 
гебрамчностн. Итак, локально алгебрвически 
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квадрируемый овал может иметь сколь угодно 
большую конечную гладкость (может всюду за- 
даваться фуикциями со сколь угодно боль- 
шим числом производных). Однако во всех на- 
ших примерах на овале есть особая точка, 
где производная некоторого порядка разрывна. 

Ньютон считал истинно гладкой кривой 
лишь такую, которая в окрестности каждой 
точки является графиком функции, разлагаю- 
щейся в сходящийся степенной ряд 

у-е:х + ах" + ах‘ +... 
(где пачало координат выбрано в рассматри- 
ваемой точке). Сейчас такие кривые называ- 
ются аналитическими. 

Замечание. Различие в поведении кри- 
вых различной конечной гладкости было Нью- 
тону хорошо известно и обсуждается в Рилсириа. 
а разложение всех алгебраических и элемен- 
тарных фуикций в быстро сходящиеся степеи- 
ные ряды было одним из осиовных его ма- 
тематических достижений. 

Из теоремы п. 2 Ньютон выводит гораздо 
более сильное утверждение: 

Теорема. /юбой аналитический овал ал- 
гебраически не квадрируем даже и локально. 

7. Доказательство локальной  алгебраиче- 
ской неквадрируемости аналитических овалов. 
Если бы овал был локально, но не глобаль- 
но алгебраически квадрируемым, то заметен- 
кая площадь выражалась бы одной алгебраи- 
ческой функцией по одиу сторону от неко- 
торой его точки и другой — по другую. Но 
для аналитического овала заметенная — пло- 
щадь аналитическн зависит от направления 
луча. Поэтому обе указакные алгебраические 
функции разлагаются в окрестности этой точ- 
кн аналитического овала в один и тот же 
сходящийся степенной ряд. Значит, обе эти ал- 
гебранческие функции совпадают и в окрест- 
ности указаиной точки. Но тогда они совпа- 
дают вообще всюду (это следует из того, что 
многочлен, не равный тождественно нулю, не 
может иметь больше корней, чем его степень). 

Итак, если бы существовал локально алгеб- 
раически квадрируемый аналитический овал, 
то он был бы алгебраически квадрируемым 
и в целом. А поскольку это невозможно (пп. 2, 
3), то аналитический овал не может быть 
алгебраически квадрируемым даже и локально- 

8. Как узнать, аналитичен лн овал? Кри- 
вая называется бесконечно-гладкой, если она 
локально является графиком функции. днффе- 
ренцируемой сколько угодно раз. 

Теорема. Бесконечно-гладкая алгебраиче- 
ская кривая аналитична. 

Этот факт был Ньютону известен, так как 
Ньютон умел записывать уравнение любой 
«ветви» алгебраической кривой в окрестности 
любой ее точкн в виде быстро сходящего ряда 


у=ах Уи фах ИП-ацк (П.. 
(где начало координат помещено в исследуе- 
мую точку). 

Теорему о сходимости этого ряда Ньютон 
формулировал так: + Чем дальше развертывает- 
ся при достаточно малом х результат. тем 
более он подходит к истинному значению 
у. так что разность, на которую он отличает- 
ся от точного значения у, делается. накоиец. 
меньше всякой даиной величины». 

Ряд строится при помощи так называемо- 
го многоугольника Ньютона. Метод многоуголь- 
иика Ньютона®), являющийся одним из самых 


*) См. «Кванть, 1977, № 6, с. 13. 
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эффективных средства локального анализа, к 
сожалению, выпал из современного схоласти- 
зироваиного преподавания. 

Каждый член ряда с нецелым показателем 
имеет лишь ограниченное число производных. 
Если в ряду присутствует хотя бы один та- 
кой член нецелой степенн, то определенная 
такнм рядом кривая уже не может быть бес- 


конечно-гладкой в окрестности изучаемой 
точки. 
Для бесконечно-гладкой алгебраической 


кривой в разложении участвуют ноэтому толь- 
ко целые степеии, а это и значит, что кри- 
вая аналитична.. 

Следствие. Всякий бесконечно-гладкий 
алгебраический овал алгебраически неквадри- 
руем даже локально. 

Итак, бесконечно-гладкая замкнутая выпук- 
лая кривая не может быть локально алгебраи- 
чески квадрируемой, еслн она алгебраична. 


9. Может ли быть алгебраически квадри- 
руемым гладкий неалгебранческий овал? От- 
рицательный ответ следует из уже доказанного, 
ибо имеет место 

Теорема. Всякий локально алгебраически 
квадрируемый овал алгебраичен. 

Этот факт Ньютон использует как очевнд- 
ный. Видимо, он рассуждал так: 

Лемма. Огибающая любого алгебраиче- 
ского семейства прямых алгебраична. 

Иными словами, если касательные к кри- 
вой удовлетворяют алгебраическому  уравне- 
нию, то сама кривая алгебраична. 

Доказательство леммы. Рассмотрим 
две близкие касательные с тангенсами угла 
наклона к оси х, равными Ги Ё--В (рис. 7). 
Их точка пересечения пробегает ири перемен- 
ном Ги фиксированном й алгебраическую кри- 
вую. Степень этой кривой (т. е. степень мно- 
гочлена, ее задающего) ограничена не завися- 
щей от } постоянной (это следует из того, 
что условне совместности двух алгебраических 
уравнений выражается равенством нулю мно- 
гочлена от их коэффициентов — факт, 05- 
суждающийся Ньютоном все на тех же двух 
страницах РЕле1ра, где заодно объясняется, что 
две алгебраические кривые степеней т и п 
пересекаются не более чем в тп точках). 

При стремленни #й к нулю точка пересе- 
чения близких касательных стремится к ис- 
ходной кривой. Будучи, таким образом, преде- 
лом алгебраических кривых ограниченной сте- 
лени, исходная кривая также алгебранчна. 

Доказательство теоремы. Каса- 
тельные к овалу отсекают от него сегменты 
нулевой площади. Поэтому касательные ах-{ 
+ Ьу=с к алгебраически локально квадрируе- 
мому овалу удовлетворяют  алгебраическому 
уравнению Р (0;а. 6. с)—=0 (см. п. 2). По лем- 
ме овал алгебраичен. 


10. Алгебранческн неквадрируемые кривые 
с особениостями. Таким образом, все бесконеч- 
но гладкие овалы алгебряически неквадрируе- 
мы (даже локально). Более того. рассуждения 
Ньютоиа доказывают локальную алгебраичес- 
кую неквадрируемость бесконечно гладких ие- 
выпуклых замкнутых несамопересекающихся 
кривых н многих кривых с особенностями. 

Локально алгебранчески неквадрируемы все 
кривые, все особые точки которых являются 
точками возврата, в частности кривые, задан- 
кые уравнениями у’=х'—х‘ или у'=(1—х’)' 
(рис. 8), или кривые с особенностями тнпа 
ух?! 9, где 4 нечетно, ит. п. 


Ньютон замечает, что для того, чтобы га- 
рантировать локальную алгебраическую неква- 
дрируемость, достаточно потребовать, чтобы к 
точкам замкнутой кривой не подходили зсо- 
пряженные ветви кривой, уходнщие на беско- 
нечность». Видимо, он имел в виду примеры 
ироде показанных на рисунках 4 н 6. 

В действительности, слова +уходящие на 
бесконечность» употреблены тут ло ошибке, 
нужно обязательно потребовать отсутствия ка- 
ких бы то ни было самопересечений. 

Правильное условие отсутствия самопересе- 
чений на замкнутой кривой, удовлетворяющей 
уравиению Р(х. у)=0, состоит в том, что мно- 
гочлен Р обращается в нуль ровно в двух 
точках окружностн с центром в любой точке 
кривой, если радиус достаточно мал. 

Методом Ньютона доказывается 

Теорема. Все несамопересекающиеся в 
указанном смысле алгебраические кривые ал- 
гебраически неквадририемы (даже локально), 

Напротив. самопересекающая — замкнутая 
кривая вполне может оказаться локально ал- 
гебраически квадрируемой (эту возможиость 
Ньютон почему-то упустнл, когда писал *зухо- 
дящие на бесконечность» }. 

Так, для лемнискаты у’=х’—х' (рис. 1): 





{ уах ) ху! —х' ах —©/ 1-х) ‘уз 
— алгебраическая функция. 

Но и для самопересекающихся кривых ал 
гебранческая квадрируемость — редкость. 

Из рассуждений Ньютона видно, что сум- 
марная площадь, ограниченная — самопересе- 





Рис. 7. При стремлении шага В к нулю пуиктир- 
ная кривая. образованная точками пересечения 
касательных. стремится к исходной кривой. 
Отсюда следует. что огибающая алгебраическо- 
го семейства прямых алгебранчна. 


У 





Рис. 8. Несамопересекающиеся кривые с точ- 
ками возврата. К таким кривым применимо 
рассуждение Ньютона. и они локально алгебра- 
ически не квадрируемы. 
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кающейся замкнутой локально алгебраически 
квадрнруемой кривой (с учетом знаков), равна 
нулю. Например, лемниската алгебраически 
квадрируема лишь потому, что обе петли лем- 
нискаты дают в суммарную площадь противо- 
положные вклады. И если продеформировать 
лемнискату так, чтобы модули площадей пе- 
тель стали неразными, то она утратит локаль- 
ную алгебраическую квадрируемость. 

Полное описание всех самопересекающихся 
алгебраически квадрируемых кривых пока не 
иайдено. 

11. Доказательство Ньютона и со- 


временная математика. Сегодия идеи, 
на которых основано доказательство 
Ньютона, называются идеями анали- 
тического продолжения и монодро- 
мии. Они лежат в основе теории ри- 
мановых поверхностей и ряда отде- 
лов современной топологии, алгебраи- 
ческой геометрии и теории дифферен- 
циальных уравнений, связанных 
прежде всего с именем Пуанкаре, — 
тех отделов, где анализ, скорее, сли- 
вается с геометрией, чем с алгеброй. 
Современная математика позволяет дока- 
зать многомерный аналог теоремы Ньютона 
о плоских кривых. Сфера в трехмерном про- 
странстве алгебраически квадрируема. Это вы- 
текает нз теоремы Архимеда, согласно кото- 
рой площадь сферического сегмента пропорцио- 
нальна его высоте. Поэтому все эллипсоиды 
в трехмерном (и в любом нечетиомериом} 
пространстве алгебраически квадрируемы. 
Напротив, в четырехмерном (и вообще четно- 
мерном} пространстве алгебраически квадриру- 
емых гладких поверхностей нет (это обобщение 
теоремы Ньютона принадлежит В. А. Василье- 
ву, 1987 г.). ы 
Забытое доказательство Ньютона 
алгебраической неквадрируемости 
овалов было первым «доказательст- 
вом невозможности. в математике 
нового времени — прообразом буду- 
щих доказательств неразрешимости 
алгебраических уравнений в радика- 
лах (Абель) и неразрешимости диф- 
ференциальных уравнений в элемен- 
тарных функциях или в квадратурах 
(Лиувилль), и Ньютон недаром срав- 
нивал его с доказательством ирра- 
циональности корней квадратных в 
«Началах» Эвклида. 
Сравнивая сегодня тексты Ньютона 
с комментариями его последователей, 
поражаешься, насколько оригиналь- 
ное изложение Ньютона современнее, 
понятнее и идейно богаче, чем принад- 
лежащий комментаторам перевод его 
геометрических идей на формальный 
язык исчисления Лейбница: двухсот- 
летие от Ньютона до Римана и Пу- 
анкаре кажется мне математической 
пустыней, заполненной одними лишь 
вычислениями... 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера зв номер с момента 
основания журнала. Публику- 
емые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решення 
не требуется зканнй, выхо- 
цящих за рамки школьной 
программы. Нанболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
дочкой. После формулнровкн 
задачи мы обычно указываем, 
о нам ее предложил. Рэазу- 
меется, не все эти задачи 
ублнкуются впервые. 
Решення задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
ее 1 марта 1988 года по ад- 
есу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кванть. 
ешения задач из разных но- 
еров журнала нли по разным 
предметам (математике и фи- 
знке) присылайте в разных 
конвертах. На конверте в гра- 
фе «Комух напишите: «Задач- 
ник «Кванта» № 12 — 87» и 
номера задач, решения кото- 
рых вы посылаете, например 
№М10765 или «Ф1088». В 
рафе «... адрес отправнтеля» 
фамилию н имя просим пн- 
сать разборчиво. В пнсьмо вло- 
жите конверт с написанным 
на нем вашим адресом (в этом 
онверте вы получнте резуль- 
таты проверки решений). 
Условие каждой орнгиналь- 
ной задачи, предлагаемой для 
публикацин, присылайте в 
отдельном конверте в двух 
экземплярах вместе с вашим 
решеннем этой задачи (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физике» или +... новая задача 
по математике»). В начале 
каждого пнсьма проснм ука- 
зывать номер школы н класс, 
в котором вы учитесь. 
Задачи по математике в этом 
номере предлагались на Меж- 
цународной математической 
олнмпиаде в нюле этого года. 
Мы рады отметить, что две 
из них принадлежат постоян- 
ным авторам нашего журна- 
ла.. 


задачи 


М1076 — М1050, $1088—Ф1092 


№1076. Биссектриса угла А остроугольного треугольни- 
ка АВС пересекает сторону ВС в точке Г, а описан- 
ную окружность треугольника — в точке № (отличной 
от А}; Ки М — основания перпендикуляров, опущен- 
ных из Ё на стороны АВи АС (рис. 1). Докажите, что 
четырехугольник АКММ равновелик треугольнику 
АВС. 


И. А. Кушнир 


№М1077. Пусть р, (Ё) — число перестановок множества 
из п (п>| элементов, имеющих ровно А неподвижных 
точек. Докажите, что: 


ка 
а) > Е.Р. ®)—=0-р,( 0-Е. ри)... п-рип)= п! 
х 
л 
6) Х (ЕЮ? р, (Е)-=т 
и—0 


Примечание. Перестановкой конечного множества 
$5 называется взаимно однозначное отображение /{ мно- 
жества 5 на себя; число всех перестановок множества 
из п элементов равно л! =={1. 2. .... п. Элемент а мно- 
жества 5 называется неподвижной точкой перестанов- 
ки /, если / (а)=а. 


М1078. Функция } определена на множестве № всех 
неотрицательных целых чисел и принимает значения 
в этом множестве. Докажите, что равенство } (] (п))= 
—и--1987 не может выполняться для веех пл из №. 


№М1079. Пусть п — натуральное число, п2>3. Можно 
ли расположить на плоскости п точек так, чтобы рас- 
стояние между любыми двумя выражалось иррацно- 
нальным числом, а площадь треугольника с вершина- 
ми в любых трех — рациональным числом (отличным 
от нуля)? 


№1080. Пусть а — натуральное число, а>3. Докажите, 
что если Е -Ё-а — простое число для всех целых Ё, 
где << 4/3, то 4+ Е-+-4 — простое для всех целых 
Е, где О = а—2. 

В. Ф. Лев 


Ф1088. Невесомая лестница закреплена во вращающем- 
ся со скоростью /=10 об/мин невесомом подвесе так, 
что может свободно качаться относительно верхней 
ступеньки (рис. 2). Обезьяна массой т—=30 кг начинает 
спускаться по лестнице. На каком расстоянии [ от 
подвеса она будет находиться, когда вертикальное по- 
ложение лестницы перестанет быть устойчивым? 

А. В. Андрианов 


Ф1089. Прн перелете со станции «Мир». на станцию 
«Салют-7», которые находились на одной орбите, наши 
космонавты затормозили свой корабль, перешли на более 
низкую орбиту и за время 1—30 часов нагнали +Са- 
лют-7Ть, который летел впереди «Мира» на расстоянии 
Т,—3000 км. Считая орбиты круговыми, определить, на 
сколько километров промежуточная орбита ниже основ- 
ной? Высоты обеих орбит много меньше радиуса Земли 
Вз—^6400 км. 

М. В. Семенов 





Рис. 2. 


\!е Вауе Бееп  роБНентк 
Кули сопёезЕ ргоШетз еуегу 
пот {тот Ще уегу #9 
13ние 0{ оцг таразте. Тье 
ргоЫетв аге попж{апдаг8 опез, 
Биё (ег зошбоп гедштез ро 
ибогтайой 0щ34е {Ве зсоре 
оЁ {Те 0558 чесопдагу зсЬоо] 
вуЙаб 08. Тье тохге ВИЙсай 
ргоЫетз аге тагкей %ИВ а 
8аг (*). АМег (Ве зёметег 
о{ Не ргоШеш, че ибоаНу 
од саёе \Но ргорозей # 10 18. 
И 50е3 “ИБощ заушая фа 
поё а (Мезе ргоЫетз аге 
#173 рибйсайопе. ТНе зоо оп 
0{ ргоЫетфё (гот 195 1830е 
Сл Возяай ог м ЕпийзН) 
тау Ъе робей по 1а\фег Бат 
МахгсН 15 1988, фо {Не ГоПо- 
уЧля а44гезз: И5$Н, Мозсоу, 
103006, Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Квант». Р1еаде 
зеп@ Те забот оГ рВуз$ 
апа ша етайс$ ргоетзв, аз 
ме аз ргоШетв гот АИе- 
гепф 333пез, плфег зерагафе со- 
уег; оц 1е епуеоре мтгйе {Ве 
\огаз: “КУАМТ"$ РКОВ- 
ТГЕМ5" ап9 Ше пилфегь о э| 
Ее зо]уеё ргоБетз; ш уоцг 
1е4ег еп озе эп цифатрей 
зеМэ@геязе епуе]оре — ме 
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Рис. 3. 


Рис. 4. 


Ф1090. Ясной морозной ночью посмотрите на небо. 
Какие звезды мерцают более заметно: находящиеся 
высоко над горизонтом или низко, и почему? 

А. С. Бутов 


$1091. Подвешенный на нерастяжимой нити длиной { 
шарик с массой т и зарядом 4 находится в центре 
обруча, вдоль которого равномерно распределен заряд 
© (рис. 3). Радиус обруча — В, заряды а и @ — одно- 
именны. Определить частоту малых колебаний шарика, 
воспользовавшись формулой (1 х)” = ох (хо И. 

Г. В. Григорьев 


Ф1092. Найти положение изображения точечного объ- 
екта, расположенного на расстоянии Ё, от передней по- 
верхности толстой плоскопараллельной стеклянной 
пластины, посеребренной с задней стороны (рис. 4). 
Изображение расематривается перпендикулярно к по 
верхности пластины. Толщина пластины равна а, по- 
казатель преломления — пл. 

В. К. Петерсон 


РгоШетз 
М1076 — М1080, Р1088 — Р1092 


М1076. Тве ыззестог ой апЕ]е А т Те асше-апйеЯ але 
АВС пцегзесйз зе ВС аф Ме рошф Г ап@ Ше фиат": 
тате а М (А регре пас! агз, 4гауй {тот Г, ® АВ ап4 
АС, ицегзесь Мет а К апЯ М. Рхоуе Ма Ме дпайдг це га} 
АКММ Ваз {Те зыште агеа аз АВС (зее Явиге Рис. 1) 


Г.А. Кизйпу 
м1077. БРепоие Бу риЕ Ме патбег оё регпифаиоп$ 
0<=# ап п-еетей& зе НвутЕ  ехасИу А Ёхе@ роши$. 
Ргоче {Ва 


п 
а) в -р- (Е) =0-р. (0)-+1-р. (1)... п-р- (п)=п! 


ъ) х #1 рик) = ий 


Вещмаг®к. А регощацол оЁ а ИпИе зе! $ 18 апу опе-ю- 
опе тар / оЁ $ опю ИзеШ; \Ще плишбег оЁ аЙ  регто- 
фаноп8 0 ап п-е]етей® зе 18 п!=1. 2. ... п. Те 
е]етепЕ а оР '11е веё $ 15 а Нхе@ рошф оЁ Ше регти- 
фацов И Да)=а. 


№1078. Те Гипсиоп [ 18 деЙпеЯ оп ШЪе 3е% № оЁ а} поп- 
пераЦуе }1ерегз ап гапцез оуег №. Ргоуе \Ппа\ {те гейаНоп 
АИЛлп)=п +1987 саппо! Ва Гог аЙ п #фгом М. ° 

№1079. Зиррозе л 1 ап Ищевег, п>3. ]5 Ц роз5зШе ю 
споозе п ронме шт Че рмапе 80 11а ме Ч13мапсе 
Бермееп апу 1\0 роз 15 итаИопа] \ВИе 11е атгеа оЁ 
а папе УИ уетИсев а апу \Птее о{ &Мозе розлйз 13 гаНопа] 


ал розче? 


нелие „Фили 


зна изе #& №0 зеп@ уои е 
соггесНоп гези!з. АЕ Ше еп 
ОГ (Ме асадепис уеаг ме зит 
ир Ме гезиз оЁ Те Куапь 
ргоет сопёезё. И уоц Вахе ап 
ог1ртпа! ргоМет Фо ргорозе Гог 
ру кайоп, р!еазе зепа и © 
из илдег зерага{е соуег, п {м0 
сор (т Визмап ог шп 
ЕпяйзН), пФодтря Ме зош- 
поп. Оп Це епу@оре мгце 
МЕМ/ РВОВГ.ЕМ [№ РНУ$1С$ 
(ог МАТНЕМАТ!С$). Р!оазе 
рии уоиг пате ап а @гезз п 
ВГОСК ТГЕТТЕВ$. 


М1056. В каждой клетке 
квадратной таблицы 
1987хХ 1987 написано чис- 
ло. не превосходящее: по 
модулю 1. В любом квад- 
рате 2х2 данной таблицы 
сумма чисел равна 0. До- 
казать, что сумма всех чи- 
сел в таблице не превос- 
ходит 1987. 





№1080. Зиррозе 4 15 ап шервег, а>3. Ргоуе Маф № 


Е -Еа 18 випр!е Гог а! имерег Е мНеге 0 = \/9/3 
«еп Е-Аа №3 зчтре юг а имерег Е зайфуте 
О=#=а—2. 

У. Р. Гев 


21088. А мешНИезн 1а44ег 15 ИхеЯ © а чежАИезз зорроге, 
гофайиЕ \МИ уе!осНу /=10 геу/тт, зо Ва 11е 1а44ек сап 
о3сае ге]айуеЙу 10 {Те цррег 5ер (Йкиге Рис. 2, р. 23). 
А толпКеу оЁ тазз т =30 Кр Беритз 0 сИтЬ Фомп Не 1а44ск. 
А+ мКае Чапсе { {гот 1№е зоррог “Ш № Бе, мНеп Зе 
уегиса! розфюп оЁ {Не 1а@4ег сеазез 10 Бе Зе едит 
опе? 

А.Г. Алаполов 


Р1089. ш 11е (Шыве Ггот Ве э4айоп “Мы” 10 Фе звайбоп 
“Ба 7“, мысН мете оп 1ШМе зате отЬи, ошг а$гопаи{ 
з1омед Чдомп Тек зМр. змИсНей 1ю а 1ожег ого ап ш ите 
{==30 Ноотз сащи№е ир ИВ “За -7”, ев Ва Ъсел Яутв 
1—=3000 Кш аНеа@ оГ “Ми”. Аззотпв ‘Те о’тБИ$ стещаг, 
па Ком тапу КПотеютг$” 1омег 43е пиегиеде ог маз 
{Пап сле ташт опе. Тье а1\а4ез оГ {Ве огЬв аге тисН 1ез8 
{Пап \\е Еагр"8 тадщв А;=:6400 Кт. 

М. У. Зетюпой 


Р1090. 1лоК. а Че зКу оп а Феаг, (геезтр пщЬ УМ’Ваф 
Загз эстИЦае тшоге пойсеаШу — {Мозе МЕВ цр ог {озе 
пеатег &е Ногой, ап@ \“Ну? 

А. 5. Вшое 


21091. А зтаП БаН оёЁ тазз т ап@ сНагяе а КВапрз Бу ап 
ипзхеснаЫе збтв оЁ 1епР\ Г м Те сепыге оЁ а Воор, вопя 
\эысй &Ле свагре @ 13 ипИоги]у Фиша (Яроге Рис. 3, р. 23). 
Тье Моор’з гафивз 13 К. Ше сВагрез Вахе \\1е зате якп. 
еегпипе Ше {едцепсу о зтаШ озсШайоп8 оё {Ме Бай, 
озтЯ Ме Гогтшща (1-х) = 1+ох (х< 1). 
5 С. Г. Сыяомеь 
21092. Ета Ше розИоп ой. Не иларе о а рошЕШКе 
оБдес®, 10са4е@ ай 11е 91з4апсе Г. гот р!апе рагаПе] {Ве гоп 
зотбасе оЁ а Иск Е1азё рае уВозе БасКк ситЁасе 15 вИуеге4 
(1еиге Рис. 4, р. 23). ТВе птаре 15 уемей регрол сШану 10 Не 
р!а{е'з зитРасе. ТНе ИчсКпезз оЁ \1е р! 13 4, Зе гегасиоп 
т@сх 15 л. 
У. К. Рыегзоп 


Решения задач 
М1056 — №М1060*), 21067 — Ф1072 


Разобьем квадрат на 994 области, как показано на 
рисунке: первая область — это угловая клетка, вто- 
рая — квадрат ЗХ 3 без угловой клетки, третья — квад- 
рат 5х 5 без первых двух областей и так далее. В каж- 
дон нз 993 областей, начиная со второй, сумма чисел 
не превосходит 2. Действительно, поместим в такую 
область квадраты 22 (красные квадраты на рисунке). 
Клетка А будет покрываться ими дважды, а клетка В не 
будет покрыта ни одним квадратом. Пусть в клетке А 
стоит число а, в клетке В — число 6. По условию 
сумма чисел в каждом квадрате 2.2 равна 0, так что 
сумма всех чисел в этой области равна 6 — а и, сле- 
довательно, не превосходит 2. Таким образом, сумма 
всех чисел таблицы не превосходит 1--2-993 —= 1987. 

С. Иванов (8 нл., с. ш. № 239, Ленинград) 


*) Эти решения составлены на основе работ участников Вее- 
союзной математической олныпиады этого года. 


№М1057. Два игрока пооче- 
редно выписывают на до- 
ске натуральные числа, не 
превосходящие р. Прави- 
лами игры запрещается 
писать на доске делители 
уже написанных чисел. 
Проигрывает игрок, кото- 
рый не может сделать оче- 
редной ход. 

а) Выяснить, кто из игро- 
ков имеет выигрышную 
стратегию для р=10, и 
указать ее. 

6) Выяснить, кто из игро- 
ков имеет выигрышную 
стратегию для р=1000. 


М1058. На целочисленной 
решетке отмечено непустое 

. множество узлов. Кроме 
того. задан конечный на- 
бор векторов с целыми 
координатами. Известно, 
что если от любого отме- 
ченного узла отложить все 
заданные векторы, то сре- 
ди их концов будет больше 
отмеченных узлов, чем не- 
отмеченных. Доказать, что 
отмеченных узлов беско- 
нечно много. 





М1059. График функции 
.у=Их) определенной на 
всей числовой прямой, пе- 
реходит в себя при пово- 
роте на угол л/2 вокруг 
начала координат. 

а) Доказать, что уравне- 
ние /(х)=х имеет ровно 
одно решение. 

6) Привести пример такой 
финкции. 


а) Ответ: выигрывает начинающий. Первым ходом 
он должен написать число 6. После этого можно пи- 
сать только числа 4, 65, Т, 8, 9, 10. Разобъем их на 
пары: (4, 5), (7, 9), (8. 10). Легко видеть, что в ответ на 
любое число, написанное вторым игроком, первый 
всегда сможет написать парное число. 

6) Ответ: выигрывает начинающий. Докажем это от 
противного. Пусть у начинающего нет выигрышной 
стратегии, т. е. на любой его ход у второго игрока 
есть ответ, ведущий в конце концов к выигрышу. В ча- 
стности, если начинающий пишет первым ходом 1, его 
партнер некоторой стратегией может обеспечить себе 
выигрыш, написав сначала какое-то число п. Тогда, 
написав первым ходом п, начинающий той же страте- 
гней обеспечит выигрыш себе, поскольку 1 уже нельзя 
будет писать. Конечно, это рассуждение годится для 
любого р. 


Введем на плоскости систему координат, поместив ее 
начало в один из узлов решетки и направив ось 
абсцисс вправо, а ось ординат вверх. Разобьем дан- 
вый набор векторов на две части У, и У.. К, У, отнесем 
векторы с координатами (х, у), где у>>0 или у=0, а х>>0. 
Остальные векторы отнесем к Т.. Если число отмечен- 
ных узлов конечно, то среди них можно выбрать узел, 
имеющий наибольшую абсциссу из всех узлов с на- 
ибольшей ординатой (самый правый из самых верх- 
них). Отложим от него все векторы (см. рисунок). Тогда 
концы векторов миожества У, попадут в иеотмечен- 
ные узлы. По условию задачи отсюда следует, что мно- 
жество У. содержит больше векторов, чем И,. Точно 
так же, откладывая векторы от самого левого из самых 
нижних отмеченных узлов, получим, что в множестве 
У, векторов больше, чем в У.. Это противоречие нока- 
зывает, что множество отмеченных узлов бесконечно. 

Д. Румынцн 19 кл, ФМШ № 165 при НГУ, Новосибирси) 


Д. Иванов (8 кл.. с. ш. № 57, Моснва) 


а) Покажем сначала, что /(0)=0. Пусть /(0)==а,т. е. 
график функции / содержит точку (0, а). После двух 
поворотов на угол л/2 вокруг начала координат эта 
точка перейдет в точку (0, —а) (рис. 1), а поскольку она 
тоже должна лежать на графике, а= —а==0. 

Допустим теперь, что уравнение /(х)=х имеет еще 
одно решение х=Ь(Ь-Е0), т. е. график проходит через 
точку (6; 5). Тогда он проходит и через точку (65: —6), 
получаемую из (65; 6) тремя поворотами на л/2 (рис. 1). 
Но это невозможно. 

Итак, уравнение /(х)=х всегда имеет единственное 
решение х=0. 

6) Искомую функцию можно определить так: 


О при х=0, : 
[х)= \ —х/? при хр 2-4* 
2х при 2-41 < 4“, 
где № — произвольное целое число (график на рисун- 
ке 2). 
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мМ1060. На плоскости да- 
ны две замкнутые лома- 
ные, каждая с нечетным 
числом звеньев. Все пря- 
мые, содержащие звенья 
этих ломаных. различны, 
и никакие три из них не 
пересекаются в одной точ- 
ке. Доказать.что из каждой 
ломаной можно выбрать 
по одному звену так, чтобы 
они были противоположны- 
ми сторонами некоторого 
выпуклого четырехуголь- 
ника. 





Рис. 3. 


Имеются н другие функции, удовлетворяющие усло- 
вию; см., например, рисунок 3. Эту функцию на олим- 
пиаде предложил К. Апситис (10 кл, ФМШ № & 
Рига); интересно, что ее можно задать при х = 0 одной 
формулой 


Пт (у, 


где [х] — целая часть х. " 
А. Каринский (10 кл., ФМШ № 18 при МГУ, Москва) 


Если одно из звеньев первой ломаной параллельно неко- 
торому звену второй, то утверждение задачи очевидно 
(эти два звена — основания трапеции). Поэтому будем 
в дальнейшем предполагать, что никакие два звена 
разных ломаных не параллельны. 

Прямую, содержащую звено, будем называть несущей 
прямой этого звена. Поскольку обе ломаные состоят из 
нечетного числа звеньев, число № точек пересечения 
несущих прямых одной ломаной с несущими прямыми 
другой нечетно. 

Донустим, что утверждение задачи неверно. Тогда, 
как бы ни выбрать на каждой ломаной по звену, точка 
пересечения их несущих прямых будет лежать на од- 
ном из этих двух звеньев. Следовательно, число № мож- 
но представить как | 
(число пересечений первой ломаной с несущими прямы- 
ми второй) -- (число пересечений второй ломаной с 
несущими прямыми первой) — (число пересечений 
ломаных друг с другом), 
поскольку последнее число дважды учитывается в сумме 
первых. Покажем, что. каждое из этих чисел, а значит, 
и число №, четно, в противоречие. со сказанным выше. 
Тем самым, задача будет решена. 

Будем сдвигать одну ломаную в некотором направле- 
нии до тех нор, пока она не перестанет пересекаться с 
другой, и следить за тем, как меняется число их точек 
пересечения. Ясно, что оно может измениться только в 
тот момент, когда какая-то вершина А одной из ломаных 
попадет на некоторое звено Ё другой. Направление 
сдвига можно выбрать так, чтобы вершина А не могла 
совпасть с вершиной или точкой самопересечения 
другой ломаной. Тогда достаточно рассмотреть два 
случая: когда два звена, выходящие из вершины А, 
лежат по разные стороны от { (рис. 1) и по одну сторону 
{рис. 2). В первом случае число пересечений не меняется, 
во втором — увеличивяется или уменьшается на 2. 
В любом случае четность его сохраняется, и так как в 
конце пересечений не будет, число точек пересечения 
двух замкнутых ломаных четно. Аналогично дока- 
зывается честность числа пересечений замкнутой ло- 


$1067. Внутри прозрачно- 
го шара радиусом В, сде- 
ланного из материала с по- 
казателем преломления п, 
‚имеется небольшое вкралп- 
ление А. При рассмат- 
ривании вкрапления ка- 
жущееся расстояние от 
вкрапления до центра ша- 
ра оказывается не завися- 
щим от а для достаточно 
больших а (см. рисунок 1). 
Найдите, на каком рас- 


стоянии от центра шара 
вкрапление. 


находится 





$1068. Снаряд, летящий 
по вертикали, разрывается 
в верхней точке траекто- 
рии на три равных оскол- 
ка. Один из осколков, дви- 
гаясь по вертикали, упал 
через время Т. после 
взрыва, два других ипали 
одновременно через время 


маной с прямой, т. е. четность первых двух слагаемых в 
выражении для №. 


Покажем, что если вкрапление А находится на рас- 
стоянни В/п от центра шара О, то его изображение 
А’ будет лежать на прямой ОЛ на расстоянии Вл 
от центра шара. 

Действительно, рассмотрим произвольный луч АС, 
выходящни из точки А. При этом введем обозначения: 
 МОС==«, а угол падения этого луча на сферическу 
поверхность /АСр=а. Пусть продолжение преломлен- 
ного луча АС пересекает прямую ОА в точке А’. Тогда 
для треугольника ОАС применима теорема синусов: 





























Ю. Хохлов (9 кл., с. ш. № 30, Ленинград) 


зп а а эт и а) 

ОА АС‘ у 
(см. рисунок). Кроме того, по теореме косинусов получим 
(АС): = А+ ЮАУ+28-ОА -г0$ 9. [2) 


Аналогично, рассматривая треугольник ОСА’, 
записать: 
эт В 
ба’ 


можно 


51 о 


= 42, {А’С=81+ЮА’? + 2В-ОА’-с03 ма. (3) 


Учитывая, что по закону преломления пзт а = эт В 
(угол преломления луча Ас ир=.ОСА”), из (1) и (3) 


получим № ы ео 
А’С=О4 ба: (4 
Из {4) и (2) следует, что 
‚2 ЮА’) = У 1 
ВАВТ ТВИСТ ха (В +®Ау+ 


откуда, еее" (3), 
ОА’ 


ее. о (2+ (ОА-+-28-ОА - со8 ав) = 


8? (ОА’?-+28-ОА’-с0$ аи. (5 
Равенство (5) справедливо для любых с0$ в при неко- 
торой длине отрезка ОА, если слагаемые, в которые 
ВХОДИТ 08 а, в левой и правой частях уравнения 
равны между собой, т. е. ОА”/п’=ОА. 
Окончательно равенство (5) преобразуется в выра- 
жение 

п В*-+ (ОА: 

чье решение ОА —В/п. 
Заменяя в (6) ОД на ОА’, найдем, что ОД ’=Вп. 
Таким образом, ‘решения уравнения (6) не зависят 
от угла 4@о. 
Если же вкрапление сделано на поверхности сферы, 
то ответ задачи тривиален: ОА =В. 


Поскольку разрыв снаряда происходит в течение ко- 
роткого интервала времени, то можно пренебречь 
импульсом силы тяжести по сравнению с прираще- 
нием’ импульса каждого из осколков. Следовательно, 


)=А?-+-(ОА)*-п*, 16: 
С. С. Кротов 


м т т 
0 = 3 о, Е и-Е Я Оз (1) 
где то —— скорость у" го ‘осколка. Из (1) следует. что 
величины векторов | Е во одинаковы, а углы между 


ними равны 120°.. 
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Т.(Т,<Т.). Найти высоту 


Н, на которой разорвался 
снаряд. 


ц 





Ф1069. На угол величиной 
и. согнутый из тонкого 
гладкого стержня, надета 
легкая петля длиной [с 
прикрепленным к ней не- 


большим грузом; угол 
установлен вертикально. 
Найдите расстояние от 


груза до вершины угла в 
положении равновесия и 
период малых колебаний 
груза в плоскости угла. 





Рис. 8. 


Ф1070. Мальчик выдувает 
из длинной трубки мыль- 
ный пузырь. Надув пу- 
зырь, он выпускает трубку 
изо рта, при этом пузырь 
сдувается обратно е труб- 
ку и окончательно исче- 
зает через время т. За ка- 
кое время сдуется таким 
же образом пузырь вдвое 
большего радиуса? Счи- 
тать, что воздух движется 
по трубке достаточно мед- 


8 


На рисунке нзображены векторы пи, 0», Из ‚ориенти- 
рованные в соответствии с условием Т,«Т.. 

Введем систему координат с началом в точке па- 
дения осколка № 3. Тогда зависимость координат пер- 
вого и третьего осколков от времени имеет вид 


ва. орРУНЕЙ 
у (ОН >, 


. 2 
ф=Н-фы—&. г 


Поскольку УГТ-)==0, у(Т)—0, то из уравнений (2) 


:] 


находим 
ТГ Т.+2т. 
НЫ Рут, . 


о 
Е Ю. Г. Павленко 
Во-первых заметим, что веревка, перекинутая через 
гладкий стержень, образует с ним равные углы неза- 
висимо от положения груза (рис. 1). Это ясно уже из 
того, что сумма 7 сил натяжения веревки по обе стороны 
стержня должна быть перпендикулярна стержню, 
иначе из-за отсутствия силы трения нечем будет ком- 
пенсировать тангенциальную составляющую Т’. Во-вто- 
рых, совершим следующую операцию: отразим зеркаль- 
но грузик, отклонившийся от положения равновесия 
в плоскости угла и в точку С (рис. 2), относительно 
каждой из сторон угла. Тогда, в силу равенства 
вышеупомянутых углов, прямая, соединившая точки 
С’и С", будет проходить вдоль отрезка АВ. При этом, 
естественно, ОС —=ОС’ —=ОС” так как ОС’ и ОС” — отра- 
жения отрезка ОС. Следовательно, построенный нами 
треугольник С’ОС” — равнобедренный, т. е. ХОС”С’ = 


—.ОС’С”, а С С’ОС”, как это легко видеть, ранен 2и. 
Отсюда ясно, что при колебаниях груза треугольник 
С’ОС” в плоскости угла и меняет только свое поло- 
жение, но сохраняет форму. Это значит, что ОС’= 
—=0ОС”=ОС=В, где В не зависит от положения груза. 
Легко вычислить А: для этого сместим груз до конца, 
5.2 . Движение 
зп 

грузика полностью эквивалентно движению маятника 
длиной АД, так что период колебаний Г=2л\уК/я = 
==2л 1/2 эт а. 





к любой из сторон угла а. Тогда А == 


И. И. Мазцн 


Воздух вытекает через трубку медленно , значит, силу 
вязкого трения можно считать пропорциональной ско- 
рости потока воздуха. Избыточное давление в пузыре 
мало по сравнению с атмосферным давлением, поэтому 
изменением плотности воздуха в пузыре мы прене- 
брегаем. 

Сила вязкого трения в любой момент почти уравно- 
вешивает силу избыточного давления, а Ар обратно про- 
порционально радиусу пузыря. Тогда можно записать: 


\ мы 


ленно, свойства мыльной 
пленки у обоих пузырей 
одинаковы. 


Ф1о71. В схеме. указанной 
на рисунке 1, лампочка 
горит одинаково ярко как 
при замкнутом, так и при 
разомкнутом ключе К; 
В. =А:=90 Ом, В.›= 


—180 Ом, (=54 В. Най- 
дите напряжение на лам- 
почке. 








Рис. 3. 


Ф1072. Почему наличие 
ультрафиолетового компо- 
нента в спектре ухудшает 
резкость изображения, по- 
лучаемого на фотопленке? 
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м 
у я ` 


Если у нас есть два пузыря радиусами г и го, то отноше- 
ния времен, за которые объем каждого из них умень- 
шится на одну и ту же малую часть — 


АВ г 
АЕ> г ” 
но при этом отношение радиусов остается тем же, зна- 
чит, и отношение времен исчезновения пузырей будет 
таким же. Итак, 
2=161. 
Д. А. Купцов 


Заметим, что сопротивление лампочки зависит от на- 
пряжения на ней: с повышением напряжения увели- 
чивается разогрев нити накаливания, и сопротивление 
лампочки растет. По условию задачи накал нити при 
замкнутом и разомкнутом ключе одинаков; следова- 
тельно, напряжение на лампочке С, и ее сопротивление 


В одни и те же в обоих случаях. 
На рисунках 2 и 3 показаны эквивалентные схемы 
при замкнутом и разомкнутом ключе. Сопротивление 
участков ВСи АС — 
ВВ, 
ЕЕ. ` Кас ВН Вьс. {1) 


Подставив в (1) значения сопротивлений В, и В. 
(в омах), получим 


Евс 


Вне = 


_ 908 _ 210 (В+ 60) 
— А90’ Ас 8490 *° 
Напряжение на лампочке при замкнутом ключе 


(2) 


и 
С учетом (2) и того, что И=54 В, получаем 
18А 
^= п+60- (8) 
Аналогичный расчет при разомкнутом ключе дает 
368 
9,= В+ 150` (4) 


Из уравнений (3) и (4) находим напряжение на лам- 
почке: 


Показатель преломления стекла и, следовательно, фо- 
кусное расстояние объектива зависят от длины волны 
излучения. Выбором формы и материала объектива 
и оптимального расстояния до фотопленки добиваются 
практического исключения размытия изображения при 
фотографировании. Соответствующие ухищрения не 
касаются длин волн за пределами видимой части 
спектра. Поэтому попадание ультрафиолетовых лучей 
на фотопленку приведет к общему размытию изобра- 
жения. Для борьбы с этим недостатком применяют 
фильтры, не пропускающие ультрафиолетовое излуче- 
ние. По той же причине на некоторые объективы на- 
носится отдельная шкала расстояний для съемки в 
инфракрасном диапазоне. 


0. =6 В. 
В. И. Чивилев 


Л. А. Ашкинази 
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Список читателей, 

приславших правильные решення 
Большинство читателей, приславших решения 
задач М1031—М1045, Ф1043—Ф1057, справи- 
лись с задачами М1031—М1033, М1036, М 1040, 
Ф1!043—Ф1 045, Ф1048, Ф1051 и Ф1054. Ниже 
мы публикуем фамилии тех, кто прислал пра- 
вильные решения остальных задач (цифры 
после фамилии — последние цифры номеров 
решенных задач). 

Математика 


А. Адылбаева (Целиноград) 41, 42; А. Акимов. 


(Евпатория) 35, 38, 41, 43; Д. Алиевский 
(Свердловск) 31—39, 41—45; Е. Амдур (Ле- 
нинград) 41; А. Андрас (Румыния) 43, 44; 
И. Аржанцев (Киев) 42, 44; В. Арутюнян 
(Ереяаи) 44; А. Бабкин (Киев) 37, 42; Ю. Без- 
гачева (Красноярск) 37, 38, 41—45; А. Березов- 
ский (Киев) 34, 35, 37; Ю. Бернштейн (Иркутск) 
41—43; А. Билибин (Боровичи) 42; А. Блинова 
(Ленинград) 34; Р. Бочев (Враца) 34, 35; 
Ю. Васильев (Усть-Каменогорск) 37; Ю. Вели- 
кина (Днепропетровск) 37, 42, 44, 45; К. Вер- 
бицкий (Москва) 37, 41—45; А. Винницкий 
{Калуга) 37; Д. Виткуп (Киев) 44; А. Витяев 
{Новосибирск) 39, 41—45; В. Вологодский. 
(Омск) 34. 35, 37—39. 42—45; В. Волчков 
(Шахтерск) 34, 35, 37—39, 41—45; Д. Вольпер 
{Омск) 38, 39, 42—45; М. Выборнов (Киев) 
34, 37, 44: С. Гамидов (п. Борадыгях АзССР) 
39, 44: Т. Гамидов (п. Борадыгях АзССР) 
39, 44; О. Гилязов (Уфа) 34; Ю. Гнатюк 


(Каменец-Подольский) 41—45; Голомбовский- 


(г. п. Ивье Гродненской обл.) 39; М. Гольдшейд 
(Челябинск) 34, 35, 41—45; А. Гороховский 
(Киев) 37—42. 43, 44; В. Гравитг (Севе- 
родвинск) 37—39, 42—45; Р. Гринив (Львов) 
34, 35, 38. 42—45; В. Грищенко (Киев) 41; 
Б. Гуревич (Саратов) 34; С. Гурский (Новый 
Роздол) 48; А. Даниленко (Волгоград) 43; 
С. Деревягин (Белгород-Днестровский} 42; 
А. Джаббаров (с. Чинабад Уэб. ССР) 39; 
О. Джавадов (п. Борадыгях АзССР) 39, 44; 
Н. Дохолян (Тбилиси) 44; С. Дронов (Пущи- 
но) 34, 37, 42—44; И. Жарков (Свердловск) 
42—45; И. Жильцов (Свердловск) 42, 43; 
Ю. Жуков (Тула) 45; Ю. Журавель (Киев) 
41, 42, 44; А. Зайцева (Новосибирск) 34, 41; 
А. Залеский (Харьков) 34, 39; Н. Зверев (Мо- 
сква) 41—43; С. Зелик (Краматорск) 34. 41, 
42, 44; Е. Зельцер (Киев) 39: И. Зефиров 
(Химки Московской обл.) 41—44; К. Ибраев 
{Целнноград) 41—43; А. Калинин (Саратов) 
34, 35, 39. 42, 43; В. Калошин (Харьков) 
34. 31. 41—45; И. Карл (Киев) 34, 37, 42, 44; 
К. Касимов (Целиноград) 41, 42; С. Кириллов 
(Одесса) 39, 41; О. Кирнасовский (Винница) 
42—45: В. Кицио {Черкассы) 44; О. Коваленко 
{Киев) 39; Я. Коваль (Киев) 41; С. Коваценко 
{Винняца) 34, 44; О. Коврижкин (Майкоп) 
34, 41—44; А. Козачко (Винница) 44; И. Ко- 
карев (Ленннград) 41—45; Г. Колесницкий 
(Тбилиси) 39, 41—43; А. Коляндр (Харьков) 
42; А. Коршков (Мозырь) З7, 38. 41—44; 
Д. Косоня (Белорецк) 34, 38, 39, 41, 42; 
В. Крепец (Новосибирск) 34, 41, 42, 44; В. Круш- 
каль (Новоснбирск) 41—45; А. Кулик (Киев) 
34, ЗА, 37—39, 42—44; К. Левин (Киев) 42; 
С. Лесик (Донецк) 41, 42; Н. Локоть (Киев) 
39: А. Лосев (Ленинград) 41—44; В. Лысенков 
(Белорецк) 37. 42. 45; Р. Малендевич (Боле- 
хов) 42; А. Мальцев (п. Медведка Кур- 
ской обл.) 39, 42, 43, 46; В. Мамедов (п. Бо- 
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радыгях Аз. ССР) 39; И. Марков (Киев) 22, 23, 
25. 42; Т. Мартиросова (Ташкент) 41, 42, 44, 45; 
В. Матвеев (Москва) 34, 41—44; А. Мельник 
{Гайворон) 34, 37, 41—43; А. Мельников 
(Краснодар) 42; А. Мельцер (Ленинград) 
34, 35, 371, 38, 41—44; Д. Миллер (Днепро- 
петровск) 4{; С. Морозов (Заволжье) 39, 41; 
Ю. Морозов (Тбилиси) 42; А. Морозова (Одес- 
са) 42, 44; Я. Мустафаев (Баку) 34. 38, 39, 41 — 
44; А. Назарян (Тбилиси) 34, 38, 39. 41—44; 
Е. Недуев (Одесса} 37, 42—44; С. Несторов 
(Пловдив. НРБ) 34; О Павлов (Новосибирск) 
41—45; А. Павлунин (Фрунзе) 42, 43; В. Павлу- 
нин (Фрунзе) 37; 3. Пегренко (п. Дружный 
Минской обл.) 42; М. Пискарев (Баку) 42; В. По- 
лищук (Киев) 84, 35, 37, 42, 44; Д. Прокофьев 
{п. Сертолово Ленинградской обл.) 34, 35, 37, 
38, 42—44; В. Рагулин (Челябинск) 35, 39, 
42—45; Д. Румынин (Красноярск) 34; П. Ру- 
шайло (Москва) 37; Р. Садреев (Алма-Ата) 
42, 44; Х. Сайднасимов (Алма-Ата) 41; А. Сил- 
кин (Свердловск) 41—43; Д. Синицкий (Ле- 
нинград) 42; С. Синяков (Москва) 37, 42—45; 
М. Скворцов (п. Черноголовка Московской обл.) 
38, 41—44; А. Скопенков (Саратов) 37, 42—45; 
А. Слесарчук (Киев) 44; В. Слитинский (Киев) 
34. 35, 37. 38, 41—45: Д. Смиренников 
(Подпорожье) 42—44; А. Смирнова (Киров) 
38; А. Смоляк (Москва) 39, 41, 44; И. Соловьев 
(п. Черноголовка Московской обл.) 41—44; 
И. Солтан (Павлодар) 39, 41; Д. Сторожук 
(Киев) 44; В. Стрижевский (Одесса) 41; 
В. Стрельников (Киев) 34, 37; А. Строев (Мо- 
сква) 41; С. Сурин (Железнодорожный Мо- 
сковской обл.) 34; Г. Тер-Сааков (Баку) 42; 
С. Тер-Сааков (Баку) 42; С. Тихонов (Во- 
ронеж) 38, 41—44; А. Толстых (Днепродзер- 
жинск) 42; Ю. Томилов (Киев) 39, 42. 44; 
Д. Тулякое (Жданов) 37, 38, 42, 44, д. Тхор 
(Червоноград) 38, 42, 44; О. Тымченко (Кнев} 
39; М. Унтершлак (Одесса) 42; Т. Усик (Харь- 
ков) 38; Ю. Файзуллаев (к-з Правда `Хорезм- 
ской обл.} 41; Д. Фельдман (м. Черноголов- 
ка Московской обл.) 34, 35; З7Т, 39, 42—45; 
В. Фельдшеров (Алма-Ата) 39, 42, 44; В. Фил- 
липов (Киев) 42; Ф. Фот (Томск) 34, 37—39, 
41—45; М. Фукс (Москва) 34; М. Хараба 
(с. Надречное Тернопольской обл.) 42; К. Хри- 
невский (ПНР) 35; О. Христенко (Караганда) 
34, 38. 41—44; Р. Хусаинов (Уфа) 42; 
Ж. Хутамова (к-з Узбекистон Хорезмской обл.) 
41; К. Хиудавердиев (Сивзынь Аз. ССР) 37; 
Д. Цуй (Павлодар) 34, 41; Д. Черников (Баку) 
42; А. Шаповал (Киев) ЗТ. 41, 42; Ф. Шейнер- 
ман (Киев) 34; 3. Шония (Тбилиси) 34; 
Е. Шубин (с. Романовка Красноярского края) 
42; К. Щербаков (Арзамас) 34, 41—43; 
Я. Эфендиев (Баку) 34, 37—39, 42—44; А. Яв- 
рян (Ереван) 38; А. Яхшимуратов (Шават) 39. 


Физика 

А. Агашкова (Баку) 47; В. Адамия (Тула) 
50, 55; Н. Адигезалов (Баку) 52; А. Амиров 
(Уфа) 52; А. Андрианов (Кузнецовск) 47, 52, 
56, 57; Д. Андриенко (Калинин) 53; О. Армо- 
ник (Гродно) 50; С. Артамонов (Душанбе) 
47; А. Афонин (Брест) 46. 50, 53, 56, 57; 
Г. Ахмедов (Сумгаит) 52; А. Бабкин (Киев) 
50; С. Белоусов (Ленинград} 49, 52, 53, 55—57; 
А. Бережной (Воронеж) 47; А: Билибин (Боро- 
вичи) 46, 49, 50, 52, 53, 55, 57: С. Бобровник 
(Черновцы) 49, 53, 55; С. Бобылев (Березни- 
ки) 46. 47; В. Бодров (Сасово) 47; П. Бухо 


{Продолжение см. на с. 35) 
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Я*ж%жхж | РАК 
\ Задачи ЛЕЖ 1ВУКА 


1. Про три простых числа известно, 





Ирины 
что одно из них равно разности кубов 5%, © Хх 
двух других. Какие это числа? 
2. В некоторых старинных часах, * 3 % СФ 





предназначенных для работы на от- |, р 
крытом воздухе, маятник изготовлял- | 

ся в виде длинной трубки, заканчи- 
вающейся сосудом со ртутью. С какой 
целью это делалось? 


3. Решите числовой ребус (см. рису- 
нок). Одинаковым буквам соответ- 
ствуют одинаковые числа, разным — 
разные. 

4. На хуторе Семидворье семь до- 
мов. Любопытно, что какие бы три до- 
ма мы ни выбирали, расстояние хотя 
бы между одной парой из них равняет- 
ся 100 метрам. Начертите план распо- 
ложения домов на хуторе. 


5. Тартарен, путешествуя по Афри- 
ке, однажды остановился на ночлег на 
берегу небольшого озера с чистейшей 
водой (на дне били ключи). Однако ут- 
ром к озеру подошло стадо слонов. 
Тартарен насчитал 183 головы. На 
следующее утро они ушли, оставив 
вместо озера грязную лужу. Через не- 
сколько лет Тартарен вновь попал ня 
это место. Озеро вновь было полно во- 
ды, но утром опять появились слоны. 
На этот раз в стаде было 37 слонов и 
воды им хватило на 5 дней. Покидая 
берега выпитого до дна озера, Тарта- 
рен задумался: за сколько дней 
опустошит озеро один слон? 


Эти задачи нам предложили Н Я Антонович, 
А.С Бутов, А М. Домашенко, ученике ш №15 
г. Ставрополя Павел Скучарев, А П. Савин 
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Если все краски радуги вместе смешать. — 
то... получится черная грязь. 
Вреднюга (из детского мультфильма) 


Кёндидат физико-ма 
.БУЗДИН. 
идат физико-математических наук 
ЕРОТОВ у 





Не будем чересчур строгими по отно- 
шению к выводу Вреднюги про крас- 
ки, а рассмотрим все по порядку, по- 
скольку физически чистый экспери- 
мент — это вещь достаточно тонкая... 

Сколько существует на свете раз- 
ных цветов? Откуда вообще берутся 
разные цвета? Эти и многие другие 
вопросы издавна занимали любозна- 
тельных людей. Большой вклад в соз- 
дание науки о цвете внес великий 
Ньютон. Он наблюдал разложение 
солнечного (белого) света при прохож- 
дении его через стеклянную призму 
в так называемый спектр (от латин- 
ского зресёгит). Получающиеся при 
этом цвета в точности соответствуют 
цветам радуги. Призма позволила 
Ньютону получить радугу в «лабора- 
торныхь» условиях. Вот они, цвета ра- 
дуги: красный, оранжевый, желтый, 
зеленый, голубой, синий, фиолетовый. 
Посмотрите еще раз на заглавие 
статьи. Мы воспользовались путочной 
фразой, помогающей запомнить по- 
следовательность цветов в солнечном 
спектре (как видите, и в нашей шутке 
есть доля правды). Наверняка кто-то 
из вас вспомнит еце одно мнемони- 
ческое правило — фразу «каждый 
охотник желает знать, где сидит 
фазан». 

Именно благодаря опытам Ньютона 
в конце ХУП века было установлено, 
что белый свет представляет собой 
смесь из различных цветов. (В част- 
ности, Ньютон показал, что если раз- 
ложенный в спектр белый свет сме- 
шать, то опять получится белый 
свет.) Прошло много времени, пока 
ученые осознали, что свет — это рас- 
пространяющиеся в пространстве ко- 
лебания связанных друг с другом 
электрических и магнитных полей, 
иначе говоря — электромагнитны 
волны. Наиболее*привычный при 
такого рода волн’ — радиоволнь 
ло доказано, что приро 
радиоволн — одна и ес. 
личаются лишь частотой колебани 
Часто радиоволн в тысячи раз 
лее низкая, чем у световых. Ка 
цвету отвечает определенн стота 
колебаний. Если воспользо ана- 
логией с музыкальными инструмента- 
ми, то красный цвет отвечадт «басам», 
а фиолетовый — высокиу нотам. 

Скорость распрострацения электро- 


гнитных волн с =300 000 км/с. 
во много тысяч раз больше ско- 


ета и 
они от- 










рости звука, так что радиослушатель, 
сидящий дома во Владивостоке около 
радиоприемника, слышит голос певца 
на концерте, транслируемом из Моск- 
вы, раньше, чем слушатель, сидящий 
в дальнем ряду концертного зала. 

Приведенное значение скорости све- 
та (с =3 - 10° км/с) относится к ва- 
кууму. При распространении света 
в прозрачном веществе скорость ока- 
зывается меньшей. Особый интерес 
представляет тот факт, что при про- 
хождении через вещество свет разных 
цветов распространяется с разными 
скоростями. Это явление называется 
дисперсией, и именно благодаря дис- 
персии призма разлагает белый свет 
в цветной спектр. 

Итак, из белого света можно полу- 
чить все цвета радуги. А что озна- 
чают разные цвета клякс на этой стра- 
нице? Стоит вам прихватить с собой 
эту статью в темную комнату (дейст- 
вительно, а почему бы и нет7?), как 
все цвета вообще пропадут, кляксы 
станут просто серыми — сами по себе 
они не «светятся», какого бы цвета 
ни были. Чтобы видеть их разноцвет- 
ными, их необходимо освещать. При 
этом падающий на страницу свет ча- 
стично поглощается, частично рассеи- 
вается, а видим мы именно рассеян- 
ные световые лучи. 

Очень важно, что разные вещества 
(в силу особенностей строения их мо- 
лекул) обладают избирательность к 
цвету — они по-разному поглощают 
и рассеивают свет различных участ- 
ков спектра. Охра пд нам и ка- 
жется желтой, чт падающего на 
нее белого оглощаются почти 















\ зеленые 
Че. В этом про- 
явля я изме я молекулярного 
строёния вещества йомидора. Кстати, 
не случайно в химии цвет — важная 
характеристика вещества. 

Пришло время оставить заботы зем- 
ные и... воспарить. Действительно, 
вряд ли найдется человек, которого 
хоть раз в жизни не увлекла загадоч- 
ная игра небесных красок. «Цвет не- 
бесный — синий цвет....,— написал 
замечательный грузинский поэт Нико 
Бараташвили. Но зададимся вопро- 
сом — безупречна ли физически упо- 
мянутая строчка? 
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Обычно голубизну неба объясняют 
рассеянием света в атмосфере. Однако 
почему тогда ночное. небо даже при 
полной луне не бывает голубым? Или 
почему разные участки неба окраше- 
ны в синий цвет по-разному — одни 
более ярко, другие — менее? А если 
обратиться к заходу солнца? Внимаз- 
тельный физик, наблюдавший заход 
солнца, отметил, что сначала запад- 
ная часть неба приобретает желтый 
или оранжевый оттенок; затем, когда 
солице становился огненно-красным, 
свечение неб ется от желто-оран- 
же о наконец, 






; зеленого; 
до высоты 25° над горизон- 
ом небо окрашивается в розовый 
цвет. 

Поскольку причиной всех лере- 
численных цветовых коллизий яв- 


ляется рассеяние солнечного света в 
ам е, остановимся более подроб- 
но на этом процессе. 

Объяснение особенностей окраски 
неба принадлежит английскому физи- 


ку У. Рэлею. В общих чертах су 


дела такова. Цвет неба определяется “ 


зависимостью рассеяния света от ча- 
стоты последнего. Приходящая от 
солнца электромагнитная волна «рас- 
качиваеть электроны, входящие в со- 
став молекул воздуха. Наиболее силь- 
ное воздействие на электроны оказы- 
вают лучи синей части спектра. Таким 
образом, из пришедшей световой вол- 
ны электроны молекул воздуха +за- 
бирают» колебания синей части слект- 
ра. Но, придя в вынужденное коле- 
бательное движение, электроны от- 
дают назад взятую у волны энергию. 
Однако отдают они эту энергию уже 
во всех направлениях, а не только 
поавлении падения первоначаль- 
от солнца. Этот процесс 

собой рассеяние 
света. ® 


Существенным д ения рас- 
сеяния света в атмосф к ХУ я 
неравномерность распределен 7. @. 
в атмосфере — по- 
о флуктуации 

омерном 









плотНости воздуха. 
распределении молекул в 
стве рассеяние было бы соверш 
иным — небо просто-напросто было 
бы черным. 

Итак, сильнее всего молекулы воз- 
духа рассеивают синюю часть слект- 
ра, и поэтому участки. неба, которые 
мы видим в рассеянном свете, кажут- 
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`тель 


ся нам голубыми.*) Чем сильнее уда- 
лены от солнца соответствующие уча- 
стки небосвода, тем менее яркими они 
будут нам казаться. Причина состоит 
в том, что чем больший путь в атмо- 
сфере проходят солнечные лучи, тем 
меньшая в них. доля приходится на 
синюю соста 
ное, вам пон 
‹красно солнышко» 
ные лучи по пути к нам «теряють 
синюю составляющую, и преимущест- 
венную долю приходящего к наблю- 
дателю излучения составляет именно 
красно-желтая часть спектра. 
Понятно, что дым, пыль и другие 
мелкие частицы, содержащиеся в возЗ- 
духе, существенным образом влияют 
на рассеяние света в атмосфере. Из- 
вестно, что после больших изверже- 
ний вулканов восходы и заходы солн- 
ца порой играют удивительными крас- 
ками — солнце и луна могут даже 
стать синими. Приведем олисание по- 
следствий катастрофического извер- 
ния вулкана Кракатау в 1883 году, 
дает в своей книге «Занимяа- 
я ология» замечательный 
русский ученый В. А. Обручев: «Мел- 
кий пепел затемнял Солнце в Япо- 
нии`и в других местах ла расстоя- 
нии свыше 3000 километров. Этот 
пепел, долго плававший в атмосфере, 
обусловил синеватый цвет солнца и 
луны в Африке и на островах Тихого 
океана и замечательные красные зори 
в конце 1883 года и в начале 1884 го- 
да, наблюдавшиеся по всей Земле». 
Синяя окраска солнца и луны в дан- 
ном случае обуславливается рассея- 
нием света на атмосферных аэрозолях 
размером 0,4— 0,9 мкм, т. е. размером, 
сравнимым с длиной волны видимого 
света. Атмосферные аэрозоли указан- 
ных размеров образуются путем осаж- 
дения на твердых частицах дыма, пел- 
ла и т. д. при вулканических извер- 
жениях и крупных лесных пожарах. 


И о вельщствие своего относитель- 
н ьи1о р асс 
свет красно СТИ си 


чем синей. Это рассеяние связывают 







мые 









ан- с именем немецкого ученого Ми. При 


о в 

>) д к УИ вопрос: цечему фуиубыми, 
а не фиолетовыми? Дело в том, что надо еще при- 
нимать во внимание опецифику восприятия цветов 
человеческим глазом и тот факт, что в солнечном 
свете фиолетовых лучей «меньше». чем синих. 
Подробиее об этом мы обещаем рассказать в другой 
статье. в одном из‘следующих номеров журнала. 


наблюдении солнца и лун возь 
такой аэрозоль они видятс ева- 
тыми — красная составляющая б6е- 
лого света рас ается, и до нас 
доходит гы СИНий свет. 

Итак, нки цветов, окрашиваю- 
небесный свод, обусловлены в 
аждой конкретной ситуации комби- 
нацией рэлеевского рассеяния с рас- 
ета на мелких частицах. 
горы, голубые дали, голу- 
бые ‘город — все эти поэтические 
сочетания Слов обычно используют 
в качестве символов первозданности, 
необыкновенной чистоты, загадоч- 
ности. Самое удивительное состоит 
в том, что и здесь не обошлось без 
физики. 

Так, иногда над покрытой зеленью 
открытой местностью, не слишком за- 
грязненной вследствие человеческой 
деятельности, возникает очень краси- 
вая таинственная голубая дымка. 
В литературе часто упоминаются го- 
лубые горы Кавказа, Голубые горы 
в Австралии знамениты именно своей 
голубой дымкой. Голубой цвет ‹дым- 
ки» обусловлен рассеянием света на 
мельчайших частицах, размер кото- 
рых много меньше длины волны ви- 
димого света. Такими частицами мо- 
гут быть органические макромолеку- 
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лы, испускаемые растительностью, 
а также мельчайшие частицы, срывае- 
мые с острых частей растений элект- 
рическим полем земли. Итак, в местах 
скопления мельчайших частиц возни- 
кает добавочный эффект рассеяния 
синей части спектра. 

Завершая статью, предлагаем чи- 
тателю сюжеты для самостоятельного 
рассмотрения. 

1. Почему издалека новогодняя 
елка (скажем, стоящая на главной 
площади вашего города} в вечернее 
время кажется красной, хотя она осве- 
щена огоньками разного цвета? 

2. Если вам доведется в новогод- 
нюю ночь сидеть у костра, не забудьте 
поэкспериментировать и может быть 
блеснуть перед окружающими, задав 
им следующий вопрос. Почему внизу 
на фоне деревьев дым костра кажется 
синим, однако пад зерхущками де- 
ревьев (на фоне светлого неба) он вы- 
глядит желтым? р 

3. Капнув несколько капель молока 
в стакан с водой, посмотрите сквозь 
него на светящуюся лампочку. Лам- 
почка покажется красновато-желтова- 
той. Если же посмотреть на отражен- 
ный от стакана свет, он будет голу- 
бым. Объясните наблюдаемое раз- 
личие цветов. 
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Наблюдение 
электростатической 


индукции 


В. В. МАНЕР. 
Р. В. МАНЕР 


Поднесем к проводнику заряженное 
тело. Пусть, для определенности, 
проводник металлический, а заряд на 
теле — положительный. В проводнике 
возникнет электрическое поле, и сво- 
бодные электроны, двигаясь против 
поля, будут собираться в ближайшей 
к заряженному телу области провод- 
ника. Следовательно, эта область 
приобретет отрицательный заряд, а 
область, наиболее удаленная от заря- 
женного тела, — положительный за- 
ряд (что приведет к исчезновению 
электрического поля в проводнике). 
Описанное явление, как вы знаете, 
и называется электростатической ин- 
дукцией. 

При электростатической индукции 
в проводнике происходит перераспре- 
деление зарядов, значит, в нем воз- 
никает кратковременный электриче- 
ский ток. Попробуем эксперименталь- 


36 


но доказать это, воспользовавшись 
неоновой лампочкой. 

Такая лампочка (ее можно, напри- 
мер, купить в магазине радиотоваров) 
представляет собой стеклянный бал- 
лон, заполненный неоном при пони- 
женном давлении. В баллон виаяны 
два электрода — анод и катод. Если 
на электроды подать соответствующее 
напряжение, в газе возникнет тлею- 
щий разряд, который сопровождается 


свечением красновато-оранжевого 
цвета.* } 
Понятно, что несновая лампочка 


может служить индикатором электри- 
ческого тока. Основные преимущества 
ее заключаются в том, что она ком- 
пактна и что даже очень слабый ток 
(порядка нескольких микроампер) вы- 
зывает заметное свечение газа в лам- 
пе. Идея прибора для нашего опыта 
почти очевидна: проводник, в кото- 
ром происходит лерераспределение за- 
рядов, нужно разорвать посередине и 
в его разрыв включить неоновую лам- 
почку. Конкретная конструкция при- 
бора может быть самой различной и 
определяется в первую очередь типом 





*) Более подробно о самой неоновой лампочке, 
ес спойствах и практическом использолании можно 
прочитать в статье А, А. бороного {»Кванте. 1983. 
№ 6). 


А-а = У } 
ле маде Чье. неа де ох Иа 


используемой неоновой лампочки. 
В принципе подойдет любая, но луч- 
ше применить лампочки типа ВМН-1 
или ВМН-2, электроды которых равно- 
правны, т. е. в равной степени каж- 
дый из них может быть как анодом, 
так и катодом. 

На рисунке приведена фотография 
одного из возможных вариантов при- 
бора. Проводник образован двумя ме- 
таллическими стержнями. Между 
ними в эбонитовом корпусе с окном 
расположена неоновая лампочка типа 
ВМН-2, касающаяся своими электро- 
дами торцов стержней. На конце верх- 
него стержня закреплен дюралевый 
диск, повышающий чувствительность 
прибора. Диск снабжен полиэтилено- 
вой крышкой, предотвращающей иск- 
ровой разряд между ним и заря- 
женным телом. 

Столь основательный прибор был 
изготовлен нами лишь потому, что 
нам часто приходится показывать 
опыты и нерационально каждый раз 
терять время на подготовку оборудо- 
вания. Если вы хотите только про- 
наблюдать явление, то легко дога- 
даетесь, как в течение получаса сде- 
лать прибор из подручных материа- 
лов, скажем медной проволоки диа- 
метром 1,5—3 мм, полихлорвинило- 
вой трубки, припоя и т. п. 

Теперь о самом эксперименте. 
Наэлектризуйте трением эбонитовую 
палочку, пластмассовую расческу или 
полоску оргстекла. Прибор закре- 
пите на изолированной подставке 
или возьмите в руку за нижний 
стержень. При приближении заряжен- 
ной палочки к диску вы заметите 
свечение лампочки; следовательно, по 
проводнику идет ток, обусловленный 
перераспределением зарядов. Как 
только палочка окажется неподвиж- 
ной относительно диска, свечение 
прекратится: заряды в проводнике 
перераспределились и вновь нахо- 
дятся в равновесии. При удалении 
палочки от диска лампочка опять за- 
горается. Чем больше скорость движе- 
ния палочки, тем ярче свечение лам- 
почки, так как тем значительнее про- 
ходящий по проводнику ток. 

Заметим, что опыт лучше всего про- 
водить в полумраке, так как яркость 
свечения неоновой лампочки не- 
зелика. 

В заключение предлагаем несколько 
вопросов для размышления. 
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Прибор для демонстрации явления электроста 
тической индукции с помощью неоновой лам- 
лочки. 


1) Объясните, почему диск на кон 
це проводника увеличивает чувст- 
вительность прибора. 

2) Не кажется ли вам удивитель- 
ным, что в описанном опыте элект- 
рический ток проходит по незамкну- 
той цепи? Сформулируйте условия, 
при которых такое явление действи- 
тельно может существовать. 

3) Проведите еще один опыт — 
рядом с прибором получите искровой 
разряд, например, с помощью электро- 
форной машины. Не возникло ли у 
вас ощущение, что все наблюдаемые 
явления имеют некоторое отношение 
к радиосвязи (см. статью М. П. Брон- 
штейна «Изобретатели радиотелегра- 
фа», опубликованную во втором номе- 
ре журнала за этот год)? 
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Язык Лого 
Урок 3: Рекурсии, функции 


4. А. ДУВАНОВ. 
Ю. А. ПЕРВИН 


Все возвращается на круги своя 


Выполняя процедуру ОКРУЖНОСТЬ 
(см. Урок 2 в прошлом номере «Кван- 
та»), Черепаха обежит один полный 
оборот и остановится. Приятно наблю- 
дать ее бег на экране дисплея! Поэто- 
му хочется заставить ее покружиться 
ее и еще. Вот как это можно сделать: 
ЭТО КАРУСЕЛЬ :В 

ОКРУЖНОСТЬ :В 

КАРУСЕЛЬ :Н 
КОНЕЦ 

Эта процедура имеет непривычное 
описание: в него включен вызов той 
же самой процедуры. Процедура, вы- 
зывающая сама себя, называется ре- 
курсивной, а ее вызов — рекурсией. 
С рекурсией часто и неожиданно мож- 
но встретиться и вдали от уроков ин- 
форматики. Художники любят рисун- 
ки-шутки: на рисунке изображен зри- 
тель, наблюдаклций экран телевизо- 
ра, на котором виден зритель, взираю- 
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И 





щий на экран ... ит. д. Пример ‹лите- 
ратурной» рекурсии — знаменитый 
стишок про попа, у которого была со- 
бака. 

Вызвав рекурсивную процедуру 
КАРУСЕЛЬ, можно убедиться в том, 
что не так уж она и хороша: она за- 
ставляет бедную Черепаху безостано- 
вочно бегать по кругу, ... пока включе- 
на машина. 

Чтобы остановить Черепаху, управ- 
ляемую рекурсивной процедурой, на- 
до уметь отсчитывать число пройден- 
ных кругов и сравнивать эту перемен- 
ную величину с заданным значением. 
Если в качестве счетчика кругов взять 
переменную с именем СЧЕТЧИК, то 
вести отсчет кругов можно с помощью 
команды 
СДЕЛАЙ «СЧЕТЧИК :СЧЕТЧИК-1, 
которую следует включить в описание 
процедуры КАРУСЕЛЬ сразу вслед за 
вызовом ОКРУЖНОСТЬ :В {вы до- 
гадываетесь, по-видимому, что для 
правильной работы задуманной про- 
граммы надо будет в самом начале 
выполнить команду 

СДЕЛАЙ «СЧЕТЧИК 0; 
почему?). 

А вот для того, чтобы сравнивать 
две величины, потребуется новая 


команда. Условная команда имеет вид 
ЕСЛИ условие ([список-1 команд] ([список- 
2 команд] 

Стоящие в квадратных скобках 
списки команд представляют собою 
одно из двух возможных продолже- 
ний программы: в том случае, когда 
условие, записанное после слова 
ЕСЛИ, истинно, выполняются коман- 
ды первого списка (и пропускается 
весь второй список!), и наоборот, если 
условие ложно, пропускается первый 
список и выполняются команды вто- 
рого списка. Условием (точнее, про- 
стым условием) называют два выра- 
жения, соединенные знаками отноше- 
НИЙ 4<ь, *«ь, *2>—» (болыше или 
равно), *+<==» (меньше или равно), 
+=, +/—» (не равно). Определяемое 
таким образом условие может быть 
либо истинным, либо ложным. Напри- 
мер, условная команда 
ЕСЛИ: В /2 >> 3.14*2 [ВПЕРЕД 50] [НАЗАД 50] 


сначала вычисляет истинность усло- 
вия при текущем значении ВА и, по- 
лучив положительный ответ, посыла- 
ет Черепаху вперед, а в противном 
случае — назад. 

Допустима сокращенная форма ус- 
ловной команды (с одним списком): 
ЕСЛИ условие [список команд] 

Тогда в случае истинности условия 
выполняется команда списка, а если 
условие ложно, то машина ... ничего не 
делает, а просто переходит к выполне- 
нию следующей команды программы, 
если она есть. Этой формой условной 
команды мы и воспользуемся для ре- 
шения поставленной задачи, за- 
ставляя Черепаху гулять по кругу, 
например, 17 раз. Для этого надо 
составить описание процедуры 

ЭТО ПРОГУЛКА :В 

СДЕЛАЙ «СЧЕТЧИК 0 

КАРУСЕЛЬ :Ю 
КОНЕЦ 
описание процедуры КАРУСЕЛЬ бу- 
дет иметь вид 
ЭТО КАРУСЕЛЬ :Е 

ОКРУЖНОСТЬ :Ю 

СДЕЛАЙ «СЧЕТЧИК :СЧЕТЧИК-+1 


ЕСЛИ СЧЕТЧИК < 11 [КАРУСЕЛЬ :В] 
КОНЕЦ 


На сей раз процелура КАРУСЕЛЬ, 
хотя и остается рекурсивной, все же 
вызывается не всякий раз, а только 
если значение переменной СЧЕТЧИК 
не превосходит 17. Заметьте, что в про- 
цедуре ПРОГУЛКА пришлось пре- 
дусмотреть установку нулевого на- 
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чального значения счетчика. Такая 
программа после завершения своей 
работы оставит переменную СЧЕТ- 
ЧИК равной 17. Переменные, не 
являющиеся параметрами процедуры 
и используемые как внутри процеду- 
ры, так и в вызывающей ее програм- 
ме под одним и тем же именем и с 
теми же значениями, называются 
глобальными (ср. с определением 
локальной переменной на предыду 
щем уроке). Переменная СЧЕТЧИК 
в последнем примере глобальна. По- 
этому программист должен помнить, 
что вызов процедуры ПРОГУЛКА мо- 
жет изменить значение глобальной пе- 
ременной СЧЕТЧИК, существовавшее 
до вызова. Уйти от этого ограниче- 
ния можно, сделав СЧЕТЧИЕ пара- 
метром процедуры: параметры всегда 
локальны. Такая процедура имеет 
описание 


ЭТО КАРУСЕЛЬ :В :СЧЕТЧИК 
ОКРУЖНОСТЬ :К 
СДЕЛАЙ «СЧЕТЧИК :СЧЕТЧИК {1 
ЕСЛИ :СЧЕТЧИК < 17 [КАРУСЕЛЬ :А 
:СЧЕТЧИК] 
КОНЕЦ 
Теперь процедура ПРОГУЛКА вов- 
се не нужна. Вызов 


КАРУСЕЛЬ 50 0 


обеспечивает 17-кратное движение по 
окружности радиусом 50. От присва- 
ивания начального значения програм- 


мист не избавлен, но теперь он делает 


это не отдельной командой, а уста- 
новкой нулевого значения фактиче: 
ского параметра. 

Задача 1. Перепимите процедуру КА- 
РУСЕЛЬ так. чтобы Черепаха могла обегать 
любое заданное число кругов. 

На прошлом уроке мы видели, что 
нсегда, когда известно число повто- 
ряемых одинаковых действии, можно 
воспользоваться командой ПОВТОРИ. 
Значит, можно это сделать и в нашем 


Рие. 7. 
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Рис 2 


несложном задании — прогулке Чере- 
пахи по окружности. 

Задача 2. Еще раз перепишите процеду- 
ру КАРУСЕЛЬ, исключив рекурсию и восполь- 
зовавшись командой цикла. 

«Рекурсивный» рисунок на с. 38 
программировать мы не будем. Но 
часть его — прямоугольники внутри 
прямоугольников (рис. 1) — запро- 
граммировать легко: 

ЭТО РЕКУРСИЯ СТОРОНА 

ПОВТОРИ 2 [В :СТОРОНА П 90 В 

1.5 ь : СТОРОНА П 90] 

НР В СТОРОНА / 2 П90В 

1.5 * : СТОРОНА / 2 Л 90Р 

СДЕЛАЙ «СТОРОНА СТОРОНА „ 0.4 

РЕКУРСИЯ СТОРОНА 
КОНЕЦ 

Эта процедура будет безостановочно 
рисовать вложенные прямоугольники. 
Самым последним (но бесконечно пов- 
торяемым!} изображается прямо- 
угольник с минимальным значением 
СТОРОНА, при котором еще выполня- 
ется условие СТОРОНА -> 1. А как до- 
биться остановки процедуры? 

Рисунки 2, а—г выполнены рекур 
сивной процедурой СПИРАЛЬ с дву- 
мя параметрами. 


Задача 3. Сделайте описание процедуры 
СПИРАЛЬ, воспроизводящей рисунки 2, 4--2. 


Процедуры и функции 


Введем понятие предписания как не- 
которого приказа, отданного машине в 
понятной для нее форме. Такие пред- 
писания, как ВПЕРЕД, заставляющие 
машину произвести определенные 
действия без вычисления результатов, 
мы будем называть командами, а та- 
кие, как «+», вычисляющие значе- 
ния — операциями. 

Набор встроенных команд в Лого 
относительно невелик. Описывая про- 
цедуры, мы объясняем машине новые 
команды. Например, можно ввести 
команду 
КВАДРАТ в 


рисующую квадрат со стороной и (и — 
арифметическое выражение). Для это- 
го достаточно занести в память ком- 
пьютера олисание 
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\ 
в) 2} 


ЭТО КВАДРАТ :Д 

ПОВТОРИ 4 [ВПЕРЕД :А ВПРАВО 90] 
КОНЕЦ 

Выполяяя команду (или про- 
цедуру), ЭВМ осуществляет некоторые 
действия — передвигает Черепаху, 
выводит сообщения на экран, органи- 
зует повторения. Выполняя опера - 
цию, машина не только делает пред- 
нписанные действия, но и (это главное!) 
вырабатывает в качестве результата 
некоторое единственное значение 
(сумму, разность, ...). 

Мы уже пользовались арифметиче- 
скими операциями: сложением, вычи- 
танием, умножением, делением. Для 
более сложных математических вы- 
кладок требуются операции, вычисля- 
ющие значения функций. В Лого та- 
кие операции записываются в виде 


имя и, {1) 
где ‹имяе — идентификатор функ- 
ции, и — выражение, на которое 


воздействует функция, т. е. операнд 
операции. Операции и функции могут 
иметь не один, а несколько операндов. 

Вот несколько имен, резервирован- 
ных в Лого для обозначения эле- 


ментарных функций: ПМ — синус, 
СОЗ — косинус, ТАМ — тангенс, 
АВСТАМ — арктангенс ЗОКТ — 


квадратный корень, ВМР — функция, 
генерирующая случайное число. 
Например, выражение 


2+ ^ ява-2 


—_— (2) 


2 


перепишется на Лого в виде 
(ТАМ ЗЕ 59КТ(УГМ : А+ 2/2. 3) 


Выражение КМО М можно исполь- 
зовать в качестве датчика случайных 
целых чисел из интервала (0; №М—1). 

Для знакомых операций «-|-», *—», 
*ж», «/» в Лого также предусмотрены 
имена: СЛОЖИ для «-», ВЫЧТИ для 
«—», УМНОЖЬ для +»», РАЗДЕЛИ 
ДЛЯ ч/». Эти операции можно тоже 
записывать в форме (1) с двумя пара- 
метрами-операндами: 


имя ав (4) 
(чи — арифметическне выражения). 


Так, выражение х--1 можно перепи- 
сать в виде 
СЛОЖИ :х1 
Для записи выражения (2) имеется 
эквивалент: 
РАЗДЕЛИ СЛОЖИ ТАМ 2 ЗВТ 
СЛОЖИ ЯМ :А 22 {5) 

(рассмотрите внимательно соответст- 
вие форм записи (3) и (5)!). Запись 
выражений в форме (4), когда имя 
операции ставится перед операндами, 
называется префиксной, в отличие от 
более привычной, инфиксной записи, 
когда имя (знак) операции ставится 
между операндами. Например, 2--3 — 
инфиксная форма записи, 

СЛОЖИ 2 3 — префиксная форма 
записи той же операции. 


Задача 4. Перепишите выраженне 
^/ 51а - соза 


а-1 

ва Лого, используя лрефиксную форму записи, 

Форма записи операций (1) и (4) 
делает их поразительно похожими на 
команды и вызовы процедур. Однако 
программа СЛОЖИ :А :В (равно как 
и : А :В) вызовет недоумение ЭВМ — 
что делать с полученным результа- 
том? Чтобы избежать ошибок, надо 
помнить, что операции можно ИсСПоОлЛЬ- 
зовать только в выражениях; напри- 
мер: 


УА. В 
ГИМА о 
А 
85° 
А 
ЗА 
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ВИЕРЕД СЛОЖИ А-В 
СДЕЛАЙ +Х СЛОЖИ :А :В 
ПИШИ СЛОЖИ :А :В 


Рассмотрим пример, связанный с 
одним красивым математическим 
фактом. Известно, что предел после- 
довательности 





Х= У У. ха (6) 
п 
равен 1 при любом а>>0. 


Проверим это утверждение экспери- 
ментально при помощи Черепахи. 
Заставим исполнитель вычерчивать 
на экране отрезки прямых, численно 
равные членам последовательности 
(6), под прямыми углами друг к другу. 
Довольно быстро Черепаха должна 
выйти на замкнутую квадратную ор- 
биту со стороной 1 (рис. 3). Для 
большей наглядности введем масшта- 
бирующий множитель для отрезков 
спирали, равный 10: 


ЭТО ПРЕДЕЛ :А 
ВПЕРЕД :А #10 


ВПРАВО 90 
ПРЕДЕЛ ЗОКТ ;А 
КОНЕЦ 
Процедура ПРЕДЕЛ использует 


встроенную в Лого функцию квадрат- 
ного корня ЗОВТ. Однако в Лого мож- 
но создавать и свои собственные функ- 
ции, точно так же, как это делается 
при описании процедур. Единственное 
отличие описаний функций от описа- 
ний процедуры — это обязательное 
присутствие в описании функции 
команды ВЕРНИ а 

Эта команда возвращает в вызы- 
вающую программу в качестве ре- 
зультата значение выражения а. 

Итак, описание пользовательской 
(создаваемой программистом) функ- 
ции имеет вид 


ЕЕЕЕ 
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Рис 6. 


ЭТО имя параметры 


` ВЕРНИ а 

КОНЕЦ 

Здесь зимя» — это имя функции, 
«параметры» — список (возможно, 


пустой) параметров-операндов, я« — 
выражение. 

Проиллюстрируем использование 
созданных программистом функций 
при рисовании цветка, имеющего ле- 
пестки в форме прямоугольных тре- 
угольников с катетами, равными Аи 
В (рис. 4). Сначала опишем процедуру, 
которая рисует стебель, организует ри- 
сование четырех лепестков и возвра- 
щает Черепаху в исходное положение: 
ЭТО ЦВЕТОК :А :В 

(= РИСУЕМ СТЕБЕЛЬ *) 

РИСУЙ ВПЕРЕД 3 ® :-А ВЛЕВО 65 

ВПЕРЕД 2 з :5 ВПРАВО 65 

(* РИСУЕМ ЦВЕТОК =) 

ПОВТОРИ 4 ЛЕПЕСТОК :А :В ВПРАВО 90 

(‹ ВОЗВРАТ В ИСХОДНОЕ ПОЛОЖЕНИЕ 3) 

НЕ РИСУИ ВЛЕВО :65 ВАЗАД 2 * :А 

ВПРАВО 65 НАЗАД 3 + :А 

КОНЕЦ 


Скобки «(+» и «ж)» здесь и в даль- 
неишем будем использовать для запи- 
си комментариев — записанных в 
программе, но не обрабатываемых ма- 
шиной сообщений. Лепесток рисует 
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следующая и : 


ЭТО ЛЕПЕСТОК :А :В 
(* РИСУЕМ КАТЕТЫ ®) 
ВПРАВО :А ВЛЕВО 90 ВПЕРЕД :В 
(« ПОВОРОТ ДЛЯ РИСОВАНИЯ ГИПО- 
ТЕНУЗЫ з) 
ВЛЕВО УГОЛ :А :В 
(з РИСУЕМ ГИПОТЕНУЗУ *) 
ВПЕРЕД ГИПОТЕНУЗА :А :В 
(« ПОВОРОТ В ИСХОДНОЕ ПОЛОЖЕНИЕ +) 
ВЛЕВО УГОП :А В 
КОНЕЦ 
Процедура ЛЕПЕСТОК использует 
две функции: УГОЛ и ГИПОТЕНУЗА: 
ЭТО УГОЛ :А :В 
ВЕРНИ 180 — АВСТАМ (-А,:В) 
КОНЕЦ 
ЭТО ГИПОТЕНУЗА :А :В 
ВЕРНИ 5ЗОВТ (:А * :А--:В*:В) 
КОНЕЦ 
Задача 5. Используя процедуру ЦВЕТОК, 
нарисуйте клумбу, изображенную на рисунке 5. 


Вот еще два примера описаний 
функций. 
ЭТО МАХ :А :В 


(+ ЭТА ФУНКЦИЯ ВОЗВРАЩАЕТ 
МАКСИМУМ Из ДВУХ ЗНАЧЕНИИ +) 
ЕСЛИ :А>:В |ВЕРНИ :А] |ВЕРНИ :В} 
КОНЕЦ 
ЭТО ФАКТОРИАЛ :№ 
(+ ВОЗВРАЩАЕТ ЗНАЧЕНИЕ №", ) 
ЕСЛИ :^-=0 [ВЕРНИ 1 } 
[ВЕРНИ -№ + ФАКТОРИАЛ (:№—1)] 
КОНЕЦ 


Последняя рекурсивная функция 
вычисления факторнала использует 
тот факт, что 0'=1 и №М!= М МмМЫ—1)! 


Задача 6. Напишите процедуру, которая 
моделнруег движение забсолютно упругой» 
Черепахи в квадратном зящике» , образованном 
границами экрана (рис. 6). Параметры проце- 
дуры — координаты иачального положения 
(х; у) Черепахи в системе координат с нвча- 
лом в центре экрана и угол а, отсчитываемый 
по часовой стрелке между направлением на 
«север» (ось у} и носиком Черелахи. 


Возвращаясь 
к напечатанкому 


Как заметили многие читате- 
ли, в формулировку задачи 
М1047 (решение которой было 
опубликовано в *«Кванте» 
№ \0) должно быть внесено 
уточнение. В задаче требова- 
лось доказать, что если в тур- 
нире более 3/4 согравных 
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партий закончились вничью, 
то некоторые два участника 
набрали поровну очков. Ут- 
верждение и решение будут 
верны, если подразумевать, 
что все участники сыгрвли по 
одинаковому количеству пар- 
тий, в частности, — все сыг- 
рали друг с другом. (Без 
этого первый шаг решения — 
переход к системе подсчета 


очков, при которой за выиг- 
рыш дается 1, за ничью 0, и 
за поражение —1,— не позво- 
ляет правильно судить о пер- 
воначальной сумме очков, как 
видно из следующего приме- 
ра: четыре участника А, Б, В, 
Г сыграли 5 партий, А выиг- 
рал у Г, В и Г не играли 
между собой, остальные пар- 
тии закончнлись вничью.) 


Новости «Кванта» 


Как обнаружили 30 декабря 1387 года, 


ровно 70 лег назад 

3 городе Малая Вищера 
Новгородской области 
родился члем редколлегии 


журнала «Квант» (со дня его основания) 
доктор физико-матемагических наук, 


профессор, 
замечательный физик 


и блестящий популяризагор науки, 
автор и редактор многих книг 


ц огромного числа статей, 
чрезвычайно эрудированный, 
добрый и веселый, 


молодой ц обаятельный человек — 
Яков Абрамович Смородинский. 
Мы поздравляем Я. С. с юбилеем 


и желаем ему здоровья, 


неиссякаемого жизнелюбия и, конечно, 
творческих успехов, с которыми обязуемся 
незамедлительно знакомить читателей 


нашего журнала. 


Редакционная коллегия 
Редакционный совет 


Редакция 


Самый 
далекий квазар 


Поиски новых квазаров содер- 
жат элемент соревноввиий. 
Астрономы стараются найти 
квазар, который был бы рас- 
положен дальше всех уже из- 
вестных. 

Летом этого года по сним- 
кам, сделанным в Австралии, 
обнаружен квазар, который 
находится от нас на расстоя- 
нии около 13 - 10° световых 
лет. Кроме того, что откры 
тый квазар очень далекий, он 
еще и очень яркий. ЭЗиергия 
его излучения в 10000 раз 
превышает энергию излуче- 
ния средней галактики. 

Расстояние до небесного 
объекта, находящегося на 
столь большом удалении, 
можно оценить только по 
величине смещения лииий 
спектров атомов этого объек- 
та, которое связано с расшире 


нием Вселенной. Одиако ие 
ресчет по современным дан- 
ным величин смещения в рас 
стояния делается с большими 
ошибками. Неопределеиность 
в вычислениях возникает 
здесь из-за того. что до сих 
пор еще ие удается согласо- 
вать разлнчные определения 
постоянной Хаббла. связы- 
вающей относительную ско- 
Рость «разбеганняь галактик 
# с расстоянием Е между 
ними: 
г=Н . И. 

Способы определения лостоян- 
ной Хаббла дают для нее 
два значения — 50 и 
100 кмДс. Мпс). Какое из 
них более точное, не выясне- 
но, но для расчетов берут 
обычно Н=70 км/(с- Мпсе). 

Относительное изменение 
длины волны излучения, или 
красное смещение.нового кза- 
зара — 
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Это означает, что 
ультрафиолетовой части 
спектра водорода с длиной 
волны г. = 12157 А 
—0,12157 мкм в сйектре излу- 
чения квазара находится в 
середине видимой обла 
сти. Максимальные красные 
смещения ранее были 4.04 — 
для двух кназаров, открытых 
в этом году, и 4.01 для ква- 
зара, открытого в 1986 году. 


Далее из величины = опре- 
деляют по формуле Доплера 
2--1= Аиабл _ у1 + о/с 

ь \ 1 -- 2 

рость и, а затем по формуле 
Хаббла находят расстонние до 
интересующего нас объекта. 
Строго говоря. при таком пе- 
реечете нужно учитывать эф- 
фект кривизны Вселенной, но 
так как он невелик, то такая 
поправка не внесет ничего 
существенного. 

Что касается открытого 
квазара, то остается только 
сообщить его координаты. Ои 
лежит на небесном мерндиа- 
не, проходящем через точку 
весеннего равноденствия (прх- 
мое восхождение 00 часов 


00 минут), и имеет склоне- 
ние 26220‘. 


линия в 





©ко- 


Я. С 
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ыы 


Кома 


ак 


Уравнения 
думают за нас 


В. а НАХШИН 


Решение любой расчетной задачи по 
физике состоит из двух частей — фи- 
зической и математической. 

Пока мы обдумываем условие за- 
дачи, анализируем, в соответствии с 
какими физическими законами проис- 
ходит данное явление, и составляем 
соответствующую систему уравнений, 
мы — физики. После этого физика 
временно отходит на задний план. Те- 
перь мы — математики, и перед на- 
ми стоят иные проблемы: как наибо- 
лее рационально решить полученную 
систему уравнений и найти ответ? 
Причем ответ нужно найти в общем 
{буквенном) виде, чтобы слева от зна- 
ка равенства стояла только искомая 
величина (в буквенном обозначении), 
а справа — комбинация из только из- 
вестных величин (тоже в соответ- 
ствующих буквенных обозначениях). 


Впервые эта статья была опубликована в сен 
тябрьском номере «Кванта» в 1981 году. (Примеч 
ред.) 
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Но вот ответ в общем виде полу- 
чен, и мы снова обращаемся к фи- 
зике: прежде чем подставить число- 
вые данные, надо проверить размер- 
ность искомой величины и проанали- 
знровать ответ с точки зрения его 
правдоподобности. Если размерность 
верна и ответ правдоподобен, мож- 
но подставлять данные и считать. 

Описанные этапы решения прису- 
щи практически всем задачам. Одна- 
ко иногда — а именно о таких слу- 
чаях и будет рассказано в статье — 
после расчетов получается неожидан- 
ный абсурдный результат, что свиде- 
тельствует о неверном решении. Так 
бывает, например, когда ни условие 
задачи, ни интуиция, ни здравый 
смысл не могут подсказать, в какую 
сторону протекает тот или иной про- 
цесс или каким будет конечный ре 
зультат. 

Приступая к решению задачи, мы 
вынуждены предположить какой-то 
вариант и в соответствии с ним со- 
ставить систему уравнений. Если ответ 
получится абсурдным, отчаиваться не 
стоит. Просто нам не повезло: наше 
предположение оказалось неверным. 
Однако определенную информацию 
мы все же получили — в предполя- 
гаемом направлении процесс не идет. 


Что же, допустим другой вариант и. 
так далее. Задача превращается в не- 
большое исследование, а уравнения — 
как бы в товарищей по размышлению. 
В конце концов они нас не подведут 
{разумеется, если мы их не подведем, 
т. е. не ошибемся в составлении и ре- 
щении) и расскажут нам об истинном 
направлении процесса или о конечном 
результате. 

Рассмотрим несколько конкретных 
задач. 

Задача 1. На вершине шерохова- 
той наклонной плоскости укреплен 
блок, через который переброшена 
нить. К концам нити прикреплены 
Ова тела массами т=3 кг и т›=2 кг. 
`Найдите ускорение системы и силу 
трения между первым телом и плос- 
костью, если коэффициент трения 
и=0.5 и угол наклона плоскости 
к горизонти “а=30°. 

Куда ускоряется система и движет- 
ся ли она вообще? Из условия за- 
дачи не ясно. Между тем, знать это 
очень важно. Так, если система дви- 
жется, имеет место трение скольже- 
ния и модуль этой силы равен 
Е ›=иМ№ (М — модуль силы нормаль- 
ной реакции). Если же система покоит- 
ся, на первое тело действует сила 
трения покоя, про которую известно 
только, что она не больше силы тре- 
ния скольжения. 

Может быть, поможет интуиция? 
С одной стороны, первое тело тяже- 
лее второго, но, с другой стороны, 
второе тело висит в воздухе, а первое 
лежит на наклонной плоскости, да к 
тому же есть трение. Нет, интуиция 
нас не выручит, нужен анализ. По- 
пробуем переложить наши заботы на 
уравнения. 

Предположим, что блок вращается 
по часовой стрелке, т. е. второе тело 


опускается с ускорением, а первое — 
с тем же по модулю ускорением под- 
нимается по плоскости. Изобразим си- 
лы, действующие на каждое тело 
(рис. 1}, и запишем систему урав- 
нений второго закона Ньютона в про- 
екциях на соответствующие направ- 
ления (для первого тела — это на- 
правления вдоль плоскости и перпен- 
дикулярно к ней, а для второго те- 
ла — это вертикальное направление): 


| Т — пе эт а-иМ=тиа, 
| — та соз и=©; 
тв—Т=тьа. 


Решая эту систему, получаем 


а—а т: — пт, 08 а пи зт в. 1.6 м/с? 
пить 

— проекция ускорения на выбранное 

направление отрицательна. Значит, 

наше предположение неверно. 

Что же тогда происходит с систе- 
мой? Движется в противоположном 
направлении? А с каким ускорением? 

В этом месте многие допускают 
ошибку, считая, что система ускоря- 
ется в противоположном направлении 
с тем же по модулю ускорением 
(=1,6 м/с"). Иногда так действительно 
можно считать. Например, если бы в 


‚данной системе не было силы трения, 


при изменении выбранного направле- 
ния движения на противоположное 


‘проекции всех сил изменили бы свой 


знак. и ускорение получилось бы 
таким же по модулю, но с противо- 
положным знаком. В нашем же случае 
при новом предположении проекция 
силы трения по-прежнему отрицатель- 
на, поэтому соответствующая система 
уравнений будет другой (рис. 2): 

пи эта—Т—иМ= па, 

№— т, & со$ и=0, 

Т— т›в= та. 





Отсюда 


а=в т: зп ант, св а—т, —— 3,6 м/с". 
Я: тм 

И вновь проекция ускорения оказа- 

лась отрицательной; следовательно, 

новое предположение тоже неверно. 

Итак, уравнения, «подумав» за нас, 
привели к выводу, что система не 
ускоряется, то есть 

а=0. 
Значит, для нахождения силы трения, 
точнее — силы трения покоя, нельзя 
пользоваться формулой Р,„= р №, спра- 
ведливой для силы трения скольже- 
ния. 

Для определения искомой силы по- 
смотрим, какие еще силы (или их про- 
екцин) действуют на первое тело в нап- 
равлении вдоль наклонной плоскости. 
Это — проекция силы тяжести, рав- 
ная по модулю ти зт и=15 Н, и си- 
ла натяжения нити, модуль которой 
можно найти из условия покоя вто- 
рого тела: Т=т.в=20 Н. Следова- 
тельно, сила трения покоя направлена 
вдоль плоскости вниз и равна по мо- 
дулю 

Е, ==Т— тв эт а=5 Н. 

Кстати, нетрудно убедиться в том, 
что в данном случае сила трения 
Гк-=5Н действительно меньше 
ИМ ими 0$ 913 Н. 

Задача 2. В калориметр, содержа- 
щий т,=3 кг льда при температуре 
1 —= --10 °С, вливают т›=8 кг воды 
при температуре #2=80 °С. Какая тем- 
пература установится в результате 
теплообмена? Теплоемкость калори- 
метра не учитывать. 


Ясно, что конечная температура 1 
находится в промежутке от —10 до 
+ 80 °С: 

—10 С {< 80 °С. 


Следовательно, она может быть боль- 
ше 0 °С — температуры таяния льда, 
меньше этой температуры или равной 
ей. Какой именно она окажется, за- 
ранее сказать нельзя. Будем к цели 
пробираться «на ощупь», перебирая 
возможные варианты и полагаясь на 
волю уравнений. 

Предположим, что #>0 °С, т. е. в ка- 
лориметре будет только вода. Тогда 
лед получает тепло в три этапа: буду- 
чи собственно льдом, нагреваясь от 
—10 до 0 °С, превращаясь в воду при 
О “С и, будучи уже водой, нагреваясь 
от 0°С до Ё. При этом вода отдает 
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тепло только при охлаждении от тем- 
пературы {2 до #. Запишем соответ- 
ствующее уравнение теплового балан- 
са: 

еати(0— в )-Ат. ет (ё—0)- 

+ с2та—в)=0, 
где с.=2,1. 10° Дж/(кг: К) и ©= 
=4,2. 10' Дж/(кг. К) — удельные 
теплоемкости льда и воды, а А—= 
=—8,4. 10” Дж/кг — удельная теплота 
плавления льда. Отсюда найдем 


= ат, й-неть—^т: 
сйт,-+т.) 
Подставив числовые данные, получа- 
ем 1<0°С. Значит, наше предполо- 
жение неверно. 

Теперь допустим, что #<0 °С. В та- 
ком случае вода отдает тепло в три 
этапа — охлаждаясь до 0 °С, превра- 
щаясь в лед при 0°С и в качестве 
льда охлаждаясь до искомой темпера- 
туры Ё а первоначальный лед полу- 
чает тепло только в один этап — на- 
греваясь от {, до [: 


ет и)-от(ор— в) Ат. 
ат Е—0)=0. 
Решив это уравнение, получаем 


= исто, Ат, 
с:(т. то) 
Подставим числовые данные и убе- 
димся, что [>00 °С. Следовательно, и 
второе наше предположение было не- 
верным. 

Остается единственный вариант: 
{1—0 °С. Это и будет ответом задачи. 

Здесь мы предвидим некоторое чув- 
ство досады у читателя: почему автор 
нарочито подбирает примеры, где все 
первоначальные предположения ока- 
зываются неверными и оба столь гро- 
моздких решения приводят к срав- 
нительно простым результатам (а = 
— 0, = 0 °С)? Почему бы, в самом 
деле, не предположить заранее именно 
эти простейшие варианты? 

Такой путь возможен, но облегчения 
он не сулит. Так, в первой задаче, 
предположив покой и не имея при 
этом формулы для силы трения локоя, 
мы должны будем составить систему 
из трех уравнений равновесия, но, ре- 
шив ее и найдя силу трения, надо 
обязательно проверить, действительно 
ли она меньше силы трения сколь- 
жения. Если окажется, что нет, при- 
дется все решение, описанное выше, 
начинать сначала. 


Рис. 3: 

Во второй задаче, предположив 
1 = 0 °С, мы должны подтвердить это 
уразяением теплового баланса, но не- 
известно, как его составить. Мы не 
знаем, что раньше дошло до нуля: 
лед «снизу» или вода «сверху», и как 
следствие — расплавилась ли часть 
(и какая часть) льда или замерзла 
часть воды? Можно, конечно, опять 
что-то предположить, но ‘число ва- 
риантов будет не меньше, а даже боль- 
ше, чем в приведенном выше решении. 

Задача 3. Найдите токи во всех 
ветвях схемы. изображенной на ри- 
сунке 3. Здесь ®, = ®=% =1 В, 
Г: = 72 = г = 1 Оми В, = А. = В; = 
= А = 0 Ом. 

Предположим, что токи ПЛ, ри Ё 
направлены так, как показано на ри- 
сунке 3, хотя мы достоверно этого 
и не знаем. Если мы ошиблись, соот- 
ветствующие уравнения нас попра- 
вят.*) 

Поскольку в точках разветвления 
(узлах) электрический заряд не накап- 
ливается, заряд, поступающий в еди- 
ницу времени в узел, равен заряду, 
уходящему из узла за то же время, 
т. е. ( 

Г == 7 - ат “ 

Выделим в данной схеме два про- 
стых замкнутых контура, например 
левый и правый, и выберем в них 
направления обхода, например про- 
тив часовой стрелки. Согласно закону 
сохранения энергии, алгебраическая 
сумма ЭДС равна алгебраической сум- 
ме падений напряжения: 


8—%= ПЕ Т.г + Тэг +, 
— = — Г.В — Ти + ВВ. 
Объединим полученные уравнения 


в систему и для простоты подставим 
числовые данные: 





*} О том, как составлять эти уравнення. Вод- 
робно рассказывается в заметке «Правила Кирх- 
гофа» («Квант», 1985, № 1, с. 26). 





Г — Г -- Тз, 
107, + А. - 72 + 1015 = 0, 


1075 + 12 — 10Ё. =1. 


Решив эту систему, найдем 
1 1 . о 
р — —эА, = А, т —жА- 

Первый и третий токи получились 
отрицательяыми. Это означает, что 
наши предположения об их направ- 
лениях оказались неверными. Число- 
вые значения мы нашли верно, а на- 
правления этих токов — противопо- 
ложны предполагаемым. 

Задача 4. Тело брошено верти- 
кально вверх с начальной скоростью 
0, = 25 м/с. Через какое время оно 
будет на высоте В = 40 м? 

Запишем известную формулу для 
координаты тела, брошенного верти- 
кально вверх (положительным счи- 
таем направление вверх): 


4 
й = ост 5. 


Решая его относительно :, получим 


- 2иВ 


Однако при подстановке числовых 
данных выясняется, что выражение 


под корнем отрицательно. Что это 
означает? 
Оказывается, это уравнение На 


своем языке подсказывает нам, что 
данное тело вообще не достигает та- 
кой высоты. В самом деле, макси- 
мальная высота подъема й„..—= 
=и5/28=31,5 м, что меньше #=40 м. 


Так что бывают случаи, когда урав- 


нения *‹думают» неожиданно, неза- 
планированно. 

Упражнения 

1. Однородный рычаг массой 72 = 10 кг опн- 


рается на опору, находящуюся на расстоянии 
1 = 25 см от его девого конца. Длина рычага 
{ =1 м. К левому концу рычага подвешен 
груз массой пи == 2 кг. С какой силой надо 
действовать на правый конец вниз под углом 
с == 30° к горизонту, чтобы рычаг находился 
в равновесии? 

2. В калориметр, где находится т: = 1 кг 
льда при температуре #1 == 0 °С, впускают л1з 
— 500 г родяного пара при температуре # = 
= 100 °С. Какая температура установится пос- 
ле того, как произойдет теплообмен? Тепло- 
емкостью калориметра можно иренебречь. 

3. Тело брошено вертнкально вверх с иа- 
чальной скоростью ио == 15 м/с. Какой путь 
пройдет оно за { == 2 с полета? Ускорение сво- 
бодного падения считать равным & = 10 с. 
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ХХУП] 


Международная 
математическая 
олимпиада 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. ВАВИЛОВ. 

кандидат физико-математических наук 
Ю. П. СОЛОВЬЕВ, 

кандидат физино-математических наук 
А. А. ФОМНЫН 


ХХУИГ Международная математиче- 
ская олимпиада проходила в Гава- 
не — столице Республики Куба. 

В олимпиаде участвовали команды 
из 42 стран, по б человек от страны. 
В команду школьников СССР были 
включены призеры Всесоюзных олим- 
пиад последних лет: Биндер Илья 
(Ленинград, с. п. № 239), Борисов 
Лев (Минск, с. ш. № 19), Иванов Сер- 
гей (Ленинград, с. ш. № 533), Пухов 
Игорь (Москва, с. ш. № 57), Смирнов 
Станислав (Ленинград, с. ш. № 239), 
Стыркас Константин (п. Черноголовка 
Московской обл., с. ш. № 82). 

В этом году Международная мате- 
матическая олимпиада впервые про- 
водилась в Латинской Америке, в пер- 
вой социалистической стране западно- 
го полушария. Центральный Комитет 
Компартии Кубы и кубинское прави- 
тельство приложили немало усилий 
для того, чтобы олимпиада на Кубе 
превратилась в яркий праздник мате- 
матики. Организационную работу 
возглавлял член Политбюро ЦК Ком- 
партии Кубы, министр образования 
Хосе Раус Фернандес; работой жюри 
руководили изнестные кубинские ма- 
тематики Мигель Хименес Посо и Ги- 
ермо Лопес Лагомасино. 
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Гавана встречала участников олим- 
пиады 4 июля. В дни олимпиады ребя- 
та совершили несколько увлекатель- 
ных экскурсий по городу и его ок- 
рестностям, побывали в историческом 
музее, в национальном пионерском 
лагере им. Хосе Марти, совершили 
поездку на Плая-Хирон, ну и конеч- 
но же, познакомились со знамениты- 
ми гаванскими пляжами. 

10 и 11 июля были днями мате- 
матических соревнований. Они прохо- 
дили в специализированной школе 
точных наук им. В. И. Ленина, рас- 
положенной в живописном пригороде 
Гаваны. В каждый из дней соревнова- 
ний участникам олимпиады предлага- 
лось решить по три задачи за 4,5 часа. 
Любая из шести предложенных задач 
оценивалась в 7 баллов, так что мак- 
симальная оценка, которую мог полу- 
чить участник олимпиады, равнялась 
42. Первое место в этом году присуж- 
далось лишь участникам, набравшим 
42 балла. 

Итоги 


выступления советской 


команды показаны в таблице. 





Борисов Л. 717777 тТ 42 1 
Иванов С ттт 42 1 
Смирнов С 7971717177 т 42 1 
Пухов И. 71677 та 2 
Биндер И. 717077 т 35 2 
Стыркас К. ттт 


Таким образом, команда СССР, наб- 
рав 235 баллов из 252 возможных, 


завоевала 3 золотые и 3 серебряные 
медали. 


В неофициальном командном заче- 
те страны-участницы распределились 
следующим образом: Румыния (250), 
ФРГ (248), СССР (235), ГДР (231), 
США (220), Венгрия (218), Болгария 
{210), КНР (200), Чехословакия (192), 
Англия (182), Вьетнам (172), Франция 
(154), Австрия (150), Нидерланды 
(146), Австралия (143), Канада (139), 
Швеция (134), Югославия (132), Бра- 
зилия (116), Греция (111), Турция (94), 
Испания (91), Марроко (88), Куба (83), 
Бельгия (74), Иран (70), Норвегия 
(69), Финляндия (69), Колумбия (68), 
Монголия (67), Польша (55), Ислан- 
дия (45), Кипр (42), Перу (41), Ита- 
лия (35), Алжир (29), Кувейт (28), 
Люксембург (27), Уругвай (27), Мекси- 
ка (17), Никарагуа (13), Панама (7). 


Задание соревнующимся формиро- 
вало жюри, состоящее из руководи- 
лелей 42 национальных команд. 
В итоге жарких обсуждений участ- 
никам были предложены следующие 
задачи. 


Первый день 


1 (ФРГ). Пусть р, (#} — число перестановок 
множества изл, п>ЁЬ, элементов, имеющих 
ровно Ё# неподвижных точек. Докажите, что 

Р, (1) 2. р, (2) т... 4п- р‚(п)= п! 
Примечание Перестановкой множества 
$=1}. 2, ... п! называется взаимно однознач- 
ное отображенне { множества 5 на $. Число Г 
называется иеподвижной точкой перестанов- 
ки /. если /(1)==Е. 

2 (СССР). Продолжение биссектрисы АЁ 
{1 ВС) остроугольного треугольника АВС пере- 
секает описанную вокруг него окружность в 
точке № (№-2А). Из точки Г. на стороны АВ и 
АС соответственно опущены перпендикуляры 
ТК и ЁМ. Докажите, что площади четырех- 
угольника АКММ и треугольннка АВС равны. 

3 (ФРГ). Пусть хи. Хх» ... Х, — действи- 
тельные числа и х1--х!-|... +х.=1. Докажнте, 
что для любого целого числа #й>2 существуют 
целые числа а.. а@:, ... @,„. не все равные нулю, 
14, #—1, #=1, 2, .... Л, и такие, что 


(пул 


т 


Второй день 

4 (Вьетнам). Иусть М.=10. 1,2...) — мно- 
жество целых неотрицательных чисел. Докажи- 
те, что не существует функции /: № №, такой, 
что 

ИНКт)=п 11987 
для любого пЕМ... 

5 (ГДР). Докажите, что для каждого нату- 
рального числа л, п23, можно выбрать на 
плоскости л точек так, чтобы выполнялись два 
условия: 

а) расстояние между любыми двумя точками 
было иррациональным числом; 

6) любые три точки являлись вершинами 
невырожденного треугольника, площадь кото- 
рого выражалась бы рациональным числом. 

6 (СССР). Пусть л>2 — натуральное число. 
Докажите, что если числа "Ён — простые 
для каждого целога Е, О К=` п/З. то числа 
Е`{#--п — простые для каждого целого Й. 
ОЕ п— 2. 

Во время работы олимпиады состоя- 
лось заседание Международного под- 
готовительного комитета по проведе- 
нию Международных математических 
олимпиад, возглавляемого его прези- 
дентом, профессором МФТИ 
Г. Н. Яковлевым. Было решено, что 
ХХГХ ММО состоится в 1988 г. в Ав- 
стралии, ХХХ ММО — в 1989 г. в Фе- 
деративной Республике Германии, 
ХХХ ММО — в 1990 г. в Китайской 
Народной Республике. 

Олимпиада прошла в атмосфере 
дружбы и взаимопонимания, способ- 
ствовала установлению научных кон- 
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тактов молодежи разных стран, делу 
мира во всем мире. 

Редколлегия и редакция журнала 
«Кванть горячо поздравляют всех 
членов советской команды с успеш- 
ным выступлением на ХХУПТ Меж- 
дународной математической олимпиа- 
де и желают им больших научных 
успехов. 

В заключение предоставим слово 
самим участникам. 

Пухов Игорь, выпускник шко- 
лы № 57 г. Москвы. Учитель матема- 
тики — Гордин Р. К. На всесоюзных 
олимпиадах награждался дипломами 
П степени в 1986 и 1987 гг. П премия 
на ХХУП ММО. 

«Хотя задачи нынешней олимпиа- 
ды не были очень сложными, они 
мне лонравились. На мой взгляд, са- 
мая трудная задача — третья, самая 
интересная — шестая. На Междуна- 
родной олимпиаде я набрал 41 балл — 
это мой наилучший результат, полу- 
ченный на различных олимпиадах. 
Честно говоря, Я такого не ожидал. 
Но больше всего мы не ожидали треть- 
его места нашей команды. Пожалуй, 
это уже не наша вина, а скорее «вина» 
румынской команды, установившей 
рекорд, который вряд ли когда-либо 
побьютэ. 

Борисов Лев, выпускник  шко- 
лы № 19 г. Минска. Учитель мате- 
матики — Фельдман А. М. На Все- 
союзных олимпиадах награждался 
дипломом П степени в 1984 г. и дип- 
ломами Т степени в 1985— 1987 гг. 
Т место на ХХУПТ ММО. 

*«Олимпиада была легкой, все зада- 
чи, кроме шестой, показались мне не- 
интересными. Наша команда высту- 
пила успешно, но результат мог бы 
быть гораздо лучше, если бы не сбой 
в третьей задаче, которая, несмотря 
на внешнюю сложность, была про- 
стойь. 

Иванов Сергей, окончил 8-Й класс 
школы № 533 г. Ленинграда. Учитель 


математики — Полуаршинова Н. Г. 
Занимается в математическом кружке 
при ЛГИИ. Руководители — Бура- 


го Д. Ю. и Фомин Д. В. На Всесоюз- 
ных олимдлиадах награждался дипло- 
мами [Г степени в 1986 и 1987 гг. 
1 премия на ХХУПТ ММО. 

«Задачи на олимпиаде были не- 
трудными. Впрочем, об этом свиде- 
тельствует и результат — 22 участни- 
ка набрали по 42 балла. Выступле- 
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Команда СССР на ХХУТИ Международной математической олимпиаде. Первый ряд (слеи 
направо): В. В. Вавилов — научный руководитель команды, С. Смирнов, С. Иванов, И. Биндер 
А. 4. Фомин — педагогический руководитель команды. Второй ряд: А. Черных (запасной 
участник). ИН. Пухов, Л. Борисов. К. Стыркас. 


ние нашей команды не назовешь впол- 
не удачным. Хотя мы и набрали 
235 баллов, повторив мировой рекорд 
1984 г., это дало нам всего лишь 
третье место. Организаторы олимпиа- 
ды и школа им. В. И. Ленина при- 
ложили все усилия для того, чтобы 
олимпиада удалась — был разработан 
удобный распорядок дня, хорошо ра- 
ботал транспорт. От олимпиады у ме- 
ия остались самые приятные впечат- 
ления». 

Стыркас Константин, . выпускник 
школы № 82 п. Черноголовка Мос- 
ковской области. Учитель математи- 
ки — Земляков А. Н. На Всесоюз- 
ных олимпиадах награждался дипло- 
мами {1 степени в 1985 и 1986 гг. 
и дипломом 1Ш степени в 1987 г. 
П премия на ХХУПТ ММО. 

«Я выступил на олимпиаде неудач- 
но, несмотря на то, что задачи бы- 
ли нетрудными. Команда Советского 
Союза выступила неплохо, хотя по 
своим возможностям могла бы вы- 
ступить гораздо сильнее». 

Смирнов Станислав, выпускник 
школы № 239 г. Ленинграда. Учитель 
математики — Кукса Н. М. Занимался 
в математическом кружке при Ленин- 
градском Дворце пионеров. Руководи- 
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тель — Рукшин С. Е. На Всесоюз- 
ных олимпиадах награждался дипло- 
мами 1 степени в 1985 и 1986 гг. 
и дипломом ПТ степени в 1987 г. 
Дважды участвовал в Международ- 
ных олимпиадах: [ место на ХХУП 
ММО и ТГ место на ХХУПТ ММО. 

«Олимпиада в этом году была орга- 
низована лучше, чем в прошлом. Ху- 
же был лишь подбор задач — они 
оказались менее интересными, чем за- 
дачи других олимпиад. Команда 
СССР выступила ниже своих возмож- 
ностей: нам было по силам получить 
4—5 первых мест и набрать не ме- 
нее 245 баллов». 

Биндер Илья, выпускник шко- 
лы № 239 г. Ленинграда. Учитель 
математики — Кукса Н. М. Зани- 
мался в математическом кружке при 
Ленинградском дворце пионеров. Ру- 
ководитель — Рукшин С. Е. На Все- 
союзных олимпиадах награждался 
дипломом И степени в 1986 г. и дипло- 
мом ПТ степени в 1987 г. П место 
на ХХУШ ММО. 

«Своим выступлением я не доволен: 
ведь олимпиада была очень легкой. 
А в целом — это были удивительные 
и впечатляющие дни, которые вряд ли 
когда-либо забудутсяь. 


ХУПТ 
Международная 
физическая 
олимпиада 


Кандидат Физико-математических наук 

С. С. КРОТОВ 

В этом году Международная олим- 
пиада школьников по физике прохо- 
дила с 5 по 13 июля в городе 
Иена (ГДР). По числу участников это 
была самая представительная олим- 
пиада. В Иену приехали команды из 
25 стран: Австралии, Австрии, Бол- 
гарии, Великобритании, Венгрии, 
Вьетнама, ГДР, Голландии, Исландии, 
Италии, Канады, Китая, Кубы, Кувей- 
та, Норвегии, Польши, Румынии, 
СССР, США, Турции, Финляндии, 
ФРГ, Чехословакии, Швеции, Югосла- 
вии. Кроме того, на олимпиаде при- 
сутствовали наблюдатели из Бельгии, 
Греции и Колумбии. (Как показывает 
опыт, возможно, уже в будущем го- 
ду эти страны станут полноправны- 
ми участниками олимпиады.) В прове- 
дении олимпиады приняли участие 
также представитель ЮНЕСКО, кор- 
респондент журнала «Квант» и кор- 
респонденты молодежных журналов 
Исландии и ФРГ. 

В соответствии со статутом Между- 
народной физической олимпиады 
каждая команда-участник состоит из 
двух руководителей и пяти участ- 
ников. Руководители команд вместе 


с членами оргкомитета  страны- 
устроителя олимпиады — образуют 
Международную комиссию — основ- 


ной руководящий орган олимпиа- 
ды. В этом году Международную 
комиссию возглавил профессор Гум- 
больдтского университета (г. Берлин) 
Рудольф Германн — специалист в 
области физики твердого тела. 


Куапетесте ти 


В команду СССР по итогам выступ- 
лений на Всесоюзных олимпиарах и 
по результатам зимних и летних сбо- 
ров вошли 


Антон Бибиков — выпускник 
ФМШ № 18 г. Москвы, 

Дмитрий Будько — выпускник 
<. ш. № Зг. Белгорода, 

Гинтас Вилькялис — выпускник 


<. ш. № 45 г. Вильнюса, 

Дмитрий Глущенков — выпускник 
с. ш. № 239 г. Ленинграда, 

Алексей Гольдин — вылускник 
ФМШ № 2 г. Киева. 

Перед поездкой на олимпиаду все 
участники летних сборов (включая 
также Сергея Бобылева — выпускни- 
ка с. ш. № 9 г. Березники и Павла Кар- 
клина — выпускника с. ш. № 49 
г. Москвы) были зачислены без эк- 
заменов в выбранные ими вузы. 

Руководителями нашей команды 
были назначены научные сотрудники 
Научно-исследовательского института 
содержания и методов обучения АПН 
СССР О. Ф. Кабардин и В. А. Орлов. 

Открытие олимпиады состоялось 
6 июля в зале торжественных засе- 
даний Иенского университета 
им. Фридриха Шиллера. Вечером того 
же дня прошло официальное засе- 
дание Международной комиссии, на 
котором были представлены задачи 
теоретического тура, разработанные 
специальной комиссией. После необ- 
ходимых корректировок условий за- 
дач и уточнений официальных реше- 
ний комиссия утвердила задание. 

7 июля участникам были предло- 
жены три задачи: первая — по тер- 
модинамике, вторая — по механике 
и электромагнетизму и третья — на 
колебания и волны. 

Вот условия этих задач, 


Теоретический тур 

Задача 1 

Горный хребет обтекается адиабатически 
влажным воздухом (рис. 1}. Метеорологиче- 
ские станции М, и М, фиксируют давление 
воздуха Р.=100 кПа, станция М, —р›=170 кПа. 
Температура воздуха в точке Мо —#&=-+20 °С. 
Когда воздух поднимается. при давлении 
р, =84,5 кПа начинается образование облаков. 
При дальнейшем поднятии воздух, в котором 
происходит конденсация водяного пара (масса 
этого воздухв над каждым квадратным мет- 
ром поверхности равна 2000 кг), достигает 
вершины хребта (станция М.) через 1500 с. 
При этом он отдает, в расчете на один ки- 
лограмм воздуха, т-=2,45 г воды в качестве 
осадков (дождя). 

1} Какова температура Т' на уровне нижней 
границы облаков? 
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д М, 


2) На какой высоте й, над станцией М. рас- 
положена нижняя граница облаков, если до- 
пустить, что плотность воздуха убывает с вы- 
сотой лннейно? 

3) Какая температура Т., будет измерена 
на вершине хребта? 

$} Какой высоты достигает столб воды (вы- 
сота осадков на единицу площади), выпадаю- 
щей из потока зоздуха в течение 3 часов? 
Условия конденсации пара считать одинаковы- 
ми на участке от М, до М.. 

5) Какова температура 7, на задней стороне 
хребта у станции М? Обсудите состояние воз- 
духа у станции М. по сравнению с его: со- 
стоянием у станции М.. 

Указания и данные: 

Воздух следует рассматривать как идеаль- 
ный газ. 

Влиянием присутствия водяиого пара на 
удельную теплоемкость и на плотность воз- 
духа. а также зависимостью удельной теплоты 
испарения от температуры следует пренебречь. 
Температуры следует указать с точностью до 
1 К, высоту нижней границы облаков — с 
точностью до 10 м, высоту осадков — с точ- 
ностью до 0,1 мм. 

Удельная теплоемкость воздуха в интере- 
суюшем нас иитервале температур равна 
с›=1005 Джикг‘ К}; плотность воздуха у 
станции М, при р. и Т, —ш=1,189 кг/м; 
удельная теплота испарения воды в областн 
облака — 4,;=2500 кДж/кг; ср/с-=н=1,4; 
&=9.81 м/с’. 


Задача 2 

Из точечного источника Р вылетает пучок 
электронов и влетает в магкитное поле В коль- 
цевой (тороидальной) катушки вдоль линий 
поля (рис. 2). Пусть угол раскрытия электрон- 
ного пучка 2, очень мал (и.<1). Инжекция 
электронов происходит иа среднем радиусе В 
тороида. с помощью ускоряющего напряже- 
ния (. Предполагается, что модуль В постоя- 
неи.  Электростатическим взаимодействием 
электронов в пучке пренебречь. 

1) Для движения пучка по линии поля 
тороида необходимо приложить однородное 
магнитное поле с индукцией В,, отклоняющее 
пучок. Вычислите В, для электрона, который 
движется по круговой траектории радиусом В 
внутри тороида. 

2) Вычислите модуль В индукции тороидаль- 
ного магнитного поля. фокусирующего 
электроиный пучок в четырех точках, сдвину- 
тых на л/2 относительно друг друга (ом. рис. 2). 
Указание: при исследовании траекторий 
электронов искривлением линий магнитного по- 
ля можно пренебречь. ть. 

3) Без отклоняющего поля В, пучок элект- 
ронов не остается в тороиде, а иокидает его 
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дрейфовым движением перпендикулярно к 
плоскости тороида. Покажите, что радиальное 
отклонение электронов от радиуса А инжекции 
конечно. Определите направление дрейфовой 
скорости. Указание: углом раскрытия 
электронного пучка следует пренебречь. Ис- 
пользуйте законы сохранения энергии и мо- 
мента импульса. | 
Данные: е/т=\,16. 10" 
3 кВ, А=50 мм. 


Кл/уиг, = 


Задача 3 

При распространении синусоидальных коле- 
баний силы тока и напряжения по беско- 
нечной Г.—С цепочке (рис. 3) фазы колебаний 
напряжения на конденсаторах двух последо- 
вательных ячеек отличаются на постоянную 
величину $. ° 

1) Олределите зависимость чу от о. Ди 
С ( — циклическая частота колебаний). 

2) Определите скорость распространения 
волн, если каждая ячейка имеет длину [. 

3) При каком условии скорость распрост- 
ранения колебаний слабо зависит от ш и како- 
зо значение скорости в этом случае? 

4). Предложите простую механическую мо- 
дель. аналогичную описвнной выше электри- 
ческой цепи, и выведите уравнения, которые 
обосновывают правильиость этой модели. 

Вспомогательные формулы: 





с08 п—6с03 В= —2 5 (“+8) т [= | 
а Во воз ( Ч) эт (11). 


По итогам проведения теоретиче- 
ского тура лучшую сумму баллов, 
с большим отрывом от остальных 
участников, получили два школьника 
из Румынии: К. Некула — 30 бал- 
лов и К. Малуреану — 29 баллов 
(каждая задача теоретического тура 
оценивалась в 10 баллов). Лучшим из 
советских школьников был А. Биби- 
ков, набравший 24 балла (он решил 
задачи 2 и 3). Остальные участни- 
ки советской команды получили соот- 


5+ 
` 2а; у; 








ветственно: Д. Будькои А. Гольдин — 
19 баллов, Д. Глущенков — 15 бал- 
лов, Г. Вилькялис — 13 баллов. 
Ни один из наших участников не 
справился полностью с задачей по тер- 
модинамике, задачу 3 полностью ре- 
шил только А. Гольдин. 

В целом по результатам теоретиче- 
ского тура команда СССР уступила 
школьникам из Румынии, набравшим 
в общей сложности 123 балла (офи- 
циально командное первенство на 
олимпиаде не проводится, тем не ме- 
нее общая сумма баллов, набранная 
командой, позволяет охарактеризо- 
вать ее относительную силу). Для 
большинства команд теоретический 
тур оказался достаточно трудным. 


На втором заседании Международ- 
ной комиссии, которое состоялось 8 
июля, было рассмотрено и после об- 
суждения утверждено задание экспе- 
риментального тура. По предвари- 
тельному прогнозу все ждали, что 
экспериментальное задание будет оп- 
тическим — город Иена славится 
своим крупнейшим оптическим пред- 
приятием «Карл Цейс Иена» по про- 
изводству оптических приборов и оп- 
тического стекла. Намек на оптиче- 
скую тематику многие усматривали и 
в официальной эмблеме олимпиады 
(см. заставку к статье). И действи- 
тельно, экспериментальное задание 
оказалось по геометрической оптике. 


9 июля в помещении одной из луч- 
ших школ ИЙены — в средней школе 
им. Юлиуса Шахеля ПП — состоялся 
экспериментальный тур олимпиады. 

Приводим его условие. 


Куат-тссте.ги 


Команда Советского Союза на 
ХУНТ Международной физи- 
ческой олимпиаде. Слева на- 
право: Д. Глущенков, А. Голь- 
дин. Д. Будько. А. Бибиков, 
Г. Вилькялис. 


Экспериментальный тур 

Определите показатели преломления приз- 
мы и жидкости. 

1) При использовании только одной приз- 
мы определите ес собственный показатель 
преломления л АВУМЯ различными способами. 
Представьте задачу в виде рисунка и выведите 
по нему формулы для вычисления показателя 
преломления. 

Вспомогательные средства: приз- 
ма с углами 30°, 60° и 90”, миляиметровая 
бумага. линейка, белая бумага. 

2) Определите с помощью двух такнх оди- 
наковых призм показатель преломления жид- 
кости пы причем по>л.. Представьте задачу в 
виде рисунка и выведите по нему формулы 
для вычислсния показателя преломления. 

Вспомогательные средства: дье 
призмы с углами 30°, 60” и 90, миллиметро- 
вая бумага, линейка, белая бумага, чашка 
Петри, круглая подставка, жидкость. 

Формулы: 

зт («+ В)= п а со В-Е с03 ие т В. 

Несколько забегая вперед, отметим, 
что участников советской команды на 
эксперименте постигло большое разо- 
чарование. Лучший результат в со- 
ветской команде был у Г. Вилькяли- 
са — 17 баллов (полностью выпол- 
ненное задание оценивалось в 20 бал- 
лов), однако у 25 школьников резуль- 
тат оказался выше, причем восемь из 
них получили максимальное количе- 
ство баллов. 

Мучше всех с экспериментом спра- 
вились команды Польши (90 баллов), 
Голландии (88 баллов) и ГДР (81 бал- 
лов), все участники которых выстуни- 
ли достаточно ровно (у школьников 
из ГДР за эксперимент было три 
«двадцатки»). Остальные наши участ- 
ники выступили явно ниже своих воз- 
можностей и получили соответствсн 
но: Аз Бибиков и А. Гольдин — 
15 баллов, Д. Будько и Д. Глущен- 
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ков — 12 баллов. Хотя все они в 
принципе справились с эксперимен- 
тальным заданием (получили пра- 
вильные ответы), очень низкой, по 
мнению жюри, оказалась культура 
оформления работ, явно недостаточ- 
ными были четкость и аккуратность 
их выполнения. В целом по экспери- 
менту наша команда заняла 10 место. 

Заключительное заседание Между- 
народной комиссии по подведению 
итогов ХУПТ Международной фи- 
зической олимциады состоялось 10 
июля. Три первых премии получили: 
К. Малуреану (Румыния) — 49 бал- 
лов, К. Некула (Румыния) — 45 бал- 
лов и Б. Бэккер (Голландия) — 
44 балла.*) Вторые премии были при- 
суждены 10 участникам. Среди них 
А. Бибиков, лучший в нашей команде, 
набравший в итоге 39 баллов. Третьи 
премии получили 29 участников, сре- 
ди них Д. Будько — 31 балл и 
А. Гольдин — 34 балла. Еще два уча- 
стника советской команды — Г. Виль- 
кялис и Д. Глущенков (набравшие 30 и 
21 баллов) — получили похвальные 
отзывы. 

В неофициальном командном за- 
чете команда СССР, набрав 161 балл, 
поделила 5 и 6 места с командой 
Венгрин, пропустив вперед команды 
Румынии (208 баллов}, ФРГ (181 
балл), Китая (175 баллов) и ГДР (162 
балла). Сам по себе факт неудачного 
выступления нашей команды, навер- 
ное, можно было бы объяснить внеш- 
ними причинами — круг участни- 
ков олимпиады постоянно расширяет- 
ся, уровень подготовленности команд 
растет, учащиеся Румынии, например, 
ходят в школу не 10, а 12 лет, быть 
всегда первыми просто невозможно и 
т. п. Однако даже беглый анализ: су- 
ществующей системы подготовки со- 


*) Заметим, что К. Некула выступал на Меж 
дуиародиой физической олиминаде второй раз. а 
К. Малуреану — третий. 


По поводу задачн М1065 

Редакция получила несколько писем, из кото- 
рых видно. что не все читатели верно поняли 
условие задачи М1065. В ней подразумевается, 
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ветской команды свидетельствует о 
том, что в этом вопросе имеется 
целый ряд недостатков. Например, 
система отбора в целом требует боль- 
шей гибкости, необходимы дальней- 
шее углубление индивидуальной ра- 
боты со школьниками и существенное 
укрепление материально-технической 
базы летних и зимних сборов. Сло- 
вом, Министерство просвещения 
СССР, используя весь накопленный 
опыт работы, должно сказать свое 
решительное слово. 

12 июля на официальном закрытии 
ХУПТ Международной олимпиады 
школьников по физике состоялось 
вручение премий и специальных 
призов победителям. А. Бибиков по- 
лучил специриз за наиболее ориги- 
нальное решение задачи 3 теорети- 
ческого тура. К. Малуреану (Румы- 
ния) получил специриз за лучшее 
решение задачи 2 теоретического тура. 
Еще один спецприз (их было всего три) 
получила Д. Сербан из Румынии, по- 
казавшая наивысший результат сре- 
ди девочек (42 балла — вторая пре- 
мия). Много благодарностей прозву- 
чало в адрес организационного коми- 
тета, обеспечившего исключительно 
высокий уровень проведения олимпи- 
ады, обстановку радушия, гостепри- 
имства и благожелательности. Участ- 
ники олимпиады остались очень до- 
вольны предложенной им культурной 
программой. 

Заключительное слово на церемо- 
нии закрытия произносит руково- 
дитель команды Австрии. От имени 
своего правительства он приглашает 
ХХ Международную олимпиаду в 
город Зальцбург на период с 23 июня 
по 2 июля 1988 года. Как бы переда- 
вая эстафету проведения олимпиады 
Зальибургу, в зале звучит волшебная 
музыка Вольфганга Амадея Моцарта. 
До встречи в Австрии, на родине ве- 
ликого композитора! 


что все образующие в представлениях векторов 
различиы. Мы продлеваем срок отзравки ре- 
шений этой задачи до 1 марта 1988 г. Решению 
се будет посвящена специальная заметка. 


` 


м ЧИ 


заменов 
ОЙ 


о, что но одно ц то же событце можно ‘посмотреть 
с разных точек\врения. На экзамене это точки А 


подаветелей и абитгириеятов. Вог какие параллели 


_ида- 


лось провести межди высказываниями экзаменаторов и посту- 
пающих, которые мы поделуш@ли в самый разгар приемных 


экзаменов 


Преподаватели 
Запутался у меня один 


абитуриент, ну ла ладно. Сде- 
лал вид, что не заметил, 


Эх, зря я сегодня одному 
четверку поставил. Ведь видел 
же, что ничего не знает. То- 
ропился ‘вот ‘только очень. 


А этот, лохматый, ничего- 
шеньки не понимает. 


Я ему говорю: «Знать-то 
вы знаете, во не на пять бал- 
лов. Есть люди; которые и 
лучще знают». 


Я ей один вопрос. Не от- 
вечает. Я второй. Не отве- 
чает. Я ей двойку ставить — 
в слезы! 








Абитуриенты 


Перехитрил я преподавате- 
ля. Сделал ошибку, но так от- 
ветнл на вопрос, что он и не 
заметил. | 


Эх, не повезло! Экзамена 
тор куда-то торопился, а то 
бы я взял свои законные 
пять баллов. 


А этот, лысый, ничего- 
шеньки не понимает. 


Он мне гово Наете 
хорошо, немн. таидется ре- 
бят, которые знают лучше 
вас, но ...». 


Задает трудный вопрос, я 
ему сразу ответ. Он второй 
вопрос — я опять ответ. А он 
вдруг говорит: «Ничего, вы, 
девушка, не знаете». Ну тут 
я ему и сказала, что Фи не 
прав. 


Из газеты МФТИ «За науну» 
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Избранные задачи 
Ленинградской 
городской олимпиады 
по математике 


1(7). Имеется инструмеит для геометриче- 
ских построений на плоскости, позволяющий 
делать следующее: 

а) если даны две точки, то можно про- 
вести проходящую через них прямую, 

6) если дана прямая и точка на ней, то 
можно восставить перпендикуляр к этой 
прямой в этой точке. 

Как с помощью этого инструмента опустить 
перпеидикуляр из данной точки на прямую, 
не проходящую через эту точку? 


Д- Фомин 


2(8, 10}. Имеется неосраниченный запас 
монет достоннством в 1, 2, 5, 10, 20, 50 коп. 
и 1 руб. Известно, что А комеек можно раз- 
менять при помощи В монет. Докажите, что 
тогда В рублей можно разменять при помощи 
А монет. 

Ф. Назаров 


3(8). На ветвях большого дуба сидит ие- 
сколько ворон. По сигналу они начинают пере- 
саживаться. Каждую минуту одну из ворон 
прогоияют соседки, сидящие на той же ветке, и 
эта ворона перелетает на следующую по высоте 
(более высокую) ветку; если сверху веток нет, 
ворона улетает. Все ветки расположены на 
различной высоте, Докажите, что время, через 
которое процесс закончится (т. е. на каждой 
ветке будет не более одной вороны), зависит 
только от начального расположения ворон, но 
не от порядка перелетов. 

Д. Фомин 


4(9). Клетки доски 8Х 8 раскрашены в шах- 
матном порядке. Разрещается менять местами 
любые две Корнзонтали или две любые вер- 
тикали. Можио ли прн помощи этих опе- 
раций получить доску, вся левая половина 
которой окрашена в черный цнет, а правая 
половина -— в белый? 


В. Уфнаровский 


5(9. 10). В точках А и В пересечения двух 
окружностей касвтельные к этим окружностям 
взаимно перпендикулярны. Пусть М — произ- 
вольная точка ма одной из онружностей, 
лежазцая внутри другой окружности. Продол- 
жим отрезки АМ и ВМ за точку М до пере- 
сечения в точках Х и У с окружностью, 


содержащей М внутри себя. Докажите, что 
ХУ — длиамотр этой окружности. 

Д. Фомин 

6(9, 10). Астроном, наблюдая на небе 


50 звезд. обнаружил, что сумма всех попар- 

ных расстояний между ними равна 5. Набежав- 

шее облако заслонило 25 звезд. Докажите, 

что сумма попарных расстояний между види- 
мыми звездами меньше $/2. 

С. Фомин 

7(8, 9). Даны положительные числа а, 6, 

с, 4. Докажите, что если са=1, то на про- 

мьжутке с концами аб и (а--сХЬ +4! пайдется 

по крайней мере один квадрат целого числа: 


Л. Курландчик 
56 
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8(8). Плоскость разрезали по нескольким 
окружностям, среди которых есть пересекаю- 
щиеся. Докажите. что вырезанные при этом 
из плоскости кусочки не удастся сложить в виде 
нескольких непересекающихся кругов. 

А. Анджанс 


9(9, 10). Восемь неотрицательных веше- 
ственных чисел, сумма которых равна 1. рас- 
ставлены в вершинах куба. Для каждого 
ребра стоящие в его концах числе перемно- 
жили. Докажите, что сумма всех полученных 
таким образом произведений не больше 1/4. 

Д. Фомин 


10{9}. Дана последовательность натураль- 
ных чисел аь, а., @.. а.. ... в которой а, 1987 
на-{а.:.=а;ь. для всех натуральных 1. Дока- 
жите, что если. для некоторого п числа 
а. —а. и а-Ёа,_-, делятся ина 1987, то число 
п нечетно. 

С. Генкин 


11(10). Даив последовательность действи- 
тельных чисел хи, Х», ... и натуральйое число Т. 
Докажите, что если среди всевозможных упо- 
рядоченных Т — элементных наборов вида 
(Хе ХЕ,» --. Х, ст) имеется не более Т раз- 
личных. то последовательность х,, х., ... пе- 
риодична. 

И. Лифшиц 


12(10). Диагонали внисанного четырехуголь- 
ника АВСЛ пересекаются в точке О. Докажите, 
что 


АВ с ВС 


АР ОА ос 
сб РАВ ТАБ 


ов о 
ВС = 06 ТбА 


Е Вий 
ор ов 
Ф. Назаров 
13(10). В л-элементном множестве выделили 
$ подмножеств, содержащих А‚, Ан .... А. 
элементов соответственно. Известно. что ереди 
этих подмножеств ни одно не содержится в 
другом. Докажите, что 
1 1 1 

си аа ++ д: =. 

# [С 


я 


+ + 


т! 


где = 
"  АНтфЕЯ 


биноминальный коэф- 


фициент. 
А. Меркирьея 


13(10}. Непрерывные функции ра Е: 
[0; 1] -[0;1] обладают тем свойством, что 
ху = их) для каждого хС[О; 1]. Докажите, 
что если { возрастает, то йа\= (@)}=а для 
некоторого аЕ[0; 1]. 

АД. Фомин 


побезьилоны7 


Заочная 


физико-техническая школа 


при МФТИ 


Заочная физико-техническая 
школа (ЗФТШ)} при Москов- 
ском ордена Трудового Крас- 
ного Знамени физнко-техни- 


ческом ирституте (МФТИ) 
проводит набор учащихся 
восьмнлетних и средних 


школ, расположенных на тер- 
ритории РСФСР и УССР, в 8, 
9 н 10 классы на 1988/89 
учебный год. 

Цель школы — помочь 
ученикам в самостоятельных 
занятиях по углубленню сво- 
их знаний по физике и мате- 
матике. При приеме в ЗФТШ 
предпочтение отдается уча- 
щимся, проживающим в 
сельской местностн н рабочих 
поселках, где такая помощь 
особенно необходима. 

Обучение в школе бесплат- 
иое. 

Кроме отдельных учащих- 
ся, в ЗФТШ принимаются фи- 
знко-технические кружки, ко- 
торые могут быть организо- 
ваны в любой общеобразова- 
тельной школе двумя препо- 
давателями — физики и мате- 
матнки. Руководители круж- 
ков иабирают и зачисляют в 
них учащихся (не менее 8— 
30 человек), успешно выпол- 
иивших вступительное зада- 
ние ЗФТШ. Кружок прини- 
мается в ЗФТШ, если дирек- 
тор школы сообщит в ЗФТШ 
фамилии, имена, отчества ру- 
ководителей кружка н пои- 
менный список членов круж- 
ка (с указанием класса в 
1988/89 учебном году и итого- 
вых оценок за вступительное 
задание по физике и матема- 
тике). Все материалы по 
организации кружков и кон- 
верт для ответа о приеме 
кружка в ЗФТШ с обратиым 
адресом на имя одного из ру- 
ководителей кружка следует 
выслать в вдрее ЗФТШ 
{141700 г. Долгопрудный Мос- 
ковской обл. МФТИ, ЗФТШ, 
с указанием «Кружок») до 
25 мая 1988 года. (Тетради 
с работами членов кружка в 
ЗФ”Т] не высылаются.) Ра- 
бота руководителей заочных 
физико-технических кружков 
может оплачиваться школами 


по представлению ЗФТШ при 
МФТИ как факультативные 
занятия. 

Учащиеся ЗФГШ и руково- 
дители  физико-технических 
кружков будут получать зада- 
ния по физике и математике 
в соответствии с программой 
ЗФТШ, а также рекомендуе- 
мые ЗФТШ решения этих за- 
даний. Задания содержат тео- 
ретический материал и разбор 
характерных задач и приме- 
ров по теме, а также 10—14 
задач для самостоятельного 
решения. Это и простые зада- 
чн, и более сложные (на уров- 
ие конкурсных — задач в 
МФТИ). Работы учащихся- 
заочников проверяют в ЗФТШ 
и ее филиалах, а членов круж- 
ка — его руководители. 

С учащимися Москвы про- 
водятся очные занятия по 
физике и математике два 
раза в неделю по программе 
ЗФТШ в вечерних консульта- 
ционных пунктах (в ряде 
москояских школ), набор в ко- 
торые проводится или по ре- 


1. Обансть (край или АССВ;} 


2. Фамилия. имя, отчестно 


. Класс 
- Номер, 
школы 


5 


адрее и 


ел 


иго преподавителя по 
физике 
по математикс 


$. Профессия родителей п за- 


нимаемия должноеть 
отец 
МиТЬ 


Виизу начертить 
задение;: 


таблицу 


телефон 


. Фамилия, имя, отчество ви- 


. Подробный домашинй адрес 


аля оценок за 
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зультатам выполиения всту- 
пительного задания ЗФТШ, 
или по результатам очного со- 
беседования по физике и мв- 
тематике (справки по телефо- 
ну 408-51-45). 

Вступительное задание по 
физике и математике каж- 
дый ученик выполняет само- 
стоятельно. Работу надо сде- 
лать на русском языке и ак- 
куратио переписать в одну 
школьную тетрадь. Порядок 
задач должен быть тот же, что 
н в задании. Тетрадь пере- 
шлите в большом конверте 
простой бандеролью (только 
не сворачивайте в трубку). 
Вместе с решением обязатель- 
но вышлите справку из шко- 
лы, в которой вы учитесь, с 
указанием клас. Справку 
наклейте на внутреннюю сто- 
рону тетради. Без этой справ- 
ки решение рассматриваться 
не будет. На внешнюю сто- 
рону тетради наклейте лист 
бумаги, заполненный по об- 
разцу (все фамилии, имена и 
отчества в этой анкете должны 
быть написаны четко печат- 
иыми буквами в именитель- 
ном падеже). 


Для получения ответа на 
вступительное задание вло- 
жите в тетрадь конверт с ва- 
шим домашиим адресом. 

Срок отправления реше- 
ния — не позднее Г марта 
1988 года (по почтовому 
штемпелю места отправле- 
ния). Вступительные работы 
обратно не высылаются. Ре- 


Куйбьниевская область 
БУГАЕВ КОНСТАНТИН НИ 
КОЛАЕВИЧ 

седьмой 

Тольяттинская средняя 1вкола 
№ 28. т. 91-28-35 


Штанге Людмила Михайлави: 
Коновалова Людмила Дмит- 
риевна 


сльсарь-ремонтник 
методист 

4435038 — Куйбышевскан 
г. Тольятти, о-р 
д. 1, кв. ЗАТ. 


обл... 
Бвумана. 


вступительное 


1 | 

— И | 
] 

| 


а 





шение приемной комиссии бу- 
дет сообщено не позднее 1 ав- 
густа 1988 года. 

Тетрадь с выполиенными 
заданиями (обязательно и по 
физике, и по математике) при- 
сылайтё по адресу: 141700 
г. Долгопрудный Московской 
обл., Московский физико-тех- 
нический институт, для 
ЗФТШ. 

Учащиеся Архангельской, 
Вологодской, Калининской, 
Калииинградской, Кировской, 
Костромской, Ленинградской, 
Мурманской, Новгородской, 
Пермской, Исковской и Ярос- 
лавской областей, Карель- 
ской, Коми и Удмуртской 
АССР высылают работы по 


адресу: 198904 г. Старый 
Петергоф, ул. 1 Мая, д. 100, 
ЛГУ, Ленинградский филиал 
ЗФТШ при МФТИ. 

Учащиеся Амурской, Ир- 
кутской, Камчатской, Кеме- 
ровской, Магаданской, Ново- 
сибирской, Омской, Сахалин- 
ской, Томской, Тюменской и 
Читинской областей, Алтай- 
ского, Красноярского, При- 
морского и Хабаровского кра- 
ев, Бурятской, Тувинской н 
Якутской АССР высылают рё- 
боты по адресу: 660062 
г. Красноярск, пр. Свободный, 
д. 79, Госуниверситет, Крас- 
ноярский филиал ЗФТШ при 
МФТИ. 

Учащиеся Украины высы- 
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лают работы по — адресу: 
252680 г. Киев-142, пр. Вер- 
надского, д. 36, институт Ме- 
таллофизики, Киезский фи- 
лиал ЗФТШ при МФТИ. 

Ниже приводятся вступи- 
тельные задания по физике 
и математике. 

В задании по физике зада- 
чи 1—5 предназначены для 
учащихся седьмых классов, 
задачи 4—9 -—— для восьмых 
классов, задачи 8—14 — для 
девятых классов. 

В задании по математике 
задачи 1—5 предназначены 
для учащихся седьмых клас- 
сов, задачи 3—9 — для вось- 
мых классов, задачи 6—12 — 
для девятых классов. 


Вступительное задаяие 

Физика 

1. Автомобиль ехал из одного города в 
другой 1 часов со скоростью о,. Обратно он 
ехал [ часов со скоростью из, а остальной 
путь — со скоростью у. Определите сред- 
нюю скорость движения на всем пути. 

2. Два велосипедиста едут со скоростью 
35 км/ч. Один из них увеличивает скорость 
до 45 км/ч, проходит с этой скоростью 
10 км, поворачивает и, не сбавляя скорости, 
возвращается к другому велосипедисту, кото- 
рый двигался с прежней скоростью. Сколько 
времени прошло с того момента, когда первый 
велосипедист ушел вперед, до момента его 
возвращения к партнеру? 

3. Взвещиваиие тела в воздухе дало зна- 
чение Р. Взвешивание того же тела в жидкости 
ПЛОТНОСТЬЮ ро дало значение Р‚. Чему равна 
плотность вещества, из которого изготовлено 
тело? 

4. В теплоизолированном сосуде находит- 
ся 1,5 кг льда при температуре 0 °С. В со- 
суд вливают 1 литр кипятка, имеющего тем- 
пературу 100 °С. Какая температура установит- 
ся в сосуде? Удельиая теплоемкость эзоды 
4,2 кДж/(кг. °С), удельная теплота плавле- 
ния льда 335 кДж/кг. 

5. В кастрюлю налили холодную (10 °С) 
воду и Поставили на электроплитку. Через 
10 минут вода закипела. Через какое время 
она полностью испарится? Удельная теплоем- 
кость воды 4200 Дж/(кг-°С), удельная теплота 
испарения 2,26-10° Дж/кг. 

$8. Свободно падающее без начальной ско- 
рости тело за последнюю секунду пролете- 
ло 3,4 всего пути. Сколько времени падало 
тело? 

7. Найдите минимальный период спутника 
планеты, имеющей плотность 3000 кг/м“. 

8. При параллельном включении в сеть 
с напряжением И, двух нагревателей на них 
выделяется мощность Р, и Р.. Какая мощ- 
ность будет выделяться на каждом из этих 
нагревателей, если их включить последователь- 
но в сеть с напряжением И;.? Сопротивле- 
ние нагревателей не меняется. 

9. Парашютист массой 80 кг спускастся 
на парашюте с установившейся скоростью 
5 м/с. Какой будет установившаяся ско- 
рость, если на том же парашюте будет сиу- 
скаться мальчик массой 40 кг? Сила сопротив- 
ления пропорцнональиа квадрату скорости. 
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10. Биллиардный шар налетает на точно 
такой же покоящийся шар. Происходит аб- 
солютио упругое соударение (потерь эиергии 
при ударе нет). Под каким углом могут 
разлететься шары? 

11. При нагревании газа при постоянном 
объеме на 1°С давление увеличилось на 
0,2 %. При какой начальной температуре наз- 
ходился газ? 

12. С какой максимальной скоростью мо- 
жет проехать мотоциклист по закруглеиию 
дороги радиусом 80 м, если коэффициент 
трения между шинами мотоцикла и асфаль- 
том равен 0,5? 

138. Некоторое количество идевльного газа 
нагревается от 300 К до 400 К. Нри этом 
объем газа изменяется пропорционально тем- 
пературе: "И=оТГ. Начальный объем газа 3 л, 
давление, измеренное в конце процесса, ока- 
залось равным 1 атм. Какую работу созер- 
шил газ в этом процессе? 

14. Сосуд объемом 120 л разделен тонкой 
подвижной перегородкой на две части. В левую 
помещены два моля воды, в правую — моль 
азота. Температура поддерживается равной 
100 °С. Определите объем правой части сосуда. 

Математика 


1. В классе 40 учеников, из них первую 
задачу по физике из вступительного задания 
ЗФТШ решили 25 человек, по математике — 
26, а 9 школьников не решили ни одной из 
этих задач. Сколько учеников решили обе 
задачи? 

2. Найдите 1988-ю цифру после запятой 
в десятичной записи числа 2/7. 

3. Длины всех сторон прямоугольного тре- 
угольника — целые числа. Могут ли длины 
обоих катетов быть нечетнымн числами? 

4. На окружности по разные стороны от 
днаметра АВ расположены точки С и ШО. 
Найдите СО, еслн известно, что ВС:=а, АС=Ь, 
АР=ВП. 

5. Какие значения может принимать х, если 

1х еи 12х— у} < 1? 

6. Найдите сумму 

1'—21+...+1987`—1988°. 

7. Основания трапеции равны а иёф. Найди- 
те длину отрезка, проведенного через точку 
пересечения диагоналей параллельно основани- 


ям и заключениого между боковыми сторо- 
нами. Докажите, что его длина не больше `\@аф. 


8. При каком зиачении параметра а сумма 
квадратов корней уравнения 2х’ 4 Зах + За? — 
— 2а =0 будет наибольшей? 

9. В четырехугольнике, вписанном в ок- 
ружность радиусом И. одна сторона является 
диаметром, а длииы трех других сторон рав- 


иы а, Бис. Докажите, что 48 —В(а* ++ 
с) —афе —=0. 
10. Зная, что ыпа 4{005а =а, найдите 


| па -— сови !. 
11. Рассмотрим многочлен Р/х}== х-рх-+ 4. 
а) Докажите, что оба корня Рх) лежат на 


Список читателей, приславших 
правильные решения 

(Начало см. на с. 30) 

И. Маньшин (Аваиово) 47; Д. Мартыненко 
(Киев) 47; А. Мацко {Киев) 55; А. Мелеховец 
(Брест) 47; О. Мельников (Красноярск) 55; 
Н. Михайловский (Красиоярск) 57; ИП. Михеев 
(Старый Оскол) 47; И. Мищенев (Минск) 47; 
В. Молодченко (Одесса) 52; А. Молчанов 
(Чехов Московской обл.) 47; Р. Моор (Алма- 
Ата) 57; В. Мороз {Ленинград} 49, 52: Р. Моск- 
вин (Рамеиское) 46, 50; М. Мостов (Одесса} 
47; В. Мытько (Минск) 47, 50, 52; О. Наумов 
(Заволжье) 47; К. Недбаев (Брест) 53; Н. Нек- 
расов (Москва) 47; О. Нелялин (Старый Оскол) 
47; К. Николаев (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 50, 53; А. Никонюк (Ровно) 53, 55, 
57; А. Новиков (Харьков) 47; А. Новик (Мо- 
зырь) 53, 57; Д. Ноготков (Алма-Ата) 46, 57; 
С. Ночевный (Запорожье) 46, 50, 57; А. Оку- 
нев (Гродно) 50; П. Орлов (Ленинград) 47; 
С. Павлов (Владивосток) 49; В. Павлунин 
(Фруизе) 50, 53; Д. Пастухов (Витебск) 41, 55, 
57; Т. Пацаева (Куйбышев) 47; К. Пенанен 
(Одесса) 50, 56, 57; Л. Петько (Минск) 49, 
50, 53, 55, 57; В. Писаренко (Киев) 47; А. Под- 
тележников (Харьков) 53, 55—51; О. Покрамо- 
вич (д. Скоки Брестской обл.) 41, 56, 57; 
П. Полынкин (Туда) 50; Л. Пономаренко 
(Буск) 49, 50; Д. Почуев (Харьков) 49, 55, 
57; К. Приходько (Москва) 55, 57; М. Пистиль- 
ник (Москва) 49; И. Рассадин (Мииск) 53, 57; 
У. Рахманов (Ташикент) 49, 53; Л. Резуненко 
(Харьков) 53, 57: А. Рожков (Калининград) 


Оле бели бт 
шзанис-7) 
РСЯ 


.] Уравнения думают за нас 


1. Р-— 53,3 Н. Знак «минус» означает, что 
силу надо напрааить не вниз, а вверх под тем же 
углом к горизоиту. 

2. :=100 °С. 

3. 1=12,5 м. 
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отрезке [а; 5] тогда и только тогда, когда вы- 
полнены условия: 
р'—44>20, а= —р/2= ь, Ра) > 0, 21) >20. 

6) На координатной плоскости изобразите 
множество таких точек (р; 49, что корни Р|х} 
лежат на отрезке [— 1; 1] 

12. Четыре туриста идут по различным 
прямолинейным маршрутам с постоянными 
и различиыми скоростями. Известио, что пер- 
вый турист встретился в пути с каждым из 
трех остальных, второй — с третьим и четвер- 
тым. Докажите, что третий м четвертый ту- 
ристы также встретятся. 


57; А. Рыбак (Новосибирск) 47; А. Рыжов (Горь- 
кий) 50, 52, 55, 67; И. Савельев (Волго- 
доиск) 47; Р. Сагайдак (с. Матусов Черкас- 
ской обл.) 46, 52, 55—51; А. Сагдиев (Цели- 
ноград) 47; А. Садыков (Казань) 49, 50, 53; 
С. Сазонов (Климовск) 53. 55; А. Сапрыгин 
(Арзамас) 50, 55; А. Свердлов (Ленинград) 
50, 57; В. Свидзинский (Киев) 46, 52, 57; М. Сер- 
газин (Алма-Ата) 49; В. Свичар (с. Городков- 
ка Винницкой обл.) 47, 52; А. Сибиряков 
(Томск) 49, 50. 52; М. Соколов (Одиицово) 
47, 52, 53, 55; А. Стародубов (Алма-Ата) 55; 
А. Степура (Ивано-Франковск) 49, 50; А. Суббо- 
тгин (Алма-Ата) 47: 3. Таварткиладзе (Тбилиси) 
49, 57; Г. Тартаковский (Гайворон) 55; Д. Гиль- 
га (Алма-Ата) 49, 50, 53; Н. Ткаченко (Лубны) 
47; А. Тодоров (Ярославль) 49, 50, И. Тодо- 
щенко (Пермь) 49, 52, 53, 55, 57; С. Гозик 
(Минск) 47, 53; А. Тренихин (Могилев) 55; 
А. Тутов (Рига) 471; А. Усинский (с. Птичья Ро- 
венской обл.) 49, 52, 55—57; Г. Фейгин (Тула) 
50. 55, 57; Д. Филатьев (Алма-Ата) 47; Ф. Фот 
(Томск) 53, 55; И. Фролов (Москва) 49, 50, 
52, 55; П. Фурсиков (Куйбышев) 47; П. Хиль 
(п. Овидиополь Одесской обл.) 47; И.`Химон" 
(Днепропетровск) 55; А. Хисамов (Уфа) 49, 53. 
55, 56; Х. Ходжаев (Касансайский р-н На- 
манганской обл.) 47; О. Цодиков (Артемовск) 
53, 55; А. Цыганок (Кишииев} 46; И. Чайка 
(Кузнецовск) 52, 53, 55, 57; О. Чанов (Брест) 
АТ, 571; В. Чеботарь (Дубоссары) 47; Д. Чикоаги- 
лов (Москва) 49, 53; В. Чуев (Старый Оскол} 
41; С. Шинкевич (Березники) 57; 3. Шония 
(Тбилиси) 47; С. Штовба (Винница) 55, 57: 
Р. Юнусов (Термез) 47; А. Яблоков (с. Рож- 
дественское Костромской обл.) 50; И. Яголь- 
хицер (Чериовцы) 52, 53, 55; В. Янкевич 
(Витебск) 50, 57; И. МЯсников (Тольятти) 
41, 53, 57. 


ХХУП Международная 
олимпиада по математике 


3. Пользуясь иеравенством Коши 
[аль азьа+.. а... Ма а.о ах 
Х—/+..4-5 и равенством +224... =1, 
получим 

1+ [+ 1х, |5. 
Поэтому все суммы вида вх. +..-2„х,, где 
=, 6 (0, 1,2, ..., К—\), принадлежат отрезку [= 
={[0; {—1). уп]. Разобъем отрезок ХТ на 
Е" —1 равных отрезка длииы (Е—1) {п/(Е"— 1). 
Так как всего существует #" сумм, какие-то 
две из них окажутся в одном и том же отрезке 
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разбиения. Для их разности выполнено нера- 
венство. 

Решение задач 1, 2, 4, 5, 6 см. в «Кванте» № 4 
за 1988 год (задачи М№М1076—№М1080). 


ХУПТ Международная 

физическая олимпиада 
Задача 1 
1) Т, =Тир/рьй ^ 1х 279,4 К. Здесь и далее 
при решении этой задачи используются урав- 
нения адиабатического процесса, которые не 
входят в программу по физике для нашей 
средней школы. 2) = рь-— р.) (ко о:))= 
—=1408 м, где в: вычисляется из уравнения 
состояния р./ (из Га) == Ри / (0 Т,). 3) Изменение тем- 
пературы определяется двумя процессажи: 
охлаждением до температуры Т. при адиаба- 
тическом поднятии и повышением темперяа- 
туры на АТ в результате конденсации: 
Т: =Г.+АТ-2710,9 К, где Т, =Тирь/рА- Ил, 
\Т=аут/с,. 4) АВ=35,3 мм. 5) Т,=Т.Х 
Ж{Р./Р2Й \”> ==300 К. При обтеканни гориого 
массива воздух становится более теплым и су- 
хим. 


Задача 2 

1) В, =(1/В)\/2 тие МЛ =0,37.10-* Тл. 2) В= 
=14/В тие Нл, =1,48.10 * Тл. 3) Для от- 
вета на зтот вопрос задачи необходимо вос- 
пользоваться поляриой системой координат 
(в плоскости, перпендикулярной оси симмет- 
рии тороида} и законом сохранения момента 
импульса, что не входит в нашу школьную 
программу по физике. 


Задача 3 ры и: 
1) ч=2агсят (®\2С/2), где Оо УЕС. 
2) о= в/ч. 3) Скорость волн слабо зависит от 
частоты колебаний при условии ш<.2/у С; 
и тогда па=={/ УС. 4) Возможные модели 


а} 


вым 


т Е - т |: т 


6) 


Ам -4 


Рис. 1. 


представлены на рисунке 1. Аналогия с даниой 
электрической жоделью основывается на законе 
сохраиеиия энергии. 


Ш... для младших школьников 

1. Пусть это числа х, у и 2, причем 2== 
=х‘'—у'. Тогда 2=(х—у)(х’+ ху у“). Чтобы 
число 2 было простым, необходимо, чтобы 
х—и=1, а это возможно при условии  про- 
стоты чисел х и у лишь для х-=3. а У=2. 
Отсюда 2= 19. 

2. При повышении температуры длина маят- 
ника увеличивается, но ртуть, увеличиваясь в 
объеме, поднимается вверх по трубке, что при 
подборе объема ртути и диамстра трубки дает 
возможность сохранить постоянным расстояние 
от точки подвеса маятника до его цеитра тя- 


жести. Тем самым увеличивается точность 
хода часов. 

3. 331868: 163 2036. 

4. См. рис. 2. 

5. Если обозначить через 2 объем воды в 
озере, через ш — объем воды, вытекающей 


в сутки из родников, и через 2 — количест- 
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во воды, выпиваемой в сутки слоном, то ус- 
ловия задачи запишутся в виде двух урав- 
нений: и ш-—=1832, о 5=5. ЗТ. 2. Вычи- 
тая из второго уравиения первое, получим 
4102-22 или 2=2%›. Подставляя зто соотноше- 
ние в первое уравнение, получим и=365. 
Пусть один слон выпивает озеро за х дней, 
тогда о -{ хи = хг. Подставляя 2= 2, получаем 


Рис. 8. 


© . 
0 == хи’, или х= — .Номы знаем. что и = 365%. 
[7 


поэтому слон опустомгит озеро за 365 дней, 
после чего понадобится еще год, чтобы озе- 
ро вновь наполнилось от родников. 


Ш: для младших школьииков 
(см. «Квант» „№ 11) 

1. Нетрудио подсчитать, что всего было 10 нар- 
тий, т. е. разыгрывалось 10 очков. А — побе 
дитель турнира — набрал не более 3 очков, 
так как одну партию он проиграл; но он ие 
мог набрать и менышее количество очков, так 
как 2,5{-2--1,51-1-10,5-=7,5. Значит, А од- 
ну партию проиграл. а остальные выиграл. 
Выиграть у Бон не мог, так как Б не проиграл 
ни одной партии; значит, он проиграл Б и вы- 
играл у всех остальных. Заметим также, что 
3+2.5+2+1.5+1=10. поэтому Б набрал 
2,5 очка, В набрал 2 очка, Г набрал 1,5 и Д 
набрал 1 очко. Значит, Б остальные партии 
свел вничью. Г набрал 1.5 очка. сделав ничью 
с Би выиграа у В или Д; но В проиграл А. 
сделав ничью с Б и, если он проиграл Г, то он 
иабирает не более 1.5 очкоа, а он набрал 
2 очка; значит, В выиграл у Г и сделал ничью 
с Д, а Г выиграл у Д. Турнирлая таблица 
приводится на рисунке 3. 

2. В морозный день кристаллы снега разра- 
стаются и ломаются при наступаниин на снег, 
что и вызывает потрескива ние. 


3. Да, можно. Например, так: рассмотрим 
18 пар гирек, равноотстоящих от концов: 
1+101, 25100, 34-99, ..., 18484. Остальные 


64 гирьки тоже разобьем на 32 пары, соеди- 
няя их по тому же приицииу равной суммы: 
20+83, 21482, 22181, .., 51152. Взяв 
$ пар гирск из первого набора и 16 пар из 
второго произвольным образом. мы получим 
требуемое разбиение. 

4. 94950 80850-17 74350 = 
5. См. рис. 1. 


250150. 
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Рис. 4. 


Калейдоскоп «Кванта» 

(см. «Квант» № 11) 
Вопросы и задачи 
1. Сила давлення равна нулю- 
2. Закон Паскаля справедлив, закон Архиме- 
да — нет, так как и тело, и вытесняемая 
жидкость невесомы. 
3. С востока на запад, причем угловая ско- 
рость движения самолета вокруг центра Земли 
должна быть равна угловой скорости враще- 
ния Земли. 
4. Скорость тела максимальна при прохожде- 
ний центра Земли (г-0). Принимая, что по- 
тенциальная энергия тела равна нулю в цент- 
ре Земли. получим 


ти 


2 





= ИП, 


где П — потенциальная энергия на поверх- 
ности Земли, ревная работе по перемещению 
тела из центра на поверхность Земли (см- 
заштриховаиную площадь на рис. 5). Тогда 
ти _ т8В, 
Ш = й 
2 2 
где К. — радиус Земли. Отсюда 








Рис. 5. 


5. Нет, так как при этом у силы тяжести 
будет составляющая, не лежащая в плоскости 
орбиты. 


Напечатано 
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6. При спуске, поскольку при запуске 
рость ракеты в плотных слоях 
мала, а при спуске — велика. 
7. а) Ио касательной к орбите; 6) стала бы 
падать на Землю. 

8. Такая же, что и для Земли. 

9. Плотность планеты. Воспользовавшись урав- 
нением движения спутника по орбите, можно 
получить формулу 


ско- 
атмосферы 





За 
Се ° 





га 


10. Только пружииными, другие часы в не- 
весомости работать не будут. 

11. Включить двигатели. 

12. Можно, так как взаимодействие молотка 
и обрабатываемого материала будет опреде- 
ляться их инерционными, а не гравитацион- 
иыми свойствами. 


Микроопыт 
Не будет. поскольку и баика, и вода в ней 
падают с одииаковым ускорением. 


Шахматная страничка 

(см. «Квант» № 9} 
Заданые 17 (Б. Брейдер, 1966 г.)}. 1. КЬ5 с2 
2. Ка4 с1Ф 3. КЬЗ+ КрЬ1 4. К:<«1 Кр:с1 
5. КАТ 54 6. К(б #3 Т. К:№5 #2 8. Ка 
с ничьей; 2...КрЬ1 3. К:с2 Кр:с2 4. Кеб 54 5. 
КЕТ 53 (5... №4 6. КЕ5 №3 7. Кез и 8. К:64) 
6. КГ5 #2 Т. Кез+. 
Задание 20 (Л. Прокеш, 1939 г.). 1. Кат 
42 2. СЕ5 414 3. С:е3 + Краб 4. Кс5-+- Краб 5. 
С92{ %Ф:92 6. КЬЗ+ с ничьей; 1..е2 2. 
Сп& 92 3. (#24 Краб 4. Кс5+ Краб 5. 
КЗ и 6. К:42. После 1... С:47 ничья совсем 
простая: 2. Ся5 е2 3. С4а2. 
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Гиндикин С. Г. Загадка Раману- 

джана 10 1А 
Дорофеева А. В. Рене Декарт и его 

* Геометрия» 9 15 
Карпов Я. Ю. Оптимальная кодиров- 

ка почтового индекса и 19 
Корепин В. Е. Узоры Пенроуза и 
квазикристаллы 6 


>=) 


Кострикин А. И. Простые группы 2 
Лобковский А. 9. Математические 


узоры на плоскости 11 21 

Панов А. А. Генеалогические деревья 7 8 

Певзнер П. А. Лучшее пари для 

простаков 5 4 

Пирогов И. 3., Тюлина И. А. Мех- 

матовцы МГУ в битве за Москву 12 3 

Соловьев Ю. П. Арифметика эллип- 

тических кривых 7 2 
8 


Сосинский А. Б. Конечные группы 2 


Статьи по физике 


Ашавский Б. С. Поверхность кри- 
сталла 7 14 
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Бернштейн П. Б. Несколько допол- 
нений к уроку литературы, или Еще 
раз о научном предвидении 

Бреус Т. Е. Встреча с кометой 
Галлея состоялась! 

Бреховских Л. М.. Куртепов В. М. 
Акустика в Океане 

Брук Ю. М., Геллер Б. И. Белые 
карлики — кристаллические звезды 
Бялко А. В. Тепло твоих рук 
Валянский С.Н. Единицы: от систе- 
мы к системе 

Варламов А. А. Шапиро А. И. 
Пока чайник не закипел... 
Криутогин Д. Г. Путешествие по 
микрокомпьютеру 

Крутогин Д. Г. МК: проблемы об- 
щения 

Крутогии Д. Г. По столбовым до- 
рогам МК 
Крутогин Д. 
родом МК? 
Михайлов А. С. Волны в сердце 
Островский Л. А. Волны на воде 
Семенчинский С. Г. Эффект Холла: 
год 1879 — год 1980 

Симин Г. С. Оптическая электроника 
при свечах 

Склокин Ф. Н. С рюкзаком по 
Арктике 

Фабрикант В. А. Зачем мы зимой 
используем отопленне? 

Филонович С. Р. О столкновении 
шаров и «серьезной» физике 
Филонович С. Р. Великая киига 
Ньютоия 


Г. Кто управляет го- 


Хилькевич С. С. Зайцева О. А. 
Как построить траекторию? 
Эдельман В. С. Эта простая тепло- 
емкость 


Новости науки 

Прямое измерение расстояния до 
квазара 

Мечта станоаится реальностью 
Аитипротон в ловушке 

Туннельный микроскоп 

Самый далекий квазар 


Лаборатория «Кванта» 

Бронштейн М. П. Изобретатели ра- 
диотелеграфа 

Бубнов Б. М. Вихри... на патефоне 
Буздин А. И.. Сорокин В. В. Кипение 
жидкостей 

Гаврилов С. Л. Постоянный или 
перемеиный? 

Майер В. В. Может ли белое быть 
чернее черного? 

Майер В. В.. Майер Р. В. Наблю. 
дение электростатической индукции 


Математический кружок 

Балк М. Б., Ландман Г. М. В поисках 
оптимального раскроя 

Гутенмахер В. Л., Раббот Ж. М. Вы- 
бор наилучшего варианта 
Ижболдин О. Т., Куряяндчик Л. Д. 
Разбиение единицы 

Саннинский В. Я. Размышляя об 
одной олимпиадной задаче 

Соболев С. И. О случайных блуж- 
даниях 

Табачников С. Л. Соображения не- 
прерывности 
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Фикс Д. Б. Построения одиим цир- 
кулем 


Наш календарь 

Миогогранник — календарь 
Дифракционной решетке — 200 лет 
Ван-дер-Ваальс и его уравнение 
Луиджи Гальвани 


Школа в «Кванте» 

Физика 8, 9, 10: 

Закои Архимеда 

Силы молекулярного взаимодействия 
Поляризация света 

Вязкое трение 

Метод электростатических изобра- 
жений 

Ядерные спектры 

Законы сохранения и системы от- 
счета 

Как работает электродвигатель? 
Физика музыкальной гармонии 
Легко ли описывать движение? 
Вокруг одной задачи 

Давление газа в сосуде 
Гармонические колебания и равио- 
весие 

Закон всемирного тяготения 
Расширение газа в пустоту 
Электромагнитная индукция и прия- 
цип относительности 


Математика 8, 9, 10: 
Выручает описанная окружность 
Лишние условия в конкурсных 
задачах 

Признак делимости на числа вида 
1081 

Первый замечательный предел 
Формулы Виета 

Преобразования плоскости в задачах 
на построение 

Неравенство Коши — Буняковского 
Основные теоремы 
Избранные школьные 
дачи 


за- 


«Квант» для младших школьников 
Задачи 

Асламазов Л. Г. Лунный тормоз 
Ашаеский Б. С. И один в поле воин 
Буздин А. Н., Кротов С. С. Как 
однажды Жак-звонарь головой сло- 
мал фонарь... 

Виленкин Н. Я. Из истории дробей 
Орлов А. И. «Все», знекоторые» 
их отрицание 

Савин А. П. На круги свои 

Савин А. П. Задачи на разрезание 
Соловьев Ю. П. Старый алгоритм 
Родина Н. А. О чем могут рас- 
сказать цифры 

Штейнберг А. С. Дальтон взвешива- 
ет атомы 

Угадай число 


Калейдоскоп «Кваитаь 
Испарение, кипение, плавление 
Замечательные числа 

Законы сохранения 
Замечательные линии и точки 
Опыты и наблюдения 
Замечательные числа \/2 ие 
Как движутся молекулы 
Замечательные точки и линии 
Тяготение 
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холода 


Задачник «Кванта» 
Победители конкурса 
«Кванта» 

Задачи М1021--М1080, Ф1033— 
Ф1092 

Решения задач 
Ф1013—$Ф1072 
Список читателей, приславших пра- 
вильные решения 

Трехзначные числа и орграфы 
Маятиик в магнитном поле и 
принцип суперпозиции 


«Задачник 


м1001—м1060, 


Искусство программирования 

Об открытии Всесоюзной заочиой 
школы программирования 

Гурарий В. В.. Стыркас К. А. Об 
одной рекуррентной последователь- 
ности 

Дуванов А. А. Первин Ю. А. 
Язык Лого. Урок 1: Путешествия 
Черепахи 

Дуванов А. А., Первин Ю. А. Язык 
Лого. Урок 2: Черепашья академия 
Дуванов А. А., Первин Ю. А. Язык 
Лого. Урок 3: Рекурсии, функции 
Ершов А. П. Мир языков про- 
граммироваиия 

Каймин В. А. Проверка правиль- 
ности алгоритмов 

Штернберг Л. Ф. Циклы, циклы, 
циклы... 


Практикум абитурнента 
Белонучкин В. Е. Маневрирование в 
космосе 

Бодик В. А., Стрешинский И. Я. 
О графическом способе решения не- 
которых физических задач 
Болибрух А. А., Уроев В. М., Шс- 
бунин М. И. Решение систем триго- 
нометрических уравиений 

Буздин А. И.. Кротов С. С. Работа, 
энергия, тепло 

Готман 9. Г. Правильное решение 
геометрической задачи 

Дорофеев Г. В., Розов Н. Х. Функции 
периодические и непериодические 
Нонин Ю. И., Некрасов В. Б. Вы- 
числение расстояний и углов 

Козел С. М. Задачи на газовые 
смеси 

Можаев В. В. Конденсаторы с зиз- 
быточным» зарядом пластин 
Нахшин В. А. Уравнения думают 
за нас 

Ярский А. С. Неравенства © пара- 
метром 


Варнанты вступительных экзаменов 
Задачи вступительных экзаменов в 
различные вузы в 1986 году 
Киевский государствеиный универ- 
ситет им. Т. Г. Шевчеико 
Ленинградский государственный пе- 
дагогический институт им. А. И. Гер- 
цена 

Ленинградский государственный 
университет им. А. А. Жданова 
Ленинградский политехнический 
институт им. М. И. Калинина 
Ленинградский электротехнический 
институт им. В. И. Ульянова (Ле- 
нина) 


3 18 
1—12 
1—12 
3,6,9,12 
2 32 
8 31 
10 48 
8 58 
10 48 
11 42 
12 38 
10 42 
6 43 
1 43 
2 48 
4 49 
11 46 
8 55 
5 59 
9 51 
1 ат 
в 47 
10 53 
12 44 
3 49 
в 50 
5 55 
4 55 
4 52 
4 53 
4 56 


Московский государственный педа- 
гогический институт им. В. И. Ле- 


Куапетсесте,.ги 


нина 1 94 

Московский государственный уни- 

верситет им. М. В. Помоносова 2 52 

Московский инженерно-физический 

институт З 55 

Московский институт радиотехники, 

электроники и автоматики з 58 

Московский институт стали и спла- 

вов 3 56 

Московский — станкоинструменталь- 

ный институт 5 60 

Московский институт электронного 

машиностроения 1 54 

Московский институт электронной 

техиики 5 59 

Московский физико-технический 

институт 1 53 

Московский энергетический институт 5 56 

Московское высшее техническое учи- 

лище им. Н. 9. Баумана 5 57 

Новосибирский государственный уни- 

верситет им. Ленинского комсомола 3 52 

Олимпиады 

У1И Московская олимпиада по 

программированию 6 51 

Избранные задачи Московской го- 

родской олимпиады по физике 9 59 

Задачи пятидесятой Московской го- 

родской математической олимпиады 9 60 

ХИТ Всероссийская олимпиада 

школьников 10 60 

ХХЕ Всесоюзная олимпиада по мате- 

матике #1 50 

ХХГ Всесоюзная олимпиада по 

физике 31 52 

ХХУПТ Международная математи- 

ческая олимпиада 12 48 

ХУШ Международная физическая 

олимпиада 12 5] 

Избранные задачи Ленинградской 

городской олимпиады по матема- 

тнке 12 56 

Информация 

Новый прием во Всесоюзную заоч- 

ную математическую школу 1 95 

Новый прием на заочное отделение 

Малого мехмата 1 56 

Заочная физико-техническая школа 

при МИСиСе 1 57 

Заочная физическая школа при МГУ 4 44 

Летняя школа «Юный программисть 6 57 

Компьютеры на берегу Оби т 59 

Юные программисты в Ленинграде 1 61 

Заочная школа при НГУ т 62 

Вечерняя физическая школа при 

МГУ 8 54 

Х Турнир юиых физиков 8 59 

И Научно-техническая конферен- 

ция школьников в МФТИ 9 55 

Новосибирск — Андовер 9 56 

1 Всесоюзная олимпиада  школь- 11 30 

ников по информатике 

Заочная физико-техническая школа 12 57 

при МФТИ 

Игры н головоломки 1—12 4-я 
с. обл. 

Перевертыши 7 54 

Из чего угодно — что угодно 8 53 

«Квант» улыбается 

Новости археологии 2 18 

Простота математики 2 18 
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Ни малейшей работы! 

Крокодил в конверте 

О классификации 

Математика в жизни 

Вести с экзаменов 

Задачи, расположенные по цепочке 
После экзаменов 


Смесь 

Несколько задач на один прием 
Задача для исследования 
Советуем прочесть 

Сколько стоит дыня? 

Задачи на исследование 

Кто с кем танцует? 

Вниманию наших читателей 


Шахматная страничка 

Итоги шахматного конкурса 19586 го- 
да 

Компьютер анализирует эндшпиль 


Парадоксальиые иаходки ЭВМ 
Рекорды компьютера 
Обезьяньи рекорды 
Чемпионаты компьютеров 
Чемпионат микрокомпьютеров 
Фигуры возвращаются домой 
Ретроспективный анализ 
Статистика Зидшпиля 
Компьютер в компании гроссмей- 
стеров 

Геометрические темы 

Метод треугольника 

Наша обложка 

Наша анкета 
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тем. 250-33-54 


ПАдасманоноь слрани 7КА— 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира 0 шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техниче- 
ских наук Е. Я. Гик. 


МЕТОД ТРЕУГОЛЬНИКА 


В теории окоичаний, прежде 
всего пешечных, можно встре- 
тить немало математических 
и физических терминов: клю- 
чевые и критические поля, 
геометрическая — оппозиция, 
пространство и время, систе- 
ма полей соответствия и т. д. 
С правилом квадрата знакомы 
все шахматисты. Сейчас мы 
расскажем о методв треуголь- 
НИКВ. 





В этом положении после 
1. Крд5 Крс8 2. Краб Кр98 
3. с7-+ Крс8 4. Крсб на доске 
пат, а 2. Крс5 Крс7 приводит 
к исходиой позиции. Однако 
при своем ходе черные сразу 
проигрывают, так как вынуж- 
дены пропустить белого коро- 
ля на поле №6, теряя един- 
ственную пешку. Итак, задача 
белых — передать очередь хо- 
да противнику. Эта цель дос- 
тигается методом треугольни- 
ка. Король осуществляет ма- 
невр по треугольнику 45 — 
94 — с4. Черные гибнут после 
1. Кр45 Крс8 2. Кра4! Крь8 
3. Крс4 Крс8 4. Кр@5. Хеперь 
на 4...Кр98 решает 65. Крд6 
Крс8 6. сТ, а ва 4...Крс7 — 
5. Кре5, позиция та же, но 
ход черных. 





1. КрсЗ Крд5 2. Крьз 
Крсб. Черным нельзя допус- 
кать ни противостояния 
Кра4 — Краб из-за наличия 
темпа а2 — а3, ни КрЬЗ — 
Кр@6 ввиду а2 — аё с про- 
стым выигрышем. Отсюда сле- 
дует, что если белый король 
стоит на 43, с3 или №3, то 
черный должен находиться на 
е5‚ 45 или с6. Пользуясь 
шахматно - математическим 
языком, можно сказать, что 
полям 43, с3 и 3 соответ- 
ствуют поля еб, 45 и с6. 
В возникшей позицин белым 
надо передать очередь хода 
противнику, для чего их ко- 
роль идет по треугольнику, 
изображенному на рисунке 
(маневрирует на тыловых по- 
лях Ь2 н с2). Надежды чер- 
ных иа спасение связаны с 
построением аналогичного 
треугольника для своего ко- 
роля. 

При 6влом короле на с? 
(Ъ2) черный не может стоять 
на с7 (47) из-за КрсЗ н КраА 
с выигрышем, то есть тре- 
угольник с7 — 47 — 46 чер- 
ных не устраивает. Поскольку 
треугольником с5 — сб — 46 
они вообще не располагают 
(поле с5 под контролем), 
остается лишь треугольиик 
96 — 45 — сб. Но при короле 
на 45 (с6) белые ставят своего 
короля соответствеино на с3З 
(63) н берут верх. 

$. Крс2 (можно начать и 
с 52) Краб (3...Кра5 4. Кре3 
Кре5 5. КрьЗ и 6. а4) 4. 
КрЪ2! Крсб 5. КрьзЗ Крьб 
(5...Крб6б 6. а4) 6. Крез 
Крсб 7. Кра4 Краб 8. а3 
Крсб 9. Кре5 Крьб 10. Крд5, 
и все кончено. 

Июбопытную историю, 
также связанную с з«тре- 
угольникомь, рассказал в сво- 
их воспоминаниях гроссмей- 
стер С. Флор. 





М. Видмар — С. Флор. 
Блед, 1931 г. 

1. КреЗ Кра5 2. Краз 
Крсб 3. Креф Краб 4. КреЗ 


Куапетесте.ти 


Кр87 5. КраЗ Креб 6. Кред 
Кре5- 

Здесь Видмар спросил: 
«Ничья?» Флор задумался и 
вспомнил, как однажды Вид- 
мар предложил ничью Рубин- 
штейну, а тот деликатно отве- 
тил: «Если специалисты соч- 
тут нашу позицию иичейной, 
я согласен». Скоро Видмар 
сдался. 

Флор тоже ответил уклон- 


чнво; «Разве эта позиция 
ничейная?». 
«Ну, хорошо. — сказал 


гроссмейстер Видмар, — ищи- 
те, молодой человек, ищите! » 
Этот призыв подетегнул Фло- 
ра, и ои припомнил, что 
когда-то читал про треуголь- 
ник. Череэ пять минут пар- 
тня закончилась. 7. КреЗ 
Кр@5 8. Кр@З е4-- 9. КреЗ 
Креб 10. Кре? Кра4 11. Кра2 
е3-+ 12. Крет Краб. «Вот 
он — мой треугольник!» — 
воскликнул Флор. 13. Кр1 
Кре5 14. Кре1 Кра4 15. Кра1 
Кр@3. Белые сдались. 





Л. Юдасин — В. 
Ленинград, 1987 г. 

Переставяв последиим хо- 
дом короля с е2 на 12, 
ЖЮдасин предложил ничью, 
сообщив своему партнеру, что 
позиция теоретически ничей- 


ная. «Уличенный» в эле- 
ментарных эндшпильных про- 
белах, опытный Оскос ке 
рискнул спорить с молодым 
авторитетом н позволил себя 
уговорить. А между тем после 
}...Кре4 2. Кре2 #4 3. Кр?2 13 
4. Крё1 Креб! иа доске воз- 
никала позиция, симметрич- 
ная первой рассмотренной 
(после второго хода белых и с 
переменой цветов). 


Конкурсные задания 

23. Белые: Кра2, п и. 
ЬЗ, с2; черные: КрЬ4, п. 45. 
Белые начинают и выигры- 
вают. 
24. Белые: Жр!8, п п. 
а3, 53, сА; черные: Крс8, п п. 
26, №6, с5. Белые начинают 
ш выигрывают. 

Срок отправки решений — 
25 февраля 1988 г. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
23, 24». 


Цена 40 коп. 
Индекс 70465 


«Волшебная пуирамидка»ь — очередной персо- 
наж наших заметок © головоломках — была 
придумана до кубика Рубика, но почему-то 
не была тогда оценена по достоинству. Особен- 
ность объемных шарнирных головоломок, 
пирамидки и кубика в том числе, огличаю- 
ая их от игрушек из предыдущих номеров, 
за исключением с«перевертышейь (см. «Кванть, 
№.№ 1, 2), состоиг в том, что их подвижные 
части могут не только переходить с одного места 
на другое, но и по-разному «садиться» на 
данное место. Так, в пирамидке на рисунке 
слева 3 типа блоков — 4 угловых, 6 реберных 
ц 4 центральных. Первые можно повернуть 


на том же месте тремя способами, вторые — 
двумя, грегьш — тремя; правда, повороты цент- 
ральных блоков на вид неразличимы. У нае 
выпускают несколько вариантов пирамидки. 
Более распространен тот, что показан справа, 
причем к его угловым блокам обычно при- 
креплены пирамидальные макушки, вращаю- 
щиеся каждая сама по себе. Но гораздо инте- 
реснее пирамидка с центральными блоками. 
Наверное, излишне объяснять, ках с ней обра- 
шаться: допустимый поворог показан слева; 
надо перепутать блоки такими поворотами 
вокруг всех 4 осей, а затем восстановить 
исходную раскраску — одноцветную на каждой 





К.-АВ-'А-'В 


грани. Мы уже не раз объясняли, как под- 
ступить к рещению такой задачи. Сначала 
рассмотрим коммутаторы двух поворотов (ри- 
сунок в центре; на нем видны и обозначения 
поворотов). Под действием К,-— АВ ' А-В 
циклически переставляются 3 реберных бло- 
ка: ЛВ-—-СВ—>АС—-АВ (порядок букв суще- 
ствен!), а центральные блоки переставляются 
парами: а-++ъЪБ, с+-Ц, где а, 6,... — центры 
граней ВСП, СПА, .... Аналогично действует 
К.-=ВС` ‘В 'С: АВ--СВ-СА-АВ, только 
2 блока — СВи АС — иначе поворачиваются. 
Поэтому операция К.К:' переворачивает эти 
блоки на своих местах, а остальные реберные 
блоки не затрагивает. Еще одна полезная опера- 
ция получится, если трижды повторить 
К.:К! переставляет только ценгральпые 
блоки а--Б, с--4. Темерь можно расставлять 


блоки в следующем порядке: 1) угловые (их 
надо повернуть, чтобы согласовать цвега ма 
каждой грани пирамиды), 2) реберные ПА, 
РВ, С — можно ставить их поочередно, поль- 
зуясь коммутаторами АВА 'В ', В 'А-'ВА 
и г. п., заменяющими по одному из этих блоков 
3) реберные АВ, ВС, СА — сначала пользуясь 
К, или К ', а затем, если нужно, перевернуть, 
пользуясь К.К ' иг. п., 4) центральные — 
с помощью операций типа К1. Попробуйте пока- 
загв, чго указанных операций всегда достаточ- 
но для полной сборки (это отнюдь не очевид- 
но!). Вам поможег статья «Математика вол- 
шебного кубика» («Квант» № 8, 1982 г.). И еще 
задача: докажите, что, вращая пирамидкц, 
можно получить 9'.6/.3°—3732480 различ- 
ных расцветок. 


